Stohasticka analiza
27.1.2020.

1. Bogatas igra niz igara. Ulog u n—toj igri je 1 ili 2 dolara i zavisi od ishoda u prethodnoj igri. Ako je izgubio u
(n —1)—o0j igri, ulog u n—toj ¢e biti 1 i verovatnoca da ¢e pobediti u n—toj igri je % U tom slucaju ée zaraditi
1 dolar, dok ¢e u suprotnom izgubiti dolar koji je ulozio. Ako je pobedio u (n — 1)—oj igri, ulog u n—toj ¢e biti
2 i verovatnoca da ¢e pobediti u toj igri je % U tom slucaju ¢e zaraditi 2 dolara, dok ¢e u suprotnom izgubiti 2
dolara koje je ulozio. Oznacimo sa X, slu¢ajnu promenljivu koja predstavlja dobit u n—toj igri,
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Sa X je oznacdeno pocetno stanje. Neka je Y,, = sgn X,,, n € Ny.

(a) Pronadi E(X,|Yn—1).

(b) Odrediti matricu prelaza za jedan korak Lanca Markova {Y,}. Izracunati procenat igara koje ¢e bogatas
izgubiti.

(c) Dali je Lanac Markova {Y,,} stacionaran? Objasniti.

(d) Izracunati verovatnoce p;, i = 1,2,3,4 i E(X,,).
Resenje:
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i vazi B(X,,) = E(E(Xn|Yn-1)) = —2(p3 + pa).
(b) Matrica prelaza
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(¢) Lanac Markova je stacionaran, jer Y,, n € Ny imaju istu raspodelu, pa vazi p; + p2 = %, p3 +ps = %

(d) Verovatnoce su
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2. Vremena smrti osiguranika neke osiguravajuée kucée se posmatraju kao vremena pristizanja zahteva za islatu
osiguranja i broj preminulih osiguranika se ponasa u skladu sa Poasonovim procesom X; sa stopom rasta 2 po
danu. Neka je sa Z, oznafen ukupan iznos koji se ispla¢uje na ime n—tog osiguranika koji je preminuo i neka
su Z, nezavisne sluc¢ajne promenljive sa uniformnom raspodelom izmedu 1000 i 5000 evra. Odrediti o¢ekivan
iznos koji osiguravajuca kuéa treba da isplati u periodu od 5 dana, kao i disperziju.

ResSenje: Imamo slozen Poasonov proces N i

1
E(Ns) = 30000, D(Ns5) = %107.

3. Dat je stohasticki proces X; = 2W; + v/t, gde je sa. W; oznaceno standardno Braunovo kretanje.
(a) Proveriti da li je sledece tvrdenje tatno

E(X2Ws) =X2%, scA={x>0:Fx,(z) <05}

(b) Dali je proces X? martingal u odnosu na istoriju Braunovog kretanja W,?

c¢) Odrediti stohasticki diferencijal dX? i izraziti ga preko X;.
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Resenje:
(a) Imamo A = (0, \/ﬂ i
E(X2|W,) = AE(W2|Ws) + AVEE(W W) + t
= At —s) + AW+ AW, +t =4(t — s) + X2 £ X2, se A

(b) X7 nije martingal, jer E(X?|W;) # X2 za s <t
(c) X? =AW?2 +4VtW; +t = u(t,Wy), gde u(t,z) = 42? + 4/tz + t. Vaii

2
uy = —x + 1, um:8aj+4\/7€, Upr = 8

Vit
Ttova formula daje
2
Vit

1

dXi = ( 7

Wi+ 1+ 4)dt + 42W, + VAW, = ( X, + 4) dt + 4X,dW,



