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1. Bogata² igra niz igara. Ulog u n−toj igri je 1 ili 2 dolara i zavisi od ishoda u prethodnoj igri. Ako je izgubio u

(n− 1)−oj igri, ulog u n−toj ¢e biti 1 i verovatno¢a da ¢e pobediti u n−toj igri je 1
2 . U tom slu£aju ¢e zaraditi

1 dolar, dok ¢e u suprotnom izgubiti dolar koji je uloºio. Ako je pobedio u (n− 1)−oj igri, ulog u n−toj ¢e biti
2 i verovatno¢a da ¢e pobediti u toj igri je 1

3 . U tom slu£aju ¢e zaraditi 2 dolara, dok ¢e u suprotnom izgubiti 2

dolara koje je uloºio. Ozna£imo sa Xn slu£ajnu promenljivu koja predstavlja dobit u n−toj igri,

Xn :

(
−2 −1 1 2
p1 p2 p3 p4

)
, n ∈ N0.

Sa X0 je ozna£eno po£etno stanje. Neka je Yn = sgnXn, n ∈ N0.

(a) Prona¢i E(Xn|Yn−1).

(b) Odrediti matricu prelaza za jedan korak Lanca Markova {Yn}. Izra£unati procenat igara koje ¢e bogata²

izgubiti.

(c) Da li je Lanac Markova {Yn} stacionaran? Objasniti.

(d) Izra£unati verovatno¢e pi, i = 1, 2, 3, 4 i E(Xn).

Re²enje:

(a)

E(Xn|Yn−1) :

(
0 −2

3
p1 + p2 p3 + p4

)
i vaºi E(Xn) = E(E(Xn|Yn−1)) = −2

3(p3 + p4).

(b) Matrica prelaza

P =

[
1
2

1
2

2
3

1
3

]
.

Finalne verovatno¢e

p∗−1 =
4

7
, p∗1 =

3

7
.

(c) Lanac Markova je stacionaran, jer Yn, n ∈ N0 imaju istu raspodelu, pa vaºi p1 + p2 =
4
7 , p3 + p4 =

3
7 .

(d) Verovatno¢e su

p1 = p2 = p3 =
2

7
, p4 =

1

7
.

2. Vremena smrti osiguranika neke osiguravaju¢e ku¢e se posmatraju kao vremena pristizanja zahteva za islatu

osiguranja i broj preminulih osiguranika se pona²a u skladu sa Poasonovim procesom Xt sa stopom rasta 2 po

danu. Neka je sa Zn ozna£en ukupan iznos koji se ispla¢uje na ime n−tog osiguranika koji je preminuo i neka

su Zn nezavisne slu£ajne promenljive sa uniformnom raspodelom izme�u 1000 i 5000 evra. Odrediti o£ekivan

iznos koji osiguravaju¢a ku¢a treba da isplati u periodu od 5 dana, kao i disperziju.

Re²enje: Imamo sloºen Poasonov proces Nt i

E(N5) = 30000, D(N5) =
31

3
107.

3. Dat je stohasti£ki proces Xt = 2Wt +
√
t, gde je sa Wt ozna£eno standardno Braunovo kretanje.

(a) Proveriti da li je slede¢e tvr�enje ta£no

E(X2
t |Ws) = X2

s , s ∈ A = {x > 0 : FXt(x) < 0.5}.

(b) Da li je proces X2
t martingal u odnosu na istoriju Braunovog kretanja Wt?

(c) Odrediti stohasti£ki diferencijal dX2
t i izraziti ga preko Xt.



Re²enje:

(a) Imamo A = (0,
√
t] i

E(X2
t |Ws) = 4E(W 2

t |Ws) + 4
√
tE(Wt|Ws) + t

= 4(t− s) + 4W 2
s + 4

√
tWs + t = 4(t− s) +X2

s 6= X2
s , s ∈ A.

(b) X2
t nije martingal, jer E(X2

t |Ws) 6= X2
s za s < t

(c) X2
t = 4W 2

t + 4
√
tWt + t = u(t,Wt), gde u(t, x) = 4x2 + 4

√
tx+ t. Vaºi

ut =
2√
t
x+ 1, ux = 8x+ 4

√
t, uxx = 8

Itova formula daje

dX2
t = (

2√
t
Wt + 1 + 4)dt+ 4(2Wt +

√
t)dWt =

( 1√
t
Xt + 4

)
dt+ 4XtdWt


