Stohasticka analiza — pismeni ispit
17.6.2019.

1. Igra se igra na sre¢u. Magina redom izbacuje cifre 0 i 1 na ekranu sa verovatnoé¢ama 1 — p i p, redom. Igra se
zavrSava kada se prvi put pojavi 0. Ako je ulog u igri jednak a > 0, osvojena suma je jednaka ukupnom zbiru
svih cifara koje su se pojavile na ekranu u toj igri. Odrediti o¢ekivani iznos koji ¢e igra¢ osvojiti u jednoj igri?
Izrac¢unati verovatnoc¢u p takvu da je igra fer (ulog je jednak dobitku).

Resenje:
Preko uslovnog otekivanja E(N|F(A)), N je slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj cifara, a A je dogadaj:
prva cifra je nula, dobijamo: Oc¢ekivani iznos koji ¢e osvojiti je F(N) — 1 = ﬁ —1= l%p. Igra je fer ako je

E(N)—1=a. Dakle, p= 17..

2. Mehanicki uredaj proizvodi male “Sokove” u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta 0.1 po satu.
Uredaj prestaje da radi kad se dogodi ukupno K Sokova. Odrediti ocekivani vek trajanja T tog uredaja. Nadi
verovatnoce da ¢e se K 1 K — 1 8ok dogoditi posle E(T') sati i uporediti te vrednosti.

ReSenje: X; : P(0.1t) i

o110k (01-10K)K L KK
P(XE(T):K):eO'“OKi( = ) = e o = P(Xpr) = K - 1).

3. Posmatramo posudu koja na pocetku sadrzi r crvenih i b crnih kuglica. Uzastopna izvlacenja kuglica se vrse
na slede¢i nac¢in: posle svakog izvlacenja izvucena kuglica se vraca i dodaje se a kuglica iste boje (r,b 1 a su
prirodni brojevi). Neka je sa {Y,,} oznacen niz sluc¢ajnih promenljivih takvih da Y;, = 1 ako je n—ta izvucena
kuglica crvena i Y, = 0 ako je n—ta izvucena kuglica crna. Neka r, i b, redom predstavljaju broj crvenih i crnih
kuglica u posudi posle n—tog izvlacenja.

(a) Neka je Z, broj crvenih kuglica u posudi posle n—tog izvlacenja. Izraziti Z, kao funkciju od slucajnih
promenljivih Y7,...,Y,. Dokazati da niz {Z,} ¢ini lanac Markova i odrediti verovatnoce prelaza za jedan
korak. Da li je lanac Markova {Z,} homogen ili nehomogen?

(b) Neka je sa X,, oznacen udeo crvenih kuglica u posudi posle n—tog izvlacenja, tj. X,, = Tni"bn. Dokazati da
je {X,,} martingal u odnosu na filtraciju {F,}, gde F, = F(Y1,...,Y,).

Resenje:
(a) Ukupan broj kuglica u posudi posle n—tog izla¢enja je r + b+ n - a. To znaci da
P{Zn+1 - rn—i—l’Zn =Tn, Zn—l =Tn—1y--- ZO = T} - P{Zn+1 - rn—i-l’Zn - rn}

i {Z,} je nehomogen lanac Markova. Verovatnoce prelaza za jedan korak su

b+an—ry _
Ttﬁ)ﬁla,f y Tn+1 = Tn
P{Zn11 =rns1|Zn =m0} = r+£1an, Tntl = Tp +a
0, inace.
(b) E(|X,|) < oo vazi, jer 0 < X,, < 1. Takode, X,, = TJij je funkcija koja zavisi od Y7,...,Y,, jer

Zn = f(Y1,...,Y,). Dakle, X, je adaptiran u odnosu na filtraciju F,.

E(Xp1|Fn) =E(Xpy1|Zn = 70)
Tn +aYni1
r+b+an+1)

Tn + aYni1
Y, :0) P{Y, =1 E(
r+b+a(n+1)‘ i + P{¥os =1}

r+b+an—my, Tn + Tn Tn +a
- r+btan r+bt+ant+l) r+btanr+bta(n+1)

—P{Vpi1 = 0}E< Vi1 = 1)

= X,.
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4. Dat je stohasticki proces X; sa stohastickim diferencijalom dX; = —;(dt + dWy), pri ¢emu je sa Wy oznadeno

1w
standardno Braunovo kretanje. Pronaéi stohasti¢ki proces Ciji je stohasticki diferencijal jednak 7: + f—tdt,
e

2t
gde Y, = —tWeXt.
Ideja: Koristiti Itovu formulu za d = 2.

Resenje:
Dobijamo,
4y, 2 t 1 t
ot + %dt = d(%) + dA;, gde A = / 5ds —/ s dWs.
0 0

dt 2t
W2+t ¢
Trazeni stohasticki proces je Z; = t;— — / s dWs.
0




