
Stohasti£ka analiza � pismeni ispit
17.6.2019.

1. Igra se igra na sre¢u. Ma²ina redom izbacuje cifre 0 i 1 na ekranu sa verovatno¢ama 1− p i p,
redom. Igra se zavr²ava kada se prvi put pojavi 0. Ako je ulog u igri jednak a > 0, osvojena
suma je jednaka ukupnom zbiru svih cifara koje su se pojavile na ekranu u toj igri. Odrediti
o£ekivani iznos koji ¢e igra£ osvojiti u jednoj igri? Izra£unati verovatno¢u p takvu da je igra
fer (ulog je jednak dobitku).

2. Mehani£ki ure�aj proizvodi male �²okove� u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta
0.1 po satu. Ure�aj prestaje da radi kad se dogodi ukupno K ²okova. Odrediti o£ekivani vek
trajanja T tog ure�aja. Na¢i verovatno¢e da ¢e se K i K − 1 ²ok dogoditi posle E(T ) sati i
uporediti te vrednosti.

3. Posmatramo posudu koja na po£etku sadrºi r crvenih i b crnih kuglica. Uzastopna izvla£enja
kuglica se vr²e na slede¢i na£in: posle svakog izvla£enja izvu£ena kuglica se vra¢a i dodaje
se a kuglica iste boje (r, b i a su prirodni brojevi). Neka je sa {Yn} ozna£en niz slu£ajnih
promenljivih takvih da Yn = 1 ako je n−ta izvu£ena kuglica crvena i Yn = 0 ako je n−ta
izvu£ena kuglica crna. Neka rn i bn redom predstavljaju broj crvenih i crnih kuglica u posudi
posle n−tog izvla£enja.

(a) Neka je Zn broj crvenih kuglica u posudi posle n−tog izvla£enja. Izraziti Zn kao funkciju
od slu£ajnih promenljivih Y1, . . . , Yn. Dokazati da niz {Zn} £ini lanac Markova i odrediti
verovatno¢e prelaza za jedan korak. Da li je lanac Markova {Zn} homogen ili nehomogen?

(b) Neka je sa Xn ozna£en udeo crvenih kuglica u posudi posle n−tog izvla£enja, tj. Xn =
rn

rn+bn
. Dokazati da je {Xn} martingal u odnosu na �ltraciju {Fn}, gde Fn = F(Y1, . . . , Yn).

4. Dat je stohasti£ki proces Xt sa stohasti£kim diferencijalom dXt = −
1

t
(dt + dWt), pri £emu je

sa Wt ozna£eno standardno Braunovo kretanje. Prona¢i stohasti£ki proces £iji je stohasti£ki

diferencijal jednak
dYt

eXt
+

1

2

Wt

t
dt, gde Yt = −tWte

Xt .

Ideja: Koristiti Itovu formulu za d = 2.


