Verovatnoc¢a — pismeni ispit
28. avgust 2019.

1. Na sluéaj nacin se bira tacka iz kvadrata sa temenima u (—2+/2,0), (0, —2v/2), (2v/2,0) i (0,2v/2).

(a) Koja je verovatno¢a da ée izabrana tacka pripadati kvadratu sa temenima u (—+/2,0), (0, —v/2), (v/2,0)
i (0,/2), ali neée pripadati krugu sa centrom u (0, 0) i poluprenikom 1?

(b) Bira se jos jedna tacka iz istog kvadrata, nezavisno od druge. Odrediti verovatnou da ¢e obe tacke
pripadati krugu sa centrom u (0, 0) i polupre¢nikom 2.

Resenje:
(@ p1 = 41;;

. . . 2
(b) Iz nezavisnosti sledi p, = 7% - 1o = =-.

2. Odrediti konstante a, b, c € R takve da je sa F'(x) = c+aarctg §, x € R data funkcija raspodele neke slucajne
promenljive i da vazi P{X < b} =2iP{0 <X <1} = 1.

Resenje: Razdvajamo dva sluc¢ajab > 01 b < 0. Nije moguce a = 0, jer bi u tom slucaju F’ bila konstantna
funkcija, dok u slucaju b = 0 ne bi vazilo 0 < F(z) < 1.
Neka je prvo b > 0. Da bi F' bila funkcija raspodele treba da vazi

(a) F(—o0) = c+ aarctg(—o0) =0
(b) F(00) = ¢+ aarctg(+o0) =1
1

Iz dve jednatine dobijamo ¢ = 3 ia = %.

(c) Kako je F'(x) = %H(;/b)? zakljuCujemo da F”'(x) > 0, jer a i b imaju isti znak. Dakle, F' je rastuéa
funkcija.

(d) Jasno je da je F' neprekidna za sve x € R.

U slucaju b < 0 dobijamo ¢ = % ia= —%, ostalo ide analogno.
Dalje,
1 3 1
P{X <b} =F(b) = = +aarctg(l) = - =a=—
2 4 s
pa zakljucujemo da je b > 0. Dodatno,
1 1 1
P{0< X <1} = F(1) — F(0) = - arctg (5) =2
s

pa dobijamo arctg (%) = 7 iz Cegasledib = 1.

3. Deo elektronskog sistema ima dva tipa komponenti koje zajedno rade. Oznacimo sa X; 1 X, Zivotni vek (meren
u stotinama sati) komponente I i II, respektivno. Neka je zajednicka funkcija gustine data sa

1 _11+z2
) gme "2, za 21 >0, 22 >0,
PX1Xa) = 0, inace

, .

(a) Izracunati verovatnocu da ¢e obe komponente imati Zivotni vek duZi od 100 sati, tj. na¢i P{X; > 1, Xy >
1}.
(b) Naci verovatnocu da ¢e komponenta tipa II imati Zivotni vek duzi od 200 sati.

(c¢) Dalisu X;i X5 nezavisne? ObrazloZiti.

ResSenje:



(a)

x x S 1 oo
P{Xi>1,Xy>1} = / / Srpe " dryday = / gme_“ﬂdm/ e "2/2 g,
1 1

1
—/1 ghie —o1/2dgy - (=2) - (—e’%) = 1—1671/2 6e /2 = %"
(b)
ox,(T2) / —T1e N dr, = —e“/Q/ rre” " e, = —e™/% . 4
0 8 0 8
1 e~ ® /2
2 e xg > 0.
1 2 1
PG> = [ o =52 =
(c)
1 —x1/2 - —x2/2 1 —x1/2 1 —x1/2
ox, (1) = gxle e dxy = §$1€ 2= qwe , x> 0.
0
Pa sledi

Px1,%) (71, T2) = ox, (1), (T2)
1 X7 1 X5 su nezavisne.
4. (a) Date su slucajne promenljive X : U(0,a), a > 01Y = max{X,1}. Odrediti P{|Y — 1| > ¢} ako je
e > 0.

(b) Neka je dat niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X,, : #4(0,n) i neka je Y,, = max{X,,1}. Da li niz
slucajnih promenljivih Y,, konvergira u verovatnoc¢i ka 1 kada n — 00?

Resenje:
(a)
P{lY = 1| >e}=P{Y —1>¢} = Plmax{X,1} > 1+¢} =1 — P{max{X,1} < 1+¢}

. e+ 1<a  J1-E5 e+1<a
B 1, e+1>a |0, e+1>a.

(b) Na osnovu rezultata pod (a) vidimo da postoji ¢ > 0 takvo da P{|Y;,, — 1| > ¢} -» 0 kada n — oo.

5. Na prekookeanskom letu se u avion utovaraju koferi sa teZinama koje su nezavisne sluajne promenljive sa
uniformnom raspodelom izmedu 5 i 53 kg. Koja je verovatnoca da ¢e ukupna tezZina 100 kofera prec¢i 3300 kg?
Reenje: Neka je sa X; oznaCena teZina i—tog kofera. Tada X; : U(5,53) i E[X;] = 2 =29, D[X;] = % =
48 - 4 = 64 - 3. Takode, neka je sa S,, oznaena ukupna teZina n kofera. Iz nezavisnosti sledi

E[Sloo] - 2900, D[SH)O] =100-64 - 3.
Koriste¢i Centralnu grani¢nu teoremu dobijamo

9
P{Smo > 3300} - P{S;OO > M} - P{ >

V3 - 80 V3
— 0.5 — (2.88) = 0.5 — 0.498 = 0.002.
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