Verovatnoc¢a — pismeni ispit
17. jun 2019.

1. Nemanja svaki dan dobija dZeparac u iznosu od 300 dinara i ponekad ne potrosi ceo iznos. Pretpostavimo da
¢e prvi dan potrositi 100 ili 300 dinara sa verovatno¢ama 1/4 ili 200 dinara sa verovatno¢om 1/2.

(a) Pretpostavimo da Nemanjine odluke o tome koliko ¢e novca potrositi tokom jednog dana ne zavise od
prethodnih dana i da svakog dana trosi 100, 200 ili 300 dinara sa jednakim verovatnoama kao prvog
dana. Odrediti verovatnoéu da ¢e u prva dva dana ustedeti bar 300 dinara.

(b) Neka sada odluka o potros$nji tokom jednog dana zavisi od prethodnog i neka je verovatnoéa da ce
slede¢eg dana potrositi istu koli¢inu novca kao prethodnog jednaka 1/4. Odrediti verovatnocu da e
Nemanja u prva dva dana ustedeti 400 dinara.

Resenje: Oznacimo sledece dogadaje
H, : Nemanja prvog dana trosi 100 dinara, P(H;) =
H, : Nemanja prvog dana tro$i 200 dinara, P(Hs) =

Hj3 : Nemanja prvog dana tro$i 300 dinara, P(H3) =

e Nl N e B

(a) Neka je A dogadaj da je Nemanja u prva dva dana ustedeo bar 300 dinara. Iz nezavisnosti sledi
11 11 11 5
P(A) = P(HH P(HyH PHH)=-—4+-—-4+--=—.
(A) (HiHs) + P(HoHy) + P(H  H;y) 127137117 16
(b) Oznacimo sada
S7 : Nemanja drugog dana trosi 100 dinara
Sy : Nemanja drugog dana trosi 200 dinara

S5 : Nemanja drugog dana tro$i 300 dinara

B :Nemanja je u prva dva dana uStedeo 400 dinara

Dato je P(S;|H;) = 7, pa sledi

1
4
P(B) = P(H\S1) = P(H\)P(Sy|Hy) = ~+ = 2
= 101) = 1 VIR
2. (a) Odrediti konstantu ¢ tako da funkcija ¢ data sa ¢(z) = cxe ™t zax > 11i ¢(x) = 0 inale, bude
funkcija gustine neke slucajne promenljive X.
(b) Odrediti drugi momenat slucajne promenljive X. Da li slu¢ajna promenljiva X ima ocekivanje? Objas-
niti.
(c) Izracunati f%(0), ako je fx karakteristi¢na funkcija sluajne promenljive X.
(d) Odrediti funkciju gustine slu¢ajne promenljive Y =
X+1, X>2

Resenje:

(a) Kako je p(z) > 0zasvako z € Ri vazi

fe'e) fe’e) 2 c 0 . c
o(x)dr = cre de = - edt = —,
—00 1 2 —00 2

zakljuCujemo da je ¢ funkcija gustine neke sluc¢ajne promenljive ako ¢ = 2.



(b)
2 > 241 2 —a24+1|% X 3 a1
E(X):/ 2ZL‘3€_$+dl’=—CL’€_I+) +/ 20 Hdr =1+1=2.
1 1 1

Ocekivanje slucajne promenljive X postoji, jer postoji momenat drugog reda.
(c) Vazi f{(0) =*E(X?) = —2.
(d) Zay < 0imamo Fy(y) = 0. Ako je y € (0, 3], vazi

Vy+1 )
Fy(y) = P{Y <y} = P{X < Jy+1} = / dpe " dy — 1 — V.
1
Dalje, zay > 3
y—1 ) ,
FY(?J):P{Y<y}=P{X<y—1}:/ Qre Tl dy =1 — ¢ V2,
1

Funkcija gustine slucajne promenljive Y je

0, y<0
ey (y) = e, 0<y<3
2y — e V'™, >3

F{ (y) nije definisanou y = 0 iy = 3, pa smo ¢y dodefinisali u tim tackama.

3. Akosu X, : U(0,n), n = 1,2... nezavisne slucajne promenljive i ¥;, = min{X,,, 1}, n = 1,2... pokazati
da Y, konvergira ka 1 u verovatno¢i kada n — oo, ali Y,, ne teZi skoro sigurno ka 1. Na¢i jedan podniz niza
Y1, Y5... koji konvergira skoro sigurno ka 1.

ReSenje:

P{Y,—1] > e} = P{1—Y, >} — Pfmin{X,,1} < 1— 2} — P{X, <1— ¢}
_ {%, ee (0,1)

0, e<1.

Odavde vidimo da Y,, konvergira ka 1 u verovatno¢i, ali da ne konvergira ka 1 skoro sigurno (jer odgovarajuci
red divergira). Ako izaberemo na primer podniz n;, = k2, dobijamo da red

. 1—c
>

k=1

konvergira, te Y,,,, Y,,,, ... teZi skoro sigurno ka 1.

4. Uredaj moze imati defekt A sa verovatnocom 0.01 i, nezavisno od toga, defekt B sa verovatno¢om 0.02. Uredaj
Jje neispravan ako ima istovremeno oba defekta. Kupac prihvata seriju od 1000 uredaja ako u seriji nema vise
od k neispravnih uredaja. Odrediti & tako da kupac prihvati seriju sa verovatno¢om 0.999.

ReSenje:

Oznacimo sa X broj neispravnih uredaja u seriji od 1000 uredaja. Treba naci k tako da

P{X <k} = 0.999.



X ima binomnu raspodelu sa p = 0.01 - 0.02 = 0.0002 1 n = 1000. Posto je np < 10 binomnu raspodelu
mozemo aproksimirati Poasonovom P(0.2) pa imamo

f02m

e
m)

P{X <k} =
m=0
= 0.8187 + 0.1637 4+ 0.01637 + 0.00327... = 0.998 + 0.00327 + ...

odakle vidimo da k£ = 2.
Drugi nacin je da iskoristimo CGT, ili ti njen specijalan slu¢aj Moavr-Laplasovu teoremu:

k—0.2

P{X <k} =P{X"' < ——}.
X<k { _\/().2-0.9998}

Odavde sledi

k—0.2

O(————=) — P(—00) =0.999 = k = 1.
(\/0.2 . 0.9998) ( )



