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1. Data je zajedni£ka funkcija gustine za (X,Y )

ϕX,Y (x, y) =

{
2

1−e−1 ye
−x, x, y ∈ (0, 1),

0, x, y /∈ (0, 1).

Odrediti autokovarijansnu funkciju stohasti£kog procesa Xt = X + tY.

2. Igra se slede¢a igra. Biraju se prirodni brojevi N ≥ 2 i s ≤ N − 1. U kutiji se na po£etku
nalazi ukupno N belih i crnih kuglica, od £ega je s belih. U svakom koraku izva£i se po jedna
kuglica i ponavlja se slede¢i postupak. Ako je kuglica bela, ona se samo vra¢a u kutiju, a ako
je crna, pored izabrane crne u kutiju se ubacuje jedna bela kuglica. Posmatra se lanac Markova
koji predstavlja broj belih kuglica u kutiji posle n−tog izvla£enja.

(a) Prona¢i verovatno¢e prelaza za jedan i dva koraka.

(b) Igra se zavr²ava kada verovatno¢a da posle d izvla£enja broj belih kuglica poraste za d nije
ve¢a od 1/30. Odrediti minimalan broj izvla£enja potrebnih da se igra zavr²i ako je N = 2,
s = 1.

3. Mu²terije dolaze u berbernicu u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta 2 po satu.
Mu²terija dolazi da se o²isa sa verovatno¢om 2/3, a da obrije bradu sa verovatno¢om 1/3.

(a) Odrediti verovatno¢u da je 4 mu²terije stiglo u berbernicu da se o²isa u prva £etiri sata, ako
je poznato da su 2 mu²terije do²le da se o²i²aju u prva tri sata.

(b) Odrediti o£ekivano vreme koje pro�e izme�u dva uzastopna dolaska mu²terija koje ho¢e da
se o²isaju.

4. Dat je stohasti£ki proces

Xt = (2− t)

∫ t

0

s

2− s
dWs, t ∈ [0, 2).

(a) Dokazati da je Xt, t ∈ [0, 2) re²enje stohasti£ke diferencijalne jedna£ine

dXt = −
( Xt

2− t

)
dt+ tdWt, X0 = 0.

(b) Izra£unati E(Xt) i E(XtZt), ako je stohasti£ki proces Zt dat sa

Zt =

∫ t

0
(2− s)dWs.

5. (a) Odrediti funkciju f = f(s, t, x) za koju vaºi

P{Wt < 5
√
t}E[W 2

t W
2
s |Ws] +W 2

sE[W2s|Ws] = W 2
s f(s, t,Ws), 0 < s ≤ t,

ako je sa Wt dato standardno Braunovo kretanje, a sa Wt istorija Braunovog kretanje do
trenutka t.

(b) Odrediti E[f(s, t,Ws)].


