Verovatnocéa - kolokvijum
17. decembar 2016.

. Profesor daje dva tipa ispita, ,,tezak” ispit i ,,lak” ispit. Verovatnoca da student dobije tezak ispit
je 0.8. Ako je ispit tezak, verovatnoéa da se prvo pitanje na ispitu okarakterise kao tesko je 0.9. U
suprotnom, ta verovatnoc¢a je 0.15. Koja je verovatnoc¢a da prvo pitanje na ispitu bude tesko? Koja je
verovatnoca da je ispit tezak, ako je prvo pitanje tesko?

. Pera i Sima izvlace sluc¢ajno broj iz skupa {1,2,...,10} u isto vreme i nezavisno jedan od drugog.
Postupak se ponavlja dok Pera ne izvuce jedan od brojeva iz skupa A = {1,2,3,4} ili dok Sima ne
izvuce jedan od brojeva iz skupa B = {5,6,7,8,9,10}. Pobednik je onaj ko prvi izvuce jedan od
brojeva iz navedenih skupova. Ako Pera izvuce broj iz skupa A i Sima broj iz skupa B, smatra se da
je Pera pobednik. Neka je X7 broj Perinih izvlac¢enja dok ne dobije broj iz skupa A i X7 broj Siminih
izvlacenja dok ne dobije broj iz skupa B.

(a) Nadi raspodele slu¢ajnih promenljivih X; i Xo.

(b) Naéi verovatnoéu da Pera pobedi.
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Verovatnocéa - pismeni ispit, M3, M4
1. februar 2017.
. Na slucajan nacin se bira broj iz skupa {1,2,3,4,5,6}. Zatim se baca kockica dok se ne dobije broj koji

je vedi ili jednak od izvucenog broja. Neka slucajna promenljiva X predstavlja broj bacanja kockice.
Odrediti raspodelu za X, E(X) i D(X).

. Sluc¢ajna promenljiva X ima funkciju gustine datu sa px(x) = %lez. Naéi funkciju raspodele i
funkciju gustine slu¢ajne promenljive Y = %
. Odrediti ¢ € R tako da funkcija
[l y) = - o,y €R

m2(1+22)(1+ y?)

bude funkcija gustine neke slu¢ajne promenljive Z = (X,Y’). Odrediti marginalne gustine i verovatnoéu
da Z uzme vrednosti u kvadratu K = [0,1] x [0, 1].

. Pretpostavimo da X,, — a u verovatnodi i da Y,, — b u verovatnodi, gde su a, b konstante. Dokazati
da X,, +Y,, — a + b u verovatnodi.

. Pomoc¢u rac¢unara vrsi se obracun elektri¢cne energije za 100 korisnika. Vreme obracuna za svakog
korisnika ima eksponenicjalnu raspodelu sa ocekivanjem 3 sekunde i ne zavisi od drugih korisnika.
Odrediti verovatnoéu da ¢e obrac¢un trajati izmedu 3 i 6 minuta.

Verovatnoca - pismeni ispit, M3, M4
1. februar 2017.
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. Odrediti ¢ € R tako da funkcija

C

flay) = 72(1+ 22)(1 + y2)

T,y €ER

bude funkcija gustine neke slu¢ajne promenljive Z = (X,Y’). Odrediti marginalne gustine i verovatnoéu
da Z uzme vrednosti u kvadratu K = [0,1] x [0,1].

. Pretpostavimo da X,, — a u verovatnodi i da Y,, — b u verovatno¢i, gde su a, b konstante. Dokazati
da X,, +Y, — a+ b u verovatnodi.

. Pomoéu racunara vrsi se obracun elektri¢ne energije za 100 korisnika. Vreme obra¢una za svakog
korisnika ima eksponenicjalnu raspodelu sa ocekivanjem 3 sekunde i ne zavisi od drugih korisnika.
Odprediti verovatno¢u da ¢e obracun trajati izmedu 3 i 6 minuta.
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Verovatnocéa - pismeni ispit, M3, M4

7. april 2017.

. U jednoj grupi studenata ima a odli¢nih, b prosecnih i ¢ slabih. Odlican student na ispitu moze dobiti
samo odli¢nu ocenu, prosecan sa jednakim verovatno¢ama dobija odli¢nu ili dobru ocenu, a slab student
sa jednakim verovatnot¢ama dobija dobru, zadovoljavajucu ili slabu ocenu.

(a) Na ispitu se na slucajan nacin proziva jedan student iz grupe. Naéi verovatnoéu da dobije dobru
ili odli¢nu ocenu.

(b) Na ispitu se na slu¢ajan nacin prozivaju dva studenta. Naéi verovatno¢u da jedan dobije dobru,
a drugi zadovoljavajuc¢u ocenu.

. Sluéajna promenljiva X ima gustinu ¢x () = Se~ 17!, z € R. Odrediti raspodelu sluéajne promenljive
Y date sa
X -3, X<-1
Y={-1-X2 Xe(-12
X -1, X >2
Naéi P{Y < 0}.

. Vektor (X,Y) ima gustinu
alr+vy), (x,y)eD
oz, y) = (e, (o)
0, (z,y) ¢ D,
gde je D= {(z,y): 0 <z <1, 22 <y < /z}. Odrediti a i na¢i P{Y >1/2 | X <1/2}.
. Karakteristi¢ne funkcije nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X i Y su date sa fx(t) = e2¢"' =2 fr(t) =
215 (3¢ 4+ 1)10. Odrediti raspodele za X i Y i verovatnote P{X +Y =2}, P{XY =0} i B(X).
0o .
2keztk

k!

,paje P{X =k} = e 22

Resenje. Vazi da je fx(t) = e 2 K-

k=0

10
L 1 10 i .
Dalje je fy (t) = 10 E <k)3ke ztlc7 paje P{Y =k} = 4%(11@0)316'
k=0

Dakle, P{X +Y =2} = P{X =2, Y =0} + P{X =0,Y =2} + P{X =1,V =1} = ...

. Aparat za igru moze da izbaci broj k € Ny sa verovatnotom pjp = i Ako izbaci paran broj igrac
gubi jedan poen, a ako izbaci neparan broj igra¢ dobija jedan poen. Odrediti verovatnoc¢u da ¢e nakon
izbacivanja 1000 brojeva igra¢ imati izmedu 100 i 200 poena.

Resenje. Neka slucajna promenljiva X; predstavlja broj poena osvojenih u j-toj igri, gde je 1 < j <
1000. Dakle, ukupan broj poena osvojenih u 1000 igara je dat sa Xjgo0 = 2}0:010 X;. Prvo treba
odrediti raspodelu za X;. Iz uslova u zadatku jasno je da X; uzima vrednosti —1 ili 1. Vrednost —1

se dobija kada aparat izbaci paran broj (igra¢ gubi poen), pa je

> = e! 1+4+e2
X b= pm=2 (2n)! 2
n=0 n=0
Primetimo da se suma reda lako dobija ako se saberu razvoji u red za e! i e~!. Dalje je P{X;=-1} =
1-P{X;=1}
Treba odrediti 100 < P{Xj000} < 200. Kako su promenljive X; nezavisne i imaju istu raspodelu,
mozemo da primenimo centralnu graniénu teoremu. Vazi da je E(X1000) = 1000E(X;) = —1000 * e~2

i D(X;)=1—e"% paje D(X)=1000(1—e~*). Dakle,

{ 100 — E(Xl()OO) % 200 — E(X1000)

=¢...—d....=0.
D(X1000) 1000 D(X1000) }
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Verovatnocéa - pismeni ispit, smerovi M0, M1, M2, M3, M4
16. jun 2017.

. U jednoj srednjoj skoli 35% ucenika uc¢i Nemacki kao drugi strani jezik, 15% uci Francuski, a 40% uci
bar jedan od ova dva jezika. Odrediti verovatnoc¢u da slucajno odabrani student u¢i Francuski, ako se
zna da u¢i Nemagcki.

. Neka su X 1Y nezavisne slu¢ajne promenljive sa £(u) raspodelom, p > 0, i neka je

X
X+Y

V=X+Y, W=

Nagéi funkciju gustine slu¢ajne promenljive (V,W). Dokazati da su slu¢ajne promenljive V' i W nezavisne.

. Neka je N : N(0,1). Neka slu¢ajna promenljiva S predstavlja zbir korena jednacine 2 + 2Nz +1 = 0.
Odrediti funkciju raspodele i funkciju gustine slucajne promenljive S, ako su koreni jednac¢ine realni.

. Dat je niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X, X5,... i X,, : U(0,n),n =1,2,.... Ispitati sve Cetiri
vrste konvergencije niza Y,, = %, n=12,....

. Bazen se prazni svakog sata. Vreme praznjenja u minutima ima eksponencijalnu £ (2—10) raspodelu. Kroz
cevi za praznjenje istekne jedan kubni metar vode u minutu. Ako je u bazenu bilo 1000 m? kolika je
verovatnocéa da je nakon 12 sati u bazenu ostalo manje od 420 m® vode ?

Verovatnoca - pismeni ispit, smerovi M0, M1, M2, M3, M4
16. jun 2017.

. U jednoj srednjoj skoli 35% ucenika u¢i Nemacki kao drugi strani jezik, 15% uci Francuski, a 40% uci
bar jedan od ova dva jezika. Odrediti verovatnoéu da slu¢ajno odabrani student uéi Francuski, ako se
zna da uci Nemacki.

. Neka su X 1Y nezavisne slu¢ajne promenljive sa £(u), i > 0, raspodelom i neka je

X

VX4V W=
T X1y

Nagéi funkciju gustine slu¢ajne promenljive (V,W). Dokazati da su slu¢ajne promenljive V' i W nezavisne.

. Neka je N : N'(0,1). Neka sluéajna promenljiva S predstavlja zbir korena jednagine x2 + 2Nz +1 = 0.
Odprediti funkciju raspodele i funkciju gustine slu¢ajne promenljive S, ako su koreni jednacine realni.

. Dat je niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X7, Xs,... i X,, : U(0,n),n = 1,2,.... Ispitati sve Cetiri
vrste konvergencije niza Y,, = 13} ,n=1,2....

. Bazen se prazni svakog sata. Vreme praznjenja u minutima ima eksponencijalnu £ (2—10) raspodelu. Kroz

cevi za praznjenje istekne jedan kubni metar vode u minutu. Ako je u bazenu bilo 1000 m® kolika je
verovatnoéa da je nakon 12 sati u bazenu ostalo manje od 420 m® vode ?
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Verovatnoéa - pismeni ispit, smerovi M0, M1, M2, M3, M4
28. avgust 2017.

1= loto igri cetvorocifreni broj se bira na slu¢ajan naéin u rasponu 0000 — 9999. Ako se na tiketu

poslednje dve cifre poklapaju sa izvugenim brojem, ali ne i poslednje tri, nagrada je 50 evra. Zatim, |

nﬂg'rﬂdﬂ Je 500 evra ako se na tiketu poslednje tri cifre poklapaju, ali ne i sve Cetiri i 5000 evra se
dobija u slucaju poklapanja svih cifara. Naéi oéekivani dobitak.

2. Neprekidne slucajne promenljive X' i Y imaju zajedni¢ku funkciju gustine

czeT=0+H) 2 4> 0

P(x I, =
(x.7)(2,9) {0, e

Odrediti konstantu ¢. Odrediti marginalne gustine x i py. Pokazati da su YV X i X nezavisne
slu¢ajne promenljive.

3. Vek tra.jm_:j a sijalice je dat eksponencijalnom raspodelom. Ako je srednja vrednost veka trajanja sijalice
0_‘?‘ EEO vati 400 sati, a srednja vrednost veka trajanja sijalice od 80 vati 300 sati, naéi verovatnoéu da
sijalica od 80 vati traje duze od sjjalice od 60 vati. Pretpostavlja se da sijalice rade nezavisno jedna

od druge.

4. Ako niz slu¢ajnih promenljivih (Xn)nen konvergira u srednje kvadratnom ka sluéajnoj promenljivoj
X, dokazati da onda i B(X,) — E(X),n = oo.

9. Broj ljudi koji udu u hiper market u toku jednog minuta ima Poasonovu P(7) raspodelu.

(a) Odrediti verovatnoéu da u toku tri sata u hiper market ude bar 800 ljudi.
(b) Koliko vremena treba da prode da bi sa verovatnoéom 0.9 u hiper market uslo bar 800 ljudi?
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Verovatnodéa - pismeni ispit, M0, M1, M2, M3, M4
26. septembar 2017.

. U kutiji su ¢etiri loptice, jedna plava, jedna bela i dve crvene. Pera sluc¢ajno bira dve loptice odjednom,
pogleda u loptice, i kaze da je crvena loptica medu izvucéenim lopticama. Koja je verovatnoca da su
obe izvucene loptice crvene?

. Sluéajan vektor (X,Y’) ima uniformnu raspodelu unutar jedini¢nog kvadrata. Naci raspodelu za Z =
max{XY,1/2}. Dali je Z diskretna slu¢ajna promenljiva?

. Za neprekidne slu¢ajne promenljive X 1Y vazi ¢y (ylz) = 1/z za 0 < y < z i py(y|z) = 0 inace.
Marginalna gustina za X je data sa ¢x(z) =2z za 0 <z < 11 ¢x(z) = 0 inace. Odrediti px(x|y).

. Ispitati sve cetiri vrste konvergencije niza ﬁ", n = 1,2,.... Slucajne promenljive X7, Xo,... su
nezavisne i X,, : U(0,1), n=1,2,....

. Racunar prilikom sabiranja zaokruzuje na najblizi ceo broj. Pretpostavimo da su greske zaokruzivanja
nezavisne i da imaju uniformnu raspodelu na intervalu [—0.5,0.5].

(a) Ako se sabira 1500 brojeva, odrediti verovatnoéu da apsolutna vrednost ukupne greske bude veéa
od 15.

(b) Koliko najvise brojeva moze da se sabira, pa da sa verovatno¢om 0.9 apsolutna vrednost ukupne
greske bude manja od 107
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