Predgovor

Knjiga "ELEMENTI VISE MATEMATIKE ” objavjuje se kao udZbenik za
predmetOpsta matematikaza studente hemije na Prirodno-matertkadim fakul-
tetu u Novom Sadu. Naravno, nadamo s€e&njiga biti pristupéna i studentima
prve godine naSih univerziteta, koji treba da savladaju osnovne elemente tzv. visSe
matematike, i to nezavisno od njihovog predznanja.

NaCin pisanja ove knjige predstavlja, pre svega, rezultat iskustva autora u tome
kakva i kako prezentirana nastava omogje studentima prve godine kvalitetno i
brzo ovladavanje novim oblastima matematike i navikavanje na univerzitetski nivo
izlaganja. Rukovod# se time, odabrana je i takva koncepcija izlaganja da se sa
Sto viSe primera objasne uvedeni pojmovi i argumentuje sadrzaj teorema.

Iskustvo pokazuje da se bez pazljivog reSavanja zadataka ne mogu savladati rela-
tivno sloZeni pojmovi viSe matematike.

Knjiga se sastoji od sedam glava, dodatka i priloZzenog kompakt diska. Svaka
glava, odnosno odeljak pmje sa pregledom osnovnih pojmova i tvrdjenja i niji-
hovih dokaza. Posle toga, dati su primeri i zadaci koji su, u principu, poredjani po
srodnosti i tezini. Njihov najv@ broj je detaljno reSen; naravno, prepéujemo
Citaocima da data reSenja koriste tek posle pokuSaja reSavanja.

Izvestan broj zadataka je bio dat na pismenim ispitima iz matematike na Prirodno-
matemaitkom, TehnoloSkom i Poljopriviednom fakultetu u Novom Sadu, Fakul-
tetu tehntkih nauka u Novom Sadu, kao i na Masinskom fakultetu u Beogradu.

U Dodatku je dat kratak opis programskog pak&tientific WorkPlaceamertke
kompanijeMacKichan Softwarekao i uputstvo za kor&enje njegovih glavnih
mogLEnosti sa tiptnim primerima. Primeri su dati i na priloZzenom kompakt disku,
kao vizuelizacija sadrzaja knjige. Dodajmo da je delom, u tekstu, kako i kod izrade
slika kori¥en spomenuti programski pak&tientific WorkPlace

Na kompakt disku uradjeni su zadaci u programskim pakeuiantific \Work-
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Placei GeoGebrakoji se danas koristi u nastavi.

Prijatna nam je duznost da se zahvalimo recenzentima: dr Mirjani Stofamevi
dovnom profesoru Prirodno matent&ibg fakulteta u Novom Sadu i dr Stojanu
Radenowu, redovnom profesoru MaSinskog fakulteta u Beogradu, koji su svojim
savetima i primedbama bitno poboljSali kvalitet ove knjige.

Unapred smo zahvalni svima koji ham poSalju svoje primedbe, odnosno ukazu na
greske ili propuste u ovoj knjizi. Koriao, zahvaljujemo se Departmanu za matem-
atiku i informatiku Prirodno—matemaétiog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu

koji nam je pomogao pri teh@koj obradi ove knjige.

Novi Sad, 2010. Autori
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Glava 1

Uvod

1.1 Skupovi

Skup je osnovni pojam u matematici. Skupovi se obelezavaju velikim slovima
latinice, na primerA,B,C,..., X,Y,.... Skup je poznat ako je poznato pravilo,
ograntenje ili osobina na osnovu koje moZzemo odrediti sve njegove elemente. El-
emente skupa obeleZavamo malim slovima latinice, na prayiec, ..., xy,... .

Ako elementx pripada (resp. ne pripada) skuguto piSemax € X (resp.x ¢ X).
Ako elementx ima osobinuP, tada to oznéavamo s&(x). Skup elemenata sa
osobinomP pisemo{x| P(x)}.
Cestocemo koristiti kvantifikatore¥"i " 3", koje &itamo” svaki’ i " postojt .
SkupX je podskup skupa, Sto piSemo C Y, ako svaki element skupépripada
skupuY, tj. (XCY) < ((VX) (xeX=xe Y)).
Akoje X CYiY C X, tada kazemo da s¢ii Y jednaki skupovi, tj.
X=Y) = ((VX) xeX = xeY)).

Prazan skup u oznaci@, tj. skup koji nema elemenata, se moZe definisati kao
0 = {x| x# x}. Za proizvoljan skuX vazi0 C X.
Osnovne operacije sa skupovima su:

unija skupova:  XUY = {x|xe X\/xeY};

presek skupova XNY = {x|xe XAxe€Y};

razlika skupova X\Y = {x|xe XAXZY};

komplement skupa C(X) = {x|xeUAx¢& X},
gde jeU univerzalni skup, tj. onaj koji sadrzi sve skupoXesa kojima radimo.
SkupoviX i Y sudisjunktni ako je XNY = 0.
Neka su dati neprazni skupoXii Y. Tada jeuredeni par (X,y) elemenatx € X i

1



2 Glava 1. Uvod

y € Y definisan kao skup sa dva elementa na sledein: (x,y) = {{x}, {x,y}}.
Dekartov proizvod skupovaX i Y, u oznaciX x Y, je skup svih urdenih parova
(x,y),gde jexe XiyeY, tj. XxY= {(x,y) ‘ X € x,er}.

Partitivni skup datog skup&, u oznaciP(A) jeste skup svih podskupova datog
skupa (ukljiujuci i prazan skup), tjP(A) = {X ’ XcC A}.

Za naste najvazniji bitiskupovi brojeva:

e skupprirodnih brojeva N = {1, 2, 3,4,...};

e skupcelih brojeva Z = {O, 1,-1,2,-2,3,—-3,4,—-4,... };

e skupracionalnih brojeva Q = {%) meZzZ,ne N} ;
e skuprealnih brojeva R;
e skupkompleksnih brojeva C.

Za skupove brojeva vaZe relacije:
NCcZcQcRcC. (1.2)

Kazemo da se iznthi skupovaX i Y moZe uspostavitiizajamno jednozn&no
preslikavanje ako svakom elementu skupaodgovara jedan i samo jedan element
skupay i, obrnuto, svakom elementu skupadgovara jedan i samo jedan element
skupaX. U tom sli€aju su su skupowX i Y ekvivalentni, Sto piSemoX ~ Y.

SkupX je konacan ako postoji takvon € Nda je X ~ {1,2,...,n}. Skup koji nije
kon&an jebeskona&an; mozZe se pokazati da je skup besktaraako i samo ako
je ekvivalentan nekom svom pravom podskupu.

Skup X je prebrojiv ako jeX ~ N. Svi skupovi brojeva u (1.1) su beskamd,
skupoviN, Z i Q su prebrojivi, a skupouR i C nisu prebrojivi.

1.1 Definicija. Relacija p na nepraznom skupiije podskup skupA x A, tj. elementi
p su uraleni parovi Ciji su i prvi i drugi element iz skupga

Ako uredeni par(x,y) pripada skupy, gde jep C Ax A, tada piSemapy i kazemo
da sux i y u relaciji p. Relacijap moze imati i neke od sled#é vaznih osobina:

refleksivnost: (vVxe A) xpx;

simetrtnost: (Vx,y € A) (xpy) = (YpX);

antisimetrénost: (Vx,y € A) (XpyAypx) = (X=Y);

tranzitivnost: (Vx,y,z€ A) (Xpy AXpz) = (xpz).

Relacijap na skupuA je relacija ekvivalencije ako je refleksivna, simetma i
tranzitivna. U svim skupovima brojeva, jednakgst) je relacija ekvivalencije.
Kongruencija po modulm, zam € N, je takdle relacija ekvivalencije nA.
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Relacijap na skuplA je relacija poretka ako je refleksivna, antisimetma i tranz-
itivna. U skupu realnih brojev&, relacijemanie ili jednaka <) i vece ili jednako
(>) su relacije poretka.
Ako je istovremenx < yi x #y, tada piSem < y ili, ekvivalentno,y > x.
Vazni podskupovi skupa realnih brojewi&, suintervali sa krajnjim t&kamaai b,
gde jea< b.
Otvoren interval je (a,b) :={xe€R|a< x< b}.
Zatvoren interval je [a,b] := {xe R|a<x<Db}.
Intervali suiskupovi (a,b] :={xe Rla<x<b} i [ab):={xeRla<x<b}.
Primetimo da su svi ovi intervali ograieni.
Neograniceni intervali su sledéi skupovi:
(a,4):={xcR|x>a} i [a+»):={xeR|x>a};
(—oo,b) :={xeR|x<b} i (—oo,b]:={xeR|x<b};
(—00,4+»):={xeR} =R.
Ako je U univerzalni skup, tada vaze slédeosobine operacija sa skupovima:
e zakon idempotencije: XUX =X, XNX=X;
e zakon komutacije: XUY =YUX, XNY=YnNX;
e zakon asocijacije: (XUY)UZ=XU(YUZ), (XNY)NZ=XN(YNZ),
e zakoni distribucije:XU(YNZ) = (XUY)N(XUZ), XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ);
e zakon apsorpcije: XN (XUY) =X, XU(XNY)=X;
e XUD=X, XuU=U, XNn0=0, XNU =X;
e XUC(X)=U, XNC(X)=0;
e De Morganovi zakoni: C(XUY) =C(X)NC(Y), C(XNY)=C(X)UC(Y).

1.2 Odrediti skupoveAUB, ANB, A\B i B\ A, ako je:

a) A:{x\0<x< 3}; B:{x\2§x§4};
b) A= {x| X2 —4x < 0}; B={x| x> —5x+4> O}.

Rezultati.

a) AUB={x]0<x<4}; AnNB={x|2<x<3}; A\B={x]0<x< 2};
B\A={x3<x<4}.

b) Kakoje A={x|0<x<4} i B=CUD,gdejeC={x| —o<x<1} i D={x|4<
X< o}, toje AUB=AU(CUD)={x] —o<x<+4w} =R, ANB=AN(CUD)=
(ANC)U(AUD) ={x|0<x< 1}, A\B=A\(CuD)={x1l<x<4}. »

1.2 Grupa, prsten, polje

1.3 Definicija. Binarna operacija * na skupuA je preslikavanjex : Ax A — A.
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1.4 Definicija. Ureden par(A, x), gde jex binarna operacija naA, je grupa ako su
ispunjeni sledeti uslovi:
a) (Wxy,ze A) (xxy)xz=xx(y*Z2), tj. operacijax je asocijativna,
b) (Jee€ A)(Vx € A) exx=xxe= X, tj. postoji neutralni elemente u skupuA u
odnosu na operaciju,
c) (VxeA)(IX € A)X «x=xxX = e, tj. za svaki elementiz skupaA postoji njegov
inverzni elementx’ takade izA u odnosu na operaciju.

Grupa(A, x) u kojoj vazi komutativni zakon,(Vx,y € A) Xx«xy =y« X, naziva se
komutativna grupa ili Abelova grupa.

Prsteni polje su ura@lene trojke koje se sastoje od skupbdve operacije:

1.5 Uredena trojka(A, *,0) je prsten ako vaZi sledece:

a) (A, x*) je Abelova grupa,

b) (Va,bcA) aocbecA
(Va,b,ce A) (aobh)oc=ao(boc) (asocijativni zakon),

c) (Va,b,ceA) ao(bxc)=(aob)x*(aoc) (levidistributivni zakon operacijec u
odnosu na) ,
(Va,b,ce A) (axb)oc= (aoc)x(boc) (desni distributivni zakon operacijec u
odnosu na).

1.6 Uredena trojka(A, x,0) je polje ako vazi sledece:

a) (A, x) je Abelova grupa,

b) (A\ {0},0), gde je0 neutralni element W u odnosu na operacijy, je Abelova
grupa,

c) (Vab,ceA) ao(bxc)= (aobh)x*(aoc) (levi distributivni zakon operacijeo u
odnosu na) ,
(Va,b,ce A) (axb)oc= (aoc)x(boc) (desni distributivni zakon operacijec u
odnosu na).

1.3 Polje realnih brojeva

NajvaZzniji skup na kome se razvija viSa matematika, jeste skup realnih brojeva
R. U toku Skolovanja prvo se upoznajemo sa skupovima priroddjhga zatim
celih (Z), racionalnih Q) realnih R) i, na kraju, kompleksnih(), brojeva.

Prirodni brojevi
Skupprirodnih brojeva N je najmanji podskup skupR koji sadrzil i koji ima
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osobinu da akm € N, tada in+ 1 € N. Na osnovu ove definicije vazi princip
matemaitke indukcije, koji s&esto koristi kada treba pokazatttest neke for-
mule za sve prirodne brojeve.

Princip matematicke indukcije.

Ako podskufie skupa prirodnih brojevdY zadovoljava sledeta dva uslova:
1) 1€E;

2) akone E,tadain+1€E,

tada jeE = N, tj. skupE se poklapa sa skupom prirodnih brojeMa

Cesto se koristi i skuplp := N|J{0}.

Celi brojevi

Skupcelih brojeva, Z, sadrzi sve prirodne brojeve, kao i brojeve oblika—n, ne

N, koji su inverzni (ili: suprotni) prirodnim brojevima u odnosu na operaciju sabi-
ranja. Primetimo da operacifa-", oduzimanjedefinisana sh—a:= b+ (—a),
izvodi iz skupa prirodnih brojeva, ali je dobro definisanZ ()., razlika dva cela
broja je ceo broj). Skuf@ je komutativna grupa u odnosu na sabiranje.

Racionalni brojevi

Skupracionalnih brojeva, Q, sadrzi sve elemente obliag 1, gdepe ZiqeN,

i njegove elemente obino nazivamaazlomcima. Operacijd‘ /”, deljenje,defin-

isana sa/b:=a-b~1, b+ 0, izvodi iz skupa celih brojeva, ali je dobro definisana

u Q. SkupQ je komutativha grupa u odnosu na sabiranje, sRup{0} komuta-

tivha grupa u odnosu na mnozenje i vazi distributivni zakon mnoZenja u odnosu na
sabiranje, pa je skuf polje u odnosu na operacije sabiranjg)(i mnozenja ().

Vazno je znati da racionalan broj napisan u decimalnom obliku ima ili samo kon-
acno decimala raztitih od nule, ili se, pdev od nekog decimalnog mesta, pojav-
ljuje grupa cifara koja se beskatr@ ponavlja.

Realni brojevi

Postupkom kompletiranja skupa racionalnih broj&vékoji ovde n€emo objas-
njavati), dolazimo od skupa realnih brojeRaNovi elementi koji se dodaju skupu
Q suiracionalni brojevi , i ako njihov skup obelezimo saonda je

QUI=R, QNI=o0.

Primeri iracionalnih brojeva su'2, /3, v/5, Ti(~ 3,1416), e(~ 2,718).
Realan broj napisan u decimalnom obliku je iracionalan ako i samo ako ima beskon-
acno mnogo decimala ragitih od nule, koje se ne ponavljaju periédb.

Vazno je znati da postoji obostrano jedno@na korespodencija izrde elemenata
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skupaR i skupa t&aka proizvoljne prave linije.

Skup realnih brojev& je, kao i skupQ, polje u odnosu na operacije sabiranjg)(
i mnoZenja (). Obzirom da je relacija poretka totalna, tj. za svaka dva radita
realna brojaxi yvaziili x <yili y <x, to je skupR totalno uredeno polje

U skupu realnih brojeva vazne su slédalve teoreme:

1.7. Arhimedova teorema. Za bilo koja dva realna broja > 0 i y postoji prirodan
broj n takav da vaznx > y.

1.8 Kantorova teorema. Neka je dat zatvoren intervédy,, b,| za svaka € N i neka
zam> nvaZi[am, b C [an,bn], tj. @n<am<bm<bn. Tadaje () [an,bn] #0.

neN
1.4 Apsolutna vrednost
X, X>0;
1.9 Definicija. Apsolutna vrednost|x| realnog brojax je data sa |x| = 0, x=0;
—X, x<0.

Neposredna posledica ove definicije je da za svaki realarxivadi

X =]=x 1 —x<x<Ix.
Apsolutna vrednost realnog broja je uvek nenegativan broj i predstaglfjgjanje
izmedu datog brojax i 0. Rastojanje izm@u dva realna brojai y definiSe se kao
IX—y|. AKko je € pozitivan realan broj, tada vaZi

IX| < € ako i samo ako je- € < X < €;
x| > eakoisamoakoje>¢ ili x< —¢;
IX| =€ akoisamoako jg=¢ ili x=—¢.

1.1Q Primer. Pokazati da za proizvoljne realne brojex¢y vaze sledete osobine:

o) b < B byl (il Obeyi= I a3 = By
Resenja.
a) Sabiranjem nejednakosti|x| <x < |x| i —|y| <y <|y|, dobijamo
—(X 1Y) < x+y<X+[yl il x4yl < X[+ Y-
b) Na osnovu osobine dokazane pod a) imamo
X = X=y+y <X=y[+ly] T [y[=ly—x+X <|=(X=y)[+[x].

Odatle je
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—x=y1 < X = Y] < [x=y] = )X = 1| < [x— .
Relacijec) i d) slede neposredno iz definicije apsolutne vrednesti.
Radi kra&€eg pisanja koristi se oznaka

n
Y X i=X1+Xo+ -+ Xn,
k=1
gde suxy, X, . .., X, proizvoljni realni brojevi. Ostavljamoitaocu da pokaze da za

n n
SVexy, X, ..., %) € R vaZi sledéa nejednakost: | 5 X¢| < 5 |Xq|.
k=1 k=1

1.5 Princip matematicke indukcije

1.11 Primer. Koris¢enjem principa matematicke indukcije pokazati da za smak®dl
vaze sledece formule.
nin+1)
5
b) 1+3+5++--+(2n—1)=n?
n(in+1)(2n+1)
6 ;
3, 23 3 n(n+1)\ 2,
d) 1+2°4+3+---+n°= <2> ;
e)i+i+i+...+ 1 — n .
1.2 2.3 3.4 n(n+1) n+1’
1 1 1 1 n

D3tsstss T aneniy it

a) 14+243+--+n=

C) 1+2243F+... =

ReSenja.
a) Zalimamo t&nu formulul =

1
142434 4n= n(n; )

n+1 n
n(n+1 n+1)(n+2
= 3 ke ) = 0D (0(n+2)
k=1 K=
Sto zn&i da je formula téna i zan+ 1. Na osnovu principa matemékie indukcije sada
mozemo tvrditi da je formula &na za sve prirodne brojeve.

b) Zalimamo t&nu formulul = 1. Pod pretpostavkom da je formul&te zan :
1+3+5+---4(2n—1) = n?, dobijamo
n+1 n

Y (k-1 =5 (k—1)+(@m+1) =n’+2n+1=(n+1)
k=1 k=1

%. Pod pretpostavkom da je formula&ta zan :

, dobijamo

+(n+1)=
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Sto daje ténost i zan+1.

¢) Zalimamo t&nu formulul = %. Pod pretpostavkom da je formul&te zan :
14+224+3 4.4’ = * dobijamo
ntl n _n(n+1)@n+1 n+1)(2n2+n-+6n+6
K=1 K=1 6 6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
= 5 ,

tj. tatnost i zan+ 1.

d) Zalimamo t&nu formulul = (2)2. Pod pretpostavkom da je formul&tea zan :

2 2
)

+1 .
1428433 4...4n3= (n(z , dobijamo

n+1 n 2 2(n2
Z & Z G4 (ne1)° = (n(n;l)) (41— (n+1) (n4+4n+4)
K=1 K=1
(n+1)2(n+2)?
4 ’
odnosno, formula je tma i zan+ 1.

e) Zalimamo 5 = 3. Pod pretpostavkom da je formuldte zan:
f+f+f+---+7zﬁnl,dobijamo

”il 1 _oon 1 _ nn+2)+n 42041 n+l
& k(k+1) n+1 (n+1)(n+2) n(n+1)(n+2) n(n+1)(n+2) n+2’

Sto zn&i tatnost i zan+ 1.

f) Zalimamog; = 5i+. Pod pretpostavkom da je formulate zan

}+i+ 1+ + 1 __n dobijamo
3735 57 @n-1)@nt+1)  2ntp1 0

nl 1 n 1 ~ n@2n+3)+1
2 H D@D ~ mill @rD@+3d @i D@3

~ (n+1)(2n+1) n+1l

(2n+1)(2n+3)  2n+3’
tj. tatnost formule i zan+ 1. »

1.12 Primer. Pokazati da je zbir prviim Clanova geometrijske progresije sa prvim ele-
mentome i kolicnikomq # 1 jednak

_qn

a+aq+aq2+---+acf‘*1:arq.
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, , 1- . .
ReSenje.Zaljea= al—q. Pod pretpostavkom da je formul&ta zan :
o, 1= ..
a+ag+acf+---+ad =a — - vazi
1—g" 1—qg" n__ ~An+1
atag+af+---+adt+aq = al_c:] +ad'=a g lejq g
1_qn+l
= a ,
1-q

tj. formula je t&naizan+ 1. »

1.13 Bernulijeva nejednakost.
Primenom matematic¢ke indukcije pokazati Bernulijevu nejednakost

(1+h)">1+nh zan>2 h>-1 h#0.
Resenje. Za2 vazi (1+h)? = 14 2h+h? > 1+ 2h, jer je h? pozitivan broj. Pod pret-

postavkom da je nejednakostiem zan > 2, (1+h)" > 1+ nh, tada iz prethodne
nejednakosti sledi (zboh+h > 0) :

(1+h)" 1= (1+h)"-(14-h) > (1+nh)(1+h) = 1+nh4+h+nk? > 1+ (n+1)h,
tj. formula je t&na i zan+ 1, jer jenk? > 0.

Primetimo da zaa = 1 data nejednakost nijedna, jer tada vazi+h=1+h.
Zapravo je

(1+h)">1+nh, za neN, h>-1. »

1.6 Binomna formula

Ako je n prirodan broj, san! (Cita se:n faktorijel) se oznéava proizvod svih
prirodnih brojeva othdol,t. nl =n(n—1)---2.-1. Po definiciji uzimam®! = 1.

Po definicijibinomni koeficijent je

n n!
= <k<n.
<k) TRCEE neN,keNg, 0<k<n

Vaze sledée jednakosti (proveriti!):<cn)) = <2> =1, <E> = <nik) i

n n n+1
= <k<n-— .
<k>+<k+1) <k+1>’ nefhkelo oskEnTl (12
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1.14 Primer. Na osnovu (1.2) pokazatinomnu formulu :

n
(a+b)"= Z) <E> a" ¥, abeR, neN. (1.3)
k=

ReSenje. Za 1 formula (1.3) postaje tma jednakost

(a+b)l= g) al b1+ 1 a' b’ 0. Pod pretpostavkom da je formula (1.3)

taCna zan, iz a) dobijamo
(at+b)™l — a" bk | (a+b) = n an7k+1bk_|_i M gn—kpket1
k S \K

okt <§> (e

_ gl Z <n+1 Nk 4 il Zt<”+1> KLk
k=

k
Sto daje tanost zan+ 1. >

1.7 Polje kompleksnih brojeva

Skupkompleksnih brojeva C je skup svih urdenih parovda, b) realnih bro-
jeva, R x R. Dva kompleksna broja data $a;,b1), (az,b2) € R x R su jednaka
akoisamo jea; =azi by = by.

Za bilo koja dva kompleksna broja data(sab), (c,d) € R x R definiSimo
operacijusabiranja (a,b) + (c,d) = (a+c, b+d);

operacijumnozenja(a,b)-(c,d) = (a-c—b-d,a-d+b-c).

MoZe se pokazati da je skup kompleksnih broj&vpolje u odnosu na gore uve-
dene operacije sabiranja i mnozenja.ddém, za razliku od skupa realnih brojeva
R, u skupu kompleksnih brojev@ ne mozZe se uvesti relacija poretka

Podskup skupa kompleksnih brojedigi su elementi urdeni parovi(a,0),a € R,
identifikujemo sa skupom realnih brojeva, odnosno(pab) identifikujemo saa.

Kompleksan broj(0,1) nazivamoimaginarna jedinica i ozn&€avamo ga sa.
Znai, i = (0,1). Primetimo da jé = —1, jer je

i2=(0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0).

Jedn&inax? + 1 = 0 nema re3enja u skupu realnih brojeva. Naime, kvadrat bilo
kog realnog broja je nenegativan broj, pa & i- 1 > 0, za svakax € R. Reenja
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jedn&inex? 4 1 = 0 su kompleksni brojevix; = (0,1) =i i 2 = (0,—1) = —i.
Kompleksni broj(a,b) moZemo zapisati i kaa+ ib. Tada broja nazivamarealni
deo, a brojb imaginarni deo kompleksnog broja -+ ib.

Ako suz; = a; +ib1 i z = ap + ib, dva kompleksna broja, onda je

zbir 71+ 2 jednak (X +iy1) + (X2 +iy2) = (X1 +X2) +i(y1+Y2);

razlika z; — z, jednaka(xg +1iy1) — (X2 +1y2) = (X1 — X2) +i(y1 — y2);

proizvod ;2 jed gak(xl +iy1) (X2 +1y2) = (XaX2 — Y1y2) +i(X1y2 +X2y1);
kolignik zy : z = zi — 717,* jednak

X1tiyr (x1+1y1) (X2 —iy2) _ X Y1ya | XY1—XaYa
Xo+iy2  (Xo+iy2) (X2 —iy2) X3+ Y3 X3+ Y3
akoxp # Qili y» # 0.
Naprimer, zagg =1+ 2i, 2 =1—2i, zZ3=345i i Zz = 3— 5i, imamo
z71+2=1+21+(1-2i) =2, z3+2,=3+51+(3—5i) =6,
u-2=1+2—(1-2) =4, z3—24=3+5 —(3—-5i) =10,
Z 1-2i 3-5 85 1709

V4] . . _ N %o
521+§—623—§_5(1+2|)+ 6(3+5i) 5 5 5 "

7123 = (14 2i)(3+45i) = -7+ 11i, 274 = (1-2i)(3-5) =—-7-11i,
2324 = (3+5i)(3—5i) = 34,

)

a_1+42 13 1. & 1+ _

zz 345 34 34’  1—i

zz 345 8 15, Z3 3+5i . 22 31.

i . S TR S e B P |

% 3.5 1717 Z2 3 gt A=t

Primetimodaje i=—1, i¥=—i, i*=1, i°=1,..., odnosho
i4k::|_7 i4k+1:i, i4k+2:—l, i4k+3:—i, ke 7.

Kompleksan brop — bi se nazivakonjugovano kompleksan broj kompleksnog
brojaz = a+ bi i ozna&ava se sa& = a— bi. Zbir i proizvod dva konjugovano
kompleksna broja je realan broj, jer je

z+7Z=(a+hi)+(a—hi)=2a, z-Z= (a+bi)(a—bi)=a?+b?

Kompleksan brog = x+ iy odreden je uréenim parom(x,y) realnih brojeva,
pa se tako svakom kompleksnom broju iy moze jednoznéno pridruziti tatka
A(X,y) uxy—ravni, i obrnuto, svakoj &ki u xy—ravni odgovara samo jedan kom-
pleksan broj.



12 Glava 1. Uvod

=
\/

O X
Slika 1.1.

Posmatréemo u Dekartovom koordinatnom sistemu proizvoljntkteA, A # O,
sa koordinataméx,y) # (0,0). Ozn&itemo sg duZinu duZiOA, a sap ugao koji
poluprava odrdena tékamaO i A zaklapa sa pozitivnim smerom-ose (slika
1.1). Vezaizmdupi @ prekoxiydata je sa

X = PCosy, y = psing. (1.4)

DuZinap naziva semoduo kompleksnog brojx + iy, a ugaog argument kom-
pleksnog broja = x+ iy, u oznacip =argz € [0, 2m) (glavna vrednost argumenta).
Prema tome, kompleksan bmge moZze zapisati:

u trigonometrijskom obliku kao z= p(cosp+ising). (2.5)

u eksponencijalnom obliku kao z= pée®. (1.6)
Na primer, za kompleksan brdp:vazip =5, 9= 0, pa je5 = 5e°';
ivazip =1, ¢=11/2, pa jei = eV2)1;
i+1vaZip=+/2, phi=1/4, pajel+i= 2"

Ako suz=a+ bii z= a— bi dva konjugovano kompleksna broja, tada je
zZ=a’+b?=p?

1.15 Teorema.Ako su dati kompleksni brojexi = p1(cosg; +ising;) i zo = p2(cosg, +

ising), tada je

a) (p1(cosp, +isingy))(p2(cos +isingz)) = p1p2(COY 1+ @2) +isin(@r +@));
p1(cosp +isingr)  p1 .

b — =—(co — @) +isin(@g — ;

) pa(cospy T isingy) — pp CONOLT @) FHISIN@L—2))

c) (p1(cospy+isingy))" = pi(cosngy) +isin(ngy));

d) \”/p1(cos:p1+isinq>l):m(cos(lernan jsin P11 2KTC

+1sin

>,k:QL”wn—1

Formule uc) i d) se nazivajuMoavrove formule.
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Dokaz.

a) (pa(cospy +isingy))(p2(cosgy +ising))
= P1P2(COSP; COSP, — SiN@; SiN@, + 1(COSP; SiN@, + SiN; COSEy) )
= p1P2(COY @1 + @) +isin(@r + @)).

pi(cospr +isingy) &(coscplﬂsincpl)(coscpz—isin(pz)
p2(cosp, +ising,)  p2 cog @ +sirf @

b)

= Sl(coscpl COS@;, + SiN@; SiN@, + i (SiN@, COSP, — COSP; SiNGy))
2
= S;(COS(%—cszisin(cm—cpz))- >

1.16 Primer. Odrediti:
a) (1+)%  b) (1+iv3)% ¢ (1+cos(D)+isin(T))".

ReSenja. Koristitemo Moavrovu formule) iz teoreme 1.15.

. m . T .
a) Naosnovul+i=+/2 (cos:1 +|smz) je

(1+i)3 = (vV2)3 (cosszTJrisin?’T[) =(Vv2)® (—ﬁ +iﬂ> =-2+2.

4 2 2
b) (1+iv3)°= (2 (cosg+ising))5 =25 (cos?ﬂsin?) =25 (—; +i\£§>
=24(-1+iV/3).

. m .. T I | SR | S
c) Kak01e1+cos§+|sm§ _2co§6+2|sm6cosg to je

(1+cosg+isin£[)7 = (2005E (congrisinE))7 = (2\/§ (congrisinT[)>7

3 6 6 2 6
= (V3)' (cos76n+isin7§>:37/2 (—\f—i;) :—sz(ﬁﬂ). >

1.17 Primer. Odrediti: a) v4i; b) ¥1—i; c¢) v3+3i
Resenja. Koristicemo Moavrovu formulal) iz teoreme 1.15.
T4 2km T+ 2km
a) Vai=¢ 4(cosg+ising> =4 cos2 " +isin2+ ,zak=0,1,2,3,4.
2 2 5 5
0 e A~ YA(cos™ +isin
Zak=0 je \/Aj_\/zl(cos%oﬁsm%o).
Zak=1 je V4= \5/21(cosn+isinn) = V4.

10 10
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Zak=2 je V4i= ﬂ(cos(‘i()+|5|n9)

Zak=3 je V4i= \/Zl(cos+|sm

Zak=4 je V4i= \/21<Cos+|sin17TT

4
zak=0,1,2,3.

. - 7
Zak=0 je V1-i= \f(cosjusm]T

Zak=1je Vv1— \f(c055+|sm15n>

Vi—i= \/\f (cos74+|sm m<cos +|sm7n+2kn>

16 16
Zak=2 je vIi—i=vV?2 COS@+ISln@
16 16
31n 31
o oia AA T oL ST
Zak=3 je vi—i= f(cos o +isin 16)
Ako stavimo daljek = 4, dobijamovy/1—i = f(cosﬁﬂsmﬁ?)

m m\ oL .
=2 (cos16 +isin 16) ,Stojeisto kaoiz& =0.

2kmt T4 2km
V3430 = {’/ﬁ(cosgﬂsm) v/ 2((:053+ isin3+ >,
zak=0,1,2,3.4.
Zak=0je v/\/3+3i = 10\/liz(cosl—,:_ﬁrlsm%)

. - m 7
Zak=1je v/v/3+3i = Y12 cos+|smn)
cOS—— +isin=—
15 15

( 15 15
Zak=2je v/\/3+3i = 10\/17< 11:? 1135r[>
. - 1 1
Zak=23je v/\/3+3i = 10\/172<cos9n+|sm9")
Zak=4je v/\/3+3i = m@(cosﬁﬂsinis:) >
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Funkcije

2.1 Osnovni pojmovi

2.1 Definicija. Neka suA i B dva neprazna skupa. Pridruzivanje (korespondencija,
pravilo) f koje svakom elementu skupalodeljuje tatno jedan elemenat skupa
naziva sdunkcija.

Ekvivalentna prethodnoj definiciji je

2.2 Definicija. Neka stAi B dva neprazna skupa. Relacifac A x B je funkcija ako
vaze sledeta dva uslova
i) (vxeA) (IyeB) (xy) ef;
i) (xy1) € fFAXY2) €F) = y1=VY2.

U oba sli£aja piSemof : A — B. SkupA naziva sedomeniili definicioni skup,
a skupB se nazivékodomen funkcije f. Ako (x,y) € f, pise&cemoy = f(X). Za
velic¢inu x € A kazemo da jenezavisno promenljiva(ili: original), a za vel€inu
y = f(x) € B da jezavisno promenljiva ili: slika).

Skup vrednostifunkcije f je skup
f(A)={yeB|Ixe A y= f(x)}, Sto zn&i f(A) C B.

Mi €éemo posmatrati samo one funkaiji su i domen i kodomen neki podskupovi
skupa realnih brojev®. Takve funkcije se nazivajtealne funkcije jedne realne
promenljive, a u ovoj knjizicemo ih zvatfunkcijama.

Posledica definicije 2.2 jeste da@we funkcije f1: Ay —B1 i fo: A — By jed-
nake ako i samo ako imaju jednake domene Aj.= Ay, jednake kodomene, tj.

15
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B1 = By, i, naravno, ako vazfi(x) = fa(x) za svex € Ag = Ay.

Na primer, funkcijef (x) = v/x2, x € (0,+) i g(x) =X, x& (0,+0); su jednake,
a funkcijef(x) = VX2, xeRig(x) =x, x€ R imaju razltite skupove vrednosti,
pa zato nisu jednake (R) = [0, +) i g(R) = R).

Funkcije f(x) = Inx* x# 0, g(x) = 4Inx, x € (0,+) nisu jednake.

Prema prethodnom, funkcija je zadata alivanjem cele trojkgA, B, f). Medu-
tim, Cesto je funkcija data samo andkim izrazom (formulom)y = f(x), po-
drazumevajai pri tom skupoveA i B kojima pripadaju nezavisna i zavisna pro-
menljiva. Onaj podskup skupa realnih brojéaa koji data formula ima smisla,
zvacemoprirodnim definicionim skupom funkcije f.

2.3 Primer. Odrediti prirodni definicioni skufD; za sledece funkcije:

a) f(x) = v2x—5; b) f(X) = vV9—x; c) f(x) = v/x+4;

d) f(x)zxz%f; e)f(X)=X44+4i f) f(x) = In(x+1);
g) f(X) = In(x*+1); h) f(x) = et/(+D); i) £(x) = e/0¢+D),
ReSenja.

a) Kako je2x—5>0zax>5/2, to je intervalD; = [5/2,+) prirodni definicioni
skup za datu funkciju.

b) Datiizraz ima smisla z8—x? > 0, tj. za(3—x)(3+x) > 0. Posto je
3-x>02zax<3 i 34+x>0zax> -3, tozaxe[-3,3]vazi9—x*>0.
Medutim, iz nejednakosti

3—x<0zax>3 i 3+x<0zax<-3
sledi da je skux—ova za koje je u isto vrem@—x < 0i 3+ x < 0 prazan.

Zn&i da vazi9 — x? > 0 <= x < [-3,3], a skup[—3,3] i jeste trazeni prirodni
definicioni skupD; za funkcijuf.

C) Di =R. d) D¢ :R\{—Z,Z}.
e) Di=R. f)Df = {Xe R|x+1>0} = (—1,+c).
g) Df =R. h) D¢ :R\{—l}. i) Di=R.»

Funkcijaf : A— B sa osobinom da za svaki pari X, iz skupaA vaZzi
X1 # X2 = f(x1) # f(X2) zove sdnjekcija (ili funkcija 1 — 1).

Funkcijaf : A— B sa osobinom(Vy € B) (3x€ A) f(X) =y zove sesurjekcija
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(ili funkcija na).
Drugim re€ima, funkcijaf je surjekcija ako i samo ako jgA) = B, tj. ako se njen
skup vrednosti poklapa sa njenim kodomenom.
Funkcijaf : A— B je bijekcija ako je i injekcija i surjekcija.
Na primer, funkcijaf : A— B data sa
a) f(x) =3x+2, A=B=R, jeste bijekcija;
b) f(x) =3x?+2, A=B =R, nije ni injekcija ni surjekcija;
c) f(x)=3x*+2, A=R, B=[2,+) nije injekcija, ali jeste surjekcija;
d) f(x)=3x>42, A=[5,15, B = R jeste injekcija, ali nije surjekcija;
e) f(X) =3x?+2, A= (0,+0), B= (2, +), jeste bijekcija.
Za dve funkcijef : A—Big: B— C, funkcija go f : A— C, datasa

(9o f)(x) :=g(f(x)), xeA,
zove se&kompozicija funkcija f i g, ili sloZena funkcijaod f i g.

2.4. Primer. Funkcijef i g su date sa
a) f(x)=x+3, g(X) =2x—X; b) f(x)=x?+1, g(x) =2x—3.
Odrediti sloZene funkcijéf o g)(x), (go f)(x), (fo f)(X)i (fofof)(x).

ResSenja.

a) (fog)(x) =f(g(x)) = (2x—vX) +3=2x+3- /X,
(go f)(x) =g(f(X)) =2(x+3) — vV/X+3=2x+6—vX+3.
Primetimo da je, na primer(f og)(1) =4 i (gof)(1) =6.
(fof)(x) = F(f(X) = (x+3) +3=x+86;
(fofof)(x)=f(f(f(x)))=f(x+6)=(Xx+6)+3=x+9.

b) (fog)(x)= f(g(x)) = (2x—3)2+ 1 =4x%— 12X+ 10;
(9o H)(x) =g(f(x) =20¢+1) ~3=2¢ 1
(fof)X)=f(f(X) = (X®+1)2?+1=x*+2x*42;
(fofof)(X)=f(f(f(x)=Ff(x*+2x°42) = (x*+2x>+2)°+1

=x8+4x8+8x*+-8x° +5. »

Neka je funkcijaf : A — B bijekcija. Tada za svaky € B postoji ta&&no jedan
elemenak € A, takav da jey = f(x), pa je relacija

= {0 eBxAy=f(x)}
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funkcija sa domenonB i kodomenomA koja se nazivanverzna funkcija za f.
Inverzna funkcija je takde bijekcija i za nju vaZzi

(WeB) fy)=x <= f(x)=y.
Vaze jednakosti (vxc A) f~lof(x)=x i (vyeB) fofi(y)=y.
2.5 Primer. Odrediti inverznu funkcijg za datu funkcijuf, gde je
a) f(X) =3x+1, X (—,+w); b) f(X) =x2, X€ (—,0);

&) () =%, X€ (0, +e0); B 109 = T XE (~en, 1)U (1, ).

ReSenja.

a) Skup vrednosti date funkcije je intervigt o, +), Sto postaje definicioni skup za
inverznu funkciju, pa iz« = 3y+ 1 (razmenom mest& i y) sledi da je inverzna

funkcijag za funkciju f data sag(x) = f~1(x) = X;gl, X € (—00,+00).
b) g(X) = fﬁl(x) = _\/)?a zaxe (07+°°)'
c) g(x)=f1(x) =X zaxc (0,+o).

1-y

d) Zax= Ty posle srédivanja dobijamo inverznu funkcijg(x) = f ~1(x) = 1-x

14X
X € (—o0, —1)U(1,4). Znati, za datu funkcijuf vazi da jef (x) = g(x) = f~1(x)
zasvexe (—o,—1)U(1,+w). »

Grafik funkcije f: A— Bje podskupGs skupaR? =R x R dat sa

&:{(x,f(x))‘xeA}.

SkupA C R je simetriCan (prema koordinatnom fetku) ako za sve € A vazi da
i —xeA

Funkcijaf : A— B, gde je skupA simetritan, jeparna, ako vaZzi
(WxeA) f(—x)=f(x).

(Geometrijski, to zné@ da je grafik parne funkcije osno simé&gin u odnosu na
y—0su.)

Funkcijaf : A— B, gde je skupA simetrtan, jeneparna, ako vazi
(Wxe A) f(—x)=—F(x).

(Geometrijski, to zné da je grafik neparne funkcije centralno simédri u odnosu
na koordinatni poetak.)

Funkcija moze biti ili parna, ili neparna, ti parna ni neparna.
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2.6 Primer. Ispitati parnost, odnosno neparnost sledecih funkcija na njihovim prirod-
nim domenima:

a) f(x)=x2+1; b) f(x) = sinx+Xx;
c) f(X)=vVX+x+1-—vVx2—x+1; dy f(x)= n%;
e) f(x)=e’+x+1; f)y f(x)=e*+3x
ReSenja.
a) Kako je za svakx € R, f(—x) = (—x)?2+1=x?>+1= f(x), to je data funkcija
f parna.

b) Posto je za svakee R,
f(—Xx) = sin(—x) 4+ (—x) = —sinx—x = —(sinx+Xx) = —f(x),
to je funkcijaf neparna.
¢) Kako za svakx € R vazi:

f(=X) =/ (—X)2 =X+ 1—/(—%)2+ X+ 1— (VX2 + X+ 1— VX2 —x+1) = —f(x),
to je funkcijaf neparna.

d) Zalx| < 1lje
1-x 1+x
f(—x) = Inm =In(1—x)—In(1+x) = —Inm =—f(x),
pa je funkcijaf neparna.
e) Zasvakax € R je f(—x) = e™” 4 (—x)*+ 1 = f(x), pa je data funkcija parna.

f) Funkcija nije ni parna ni neparna, jer je, n(i-1) = e 1 —3#£ et +3= f(1), t.
f nije parnai, npr.f(—2) =e Y2 -6+# —€/2—6=—1(2), tj. f nije neparnar

Funkcijaf je ogranicenana skupuX C A ako postojiC > 0 sa osobinom
(Wxe X) [f(x)| <C.

Funkcijaf : A— B je periodicnanaA ako postoji realan braj # 0 sa osobinom
(WxeA) f(x+1)=Tf(x).

Broj 1 se tada nazivaeriod funkcije f : A — B. Osnovni period funkcije f je
najmaniji pozitivni period te funkcije (ako postoji).

Na primer, funkcija f(x) = A-sin(ax+B), x € R, uz usloveA # 0, a # 0, je

- . i .
periodtna sa osnovnom perlodquaﬁ. (Pokazite to!)

2.7. Primer. Ispitati periodicnost sledecih funkcija na njihovim prirodnim domenima:
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a) f(x)=2sink; b) f(x)=sirfx;
c) f(x) =X d) f(x)=cosX+3sinX
ReSenja.

a) Funkcija je periodina sa osnovnom periodoﬁg—’i.

b) Funkcija je periodina sa osnovnom periodamijer je siréx = %, a funkcija
f(x) = cos X je periodtna sa periodorr/2 = 1t

¢) Funkcija je periodina sa periodornt

. . . 2
d) Funkcija je periodina sa perlodonﬂg. >

Funkcijaf: A—B

raste naA, ako za svaki paxy, xp taCaka iz skupah vazix; < xp = f(x1) < f(x2);
ne opadanaA, ako za svaki pax;, X tataka iz skup# vazix; < xp = f(x1) < f(x2)
)

ne rastenaA, ako za svaki paxy, X, taCaka iz skup@ vazix; < xp = f(x1) > f(x
opadanaA, ako za svaki paxy, xp ta€aka iz skupah vazix; < xp = f(x1) > f(x2).
Funkcijaf : A— Bima

lokalni maksimum (respektivncstrogi lokalni maksimum) u tacki xo € A ako pos-
toji broj € > 0 sa osobinom da vazi

X€E (Xo—¢&X+&)NA= f(X) < f(X)

(respektivn()(e (Xo—&X0+ &) NA)A (X # X0) = f(X) < f(Xo)>;

lokalni minimum (respektivnostrogi lokalni minimum ) u tacki Xo € A ako postoji
broj e > 0 sa osobinom da vazi

X€E (Xo—¢&X+&)NA= f(X)> f(Xo)
(respektivno(xe (Xo—&,X0+&E)NA)A (X#X) = F(X) > f(x0)>.

Zaizraze "maksimum"i "minimum"koristi se i zajed@ki termin "ekstremna vred-
nost", ili, krece, "ekstrem".
2.2 Elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcijesu:

stepena funkcija: f(x) = X3, x € (0,+), za fiksnose R
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(specijalno za = 0 data funkcija jekonstantd;

eksponencijalna funkcija: f(x) =a*, xeR, a>0ia#1;

logaritamska funkcija: f(x) =log,x, x€ (0,4») a>0ia#1;
trigonometrijske funkcije: f(x) =sinx, x e R; f(X) =cosx, x € R;

f(x) =tgx, XER\{M‘ ke Z}; f(x) =ctgx, xe R\ {km ke Z};
inverzne trigonometrijske funkcije (sa eventualnom restrikcijom domena).

Elementarne funkcije se dobijaju primenom koiaog broja algebarskih operacija:
sabiranja, oduzimanja, mnozenja i deljenja, kao i (Kkmwemnogo) operacija kom-
pozicije, na osnovne elementarne funkcije.

2.2.1 Polinomi
Funkcija
Pr(X) = aX"+an_1x" 14+ ... +ax+ay, xeR, (2.1)
gde su koeficijentn;, j = 0,1,...,n, realni brojevi, naziva s@olinom stepena

n € N, ako je koeficijenta, # 0. Po definiciji uzimamo da j&onstanta polinom
nultog stepena.

Dva polinoma su jednaka ako su istog stepena i ako su koeficijenti uz iste stepene
jednaki.

Broj xp je nula polinomaP,(x) iz (2.1), ako jePy(Xp) = 0. Ako je broj Xp nula
polinomaPy(x), koji je racionalan, realan odn. kompleksan broj, tu néémo

zvati racionalnom, realnom odn. kompleksnom nulom tog polinoma.

2.8 Osnovni stav algebre.Za svaki polinom stepermae N postoji tathon (realnih
i/ili kompleksnih) nula, méu kojima moze biti i jednakih.

Ako je xp realna nula polinom#&y(x), tada postoji polinom sa realnim koefici-
jentimaQy,_1(x), gde jeQn_1(X) = by_1X"1 4+ bp_ox""2 + ... + byx+ by, stepena
n—1 tako da vaZi

Pa(X) = (X—%0)Qn-1(X). (2.2)

Broj xo € R je realnanula m-tog reda polinomaP,(x) iz (2.1), ako postoji polinom
sa realnim koeficijentim&,_n(x), stepenan — m, takav da jeR,—m(Xo) # O i vaZzi

Pn(X) = (X—X0) "Ra-m(X).
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Uopste, svaki se polinorR,(Xx) sa realnim koeficijentima, oblika (2.1), stepena
moze na jedinstven @ napisati kao proizvod

Pa(X) = an(X—x0)™ - (Xx= %)™ - 0+ bix+¢p)'t - (0 + bex+ Gs)'s,  (2.3)
gde za prirodne brojews;, j = 1,...,r, i prirodne brojevdy, k=1,...,s, vazi
Nn=m+---+m+2(I1+--+ls).

U relaciji (2.3)x; su melusobno raziite realne nule polinom&,(x), redam;,
j=1,...,r, dok su nule kvadratnih trinome + bx+ ¢, k=1, ...,s. konjugova-
no—kompleksne nule polinonm&(x).

Naci realne nule polinoma iz (2.1) je, u opstem 8hiju, sloZzen zadatak. Sto se
tiCe racionalnih nula tog polinoma, uz dodatni uslov da su svi koeficijeti
j =0,1,...,n, celi brojevi, vazi sledee jednostavno tdenje.

2.9 Teorema. Neka je dat polinoni,(x) iz (2.1) sa celim koeficijentima. Ako je ra-
zlomakp/q nula polinomaP,(x), gde sup € Z i q € N relativno prosti brojevi (j.
razlomakp,/q se ne moZe uprostiti), tada vazi:

imenilacp je Cinilac slobodnog Clanao;
brojilac q je Cinilac koeficijentaa,.

Teorema 2.9 daje potencijalne racionalne nule datog polinoma sa celim koeficijen-
tima. Postupak koji omod@ava da se odrede koeficijeby, by, ..., b, 1 polinoma
Qn-1(X) iz (2.2) i proveri da li su potencijalne vrednosti zaista nule datog poli-
noma, naziva sklornerova shema

Objasneemo u opStem stiaju primenu Hornerove sheme. Nekaje xg mogiLta
racionalna nula datog polinoma, odema na osnovu teoreme (2.9). Stavimo (jedan
od faktora izrazag/a,)

bh-1=an, bn2=Xbn 1+an1,..., bo=Xb1+ay,
odnosno, u opStem siaju,
bk:XObk+1+ak+1, k:O,l,...,n—l.
Osim toga, neka je

I = Xobo + ao.
Sada postoje dve mognosti:

(i) ako jer =0, tada jex = xp nula posmatranog polinoma;
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(i) ako je, méutim, r £ 0, tada pretpostavljena vrednost Xg nije nula posma-
tranog polinoma.

U praksi, to se proverava na slé@ilaatin:

Prvo se ispiSwvi koeficijenti datog polinoma, tj. ukljtujuci i one koji su jednaki
nuli. Na osnovu gornjih jednakosti za koeficijertig k =0,1,....n—1, i broj r
pravi se sledea shema:

@& a1 a2 ... & ... A | X=Xo
bn—l bn_z bk bo ’ r

i primeni gornja analiza o odnosu brojevaO0.

Primer. Odrediti racionalne nule sledetih polinoma:

a) P(X) = 2x°+4x—6;
b) Ps(X) =x3+3x% —4x—12;
C) Psy(x) =2x* — 13 +28x% — 23x+ 6;
d) Ps(x) =x>—x34+x2—1;
e) P7(x) =x"+6x°—5x*+9x3 — 10x% + 4x — 5.
ReSenje.
a) Dati polinom je drugog stepena, pa se nule mogu odrediti reSavanjem kvadratn&nedna
po formuli
o o —44+./42—-4.2.(-6) —4+8
L2 2-2 T4
Racionalne nule polinomBy(x) sux; = —3, X2 = 1. Osnovni stav algebre (teorema 2.8)
kaZe da su to i jedine nule tog polinoma.
Prema tome, moZemo pis@i’ + 4x — 6 = 2(x — 1)(x+ 3).
b) Za dati polinom posmatrajmo delitelje brd&, jer je agp = 12. To su brojevi

+1,42 43 44,46, +12

Kako jea, = az = 1, to su ovi celi brojevi i jedine mogte racionalne nule datog polinoma.
Ispitatemo da li jex = 1 nula posmatranog polinoma:

13 -4 -12 | x=1
1 4 0 | -12

(Drugi red u ovoj shemi je dobijen u skladu sa prethodno objasnjenom Hornerovom she-
mom:
Prvi broj u drugom redul, se prepiSe iz prvog reda i upiSe u drugu kolonu. Zatim se nalaze
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brojevi4d=1-1+3, 1-4+ (—4) = 0i konatno se dobija ostatak- 0+ (—12) = —12)
Kako je zadnja cifra u drugom redul2 (tj. r = —12), to x = 1 nije nula datog polinoma.
Ispitatemo da li jex = 2 nula posmatranog polinoma:

13 -4 —12 | x=2
1 5 6 | o

Kako je zadnja cifra u drugom redy (tj. r = 0), to je x = 2 nula datog polinoma. Prema
tome mozZemo pisati

X4+ 3% — 4x— 12 = (x— 2)(X* + 5%+ 6).

Postupak se dalje nastavlja, tako Sto je sada dovoljno traziti nule novog polinoma drugog
stepena. To se sada moze uraditi ili reSavanjem kvadratnefiegna

Q2(X) := x?+5x+6 =0, ili, kao Stocemo mi to uraditi, ponovo ponta Hornerove sheme.
Ako proverimo da li jex = —2 nula polinoma&Q;(x), tada imamo

15 6 | X=—2
1 3] 0

Sto zn&i da je druga nula polinom(x), broj x = —2. Tablica takde pokazuje da je tba
nula—3. Prema tome, mozemo pisati

X3+ 32 —4x— 12 = (x— 2) (x4 2)(x+3).

c) Za ovaj polinom posmatramo delitelje br@gaTo su+1,+2,+3, +6. Delitelji broja 2 su

. , . . 1 3
brojevi+1,4+2, pa su mogae racionalne nule datog polinomd, +2, +3, +6, ié' ii'

Ispitatemo da li sk =1, x =2 i x = 3 nule posmatranog polinoma:

2 -13 28 -23 6 | x=1
2 -11 17 -6 | 0 x=2
2 -7 3 | 0 x=3
2 -1 ] o
Primetimo da je u ovom stiaju Hornerova shema bila primenjena tri puta: prvi put na dati
polinomP4(x) zax = 1, pa za polinon2x® — 11x? + 17x— 6 zax = 2, i konatno na polinom
2x% —7x+3zax=3.

Kako je zadnja cifra u drugom, ftem icetvrtom redw, (tj. odgovaraj@ger = 0), to zn&i
da su ova tri pretpostavljena broja zaista nule posmatranog polinoma. Dalje, poslednja
vrsta gornje sheme pokazuje d&gvrta nula posmatranog polinoma bxef 1/2. Zn&ti,
vazi
24— 133 4 28x% — 23+ 6 = (x— 1)(x— 2)(x— 3)(2x— 1).
d) U ovom sli€aju moge racionalne nule polinoma 4u —1, pa je

10 -11 0 -1 | x=1
1 1.0 1 1 | 0 x=-1
1 0 0 1 | 0 x=-—

1 -1 1 | o
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Prema tome j@(x) = x° —x3+x% — 1 = (x+1)?(x— 1)(x? — x+ 1). Posmatrani polinom
nema drugih racionalnih nula. U stvari, ostale dve nule su konjugovano — kompleksni
brojevi, pa je dobijena faktorizacija polinon®a(x) oblika (2.2).
e) Moguce racionalne nule polinom(x) su+1i +5, pa je
1 06 -59 -10 4 -5 |
11 7 2 11 1 5|0
1 2 9 11 22 23| 28

Zn&i x = 1je samo jednostruka nula (nije dvostruka), jer je é¢ma redu poslednje tablice
zadnji broj28. OstavljamoCtitaocu da pokaze da vrednost= —1, x=5i x= —5 nisu
nule datog polinoma, Sto zéiada drugih racionalnih nula ovaj polinom nema. U stvari,
polinomP;(x) drugih realnih nula i nema, i vazi sletiefaktorizacija oblika (2.2):

P7(X) = X" +6x° —5x* +9x3 — 102 + 4x — 5= (X — 1) ()% +x+5)(x* + 1)°. »

2.11 Primer. U istom koordinatnom sistemu nacrtati grafike sledetih funkcija:
a) f(x)=x% g(x) = x4, h(x) = x5;

b) f(})=—x%  9(x (X) = =X
c) f¥)=x g(x) =, h(x) = x°;
d fX)=-x  gX)=-x, hXx) =-x°
h f
Slika 2.1. Slika 2.2.

ReSenja. Sve funkcije u ovom zadatku imaju za svoje prirodne definicione skupove
isti skup, naime ceo skup realnih brojeva i imaju jednu nulutkita= 0.

a) Skup vrednosti sve tri funkcije je interv@,+) i parne su. Sve tri funkcije
opadaju nad—,0), a rastu nad0, ), pa imaju (lokalni i globalni) minimum
u taCki x =0 (sl. 2.1).

b) Skup vrednosti ove tri funkcije je interval-c, 0] i parne su. Sve tri funkcije rastu
nad (—,0), a opadaju nad0,+), pa imaju (lokalni i globalni) maksimum u
tacki x =0 (sl. 2.2).

c) Skup vrednosti ovih funkcija je ceo skl Sve tri date funkcije su neparne, ras-
tuce funkcije naR. (sl. 2.3).
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Slika 2.3.

/

—5p ()/1,’3/
=5

Slika 2.5. Slika 2.6.

d) Skup vrednosti ovih neparnih opadaifu funkcija je(—oo, +) (sl. 2.4).»

2.12 Primer. Resiti sledete nejednacine:

a) x¥*—1>0; b) 6x?+13x—5<0; c) ¥ +4>0;
24+2x—3

d) ¥+4<0; e) (X% —4x)(—x2+2x+3) < 0; f)%go.

ReSenja.

a) Data nejednéina se moZze reSiti na sletkedva naina.
| natin: Pre svega vaa® — 1 = (x— 1)(x+ 1), a zadnji proizvod je nenegativan
ako i samo ako je ili
(X—=1>0AX+1>0) < X>1Ax>-1) = x>1,il
(X—1<0AX+1<0) <= X<1AXx<-1) = x<-1

Nejednakosk? — 1 > 0 vazi ako i samo ako j& € (—oo, —1] U [1, +o0).
I nacin: Ova nejedné@ina se moze reSiti i pondol grafika parabole i njenog znaka.
Funkcijaf (x) = x? — 1 data je na sl. 2.5 i nenegativna jexea (—o, —1]U[1, +-),
Sto i predstavlja skup reSenja date nejegina.

b) Funkcijaf(x) = 6x2+13x—5(sl. 2.6), ima nule u tkamax, = 3 i x, = —3, iima
negativnu vrednost zac (—3, 1) . Zadnji interval i jeste reSenje date nejedine.
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c) 1z x?+4> 0za svako € (—o, +), sledi da je re3enje date nejedire skupR.
d) Nema reSenja.
e) Na osnovu grafika funkcijdi(x) = x? — 4xi g(x) = —x?>42x+3, (sl. 2.7), je

X2 —4x<0zaxe(0,4) i —x2+2x+3>0 zaxe (—1,3). Ovo znd&i da vaZi
(vx € (0,3)) (x—4x)(—x2+2x+3) < 0.
Takade jex? —4x>0 za X€ (—0,0)U(4,+0), i —x>+2x+3<0 za xc

(—00,—1) U (3,+0), Sto povldi
X € (=00, —1) U (4, +00) = (x> —4x)(—x2 + 2x+3) < 0.
Skup reSenja date nejediia@e je unija intervala(—c, —1) U (0,3) U (4, +).
f) Na osnovu grafika funkcijd(x) = x> + 2x— 3 g(x) = X2 — 4 (sl. 2.8), sledi
X2 +2x—3>0zax € (—o, —3JU[L,+w) i ¥ —4<0 zaxc (—22).
Prema tomex € [1,2) = (x* — 4x)(x* +2x—3) < 0. Dalje je

X2+ 2x—3<0zaxe [-3,1]i x> —4>0zaxe (—oo,—2)U(2,4).
 X24+2x—3
Prematomejeﬁ <0 <= xe[-3,-2)U[L,2). »

Slika 2.7. Slika 2.8.

2.2.2 Racionalne funkcije
Funkcija

Pn(x)

R(x) = ,

(X) Qn()

gde suP,(x) i Qm(x) polinomi stepena odnosnam, naziva seacionalna funk-

cija.

x € R\ {x € R| Qm(x) = 0}, (2.4)

Posebno zrijni primeri racionalnih funkcija selementarne racionalne funk-
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cije
Bx+C

JER T et bk o

ar keN, (2.5)

gde su nule polinomg + bx+ ¢ konjugovano—kompleksne.

2.13 Teorema. Racionalna funkcija oblika (2.4) se moze na jedinstven nacin napisati
kao zbir elementarnih racionalnih funkcija oblika (2.5), i, akajg m, jos jednog
polinoma stepena— m.

2.14 Primer. U istom koordinatnom sistemu nacrtati grafike sledetih funkcija:

=7 o= =g
b) k(x):x—lz, I(x):x—l‘,r, m(x):%.

ReSenja. Svih Sest funkcija su definisane na intervhico, 0) U (0,+), i nemaju
ekstremnih vrednosti.

a) Funkcijef, gi h'suneparne i opadaje na intervalimg—co,0) i (0, 4).
b) Funkcijek, | i msu parne, rasfie na(—o,0), a opadajée na intervalf0, ). »

2.15 Primer. Rastaviti na elementarne racionalne funkcije sledete racionalne funkcije:

2 x3—2x—35 x+1
a) 5 b) —>——= ) 352 o 5
x2—1 X2 —2x—15 X3—2x2+x—2
d) x+3 & X+1 y 2x% —4x+3
x4+ —5x2+4’ X(x—1)3’ X+ —6x3+13x% — 12x+ 4
ReSenja.

a) Nule polinoma u imeniocux? — 1, sux=11i x= —1, pa prema teoremi 2.13, datu

racionalnu funkciju mozemo rastaviti na zbir slétteparcijalnih razlomaka:
2 A B

2_1 - :
x—1 x-1 x+1
Iz ove jednakosti dobijamo konstaré B tako Sto se prvo saberu poslednja dva razlomka

A B AXx+1)+B(x-1) (A+B)x+A-B
—1 X+l x2—1 N x—1
i brojilac dobijenog razlomka izjedgasa brojiocem péetnog (datog) razlomka. Tako do-
bijamo 2= (A+B)x+ (A—B), odnosno sistem jeldﬁ'ma ,i\+ B=0, A—B=2 sa
reSenjimaA=1, B= —1, Sto zn&i daJeX2 11 X1
b) Stepen brojioca je & od stepena imenioca, pa se prvo moraju izvrSiti stedeansfor-
macije:
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—2x—35  x3— 22— 15x+ 2% +13x—35  X(x* — 2x— 15) + 2+ 13— 35

c)

d)

e)

—2x—15 X2 —2x—15 N X2 —2x—15
. 2x? +13x—35 Cwipy X5
x2 —2x—15 X2 —2x—15
(Umesto ovih transformacija, moze se podeliti polingt- 2x — 35 iz brojioca sa poli-
nomomx? — 2x — 15iz imenioca, $to daje polinom+ 2 i ostatakﬁ__ls) Dalje je
17x 5 A B AKX+ 3) +B(x—5)
“2x-15 x5 x+3  x2-2x_15

odakle se dobija S|stem jedtinaA+B =17, 3A 5B = —5, pajeA 10, B=7. Prema
tome je - 2x-35 +2+1—O+L

—2x—15 -5 x+3

Polinom u imeniocu se moZe napisati k&o- 2x? +x— 2 = (x— 2)(x? + 1), postoje kon-
stanteA Bi C, takve da vazi

x+1 _ A +BX+C:AXZ+A+BXZ—ZBX+CX—ZC’ odnosno
—2@+x—2 x—2 x+1 (x—2)(x2+1)
x+1 _(A+B)x2 (C—2B)x+A— ¢
XB—2C4x—2 —2X24+x—2

Izjedn&avanjem brojilaca dobija se sistem jedima A+B=0, C—2B=1, A—2C=1,
odakle jeA=3/5,B=—3/5i C= —1/5, pa je kon&no
x+1 3 Xx+1
—224x—2 5(x—2) 5(x2+1)

Vrednostix =1, x =2, Xx= —1i x= —2 su nule polinoma koji se nalazi u imeniocu, pa je

x*t3 _ A + B + c + D Sto zn&i da posle sr@ivanja data racionalna
5244 x—1 x+1 x—2 x42’ P )

funkcija ima oblik

(A+B+C+D)x®+(A-B+2C—2D)x?>— (4A+4B+C+D)x—4A+4B—2C+2D
x4+ —5x2+ 4

Na osnovu toga se dobija sistem jedmaA+B+C+D=0, A-B+2C-2D=0,

—(4A+4B+C+D)=1, —-4A+4B—2C+2D =3, sareSenjimd=-2/3,B=1/3,

C=5/12ib=-1/12

Prema tome, moZe se pis

 X+3 =2 N 1 N 5 1
—52+4  3(x—1) 3(x+1) 12(x—2) 12(x+2)

Broj 1 je trostruka nula imenioca. Zbog toga, data racionalna funkcija se moze pisati kao
¥+1 A .. B ., C _ A — 2Ax+A+Bx—B+C
(x—13 x-1 (x-1)2 (x—1)3 (x—1)3 ’

odakle se posle sté/anja dobija sistem jedémaA=1 —-2A+B=0, A—-B+C=1,

Cija sureSenjd =1, B=2i C = 2. Tako dobijamo jednakost
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X2 +1 1 2 2
3~ + 2T 3
(x—1) x—1 (x=1)2 (x—1)
f) U ovom sli€aju su vrednostk = 1 i x = 2 dvostruke nule polinoma koji se nalazi u ime-

niocu, pa se moze pisati

2% —4x+3 A, B C_ D
X -3 +132 —1X+4 x—1 (x—1)2 x-2 (x—2)2
_Ax3—5Ax2+8Ax—4A+Bx2—4Bx+4B+Cx3—4Cx2+5Cx—ZC+Dx2—2Dx+D
B x4 —6x3 +13x2 — 12X + 4 X4 — 6x3+ 132 — 12+ 4
Odavde se dobija sistem jediiaa A+C=0, —-5A+B—-4C+D=2,

8A—4B+5C—-2D=—-4, —4A+4B—-2C+D = 3. ReSenja ovog sistema $u= 2,
B=1,C=-2,iD=3, paimamo
2x2 —4x+3 2 1 -2 3

63113 —1x+4 x—1 (x—1)2 T2t (x—2)2° >
4y
|
\
\
\
\/ x_
0 NN
X
Slika 2.9. f(x) =& Slika 2.10. f(x) = log, x

2.2.3 Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Eksponencijalna funkcijdé(x) = &, x € R, raste zaa > 1 (slika 2.9 zaa=2) i
opada z® < a< 1 (slika 2.9 zea= 1/2 - isprekidana linija). Funkcija je pozitivha
za svex € R, pa nema nula. Eksponencijalna funkcija bijektivno preslikévaa
(0, +c).

Logaritamska funkcijd (x) = log, x, x > 0, je inverzna za eksponencijalnu funkciju
y = a. Funkcija raste za > 1 (slika 2.10 zaa = 2) i opada z&D < a < 1 (slika
2.10 zaa = 1/2 - isprekidana linija). Nula funkcije j& = 1.

2.2.4 Trigonometrijske funkcije

U ovom potpoglavljk uvek ozn&ava ceo broj, tik € Z.

Funkcija f(x) = sinx je definisana za sv& € R, i njen skup vrednosti je in-
terval [-1,1]. Neparna je i periodna sa osnovnom periodo@rt. Nule su u
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taCkamax = krt. Na intervalu oblika(—11/2 + 2kt 11/2 + 2km) raste, a opada na
intervalu oblika (/24 2k, 3rt/2+ 2km).  Funkcija ima maksimume u ¢kama
X = (4k+1)11/2, a minimume u tékamax = (4k+ 3)11/2 (slika 2.11).

Slika 2.11. f(x) = sinx Slika 2.12. f(x) = cosx

Funkcija f (x) = cosx je definisana za svee R, i njen skup vrednosti je interval
[—1,1]. Funkcija je parnai periodna sa osnovnhom periodd®m. Nule funkcije su
u taCkamax = 11/2+ k1t Na intervalu oblikg 2k, (2k+ 1)11) opada, a na intervalu
oblika ((2k+ 1)1t (2k+ 2)1) raste. Funkcija ima maksimume W&kamax = 2K,

a minimume u tékamax = (2k+ 1)1t (slika 2.12).

Funkcijatgx = % je definisana za svwec R za koje jecosx # 0, tj. na skupu

|
2 2
( | (n | \ \O\n i
|
Slika 2.13. f(x) = tgx Slika 2.14. f(x) = ctgx
R\ {(2k+1)r/2| k € Z}. Skup vrednosti j&. Funkcija je neparna i periotia
sa osnovnom periodom Nule funkcije su u tekamax = krt Nema ekstremnih

vrednosti, i na intervalu obliké—11/2+ k1, 11/2 + k) raste. Vertikalne asimptote
grafika su prave = (2k+ 1)11/2 (slika 2.13).

Y Y

Funkcijactgx = (:i)—ni( je definisana za sve< R za koje jesinx # 0, tj. na skupu
R\ {kmt| k € Z}. Skup vrednosti j&®. Funkcija je parna i periodha sa osnovnom
periodomrt. Nule funkcije su u tekamax = (2k+ 1)11/2. Funkcija nema ekstrem-
nih vrednosti, i na intervalu obliké&2kr, (2k 4 1)) opada. Vertikalne asimptote
grafika su prave = krt (slika 2.14).

2.16 Primer. Nacrtati grafike slede€ih funkcija:

1 .
a) f(x) = i1 b) g(x) = e *™* me R (Gausova kriva)



32 Glava 2. Funkcije

'y 'y

1 1
‘0 m X 0‘ 1 X
Slika 2.15. Slika 2.16.

a) Funkcija je definisana n& nenegativna je, parna ima (lokalni i globalni) maksi-
mum ux = 0, Cija je vrednostf (0) = 1 (sl. 2.16).

b) Funkcija je definisana na intervau-oo, +, ), skup vrednosti intervgl0, 1), ima
maksimum u téki x = mi ograniCenge na svom definicionom skupu, jer fe<
k(x) <1, xeR(sl2.15).

2.2.5 Inverzne trigonometrijske funkcije

Osnovne trigonometrijske funkcifgsu monotone na svojim definicionim sku-
povima. Zbog toga, da bi se uopSte mogla definisati inverzna funkcija bilo koje od
njih, potrebno je prvo izvrSiti restrikciju polazne osnovne trigonometrijske funk-
cije na interval (po mogtstvu Sto véi!) na kome ona jeste monotona. Inverzne
funkcije trigonometrijskih funkcija dobijaju prefiks "arc", §rcsin arccos arctgi
arcctg

Funkcija f(x) = arcsirx je, po definiciji, inverzna funkcija za funkcijé (x) =
sinx, x € [—1/2,1/2], koja je restrikcija funkcije= (x) = sinx, x € R, saR na in-
terval[—11/2,11/2]. Vazno je primetiti da na intervalu-11/2, 11/ 2] funkcijaF; raste,
a da je njen skup vrednosti intenjal1, 1]. Zbog toga je definicioni skup funkcije
f interval [—1,1], a njen skup vrednosti interval-1t/2,11/2]. Dalje, funkcijaf je
neparna, rasfia i ima nulu ux = 0 (slika 2.17).

y y

/2 y=x “in
y=x
A \n/z

1t-\

X,

o o 1w

Slika 2.17. f(x) = arcsir Slika 2.18. f(x) = arccox

Funkcija f (x) = arccox je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju

F1:[0,71 — [-1,1] datusa F;(Xx) = cosx, koja je bijekcija. (Proveriti!) Defini-
cioni skup funkcijeg jeste interval—1, 1], skup vrednosti je interva0, 1, i opada
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(slika 2.18).

Funkcija f(x) = arctgx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju
Fi:(-1/2,/2) - R, datusa F;(x)=tgx. Funkcijaf je definisana na celom
skupuR, njen skup vrednosti je-11/2,11/2), rasti£a je i neparna (slika 2.19).

by . y=T Ay

N y=x .

y=mnl2 : \n/z
_/0 i 0177

y=-m/2

=X

Slika 2.19. f(x) = arctgx Slika 2.20. f(x) = arcctgx

Funkcijaf (x) = arcctgxje, po definiciji inverzna za monotonu funkciy : (0,71) —

R, datusa Fi(x) = ctgx. Funkcijaf je definisana na celom skufiy njen skup
vrednosti je(0, 1), i opadajiga je. Ova funkcija nije ni parna ni neparna (slika
2.20).

2.2.6 Razni zadaci

2.17 Primer. Nacrtati grafike sledecih funkcija:
a) f(x)=x+ Vv b)f(x) = 1 ; c)f(X) = cosx+ | cosx|.
X+ V/x2

Uputstva. a)Data funkcija se moZze izraziti kad(x) = { 20x, );2 8’

b) 1z a) sledi da je data funkcija definisana samaza0, i vazi f(x) =1/(2x).

2c0, cosx>0;
0, cosx < 0.
je xe U [-1/2+ 2km, /24 2kr], odnosno f(x) =0 ako je xe U (T/2+
keZ keZ
2k, 3rt/2 4 2km). >

c) Funkcijaf je jednaka f(x) = { Zn&i, f(x) =2cox ako

2.18 Primer. Konstruisati grafike sledecih funkcija:

a) f(x)=x+sinx; b) f(x) = xsinx; c) f(x):Si%(;

d) f(x):i' e) f(x):sin(i); f) f(x):xsin<)1().

sinx’
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ReSenja. Grafici ovih funkcija su dati na slikama 2.21-2.26.

y y=x y=—x ¥ y=x
5
X 11
0 5 . *
Slika 2.21.f(x) = x4+ sinx Slika 2.22.f(x) = xsinx

y
Su
o s

X

y=x y="—x

Slika 2.25. f(x) = sin3 Slika 2.26. f(x) = xsin3

2.19 Primer. Konstruisati grafike hiperboli¢nih funkcija:

 AaX —X
a) f(x):shx:exze . b) f(x):chx:euze :
e —e B _ete
C) f(x)_thx_m, d) f(x)_cthx_ex_e_x.

ReSenja. Trazeni grafici su dati na slikama 2.27-2.30.
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ol 1

Slika 2.27. f(x) = shx Slika 2.28. f(x) = chx
o 1 - o] 1 /\.:,?"
y=-1 ﬁ
Slika 2.29. f(x) = thx Slika 2.30. f(x) = cthx

2.2.7 Parametarsko zadavanje krivih

Neka su na intervalu= [a, ] date dve funkcijec=@(t) i y=(t), t € 1. Skup
svih t&€aka ravni koje su oddene koordinatamdq(t), y(t)), t € | (uz dodatne
uslove o diferencijabilnosti funkcijg@i ), predstavlja krivu datparametarski.

2.2Q Primer. Nacrtati krive date parametarski, akog&> 0,t € R:
{ x = a(t —sint); o { X = acosit; . { x=at/(1+13);
y=a(l-cos), y = asin’t, y=at?/(1+t3).
Prva kriva se nazivaikloida, drugaastroida, a treCaDekartov list.

Slika 2.31. Cikloida. Slika 2.32. Astroida.
ReSenje.
a) Funkcija jey = f(x) definisana na skupi, i pot periodtna sa periodorart Na
osnovu sledee tabele, moZemo nacrtati cikloidu (slika 2.31 za a=1):
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t| 0 /4 /2 3m/4 Tt 3m/2 21
x|0la (n/4— \/2/2) a(m/2—-1) | a (311/4— \/2/2) an | a(3m/2+1) | 2am
y| o0 a(l—ﬁ/Z) a a<1+ﬁ/2> 2a a 0

D)
"

Slika 2.33. Dekartov list. Slika 2.34. Arhimedova spirala.

y

)

.

hy=1

b) Akoje 0<t<m/2, tadaje0<x<a (t=0,x=a,y=0, t=1/2,x=0,y=a).
Akoje /2<t < tadaje—a<x<0 (t=1 x=—a, y=0) (slika 2.32 za
a=1).

c) Slika2.33zaa=3. »

2.2.8 Krive date u polarnim koordinatama

Za svaku téku A(x,y) ravni, izuzev koordinatnog @etkaO (0,0), postoje
jednozn@no odréeni polarni ugao ¢ € [0,2r7 i polarni radijus ili potegp €
[0, +oo[ takvi da je

X = pcosh,y = psind.

Za par(p, ¢) se kaze da su polarne koordinatékaA. Skup svih t&aka ravni koje
su odrelene sap(9).9),¢ € (a,B) predstavlja krivu zadatu u polarnim koordi-

natama.
2.21 Primer. Nacrtati sledece krive zadate u polarnim koordinatafaa- O) :
a) p=ayp (Arhimedovaspirala); b) p=¢€® (logaritamska spirala);
c) p=a(l+cosp) (kardioida); d) p=a?cog29),
gde se kriva d) zovBernulijeva lemniskata.
ReSenje.
a) Na slici 2.34. predstavljena je Arhimedova spiraleaza 1.

Primetimo da kada polarni ugapraste o do +oo, tada i polarni radijup raste
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0d 0 do +oo.
¢) Na osnovu sled® tabele mozemo nacrtati krivu (slika 2.35aza 1):
|0 /4 /2 3m/4 | 31m/2 | 21

p | 2a a<1+ﬁ/2> a a(l—ﬁ/z) 0| a |2a

d) Funkcijap = p(¢) je definisana zaos2p> 0, tj. za @ [—11/4,11/4| U [311/4, 511/4]
(slika 2.36)»

w 2 \_ﬂ\/

Slika 2.35. Kardioida. Slika 2.36. Bernulijeva lemniskata.
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Elementi linearne algebre

3.1 Matrice

Matrice se pojavljuju u mnogobrojnim primerima iz fizike i tehnike.

Matrica tipa mx n je pravougaona Sema brojeva koja imavrsta in kolona i
zapisuje se u obliku

ailr a2 ... Qn
a1 A2 ... an
. : (3.1)
ami 8m2 ... 8mn
Matrice se oznéavaju velikim slovimaj,B,C, .. ..
7 -1 3
Na primer, matrica:A = { ; \/E } jetipa2x2, B= 1 0 2| jetipa
B V5 -1 2
3 cost -1,2
3x3, Cc=| é 2 | jetipa3x2,ab= In3 | jetipa3x 1.
1 5 -1
Brojevia;j, i, =1,2,...,n, su elementi matrice (3.1). Elemesst je ui—toj vrsti

i j—toj koloni matrice.

Kvadratne matrice su one matrice kod kojih je broj vrsta jednak broju kolona.
Redkvadratne matrice je broj njenih vrsta odnosno kolona. U prethodnom primeru
matriceA i B su kvadratne matrice. Matrigaje reda2, a matricaB je reda3.

Dve matriceA i B su jednake ako su istog tipa i ako su elementi jedne matrice
jednaki odgovarajtim elementima druge matrice.

3.1 Primer. Odrediti koje su od sledecih matrica jednake:

38
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1 -2 1 -2

-1 0 5
_ N [10 5 B In12 e°
A ﬁ/; g 11] B_[l 2 1}’ C_{tg(n/4) —ZIOQZZ]’
sin(3/2)  cos(m/2) €S
D=| tg(m/4) 2sin(1/2) _1], H:{O 1]7 F:[l o}

sin(r/4) —6In(,/e) 2272

ReSenje. Matrica B ima dve vrste i tri kolone, te je tip2 x 3 i nije istog tipa ni sa
jednom od matric#,C,D,H i F, pa nije ni jednaka ni sa jednom od tih matrica.

Preostale matrice su kvadratne iAd D su reda3, dok suC,H i F reda2.

Matrice Ai D su jednake, jer je svaki element matrisgednak odgovaraftem
elementu matric® i obrnuto.

Na primer, element-1 u prvoj vrsti i prvoj koloni matriceA jednak je elementu
sin(311/2) iz prve vrste i prve kolone matrid®; element0 u prvoj vrsti i drugoj
koloni matriceA jednak je elementaog1/2) iz prve vrste i druge kolone matrice
D i tako dalje.

MatriceC i H su jednake, a nisu jednake sa matricenyer je, na primer, element
tg(11/4) u drugoj vrsti i prvoj koloni matric€ jednak je elementd u drugoj vrsti

i prvoj koloni matriceH, a element-21n, 2 u drugoj vrsti i drugoj koloni matrice
C jednak je elementu-2 iz druge vrste i druge kolone matrite

MatricaF nije jednaka sa matrico®, a takale ni sa matricon (elementi u prvoj
vrsti razmenili su mestap

3.1.1 Sabiranje matrica

Neka suA i B dve matrice istog tipan x n. Tada jezbir matrica Ai B matrica
C tipamx n, Ciji su elementi jednaki zbiru odgovarajh elemenata matricai B.
Veoma je vazno naglasiti da sogu sabirati samo matrice istog tipa

3.2 Primer. Date su matrice

3 2 1
A[lZ -12 1},5{_1 2_3},0{_7 > 8],

5 _03 12 10 -2 O 3 -12 3
76 5 22 6
D= 2 1 -1 7H:[i’ _3},F: -9 4.
-15 9 55 -18 3

Utvrditi koje se od datih matrica mogu sabrati.
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ReSenje. MatriceH i F ne mogu se sabrati ni sa jednom od datih matrica, rdune
sobom. Mogu se sabrati matriée D kao i matriceB i C na sledéi nacin:

3 2 1 76 5
A+D = |12 -12 1|+| 2 1 -1
| 2 03 12 ~15 9 55

3+7 246  1+5 10 8 6

- 1242 1241 1-1|=| 14 -11 o0,

| 24(-15 —0.3+9 12+55 ~13 87 67
(-1 2 -3 7 -5 8
BHC = | 10 -2 o}*{—s ~12 3}

[ —1+7 2-5 -3+8| [6 -3 5 .
| 10-3 —2-12 0+3 | |7 -14 3|’

Za sabiranje matrica istog tipa vaZi
zakon komutativnosti, tj. A+ B=B+A.
zakon asocijativnosti tj. (A+B)+C = A+ (B+C).

Na primer, ako su date matride= { -l ], B:[ > 10 ], C= { _O 3 }

2 7 1 3 1 4
Tada je
1 -1 5 -10 0 3
aese = (|3 ][5 75])[ 4 2
6 -11 0 3] [6 -8
~ 13 10]T| -1 4|72 1a)
odnosno
(1 -1 5 -10 0 3
acere) = |5 7 |+([5 T8+ 2 5))
1 5 -7 6 —8
“ 12 7|T|o 7|72 1a]

Nula matrica tipa m x n je matricaciji su svi elementi nule. Nula matrica je
neutralni element za operaciju sabiranja u skupu matrica istog tipa.

Na primer, neutralni elementi za operaciju sabiranja matrica tipa

0 0O
3x3je | 0 0O O, 2x3je 0 00 , 2%x2je 00 .
00 0 0 0O 00

Skup matrica istog tipa u odnosu na operaciju sabiranja matnc&komutativnu
grupu.
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MnoZenje matrica brojem

Matrica se mnoZi nekim brojem tako Sto seaki element te matrice mnozZi
tim brojem. Za proizvoljne realne brojewd | i proizvoljnu matricuA vazi da je

(AWA=A(pA), A+WA=ANA+PA

Na primer,
3 -1 1 6 2 2 112—64 6 -3 2
209 311=|l0 _6 2|° 3|10 82/=|5 41}
18 -6 0 9 -3 2

Matrica—1-A ozn&ava se sa-Aivazi A+ (—A) = —A+A= 0, gde jeO nula
matrica istog tipa kao i matricA.

Oduzimanje matrica definiSe se na sk@decin: A—B= A+ (—B).

3.1.2 Mnozenje matrica

Neka su date dve matrice, matriddipa 2 x 2 i matricaB tipa2 x 3
A [ a;; ap ] B_ [ bi1 bx b1z }
apy ap |’ bo1 boo boz |-
Proizvod matrica Ai B je matricaC Ciji se elementi dobijaju na sledien&Cin:
c_|Cu €2 C3|_ | au a2 | | bu b by
Co1 Cp2 C23 a1 a bo1 bpo Dbos

_ [ agr-brit+ap-bor agr-bio+arn-bpy agr-biz+age-bos ]

ap1-bri+aga-bpr ap1-bio+apy-byy api-biz+ags-bos |-
Svaki element matric€ se moze izraziti kao

Cij = ailblj +ai2b2j7 I = 17 25 J = 17 25 3.

U opStem sldaju mnoZenje matrica definiSe se na stedecin.
Neka je matricaA tipamx ni matricaB tipan x p. Proizvod A-B matricaAi B je
matricaC tipamx p takva da je

Cj = airbyj +aipbpj+...+anbnj, i=12....m j=12...,p.
Primetimo da se mogu mnoZziti samo one matrice kod kojih je

broj kolona prve matrice Au proizvodu A- B jednak broju vrsta druge matrice
B u proizvodu A- B.
Kvadratne matrice istog reda se uvek mogu mnoziti. Na primer, imamo

oo - [ 203 AL

[ -16 18
- 41 43 |
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1 2 -1 0 éig
cD=|7 -5 8 3|

o 2 30| |2 00

6 -1 2

7-30-72+18 21-20+0-3 35-10+0-6
0+12+27+4+0 0+8+0+0 0+4+40+0

Matrice Ai B su tipa2 x 2, pa je i matricaA- B istog tipa.

[1+12+9+0 3+8+0+0 5+4+0+0

22 11 9
=| =77 -2 19 |.

39 8 4

MatricaC je tipa3 x 4, dok je matriceD tipa4 x 3, i one se mogu mnozZiti.Naime,
matricaC imatri vrste i Cetiri kolone i ona, kao prvi faktor u proizvodumoze se
mnoziti sa svakom matricom koja intatiri vrste, a takva je matrida (ima Cetiri
vrste i tri kolone). Dobijena matric@- D ima tri vrste i tri kolone, zné& onoliko
vrsta koliko ima matric& (tri) i onoliko kolona koliko ima matric® (tri).

Zakon komutativnosti za mnozenje matrivavazi

Ako matrice nisu kvadratne, tada jéigledno, a na sle@em primeritemo pokazati
da komutativnost ne vazi ni za kvadratne matrice.

[ 2 -1 1 0 1 5] [ 7 6 5
AB = | -7 2 0|-| =7 -4 1|=|14 1 -37|,
| 0 -4 2 0 0 -4 |28 16 -12
[0 1 5 2 -1 1] [ -7 —-22 10
B-A = -7 -4 1| -7 -2 0|=]| 14 11 -5 .
. 0 0 -4 0 42| | 0o 16 -8
3.3 Primer. Odrediti koje se matrice mogu mnoziti i izmnoziti ih.
0 2 -3
-1 6 1 0 -2
a)A:{ } b)B=| -9 0 51; c)C:{ };
3 -3 { 3 1 4} 3 -1 4
4 —6 -5
10 -12 -2
db=| 5 0 |; e)J:{ }; F = 2 |;
o] Do H
2 0 3
5 0 7 8 5 0 1
g)G= 3 -5 2 hH=| 1 -4 -2 3.
T o0 4 0 0 4 -2

Resenje. MatricaAima dve kolone, pa se moZe mnoziti samo sa matricama koje imaju
dve vrste a to su matricgi J. Imamo da je

v o[22 2] e )

3 -3 3 -1 4 —6 3 -18

o [3 5] A )

3 -3 3 -1 4 21 -33 -18
Dobijene matrice imaju dve vrste kao i matrigatri kolone kao matriceC i J.
MatricaB ima tri kolone i moZe se mnoZiti sa matricama koje imaju tri vrste, a to
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su matriceD,F i H.
[0 2 3] [4 -6 1 -15
BD=|-9 0 5|-|5 o0f|=|-21 79|,
31 4 3 5 29 2
[0 37 [ -5 1
B-F=| -9 5(-| 2 =| 50 ;

3 4 1 -9

R ON

0 2 -3 [ 8 5 0 1 2 -8 -16 12
BBH=| -9 0 5.1 1 -4 -2 3| =| =72 —-45 20 -19 |.
3 1 4 | O 0 4 -2 25 11 14 -2

Dobijene matrice imaju tri vrste kao i matrié Prva matrica ima dve kolone,
druga jednu a ti@acetiri kolone kao i matric®, F i H u proizvodimaB-D,B- F i
B-H, respektivno. Dalje je
_2 [-6 0 -11
~| 21 10 2]

0
1 0 -2
C'B:{3 -1 4}'[_
-2 -16

' (4 -6
1 0—2} { }
CD= |5 o= :
3 -1 4|3 5] 19 2
5
2
1

w ©
= ON

(1 0 27
|3 -1 4

R 0—2} fjg;_{s 5 -8 5}
3 -1 4 o 0 4 o 23 19 18 -8
[4 —6 ] —22 42
D-A=|5 0 [;1 _63}= -5 30 |,
|3 5] 12 3
[4 —6 ] 14 6 —-32
DC=|5 0 H _2 *ﬂz 5 0 —-10 |,
|3 5] 18 -5 14
4 -6 22 —42 -32
DJ=|5 0 [12 *_1% *ﬂz 50 —-60 —10 |.»
3 5 45 —41 14

Ako suA B i C takve matrice da su proizvodi- Bi B-C definisani, tada su defini-
sani i proizvodi(A-B)-Ci A- (B-C) i vaZi asocijativnost

(A-B)-C=A-(B-C),
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Sto ilustruje sled& primer.

0 -2
(A-B)-C = ([ 6 4 ]
-5 2

4 -2 18 10 -10
[—8 14}.[ 2 giz :[ 54 74 2},

-93 35 25

0 -2
0 -3][ 2 4 -2
oo = oo s ([ 5 T][5 s T
5 2| \2 1]lss
[0 2] 18 10 -10
- | 6 4 -[_195 :g 53]: 54 -74 2.
| 5 2 | 93 35 25

Za svake tri matricé\, B i C vazi

A-(B+C) =A-B+A-C (leva distributivnost mnozZenja matrica u odnosu na
sabiranje matrica);

(B+C)-A=B-A+C-A (desna distributivnost mnozenja matrica u odnosu na
sabiranje matrica);

k(A-B) = (kA)-B=A-(kB), keR,
pod uslovom da su proizvodi koji se gore pojavljuju definisani.

Proizvod matricad i B moze biti nula matrica i kada su matriéa B razlicite od
nula matrice.

Skup kvadratnih matrica redacini u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja
matricaprsten.

Kvadratna matrica redaciji su elementi na glavnoj dijagonali jednaki jedinici, a
ostali nuli, naziva sgdini¢na matrica i ozn&ava séE il |.

Vazi jednakostA- E = E - A, gde jeE jedinitna matrica reda, a A proizvoljna
kvadratna matrica reda

Kvadratna matrica redaciji su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli
naziva salijagonalna matrica. Na primer, jedinina matrica reda, je

1 00 3 0 O
E=|0 1 0|, a A=| 0 -2 0 | jedijagonalna matrica.
0 01 0O 0 5
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3.2 Determinante

. L [ ar arn . .
Determinanta drugog redakoja je pridruzena matrlcﬁ all alz } jeste broj
01 822
a;n a2
= =ay1-azx— a1 a2
d1 A

;] a2 a3
Determinanta treceg reda detA=| ap; axy ag (3.2)
az1 agz2 az3

a1 12 a3
je broj pridruzen matricA= | ax; axp2 a3

az1 432 az3

Vrste, kolone, glavna i sporedna dijagonala determinante su istovremeno vrste,
kolone, glavna i sporedna dijagonala matrice kojoj je pridruZena determinanta.
Matrice i determinante i pored toga StaCslo izgledaju sustinski se razlikuju. De-
terminante uvek predstavljaju broj, dok matritemaju brojnu vrednost.
Elementi determinante su oZieni kao i kod matrice sa;, gde prvi broj odreduje
vrstu, a drugi broj odreduje kolonu u kojoj s&;j nalazi. Tako, na primer, element
ay3 pripada drugoj vrsti i treoj koloni. Zbir brojevai i j tj. broji+ j moze biti
paran ili neparan, Sto odiigje parno odnosnaneparno mestoelementes;; u de-
terminanti. Tako se elemengs nalazi na neparnom mestu (jerder 3 = 5), dok
se elemenégs nalazi na parnom mestu (jer g2+ 3 = 6). Ako sa+ i — ozn&imo
respektivho parna i neparna mesta, tada je njihov raspored u determinaeg tre
+ - +
redadatsa - + -—
+ - +

Determinanta drugog reda, u ozndwij, zove seminor ili subdeterminantaza
elementy;;, i,j = 1,2,3, i obrazuje se tako Sto se iz polazne determinantege
reda (3.2) izostavi—ta vrsta ij—ta kolona u kojoj se elemeat; nalazi, pa pre-
ostali elementi obrazuju determinantu drugog réflp. Tako se minoMy; =

a2 azs

az2 asz
mentay ;.

dobija eliminacijom prve vrste i prve kolone u kojima se nalazi ele-

Kofaktor ili algebarski komplementelementas;j je izrazAj; = (—1)' "M tj. to

je minor za dati elemerg;; pomnozen sa-1ili —1 u zavisnosti od parnosti mesta
na kome s&;; nalazi.

Na osnovu toga determinantateg reda iz relacije (3.2) jednaka j@tvijanje
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determinante poi—toj vrsti)

a1 a2 a3
a1 @ a3 | = a1AiL+apA2 +aizAi3, zasvakd =1,2,3.
azs _ azz a33'
Na primer, vazi

a1 12 a3

a2 az3 a1 ags dp1 ag
A1 A2 A3 | =11 +a
2 1 1 as2
as; Az s az2 az3 az1 az3 azl ag
Neka je data determinanta
1 2 -1
D=1 3 1 4 (3.3)
2 -1 3

Odredtemo njenu vrednost razvijanjem po elementima prve vrste.

1 2 -1
1 4 3 4 3 1
D - |3 1 4:1.’ ‘—2.’ ‘_1.‘ ‘
> 1 3 ~1 3 2 3 2 -1

= 1.(3—(-4)-2-(9-8)—(-3-2)=7-2+5=10.
Razvijanjem po elementima fre kolone dobijamo

1 2-1
3 1 4
2 -1 3

= —1:(-5)-4:(-5)+3:(-5) =10
Determinante trigeg reda mogu se iztanavati i pomaou Sarusovog pravila:

D =

3 1
1.‘2

Iza trece kolone polazne determinantetieg reda dopiSu se prvai druga kolona, pa
se izmnoze elementi iailaznin? dijagonalamay, i dobijeni rezultati saberu. Od
toga se oduzme zbir proizvoda elemenatd grdaznini dijagonalama”. Dakle,

S S

ail a2 as a1 ap
N N N\ J
/ /
a1 a2 a3 &1 a2
N N N
/ / /
asy az ass 1 432
N\ N\ N\
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= 11822833 + A12823831 + A13821832 — (213822831 + Q11823832 + 812821833).-

Na primer, po Sarusovom pravilu determinanta (3.3) je jednaka

D

1 2 -1|1 2
3 1 43 1=113+2-4.24(-1)-3-(-1)
2 -1 3|2 -1

—(2:1-(-1)+(-1)-4-1+3.3.2) = 22— 12=10.

3.2.1 Osobine determinanti

1.

Vrednost determinante se ne menja akerste zamene kolonamane me-
njajuci poredak.

Prema tome, vrednost determinante se moZe dobiti razvijanjem po elemen-
tima bilo koje vrste ili kolone, a ne samo razvijanjem po elemeniirig
vrste.

. Ako dve vrste (ili kolonezamene mestaleterminanta menja znak.

. Determinanta sennozi nekim brojem tako Sto se elementi jedne vrste (ili

kolone) mnoze tim brojem.

. Vrednost determinante jednaka nuli

ako su bilo koje dve vrste (ili dve kolon@dnake,

ako su elementi jedne njene vrste (ili kolopedporcionalni odgovarajéim
elementima druge vrste (ili kolone),

ako je jedna vrsta (ili kolona) jednakmearnoj kombinaciji drugih vrsta
(ili kolona).

. Vrednost determinante se ne menja ako se elementima jedne njene vrste (ili

kolone) dodaju odgovarajgi elementi druge vrste (ili kolong)rethodno
pomnoZeni nekim brojem

Navedena osobina $esto koristi pri izrdunavanju determinanti.

. Vrednost determinantéiji su svi elementi ispod (iznad) glavne dijagonale

jednaki nuli, jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.

. Ako je svaki elemenk—te vrste determinante tteg reda (3.2) prikazan kao

akj=bxj+cj, =123,
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tada je determinanta (3.2) jednaka zbiru determinBati- D,, Cije su sve
vrste, izuzevk—te, jednake vrstama determinante (3)tu vrstu deter-
minante D1 obrazuju elementbys, by, bks @ k—tu vrstu determinant®,
obrazuju elementiyy, Cko, Cka.

Analogna osobina vazi i za kolone, Sto sledi iz osobine 1. determinanti.

Navedeno pravilo se joS naziva i pravilo sabiranja determinanti.

Na primer, zbir dve determinante je

+ 12

PN W
N wo
P~ W
N © O
R ©w

0
2

N R
N O
N O

Primetimo da determinante koje se sabiraju imaju prvudurerstu jednake, a
razlikuju im se samo druge vrste. Zato determinanta koja predstavlja njihov zbir
ima jednaku prvu i treu vrstu kao date determinante, a druga vrsta je jednaka zbiru
odgovaraj@éih elemenata druge vrste datih determinanti.

1 2 3
4 5 6
7 8 9
elemenata prve i druge vrstej=2-4—1, 8=2.5-2i 9=2-6-3.

Primetimo da je = 0. Elementi tr&e vrste su linearne kombinacije

3.2.2 Determinante viSeg reda

Determinanta redan data je sa

djlr 412 ... Ain
a1 a2 ... axn
: . =anA1r+a2A2+ ... +anAan (3.4)
anl @2 ... ann
odnosno,
ajr 412 ... aAin
a1 a2 ... an
_ =ai1Ai1 +a2Ai2+ ... + @nAin, (3.5)
a1 @n2 ... ann

zasvel =2,...,n. Pritome jeAqj, j =1,2,...,n kofaktor ili algebarski komple-
ment elementayj, j =1,2,...,n, i definisan je analogno kao i kod determinante
treceg reda. DakleAjj = (—1)'"!Mjj, gde suM;; minori ili subdeterminante za
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elementa;j, j =1,2,...,n. Dakle, izr&unavanje determinante redae svodi na
izratunavanjen determinanti reda— 1.

Determinante redaimaju analogne osobine kao i determinantéégereda.

3.4 Primer. IzraGunati sledece determinante:

1 10 2002 11 2 -1 1 3 i é 1 i i
a) 1 9 2003 3| b)l 4 0 4| ol1 1411

1 10 o -1}y 1 -1 -1 -1} 1115 1 '

1 10 2002 12 2 2 5 3 11116
Resenja.

a) Ako prvu vrstu pomnozimo salidodamo drugoj, treoj i Cetvrtoj vrsti dobijamo
determinanti€iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, te je

10 2002 11 1 10 2002 11

1
-1 1 -8

1 9 2003 3 0 -1 1 -8

1 10 0 -1/ |0 0 —2002 -12 8 _2003 _1i = 2002

1 10 2002 12 0 0 0 1

b) Dodavanjem prve kolone drugoj, trgj i Cetvrtoj koloni dobijamo

2 1 1 3 2135 L4l |1 35
1 4 0 4 1515
_ |5 1 5/=|4 -2 0
1 -1 -1 1 1000|0127t 20
2 2 5 3 2 4 7 5
4 2
:5.’3 4'=110
c)
2 111 1 2 111 1
13111 |-12000 éééé
11411/=-10300=-292379
11151 |-100 40 030
11116 |-10005
_i;éé 111 2 11
45. —24+5(|2 0 ol+ral -1 2 o] =304 »
-1 030 03 0 10 3
100 4
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3.2.3 Inverzna matrica

Ako je matricaA tipamx n data sa

a1 a2 ... aun a1 a1 ... ami

a1 ax ... agn i , a2 a2 ... amw
A= . ] o , tadaje A'=| . ) . .

anl dm2 ... amn Ain an ... Amn

transponovana matricamatriceA.

Primetimo da je matric&’ tipan x m, odnosno, elementi vrsta matriéesu ele-
menti kolona matric&\’ i obrnuto. Na primer,

4 3 1 4 -1 2

zamatricbtA= | —1 0 1 |,transponovana matricafé=| 3 0 0 |,
2 0 5 1 15
. 1 -3 1 o L=

a za matricuB = transponovana matricagg=| -3 0 |.
[7 0 1] 11

Ako je kvadratna matrica jednaka svojoj transponovanoj matrici, tada za takvu
matricu kazemo da jeimetri¢na matrica.

Izraz” simetritnd potice odCinjenice da je za kvadratne matriddipan x n, koje
su simetréne, a; = a;ji, zasve,j=1,2,...,n.

51 -2
Na primer, matric\ = 1 4 7 | jesimetrtna, jer je jednaka svojoj transpono-
-2 7 -6
vanoj matriciA'.
a1 A2 ... Aoin
. . dp1 aAy2 ... aon . . .
Neka je matricaA data saA= | . . ] . I neka jeAj; algebarski
9n1 an2 ... ann
komplement (kofaktor) element; u determinanti matricé, Tada se matrica
Air Ao ... A

Az Az ... An ) _ _ _ _
A= |, ) L , hazivaadjungovana matrica matriceA. Prime-
Aln A2n cee Ann
timo da se kofaktorAj u adjungovanoj matricA* nalaze na istom mestu kao i
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njihovi odgovarajgi elementia;i u transponovanoj matrié’ matriceA.

Na primer, za matricltA = [ ! 3} je A= [ [ }

-1 5 3 5
Kofaktor za element je 5; za element-1 je —3; za elemens8 je 1; za elemenb
je 7. Prema tome, adjungovana matricaje= [ 51, _3 } .
-1 2 -5 -1 3 6
Za B= 3 0 -2/|, iB= 2 0 -1 | imamo
6 -1 4| -5 -2 4
[l o 1] | 2 -1 2 0] |
-2 4 -5 4 -5 -2
-2 -3 -4
B* = —’_g 2 :; 2’ —’:é _;‘ =| —24 26 -17 |.
-3 11 -6
-3 6] |-1 86 13
] 0 -1 2 -1 2 0| |

JedinEna matrica je simeitha, pa je jednaka svojoj transponovanoj matrici, a
takade je jednaka i svojoj adjungovanoj matrici.

3.5 Teorema.Ako jeA kvadratna matrica tada jeA- A* = A*- A= defA-E.

. . . 7 3 5 -3|_|(38 0|_
U prethodnom primeru jé\- A* = { 15 ] . { 17 ] = { 0 38] = —38E,
detA = 38, deB = —31i

-1 2 -5 -2 -3 -4 -31 0 0
B-B* = 3 0 -2 || -24 26 —-17 | = 0 -31 0| =-31E.
6 -1 4 -3 11 -6 0 0 -31
Kvadratna matric#\ je regularna ako postoji kvadratna matridatakva da je
A-B=E.

MozZe se pokazati da za kvadratne matrice vazi sle@kvivalencija:
A-B=E < B-A=E.
Inverzna matrica matriceA je kvadratna matrica, koja se oZeaa saA ! i koja
zadovoljava usloA- A1 =A- A1 =E.
Kvadratna matrica za koju ne postoji inverzna matrica nazivsirggularna ma-
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trica.
Svaka regularna matrica ima jedinstvenu inverznu matricu.
Kvadratna matrica je regularna ako i samo akdg#A razliCita od nule.

Inverzna matrica A~! za regularnu matric odraJuje se na sledgnatin:

1
Al=_"— A"
detA
Inverzna matrica jedigne matrice je jeditiina matrica istog reda.
Inverzna matrica inverzne matrice je data matrica, tj., vazi relgaija) ! = A.
MatriceAi A~1 su uzajamno inverzne.

MatriceAi A1 su komutativne.

3.6. Primer. Odrediti inverzne matrice sledecih matrica:

1 -2 3 -1 -2 2 72 g_?(’) 72
aA=|3 0 1(; bB= 6 3 —-1|; c¢b=
4 0 2 -2 1 -2 2 0 =3 0
4 -2 1 0
1 3 4
ReSenja. a)detA = 4, a transponovana matrica matrisge A= | -2 0 0 |.Ad-
31 2

jungovana matrica matrio& je

00| |-20 -2 0
12 3 2 31
A= _'3 4‘ 14‘ _‘13 _ _g _13_%
12 3 2 31 0 8 &
34/ | 1 4 13
. |00 -2 0 -2 0| |

Prema tome inverzna matriéa* matriceA je

. 1 1 0 4 -2 0 1 -1/2
Al=— A=>| 2 -10 8|=|-1/2 -5/2 2 |.

detA 4l 0o -8 6 0 -2 392
1 -2 3 0 1 -1/2 1 00

ZaistajeA-A'=|3 0 1|-| —-1/2 -5/2 2|=|01 0].
4 0 2 0 -2 32 001
b) U ovom sli&aju je
-1 -2 2 -1 6 -2
deB=| 6 3 -1|=1, B=|-2 3 1],

-2 1 -2 2 -1 -2
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r 3 1 -2 1 -2 3

-1 -2 o2 =2 2 -1

B 6 -2 -1 -2 -1 6

- -1 -2 2 2| | 2 -1

6 —2| |-1 -2 -1 6

i 3 1 -2 1 -2 3

Prematome je

1 -5 -2 -4 -5 -2
B‘lzﬁB":L 14 6 11| = 14 6
€ 12 5 9 12 5

c) Determinanta matric€ jednaka je nuli tako da ne postoji inverzna

matricuC.
0 0 -3 0 0
-2 2 0 -2 0
d) deD = =24 D' =
) -2 0 -3 0 ’ -3
4 -2 1 0 0
r 2 0 -2 0 0 -2 0o 2 -2
0 3 1| -| -3 -3 1 3 0 1
2 0 o0 0O 0 O 0 -2 0
2 -2 4 0 2 4 0 -2 4
-l 0o -3 1 -3 -3 1 -1 -3 o0 1
-2 00 0 0 0 0 2 0
2 -2 4 0 -2 4 0 -2 4
2 0 -2 -lo 0o -2 0o 2 -2
2 0 o0 0 0 O 0 2 0
2 -2 4 0 -2 4 0 -2 4
| 2 o0 -2 0 0 2| —| o 2 -2
i 0 -3 1 -3 -3 1 -3 0 1
12 0 -12 0 1/2 0
. 200 0 —24 -12 _ -5/6 0
* 1_
pajebD’=1 g o o of P ~1/3 0
8 —12 -12 -12 ~1/3 -1/2

5 —2 —4
—| 14 6 11].
2 5 9
4
11 | .
9
mat@:d za
2 2 4
2 0 -2
0 -3 11’
-2 0 0
0 2 07
~| -3 o0 -3
0 -2 0
0 —2 -2
3 0 -3
0 -2 0
0 -2 -2
1o 2 o
0 -2 0
0 —2 -2
0 2 0
3 0 -3/
~1/2 0
1 -1/2
0 ol *
~1/2 -1/2

3.7. Primer. Resiti, tamo gde je to moguce, matricne jedna@&nX = B, X-A =B,
ako suAi B date matrice, & nepoznata matrica, gde je

2 0 3] 1 2 3
a) A=| 5 -1 0|, B=[0 -1 0];
| -3 0 4| 1 01
1 -1 1] 1
b) A=| -1 1 2|, B=|1][;
| -3 7 4] 0
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c) A{

d) A=

Resenja. Akoje A-X =B, tadajeX =A"1.B, aakojeX-A=B,tadajeX =B-A1,
$to zndi da treba prvo odrediti matrict 2.

a) MatricaA je tipa3x 3, te je i njena inverzna matrica istog tipa. Matri8ge takale
istog tipa, pa se mogu odrediti proizvodi'-Bkao iB-A~L.

2 0 3 -4 0 -3
Ovde jedeA=|5 -1 0|=-1, Al=| —20 -1 -15 |, te je reSenje
-3 0 4 3 0 2

jedn&ineA- X = B dato sa
-4 0 -3 1 2 3 -7 -8 -15
X=A1B=| -20 -1 -15|-|0 -1 0|=| -3 -39 —75|.
3 0 2 5 6 11
ReSenje jedridaneX-A=Bje
1 2 3 -4 0o -3 -35 -2 -27
X=B-Al=|0 -1 0|-|-20 -1 -15|=| 20 1 15].
1 0 1 3 0 2 -1 0o -1

Obratiti paznju daje A™1-B#B-AL.

5 31
b) lzdeda=4, Al=| I _1 1/ eje
-1 -1 0
5 3 1 1 13
2 4 1 4
X=AtB=| I 11 1= 1
-1 -1 0 0 -2
ProizvodB- A~ se ne mozZe odrediti.
_ 15 3 _5
v .. 2 2
c) U ovom sl&aju je def =2, Alz{ -3 1 _%]
3 -1 1
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r 15 5 27 27
T I N N
=ATB= -3 1 -3 —2|=| 3 -6 -5

3 -1 1 -3 -1 0 -5 7 5
0 31 —1?: 3 _§ -3 2 -1
X=B-Al= 0 -1 2| -3 1 -3|=|-¥% 9 L
| -5 -2 2 3 -1 1 25 -10 8

1 100

d) Sadaje det = —6, A*lzé- -3 2 0,
-1 0 2

1 100 0130
x:A—l-B:E. -3 2 0|-l2100]|=
-1 0 2 010 2

| u ovom sliEaju proizvodB- A1 se ne moze odrediti.»

www

NGNS, I
| S

1
[ ]
N O wio
N Nwla

3.2.4 Rang matrice

Neka je data matricAtipamx n. Kvadratngpodmatrica matriceA, reda man-
jeg ili jednakog odnin(m,n), je matrica do koje se dolazi precrtavanjem aftinaih
vrsta i kolona matricé\.

5 2 -1
Na primer, matricaA = é _2 i ima Cetiri podmatrice reda tri i jedna od
-1 4 3
5 2 -1
njih je 1 -3 3|, dokoje se dolazi precrtavanjemtgevrste matricé\.
-1 4 3

Matrica, reda dva{, i _§ } , je jedna od podmatrica matriéekoja se dobija pre-

crtavanjem trée iCetvrte vrste i trée kolone matricé\.

Rang matrice A je red njene regularne kvadratne podmatrice, takve da su sve

kvadratne podmatrice ¢eg reda, ako postoje, singularne.
Rang matrice ozréava se sa rand.
Rang matrice je broj koji je maniji ili jednak od broja vrsta ili kolona te matrice.

(oo
N OO
w oo

3.8 Primer. Odrediti rang matriceA = [

OO
L
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ReSenje.Na primer, ako u matrich izostavimo drugu kolonu, tada dobijena kvadratna

1 00 1 00
podmatrica ima determinantiet) 0 0 0| =| 0 0 0 |=0.Analogno se po-
0 3 4 0 3 4

kazuje da su i sve druge podmatricettrg reda matricé singularne. Postoji,

medutim, regularna kvadratna podmatrica drugog 1@jige determinanta radita
1 o}_‘ 1 0’_3#0

0 3 0 3 '

Prema tome je rag= 2. »

od nule. Naimedet[

3.3 Sistemi linearnih jedn&ina

Jedndina oblika
aiXy +agXo + ...+ apXy, = b, (3.6)
gde su nepoznate, X,...,X,, jestelinearna jednaCina. Realni brojeviay, a,

..., an sukoeficijenti, a realan brop je slobodni¢lan linearne jedné@ine (3.6).
Linearna jednéina (3.6) jehomogenaako jeb = 0.

Cesto se nepoznate u jedi (3.6) ozn&avaju sa,y,z U, ... ,.

Na primer, jednéine

Sx+2x —Bxg =0, T —07y=4, 2+ VBy+ 12z = —0.5 jesulinearne jed-
n&tine;

Xy+y—z=8, 3+3y+3z=23, 5sin(2x)+ 3y —xZ = 5 nisu linearne jed-
nacine.

Sistem odm linearnih jednacina san nepoznatihxy, X, . .., X, je sistem

A11X1 +a1oXo + ... + AunXn = b
QX1+ aXe+ ... +am¥ = b
. : : (3.7)
amX1 +amXe + ... +amn = bm.
Ako su sve jednéine u (3.7) homogene, odnosno akdje=b; = ... = b, =0,

tada jesistem(3.7)homogen

ReSenje sistemd3.7) je ur@lenan—torka realnih brojevéxs, Xy, . .., Xn), takva da
njene komponentg;, X, . .., X, zadovoljavaju sve jedi@ne sistema (3.7).

ReSenjday, ay, ..., a,) sistema (3.7¢emo zapisivati u obliku
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X1=a, X=3a, ..., Xy=2on
Sistem linearnih jedré@na je

saglasan (moga, reSiv, konzistentan)ako ima bar jedno reSenije,

nesaglasan (nemogt nereSiv, kontradiktoran, protivre ¢an) ako nema nijedno
reSenje.

Ako sistem ima téno jedno reSenje tjjedinstveno reSenje tada se kaze da je
odreden.

Na primer, sistem i: § i i je odralen, jer ima jedinstveno reSermje=2, y=1.
. X—2y=2 . L . N
Sistem 6x—dy— 5 je protivretan, jer nema resenja.
. 2X+y=0 . . - .
Sistem X—2y =0 je homogen i ima samo trivijalno reSenpe=0, y=0.
sistem XFTY~2==2 o saglasan, jerima reSenje= 1, y = —3, 7= 2
Bx+2y+2z=—4 1€530@saN] HeELYy==52=2

Lako se proverava da sistem nije odee, jer jex=t,y=5—-8t,z=5- 13, za
svakot € R, takade reSenje datog sistema.

X+2y+3z=0
Homogen sistem 4x+5y+6z=0 ima trivijalno reSenjx=0,y=0,z=0, a
xX+8y+9z=0

takade i netrivijalna reSenja=t, y= —2t, z=t, za svakd € R.

Dva sistema linearnih jeddia suekvivalentna ako je svako reSenje prvog sis-
tema i reSenje drugog sistema i svako reSenje drugog sistema je i reSenje prvog
sistema.

+y = 7 —X +5 = 13
-2y = -4’ 8 -4y = 4
isto reSenjx=2, y=3.

Sistemi su ekvivalentni, jer imaju

Za svaka dva protiviana sistema kazemo da su ekvivalentni. Ako se u datom sis-
temu izvrSe sledmtransformacije sistema:

medusobna zamenailo koje dve jednéine sistema;

mnozenjebilo koje od jedndina sistema brojem razitim od nule;

jedna jednéina sistema s@omnoZzi nekim brojem i doda nekoj drugoj jed-
nacini sistema,

dobija se ekvivalentan sistem jedirza.
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3.3.1 Gausov metod eliminacije

Gausov metod eliminacije sastoji se u tome da se @ormgnre pomenutih
transformacija izvrSi eliminacija jedne po jedne nepoznate iz fEdaasistema.
Pokaz&emo to prvo na sistemu od tri jediae sa tri nepoznate. Sistem jedimea

X -y +2z = 8
-2x +y +z = -5 (3.8)
4« -y -3z = 7

transformisimo na sle@enatin.

Prvu jedn&inu sistema ne transformiSemo, ali je pomnozim@ saodamo drugoj
jedn&ini ( tako eliminiSemo nepoznatuiz druge jednéine). Ako prvu jednéinu

pomnozimo sa-4 i dodamo tréoj jedn&ini tadacemo eliminisatix iz trece jed-
n&cine. Posle togakvivalentan sistem je oblika

X =y +2z = 8
-y +5z = 11 .
y —-11z = -25

Sada drugu jedi@@nu pomnozimo s&, a zatim je dodamo t®j, koja sada ima
samo nepoznatu Tada imamo sistem

X -y 42z = 8
-y +5z = 11.
47 = 8

Ovako dobijen sistem je ekvivalentan sa polaznim sistemom. 1z poslednje jed-
natine dobijaz = 2. |1z druge jednéine jey = —1, a iz prve jex+ 1+ 4 = 8, tj.
x=3.

Prikazimo sada Gausov metod eliminacije u opStertaglu Neka je dat sistem od
m jedn&ina san nepoznatih

Q11X +aioXo + ...+ ainXn = b
Xy tapXo+...+anxn = by
) . . (3.9
amX1+amXe+...+amn = bm.

takav da je koeficijendy; # 0. (Ako je, na primer, u prvoj jedr@ni a;1 = 0, tada
se za prvu jedri@nu moZe uzeti ona jeddima kod koje je koeficijent ug; razlicit
od nule.)
PomnozZimo prvu jedri@nu sistema (3.9) s&? i dodajmo je drugoj. Nas-
11
1

tavimo ovaj postupak i na kraju prvu jediiau pomnozimo sarzm— i dodaj-
11
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mo je poslednjoj. Tako dobijene koeficijente u drugojctie ..., m—toj jed-
nacini ekvivalentnog sistema ozéiano respektivno sepy, ..., Con, €32,...,C3n, - . .,
Cm, - - - ,Cmn, @ Slobodn&lanove sal,, ds, ..., dm. Tako dobijamo sistem

aiXy + aiXe + ... + amXs = by
CoXo + ... + CaXn = b
. . . (3.10)

U sistemu (3.10) moZe postojati jedriraa Ciji su svi koeficijenti na levoj strani
jednaki nuli, a slobodaélan razltit od nule. Tada je sisteprotivre Cani postupak
reSavanja se obustavlja. Ako se,dném, dobije jednéinaciji su svi koeficijenti

na levoj strani kao i slobodatian jednaki nuli tada se ta jedtina odbacuje. Ako
sistem (3.10) ima viSe od dve jediae nastavljamo postupak. Nekagge # O.
Tada prva i druga jedi@ana sistema (3.10) ostaju nepromenjene. Dalje, drugu

jedn&inu pomnozimo sa—2 dodajemo je tréoj i tako dalje. Tako dobijamo

. C22
sistem
Xy + a;Xe + aizXxs + ... + amXn = b
CooXo + Cp3X3 + ... + Cop¥n = oo
€33Xs  + + X = f3 (3.11)
emXs + ... + empXn = fm,

gde smo Sa&s3, €34, . ..,6mn 0ZN&ili novodobijene koeficijente a sk, fa,..., fm
novodobijene slobodn&@anove u ekvivalentnom sistemu (3.11).

Nastavljajizi postupak mozemo @bdo jednog od sledm dva sistema:

JuXa + giXe + Gizxs + ... + Oinxn = hg
Oo2X2 + 923X3 + + gann = 'hz (3.12)
Qe = i,
Pixa + PX2 + ... + Pwk + ... + PwXn=0
Pa2x2  + + szXk + + .pannZC.h (3.13)
bkak =+ .+ .IOann = C.Ik-

Ako smo u dosadasnjem postupku dobili sistem (3.12)¢emu jeg; # 0, i =
1,2,...,n, tada se vrlo jednostavno iZnanavaju nepoznatq, Xz, . .., X, pocev od
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xn. Nepoznatuwu, nalazimo reSavanjem poslednje jedime
Onn¥n = hin

u sistemu (3.12). Zamenjwutako dobijenu vrednost nepoznateu pretposled-
nju jedn&inu sistema (3.12) dobijamo vrednost nepozngte i tako dalje. To
zn&i da imamo jedinstveno reSenje, pa je dati sissaglasan odreden sistem.

Ako na kraju navedenog postupka dobijamo sistem (3.13), napiSimo ga Geshede
obliku:

piXa + PXe + ... + Pwk = 01— Prkr1Xkr1—---— PinXn
pPa2xX2 + ...+ PxXk = 02— P2k+1Xk+1— .- — P2nXn
PkkXk = Ok — Pkk+1Xk+1 — - - - — PknXn.

Sada umesto nepoznati. 1, ...,Xn Stavljamo proizvoljne brojeve i na taj éia
dobijamo sistem oblika (3.12), koji reSavamo na navedetima&davde zakljtu-
jemo da sistem (3.9) u ovom glaju ima beskorano mnogo resenja.

Na primer, sistem jedi@@na

X -y 4z = 9
X +4y +2z = -9 (3.14)
X 4y -2z = 19

se reSava ponto Gausovog metoda eliminacije na sleideeCin:

Zamenom mesta prve i druge jediee sistema (3.14) dobijamo ekvivalentan sis-
tem

X 44y 42z = -9
X -y +z = 9. (3.15)
X 4y -2z = 19

Pomnozimo prvu jedri@nu sistema (3.15) sa2, i dodajmo drugoj jednéini, a
zatim sa (-3) dodajmo to®j. Tako dobijamo sistem

X 44y +2z = -9 X 44y +2z = -9
-9y -3z = 27, odnosno -3y -z = 9. (3.16)
-1y -8 = 46 -1y -8z = 46

Ako sada drugu pomnoZzimo sa%l dobijamo

X 44y +2z = -9
—9y -3z = 27.
(-8+11/3)z = 13

Iz poslednje jedn@ine dobijama = —3. 1z druge jednéine jey = —2, a iz prve je
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x = 5. Na primer, ako u sistemu jedtiaa

X 4y +2z = 1

5 +5y +10z = 2

3 -3y +6z = 7
pomnozimo prvu jedridnu sa—5 i dodajmo drugoj jednéni, a zatim pomnozimo
prvu jedn&inu sa—3 i dodajmo tr&oj, dobijamo sistem

X 4y 42z = 1
0 = -3.
—by = 4

Dalje se postupak ne nastavlja, jer smo u drugoj jéamalobili 0 = —3, §to je
protivreCnost. Prema tome dati sistem nema reSengadjtivre Can je.

U prethodnom primeru smo videli da prilikom primene Gausove metode elimi-
nacije mozemo da do jedn&ine, kao Sto je bila drugdiji su svi koeficijenti
jednaki nuli, a slobodatlan je bio razkit od nule. U tom sl@aju dati sistem je
protivrecan. Ako do takvog sktaja ne ddemo, dati sistem je saglasan.

3.9 Primer. Odrediti reSenje sistema

X 4y +2z +2u =5
X 4y -z —-u =0
X +2y +z +u =5
—X -y 42z +4u =3

pomoctu Gausovog metoda eliminacije.
ReSenje. PomnoZimo prvu jedridnu datog sistema sa2 i dodajmo je drugoj jed-

nacini, zatim pomnozimo prvu jed@au sa—3 i dodajmo tr€oj i na kraju doda-
jmo prvu jedndinu Cetvrtoj jedn&ini. Tako dobijamo ekvivalentan sistem

X 4y +2z +2u = 5
-y -5z -5u = -10
-y -5z -bu = -10°

4z +3u = 8

Primetimo da su druga i téa jedn&ina jednake, pa se jedna izostavlja. Tako do-
bijamo sistem od tri jedridane saCetiri nepoznate

X 4y +2z = 5—-2u
-y -5z = —-10+5u.
4z = 8—3u

Ako umesto nepoznate stavimo odrden realan broj dobijamo sistem koji ima
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jedinstveno reSenje po promenljiviray i z. Medutim, kako jednu promenljivu
mozemo da biramo proizvoljno, to sistem ima beskmmamnogo reSenjax

3.3.2 Kramerovo pravilo

ReSenje sistemad n jedn&ina san nepoznatih

arpXetaXe+...+amxn = by

aXy+apXo+...+amXn = by
. . . (3.17)

bn.

8n1X1 + an2X2 + . .. + 8nnXn
pomcu Kramerovog pravila, ako jeD # 0, formira se na slede nain:

_ Dy _ Dy, _ Dy,
X]_—F, )(Z—E7 ey Xn— D,

ajlr Ad12 ... QAin

) ) ] A1 Ay ... ay
gde je determinanta sisterDadata saD = ) . "

a1 an2 ... amn
Determinantd®,, i =1,2,...,n, formiraju se tako Sto se u determinanti sistdbna
i—ta kolona zameni kolonom kojtine slobodntlanovi. Tako dobijamo da je

b1 a2 ... an a;; by ... an
bz dpo2 ... dop ag1 bz ... a2n
DX1 = . . . . ) Xo — | . . . y )

bh a2 ... amn ann bn ... ann

a;; app ... b

dp1 A2 ... bz

Dxn -
8 a2 ... bn

Dokaz. Pokaz&emo da jex; - D = Dy,, a analogno se pokazuje da je i za sve
i=23,....n
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S obzirom na osobine determinanti imamo da je

X1-D

a11X1
az1Xy
azg1X1

aAn1X1

a3
a3
az3

an3

ain
an
azn

Ann

Pomnozimo sada drugu, &, . ..i poslednju kolonu redom sa, x3, ..., X, | tako
dobijene kolone dodamo prvoj koloni, dobijamo

Xl'D:DX]_

jer je onda svak€lan u prvoj koloni redom jednalby, by, ..., by. »

3.1Q Primer. Pomotu Kramerovog pravila reSiti sisteme jednacina

x _Y z _
X 4y -z = 7 s "3 tz2 = 2
a —2x 43y +2z = 6; b)) -3 +% +Z = -3
5 -y -2z = -4 y
% +§ -2z = -2
1 1 -1 1 00
ReSenja. a)Determinanta sistemajedb=| -2 3 2|=|-2 5 0|=15
5 -1 -2 5 -6 3

Determinanta sistema je radlia od nule. Prema tome, sistem ima jedinstveno
reSenje. Determinant®y, Dy i D, su

7 1 -1 0 0 -1
Dy = 6 3 2[=| 20 5 2|=-30
4 -1 -2 ~18 -3 -2

17 -1 0o 7 -1

Dy = | -2 6 2|=|0 6 2|=60
5 —4 -2 3 -4 -2
11 7 1 0 O

D, = | -2 3 6|=|-2 5 20|=-75
5 -1 -4 5 -6 —39
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. . D D D
Prema tome, reSenje sistemaxe- BX =2 y= By =4, z= BZ = 5.
X =2y 43z = 12
b) Sistem jednéina ekvivalentan datom sistemu je—6x +4y +3z = -36
X +2y -8 = -8
Kako je
1 -2 3 1 -2 3
D=| -6 4 3|=/0 -8 21 | =4,
1 2 -8 0 4 -11
12 -2 3 3 -2 3 1 -2 -5
Dy=| —36 4 3|=8-] -9 4 3|=8-| -5 4 19| =48
-8 2 -8 -1 1 -4 0 1 0
1 12 3 1 3 3 1 3 3
Dy=| -6 -36 3|=4-3-| -2 -3 1/=12-|0 3 7| =24,
1 -8 -8 1 -2 -8 0 -5 -11
1 -2 12 1 -1 3 1 0 0
D,=| —6 4 -36|=4-2-| -6 2 -9|=8-|-6 -4 9 | =16,
1 2 -8 1 1 -2 1 2 -5

imamo da je reSenje sistema=12, y=6, z=4.p»

3.3.3 Diskusija sistema linearnih jedn&ina

Posmatréemo sistema od tri jedane sa tri nepoznate i tada na osnovu (3.18)
imamo da je

x-D=Dy, y-D=Dy, z-D=D,, (3.19)

se moze izvrsiti diskusija sistema na sleideeCin: 1z (3.19) sledi:

Sistem jeodreden, odnosno imgedinstveno reSenjeako jeD # 0.
Ako je D =0, tada

ako je(Dy # 0) \V(Dy # 0) \/ (D # 0) sistem jeprotivre Can, jer iz (3.19) sledi da
je tadal #£ 0;

ako je (Dy = 0) A(Dy = 0) A(D, = 0) sistem moze da imheskon&no mnogo
reSenja a moze da bude protivre Can, Sto reSava naknadna analiza primenom
Gausovog algoritma.

Na primer, sistem jediéna 3x+3y+3z=4, 5x+5y+5z=4, 2x+2y+2z=7.
je takav da sve traZzene determinante imaju vrednost nulu, jer imaju bar po dve iste
kolone, te je
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:O’ DX:

N O1T W
N O W
N O W

Dy: :0, DZ:

NOW N D
NOTW NUw

N>~ DA DWW

3 4 3
5 4 5
2 7 2

Medutim , sistem je protivi&an, jer ako se prva i tba saberu i oduzmu od druge
jedn&ine dobijase da je= —7.

ax +y +z = 1
3.11 Primer. ResSiti i diskutovati sistem jednaCinax +ay +z
X 4y 4az = a?

I
®

. Dodavanjem druge i toe kolone

N
D PR

a
ReSenje. Determinanta sistemaf@=| 1
1

prvoj koloni, a zatim izdvajanjem faktoeat 2 ispred determinante dobijamo da je

at+2 1 1 111 011
a+2 a 1|=(@+2)|1 a 1|=(@+2)|1-a a 1 |=(a+2)(a—1)(a—1).
a+2 1 a 11 a 0 1 a

Dalje, ako u determinanby, oduzmemao prvu kolonu od druge kolone dobijamo

111 1 01
Di=| a a 1|=| a 0 1|=(%-1)-(1—a)=—(a—1)%(a+1).
a 1 a @ 1-a° a

Mnozenjem trée kolone sa-ai dodajLti je drugoj determinantBy postaje

a l
0 1|=—(1-a)-(a—1)=(a—1)2
0 a
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Zn&iD=(a+2)-(a—-1)?2 Dy=-(a+1)-(a-1)2 Dy=(a-1)? D;=
(a+1)?-(a—1)% Prematome, ako jB # 0tj. a# —2, a+# 1, re3enje sistema je

Dy —(a+1)-(a—1)? Dy (a—1)?
X~ DT @2@12 YD @r2 (a-n?
(3.20)
, _ Dz _ (a+1)?-(a—1)?

D (a+2)-(a—1)2"
Diskusija sistema

Determinanta sistema je jednaka nuliaa= —2 i a= 1. Za sve ostale realne
brojevea# —2, a= 1, sistem ima jedinstveno reSenje. Na prinegra = 2, sistem
je oblika
X 4y 4z =1
X +2y +z = 2.
X +y 42z = 4
Determinante suD = 4, Dy = —3, Dy =1, D, =9, pa iz (3.20) sledi da je reSenje
sistema
x=-3/4, y=1/4, z=9/4. (3.21)

ReStemo isti sistem Gausovom metodom eliminacije. Ako prva i druga jgdaa
zamene mesta dobijamo sistem

X 42y +z = 2
X 4y +z = 1.
X 4y 42z = 4

Pomnozimo prvu jedrianu sa—2 i dodajmo je drugoj, a zatim pomnozimo prvu
jedn&inu sa—1, i dodajmo je tréoj. Tako dobijamo sistem

X +2y +z = 2
-3y -z = -3.
-y 4z = 2

Sabiranjem druge i tée jedn&ine dobijamo

X +2y +z = 2
-3y -z = -3.
-4y = -1

Odavde dobijamo iste vrednostizg/ i z, kao i pom@&u determinanti, date u (3.21).

Ako je a=1, tadajeD =0, Dy =0, Dy=0, D, = 0. Sistem ima beskortao
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mnogo reSenja, jer u stvari imamo jednu je€ina sa tri nepoznate. Zoa ako
dve od njih, na primex i y izaberemo proizvoljno, tada je fre od njihz potpuno
odredena.

Ako je a= -2, tadajeD =0, Dy# 0, Dy # 0, D, # 0. Sistem je protivréan.

Zaista, zea=2imamo —2x+y+z=1  X—2y4+z=-2, X+y—-2z=4.
Ako saberemo ove tri jedgae dobijama = 3, Sto je kontradikcija»

ax -y -2z = 1
3.12 Primer. ReSiti i diskutovati sistem jednacinalx —3ay +5z = —-3.
2x +y —az = -1
ReSenje.Imamo da je
a -1 -2 a—-3 -1 -2 1 -1 -2
D=4 -3a 5|=|9-3a -3 5|=(@-3:|-3 -3a 5
2 1 -a 3—a 1 —-a -1 1 —-a
0o -1 -2
=(@-3)-| 3(1+a) —-3a 5 |=3(a-3)(2+a)(1l+a),
0 1 -a
1 -1 -2 1 -1 -2
Dy=| -3 -3 5|=| -3 -3a 5| =3(1+a)(a+2),
-1 1 -a 0 0 —a-2
a 1 -2 a 1 -2
Dy=|4 -3 +5|= 4 -3 +5 | =3(a+2)(a+1),
2 -1 -a 2+a 0 —-a-2
a -1 1 a -1 0
D,=|4 -3 -3|=|4 -3 -3-3a|=3(a+l)(a+2).
2 1 -1 2 1 0
3(a+1)(a+2)

Prema tome, reSenje sistemxjey=z= ako je

a# -2, a#—-1la#3.

Diskusija sistema

Determinanta sistema je jednaka nuliza —2, a=—-1ia=3. Zaa# 2, a# -1
i a# 3 sistem ima jedinstveno reSenje.

Ako je a= —1,tada jeD =0, Dy=0, Dy =0, D,=0. Sistem je neoden, za
a= —limamo

3(a-3)(1+a)(a+2)’
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—X—y—2z=1 4x+4+3y+5z2=-3, 2X+y+z=-1
Ako prvu jedn&inu pomnozimo sa-2 i dodamo tréoj dobijamo drugu jedr@nu.

Ako je a= —2,tadajeD =0, Dx=0, Dy =0, D,=0. Sistem je neod@en, za
a= —2imamo

—2X—y—2z=1, 4Xx+4+6y+52=-3, 2X+y+2z=-1
Prva i treca jednéina su iste.

Ako je a= 3, tada jeD =0, Dy # 0, Dy # 0, D, # 0. Sistem je protivréan.
Zaista, zea = 3 imamo

X—y—2z=1  4x—-9y+5z2=-3, 22X4+y—3z=-1

Sabiranjem prve i tie jedn&ine dobijamdbx — 5z =0, tj. X =z, a mnozéi trecu
jedn&inu sa9 i dodajLEi je drugoj jednaini dobijamo22x —22z= —12, §to je u
suprotnosti sx = z. »

3.13 Primer. Odrediti konstantwk tako da sistemi

x 4y -k =0 X -y 42k = 2
a —2x -3y +3 = 0 ; b) 2x -3y = -2;
33X +2y = 4k+1 -x -y +k = -3
X 4y 4+2k-3 = 0
c) —2x -3y = 1-3k—k*,
33X +2y = 4k-2

budu resivi.

ReSenja. Ovde imamo tri jedné&ne sa dve nepoznate y, pa da bi sistem bio reSiv
bar jedna jednéna mora biti linearna kombinacija ostalih dveju jedima i tada
jedna od jednéna sistema moZe da se izostavi. Zindeterminanta sistema mora
biti jednaka nuli.

1 1 —k 1 1 k
a)lz | -2 -3 3|=|0 -1 3-2k|=4—k=0, sledidajek=4.
3 2 —4k-1 0 -1 —k-1
Zaista, ako u dati sistem jedtiaa zamenimo dobijenu vredndstiobijamo
X+y=4, —-2x—3y=-3, 3Xx+2y=17.

Ako prvu jedn&inu pomnozimo s& i dodamo drugoj dobijamo téal jedn&inu.
Zn&Ci, imamo dve jedné@nex+y =4 i 2x+ 3y = 3, sa dve nepoznate. ReSenje
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sistema jex=9, y=-5.

1 -1 %-2 1 -1 %-2
b) Kakoje| 2 -3 2|=|0 -1 —4k+6 |=-11k+11=0,
1 -1 k+3 0 -2 1

zak =1, zamenonk = 1 u dati sistem dobija se
X—y=0, 2x—-3y=-2, —X—y=-4.

Ako se druga jedr@na pomnozi s®, a treca sa—3 dobijaju se jedné@ine 12x —
18y = —12, 3x+ 3y = 12 Njihov zbir je 15x — 15y = 0, Sto je prva jedn@na
pomnoZena s8, pa je ona hepotrebna. ReSenje sistemege2, y = 2.

1 1 x—3 1 -1 &—3
c) Sledidaje —2 -3 kK?+3k—1|=|0 —1 K+7k—7 |=k?+17k—18=
3 2  —4k+2 0 -1 —-10k+11
0zak=—-18i k=1. Akojek=—18imamo

X+y=39, 2x+3y=269 3x+2y=-74
Sabiranjem druge i té® jednd&ine dobijamo prvu jedré@nu pomnozenu sé.
ReSenje sistema je= —152 y =191
Ako je k=1, tada dobijamo sistem+y =1, 2x+3y=3, 3x+2y= 2. Sabi-

ranjem druge i tree jedn&ine dobijamo prvu jedr@nu pomnozenu sa. ReSenje
sistemajex=0,y=1 »

3.14 Primer. Da li se moze odrediti konstangtako da sistemi

X 4y —-2az = 0 -3x -y +3az = 0
a x -y +4az = 0; b) X +2y —-az = 0;
ax -y +z = 0 ax -y +z = 0

X +ay +z —t =

o X +y 4z +at =
ax -y +4z +t =
—X 4y +az +t =
imaju i netrivijalna reSenja.

[eNeoNeoNe]

ReSenja. U ovom primeru sistemi su homogeni, jer su svi slobotlanovi jednaki
nuli. Prematomeua)il=y=z=0,iuc)x=y=z=t=0susigurno reSenja,
ali trivijalna. Medutim, ako je joS i determinanta sistema jednaka nuli, tada sistem
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moZe da ima i beskoBao mnogo resenja.

2 1 -2a
Determinanta sistemajel -1 a | =(1—a)(a—3),te je ona jednaka nuli
a -1 1

zaa=1 a=3.

Ako je a=1imamo sistem2x+y—2z=0, x—y+z=0, x—y+z=0.
Druga i tr€a jedné&ina su iste pa imamo dve jediiae 2x+y =2z, X—y= -z,
sa tri nepoznateija je determinanta sistema3 # 0. Birajuci z proizvoljno i reSa-
vajuti sistem pax i y dobijamox = z/3, y = 4z/3.

Ako je a= 3 imamo sistem 2x+y—6z=0, x—y+3z=0, 3x—y+z=0.
Sabiranjem prve i druge jedéiae dobijamd3x—3z= 0, tj. x =z Sto zamenom u
prvu dajey = 4z

-3 -1 3
Iz 1 2 —a|=-5-5a2#0, acR,sledije da sistem protivéan.
a -1 1

Determinanta sistema je

1 al -1 1 al -1
111 aj_ |1 11 a
a -1 1 1| 1 -1 1 1
-1 1 a 1 1 1 a 1
0 a1 -1 D1
@ty O Yl @ _aipna-a] 11 a
0 -11 1 B
l1-a 1 a 1

=(a+1)(1—a)-(a®+3).
Zaa= —1imamo sistem
X—y+z—t=0, —x+y+z—t=0, - x—y+z+t=0, —x+y—z+t=0.
Cetvrta jednéina je ista kao i prva pa se izostavlja. Sabiranjem prve i druge jed-
natine dobija sez =t, a sabiranjem prve i ti® dobija sex =t, odakle sledi da
sistem imareSenje=y=zc R.

Ako je a= 1 dobijamo sistem
X+y+z—t=0, —X+y+z+t=0,x—-y+z+t=0, —X+y+2z+t=0,
CijasureSenjg=t=x=—-zcR.»
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3.3.4 ReSavanije sistema jedrtana pomatu matrica
Neka je dat sistem odlinearnih jednéina san nepoznatih

A11X1 +agoXo + ... +A1nXn = by

Xy +agXe+...+tagmX, = by
. . . (3.22)

aniX1+amXe+ ...+ = by
Sistem (3.22) moZemo zapisati kao matri jedndinu
AX =B, (3.23)

a1 2 ... Ain X1 b]_
dp1 Ay2 ... aon X2 b2

gde je A= ... |y X=|. ], B=

a1 @2 ... am Xn bn
MatricaA naziva sanatrica sistema a matrica
a1 a2 ... a;m by
_ A ayp ... axy b

A=
a1 a2 ... an by

se nazivgroSirena matrica sistema
Ako matricaA ima inverznu matricl\ 1, tada je reSenje matme jednéine (3.23)

dato sa
X=A1.B. (3.24)

Zbog nekomutativnosti mnoZenjaora se pazitisa koje strane se matriBamnoZzi
matricomA~L.

3.15 Primer. Resiti sisteme jednacina

X -y +2z = 8 X 42y -3z = -1
a —-2x +y +z = -5 b) 2x -4y +6z = 2
4 -y -3z = T, X -y 42z = 3

pomoctu matrica.

Resenje.
a) Umesto datog sistema jedtiaa posmatrgemo ekvivalentnu mafihu jedné&inu

AX = B,
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1 -1 2] 8
gde je matrica sistem&=| -2 1 1|, a B= [ -5 ] . Determinanta
4 -1 -3 7

1 5 3
sistema je-4iinverzna matricA 1 je A1 = % % g].Prematomereéenje
L2 4 1
matricne jednaineAX =B je
1 5 3
dREEE IR :
S I B e
z 3 4 i 1 2

Odatle sledidajg=3, y=-1, z=2.
b) Matrica sistema je singularna, pa ne moZzemo primeniti prethodno opisani postupak
reSavanjar

Vazi sled&a teorema.

3.16 Kroneker-Kapelijeva teorema. Sistem linearnih jednacina (3.22) je saglasan
(reSiv) ako je rang matrice sistema jednak rangu proSirene matrice sistema.

U primeru 3.15 pod a) matrica sistema ima ré)@ takale i proSirena matrica
B 1 -1 2 8
sistemaA=| -2 1 1 -5 | imarang3.
4 -1 -3 7

U prethodnom primeru pod b) matrica sistema kao i proSirena matrica sistema
imaju rang2. Sistem je reSiv i ima beskobao mnogo reSenja=5—-z y=
241z z=z gde jezproizvoljan realan broj.

X 4y +z =1

Sistem 2x +2y 42z = 3 imamatricu sistemaran@amedutim, proSirena
X -y 42z = 3
_ 1 111 111
matricasistemaA=| 2 2 2 4| jeranga3,jerje| 2 2 4|=2+#0.
1 -1 2 3 1 2 3

Pri reSavanju sistema linearnih jeditea pom@u inverzne matrice broj potrebnih
operacija je velik i stoga je Gausova metoda podesnija za primenu.

3.4 \ektorska algebra

Velicine kojeCesto sréemo u matematici, fizici i hemiji karakteriSe samo jedan
broj. Na primer, duzina, povrSina, zapremina i temperatura potpuno sdesgre
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jednim brojem. Takve veline nazivaju se skalarima. Za razliku od njih, Gele
koje zovemo vektorima, oddeju tri faktora: pravac, smer i intenzitet. To su ha
primer, brzina kretanjaestice, ubrzanje i sila koja deluje u nekdjka

Radi reprezentacije vektora, gimo od dve téke A i B koje odreluju duzAB.
Duzina duzi jeskalari to pozitivan, ako se t&ke A i B razlikuju. Medutim, ako
odredimo da je t&ka A prva a ta&€ka B druga t&ka, onda smo u stvari uveli ori-
jentaciju na pravopB, i to od tatke A ka t&tki B. U tom sliEaju moZzemo govoriti

o uredenom paruA,B), u oznaci,@, koji temo zvati vektoAB. Dakle, vektor
ﬁje odralenpravcem (“nosaﬁem"vektoraﬁ), smeromna pravojAB (od A ka

B) i duzinom duZiABtj. intenzitetom vektoraAB, koji emo obeleZavati qaﬁ].
Vektori ABi Cﬁsuistog smera guprotnogsmera) istog pravca tj. ako su praB

i CD paralelne i take B i D nalaze se s#ste (respektivhasuprotng strane prave
AC.

Vektori AB i CD su jednaki ako imaju isti pravac, imaju isti smer i isti intenzitet
tj. ],@| = |CT5] (ABi CD su podudarne duzi). Geometrijski, vektdB i CD su
jednaki ako postoji translacija koja prevodi vekEd u vektorCD.

Ako se t&€ke A i B poklapaju tadaAB obrazuje nula vektor i ozitava se sd.

C C
i SB B
~ A
D

Slika 3.1. Slika 3.2.

Nula vektor nema ni pravac ni smer.

Vektori ABi BC sabiraju se na sleden&tin (sl. 3.1.):@+ BC=AC.
Razlika dva vektordB — BC se posmatra kao zbir vektoA®B i —BC.
Osobine operacije sabiranja vektora

Zbir dva vektora je vektor i@ + b = T.

Za sabiranje vektora vaZi zakasocijacije tj. (@ + b)+ T =a+(b +T).
Za svaki vektora vazia+ 0 =0 + @ = &.

Svaki vektora ima suprotan vektor @, zakojije @ + (—a)=(—a)+a=0.

Za svaka dva vektora vaZi zakon komutacije@j+ b = b + a.
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Dakle, skup vektoré&ini komutativhu grupu u odnosu na operaciju sabiranja.

Akojeme Ri @ vektor, tada jena vektorciji je intenzitet/m|| @], pravac je jed-
nak pravcu vektora a smer je jednak smeru vekto@ zam > 0, a suprotnom
smeru vektorad zam< 0. Ako jem= Otada je0a = 0.

Osobine operacije mnozZenja vektora realnim brojem (skalarom)

. T - , .
Za svaka dva vektor@ i b vaZe sledee relacije:

1a =1a;

m(n&) = (mn) &, zasvemn € R;

(m+n)@=ma +na, zasvemneR;
b

R
)=ma+mb, zasvemeR.

3.4.1 \Vektori u Dekartovom koordinatnom sistemu

Neka je dat Dekartov pravougli koordinatni sistem sa osama z i tatkom
O kao koordinatnim péetkom (sl. 3.3.). Neka &aA ima koordinate(1,0,0),

Slika 3.3. Slika 3.4.
tatkaB ima koordinatg(0, 1,0) i tatkaC ima koordinate(0,0,1). Vektori 1, | i

K su definisani sai’ = OA, ] = OB, K = OC. Vektori 1, ] i K se nazivaju
koordinatni vektori ili ortovi.
Za svaki vektora postoji jedinstvena tkaM (ay, ay, a;) (sl 3.4.) za koju je

OM = ax-iﬂ—ayT%—az?> =7.
Na taj n&in se uspostavlja obostrano jednoama korespondencija izrde vek-
tora @ i uredene trojke realnih brojev@y, ay, ay) € R3. Tako, na primer,

vektoru 7~ odgovara urdena trojka(1,0,0),
vektoru] odgovara urdena trojka(0,1,0),
a vektoruk odgovara urdena troj ka0,0,1).
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Intenzitet vektora &, u oznaci &/, je dat relacijom
| = |OM| = /(@07 + () + (2)”.
—_

Ako su vektorid i b datisa@ =ay 1 Jray_j> +an, D= by i + by_j>+cz?,
tada jezbir vektora@ i b vektor

F+D = (a+b)T +(ay+hy) T +(a+b) K.

Akoje @ =a,i +ay | +a,K,tadajema =ma i +ma ] +makK, meR,
$to se moze zapisati u prostdrd na sledéi natin:

m(ax, &y, 8;) = (Ma, May, Ma;).
Na primer, za vektor®@ =37 —2] +6K i b =1 —8] +4K,je
1@ =P+ (—22+62=+49=7, |b|=+/121(-8)2+4=+81=9,i
d+b=BT-2]4+6K)+ (7T —8] +4K)=4T7 —10] +10K,
38 -2b =337 -2]+6K)-2(T —8] +4K)=71 +10] +10K.

1

3.4.2 Skalarni proizvod vektora

Skalarni proizvod dva vek'gra ai B), u oznaci@-?, definiSe sejao
proizvod intenziigta vektor@ i b i kosinusa ugla koji obrazuju vektod' i b i
ozn&avasaa - b.Znaidaje

a-b=|a|b|cogs(a,D)). (3.25)
Primetimo da je rezultat skalarnog proizvoda realan broj (skalar).

Ne nulti vektorid i b su ortogonalni, ako i samo ako je njihov skalarni proizvod
jednak nuli. Na primer, vektoret = 27 —4T ~3K,ib=5T +4T> —2Kk su
ortogonalni jer,je vaZi

a-b=027-4]-3K)- (51 +4] —2K)=10-16+6=0.
Osobine skalarnog proizvoda

. - . - , .
Za svaka tri vektora, b i T vaze sledee relacije:

a) @-a=|al%

by @-b="0-a;

)@ (b+T)=a-b+a-T;

d) (k&) - b =k(a-b)=1a-(kb),zasvakk € R;
e) 0-a=0
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Na primer, pokazzemo da vaze osobine a) i b) skalarnog proizvoda.

a) Po definiciji skalarnog proizvoda je
@@ =|3al[&|cof£(7, 7)) =7/ A|cos0= 7|

—

b)a-b 12|/ B|cog (7, D)) =|B|[&|cog (B, 7)) =D -

)

3.17. Teorema.Ako su vektoria i b datisa@ —ax i +ay ] +a;K, i
b =b0 +b] +b,K, tadaje

2D = aby+aby+ab,. (3.26)

Dokaz. Vektori T>, T i K su uzajamno ortogonalni i intenzitelatako da iz
definicije skalarnog proizvoda, odnosno iz relacije (3.25) sledi

T.T=1 7-T=1, K-K=1, T-7=0 7-K=0 K-T=0.
Prematomeje

= ab(T- )+ayby( T)+ab(K-K)=ab+aby+ab. »
Na osnovu relacija (3.25) i (3.26) vaZi
b)

|| D |cos£(7, D)) = abx+ayby + asby, (3.27)

odakle se kosinus ugla izrde dva vektora izrazava kao

B \/a§+a§+a§~\/b§+b§+b§
3.18 Primer. Odrediti ugao izmdu vektora@ i b ako su
a) @=2T+]—-K, b=1+] ba=47-27+2K; b=-1-K

ReSenja.
w ab 2+1 3 f
- — . —
a) lzcog4(a, b)) _|__?>H b VT = %= , Sledi da je ugao
izmedu vektora@d i b jednakg.
b) l1zcogZ(a, b ))— T 2+22\/ ey i ﬁf,sledl da je ugao iznta

vektora@ i b jednakarccos(—@) =— >

o?m
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Ako je vektor @ dat sa@ = a1 +ay ] +aKi i, |,i K su ortovi tada
vazi
ﬁT} - ‘—WCOS(Z(ﬁ, )):aX7 ?T: ﬁ)’coql(ﬁa—j)»:aﬁ“
a-K = |&lcog(a,K))=ay, 13| = \/a2+a2+ a2

CO%A(?,T))) R Coqé(@7 J )) D Y
& +ay+ag Ja+@+a
cog/(a, K)) = ——2
az+aj+ag
Kakoje@ b = |a||b|cog£(a, D)) i|cog£(a, D)) <1, toje
2 Bl <|7||D]

@+ bfP=(a+Db)(a@+b)=a-@+2a-b+b-b=|a+2a - b+|b|?
Kakoje@ b <|a-b|<|&|-|D|toje
@+ BP<[@P+27|B|+[B= (7| +|B|)>

odakle se dobija -~ ~
@+ b|<[a[+]b].

3.4.3 \ektorski proizvod vektora

Vektorski proizvod vektora | b , koji su razltiti od vektoraO definiSe se
kao vektor®, uoznacit = a x b,CIjIJe

pravac odrden normalom na ravan koju obrazuju vektatii b;

smer odrden po pravilu desnog zavrtnja;

intenzitet| T | = | & b |sin(£(& )) (sl.3.5.).
Ako je bar jedan od vektor@ ili b jednak vektorio tada je@ x b :ﬁo
Ako su vektori@ i b kolinearni, tada jesin(£(@, b)) =0,pajea@ x b = 0.

Vektori 1’ , j i K su uzajamno normalni, intenzitetate iz definicije vektorskog
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Slika 3.5.

proizvoda sledi
Tx7T=0, Jxj=0, Kxk=0,
- - - —- - —>
iI'x ] =K, I'xkK=1, K x I'= 1, odnosno

TxT=-K, KxT=-T, TxK=-T
Ako su vektorid i b datisa@ =aci +a,] +a, K, b=b,1 +b, ] +bK,
tada je

= aby( (T x J)+axbz(| X k)+aybx(1 X |)+aybz(T><?)
-l-asz(?> X T)) ‘i‘azby(F> X T)
axby?+axbz( T)+ayby(— )+aybz| +aszj +aby(—T)
(ayb, —azby) T - (axb, — asz) + (axby — aybz)
Na osnovu toga se vektorski proizvod moZe izraziti pémdeterminanti na slede
nacin:

aZ ?) a.x aZ e

bx b,

Dakle, simboléki & x b se moze zapisati poraa determinante”

(3.29)

Osobine vektorskog proizvoda
. - . « , .
Za svaka tri vektora, b i T vaze sledee relacije:

b) (ma) x?:m(ﬁx?), za svakane R;
(P+T)=axb+axT;

X
x (m&a) =0, zasvakane R.
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3.19 Primer. Dati su vektori
a) @=-27+43]-4K, b=-T+7]-K;
—

b) @=51 -3] +5K, b=-1+37] - 7K.

Odreditid x b i b x @ i pokazatidavazid x b = — b x @&.

Resenje.
- -
i k
Q) axb=|-2 3 -4 l T +27 + K (razvijali smo determinantu po ele-
-1 1 -1
mentima prve vrste),
- - -
— : J K — —_ —
bxa=|-1 1 -1|=—-i-2]J—-k=—(axb)
-2 3 -4
7T K
b) axb=| 5 -3 5|=61+30]+12K,
-1 3 -7
bxa@=|-1 3 -7|=-6i-30j-12k=—(@x b)»
5 -3 5

3.20 Primer. Za vektored = T 27+K, b=27+3]7-5K, T=71T -] —
4Kk iskalarm= —3 proveriti tathost osobin&), c) i d) vektorskog proizvoda.

ReSenje.

T T K

b) (Ma)xb=(-3T-27+K)x27 +3]7-5K)=| -3 6 -3

2 3 -5

=-3(@xDb)=m@xD).

_ T K T T K T T K
c) @ax(b+7T)= 1 -2 1|=] 1 -2 1|+ 1 -2 1
247 3-1 -5-4 2 3 -5 7 -1 -4

—(a@xDb)+(axT).
d) Sledi na osnovu toga Sto je determinanta koja ima dve iste vrste jednakmenuli.

3.21 Primer. Akoje@ = aXT> + ayT + aZ? iD= bXT> + byT + bZ?), izvesti obrazac
za odrdivanje ugla izmdu vektora@ i b pomocu vektorskog proizvoda.



80 Glava 3. Elementi linearne algebre

Resenje. Intenzitet vektorskog proizvoda ja& x b | =|a|| b |sin(Z(&, b)). Prema

tome je
T T K
ax ay &
—. |[axDb] by by b,
sin(£(&, b)) = —— = >

2| b \/a§+a§+a§\/b§+b§+b§'

Intenzitet vektorskog proizvoda dva vektcaa= ABi D = Afjednak je povrsini
paralelograma kojeg odilgju ova dva vektora. Neka j, visina paralelograma
koja odgovara stranidiB= a. 1z pravouglog trougl®D'D sledi da jeh, = |B>| sing,
gde jeb ugao izméu vektora@d i b. Dakle,

@ x b|=|2||D|sin(£(&, D)) =|alha=P

MoZe se pokazati da za svaka tri vekt@a b i T vazi relacija

— —

ax(bxT)=(a-c)b—-(a-b)c. (3.30)
3.22 Primer. Pokazati na primeru vektora@ = —1 +2] — K, b =51 -3} — K,

T =47 —27 —6K tatnost relacije (3.30).

Resenje. Odredtemo prvod x (b x ). Sledi da je

e

[ ] Kk
Ax(bxT) = @x| 5 -3 —1|=(—T+2]-K)x(167 +26] +2K)

4 -2 -6

T 7 K .

= | -1 2 -1|=307-14] —58K.
16 26 2
S druge strane je
(@-T)b—(a-b)T=((-T+27-K)-(47 -2 —-6K))(5T —-3] — K)
T-K)- (57 —37 —K))(4T —27 —6K)
)

3.4.4 MeSoviti proizvod vektora

Neka_s}u data tri vektor®, b i T. Alg)> prvo vektorski pomnozimo v_e)k-
tore@ i b, odnosno odredimo vektoa x b = d, pa tako dobijeni vektord
skalarno pomnozimo sa frien vektorom© dobijamo meSoviti proizvod vektora
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(& x b)-T. Dakle, me3oviti proizvod vektora je skalar.

Ako su vektoriﬁ’,B> i © dati u trodimenzionalnom Dekartovom koordinatnom
sistemu

tada je na osnovu relacije (3.29)
(A@xD)-T=((axi +ay ] +aK)x (b T +b ] +b,K))-(cxT +¢/ ] +C¢.K)

o a.y az —.)_ ax az e a.x a.y _-— . - —_ -
_< b, by i b, b, I+ b by k) (eI +¢yJ +ck)
|y | ax & ay ay
= — + Cz,
‘by b |* 7| b by || b by |7
R Ck C Cz
teje(axb) T=|a a &
bx by b,
-~ ay ay &
Analogno se pokazuje dajea (b xT)=| by by, b,
Ck C Cz

Na osnovu osobine determinante da se njena vrednost ne menja ako prvo prva i
druga vrsta, a zatim druga i tre vrsta zamene mesta, dobija se

B B & & &
A (bxT)=(@xb)- T=|bx by b,
&k C C;

Primetimo da se ne moZze izvrSiti ni mnoZenja - B)) X T, niti @ x (B> - T),
jer je skalarni proizvod skalar, a ne vektor.

3.23 Primer. Odrediti meSoviti proizvod vektora
a=27+7-2K, D=-1T4+3]4+5K i T=41+3] —4K.
J J J

- 2 1 -2
ReSenje. @-(bxT)=| -1 3 5|=-8»
4 3 —4

Geometrijsko tumacenje meSovitog proizvoda

Pokazé&emo da je|(& ><_>B>) -T| =V, gde jeV zapremina paralelopipeda
kojeg obrazuju tri vektora', b i T.
Neka su dati vektoriad, b i Tia =AB, b =ACi T = AD.
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Zapremina paralelopipeda odenog duiimaiB, ACi AD je V =BH, gde je
B povrSina osnove koju obrazuju vektoa i b, aH visina paralelopipeda. Po
definiciji skalarnog proizvoda je

(@xDb)-T=|axDb|T|cogs(d,T)),
gde jeH) —axb. Geometrijski, intenzitet vektorskog proizvoda i b je
povrSina paralelograma kojeg obrazuju daBi AC, te je
-—
|& x b|=B.

Vektor d (koji predstavlja vektorski proizvod vektora i_)?) je vektor koji je
normalan na ravan osnove paralelopipeda, odnosno vek_t)se nalazi u pravcu
visine paralelopipeda. Neka feugao izméu vektoraT i d. Ako je taj ugao

oStar, tada jeosd > 0, pa se visina paralelopipetthmoZze predstaviti kao (sl.3.6.)
H = |T|cosh,

odakle sledi da je meSoviti proizvod tri vektora jednak zapremini paralelopipeda
kojeg obrazuju ta tri vektora tj.

(@xD)-T=|ax b|[T|cog£(d,T)) =BH.

Ako je 6 tup ugao, tada jeosb < 0, pa je visina paralelopipedd = —| T'| cosf,
odnosno

(@xb)-T=|ax b|[T|cogs(d,T))=—BH,

Sto zn&i da je apsolutna vrednost meSovitog proizvé@ax B)) - T jednaka za-
premini paralelopipeda kojeg obrazuju tri vektG@@a b i T, odnosno

(@xDb)-T|=V.

3.24 Primer. Dati su vektori

1) @a=2T+7+K, 6=T7T-2K, T=-T+T+K;
2) @=T-]-K, b=2T+7-K, ©=37+37] —-2K.

Odrediti
a) kosinuse uglove izrde svaka dva data vektora;
b) vektorske proizvode svaka dva data vektora;
c) povrSine trouglova koje obrazuju svaka dva data vektora;
d) visine paralelograma koje obrazuju svaka dva data vektora;
e) zapremine paralelopipeda koje obrazuju vektﬁﬁ? i T.

ReSenja.
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—_
a-b 0+1-2 1 - 1-2
1) a)co 4?,? = — = =— , cod4(b,T))=——=
) ) cos<( ) |2||b] V6V5 V30 A ) 5V3
—2+1+1 . ]
—_—, cog/(a,CT))= ———=— =0, aje Z(a,T)==.
= /(3,0 =~ paje Z(a,T)=5
LT T K T 7 K
by axb=| 2 1 1|=-3i"44j+2Kk, aAxT= 2 1 1|=
0O 1 -2 -1 1 1
- - -
i k
-37 +3K, bxe=| 0 1 -2 |=3T+42]7+K
-1 1 1

c) PovrSina paralelograma kojeg obrazuju vektatii b je Ppp=1]a x B’| =29 a
. . 1 2
povrsina trougla j@rap = é|§’ X B)\ = g
Za vektore@ i T povrdina paralelograma . = | @ x T| = 3v/2,
. . 1 2
a povrsina trougla j@rac = é\? X T|= %
Za vektoreb i T je povrsina paralelogramB,. = | b x T| = v/14, a povrdina
trougla jePrpc = %|B> X T|= \/?ﬂ
d) Visina paralelograma oddenog vektorimaa = AB i b = AC, na stranicta, koja je
odredena tékamaA i B, dobija se kao kolinik povrSine paralelograma i intenziteta

: Paw V29
vektora@ te jehgp = —0 = ~——.
T =T Ve
L . S P, 3v2
U sluéaju paralelograma odiienog vektorimaa i T imamohae = —— = \[.

V6
U slucaju paralelograma odiienog vektorimab i T sledi dajenyc= Fbe = \/\/?

|
21 1
e)V=(axh)T=| 0 1 -2 |=09
-1 1 1
- 2-1+1 2 - 3-3+2 2
2) a)cos(l(a,?))zmzs—\/é, COS(Z(&?)):WZE’
- 6+3+2 11
co§Z(b,T)) = NNz :—2\/?73.
- — -
- : J K - -
by axb=| 1 -1 -1 |=2i"-j+3k,
2 1 -1
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i i [ o R i i K
axt=| 1 -1 -1|=5i—-j+6k, bxT=| 2 1 -1|=
3 3 -2 3 3 -2
T+7+3K
- — . .. 1 14
c) Uovom sli€aju jePy, = | @ x b | = +/14i povrsina trouglePrap = §|§> xb|= g
. 1 2
Za vektore@, T je Py =@ x T| =62, praczéﬁqu:g_
o 1 11
Zavektoreb , T je Py = | b x T| = V11, PTbC:E b xt’\:\/;.
d) Analogno kao u 1) sledi da je
Pab \/]-71 Pac \/672 PDC \/ﬁ
hab:j:77 hac:jzi, hbc:?zi-
ERIRVE] al V3 Tl V22
. 1 -1 -1
e)V:’(?xb)-f": 2 1 -1||=|-3=3»
3 3 -2

3.5 Analiticka geometrija

3.5.1 Translacija i rotacija sistema.

Pretpostavimo da su data dva pravougla koordinatna sisBeyaO’xX'y u istoj ravni
(dvodimenzionalnom prostoru) (sl.3.7.). Akol; neka t&ka te ravni onda ona ima ko-
ordinatex i y u odnosu na sistei@xyi koordinatex' i y u odnosu na sistel@x'y’. Jasno
je da su koordinatéx,y) i (X,y)tatke M u nekoj vezi. Pokufemo da ustanovimo tu
vezu i samim tim vezu iznt osa ta dva pravougla sistema iste ravni. Pretpostavimo da

Slika 3.7. Slika 3.8.

je pravougli sistemO’'x'y’ dobijen pomeranjentranslacijom x i y osa paralelno svojim
poloZajima, tako $to je koordinatni petakO pomeren u poetakQ’ ( sl.3.8.). To znai da
su jedintni vektori paralelnih osa jednaki. Oztimo ih uobtajeno sai i T

Neka suT i T’ respektivno radijus vektori &e M u odnosu na pietkeO i O’ datih
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pravouglih koordinatnih sistenaxyi O'xy ( sl.3.9.). Tada imamo

T=xT+y] i T =XT+yT, kaoi 00 =aT+PT,
gde sua i B koordinate téke O’ u odnosu na sistel@xy.
Posto je

T=T'4+00, toje XT+y]=KXT+yYT)+(aT+87).
Odatle su x=x+a [ y=Y +B,

veze izméu koordinatgx,y) i (X,y)tatkeM u odnosu na sisten@xyi O'xXy'.

Ay by’
Aj AT
> x; > x;
0 7 0 7
Slika 3.9. Slika 3.10.

Pretpostavimo sada da su osey dobijene respektivhmtacijom osaxiy za ugaah oko
koordinatnog poetkaO sistemaDxy. Ovo zn&i da koordinatni sisten®Dxyi O'X'Y imaju
zajednéki potetakO = O’ (s1.3.10.).

Sadatemo n&i koordinate jedirinih vektorai i _j" u odnosu na siste@xy (sl.3.10.).

Lako se vidi da su koordinate jed@mog vektorai kosinusi uglovap i 7 — ¢ koje ih on
respektivno gradi sai y osom. Zato mozemo pisati

—>/

i = T’cosd) + Tsinq).
Sli¢no, koordinate jedignog vektora_j’/ su kosinusi uglova + 7 i ¢ tako da imamo

—>/

i =—Tsing+ ] cosp.
Posto su za proizvoljnu &&u M njeni radijus vektorit” = x1 +y] i T’ = X1+ yT/

jednaki, ti. X7 +y] =x1 +y]. onda zamenjujti izraze zai i ] u poslednju
jednakost, dobijamo

X1 +y] = X(Tcosh+ ] sing)+y (~T sing+ ] cosh)
= (Xcosp—y'sing) T + (X'sing +y cosp) T .
Odatle su
x =X cosh —y'sind i y=x'sing +y cosp,

veze koordinatdx,y) i (X',y)tatkeM u odnosu na stari i novi pravougli sistem.

3.25 Primer. Koju liniju u ravni xOy predstavlja jednatina? +y* — 2x — 2y — 7 = 0?
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M
Y
7 {
¢ X,
N0
0
Slika 3.11. Slika 3.12.

Resenje. Grupisanjemclanova (dopunjavanjem do potpunog kvadrata) imaixoe- 1)2 +
(y— 1)2 =9. Ako uzmemo da jec= X + 1,y =Y + 1 onda data jedr&@na postaje

X2 4y2 =32
ti. ona predstavlja krug poluptaika 3 sa centrom u koordinatnom getku Q' sistema
O'X'y koji je dobijen translacijom sistenaxy. »

3.26 Primer. Date su jednacine a) x4 —y? = 1; b) y=x.
Kako glase ove jednatine u siste@xy koji je dobijen rotacijom sistem@xy oko tactke

T
Ozaz.

Resenja. Najpre imamo veze stariki y sa novim koordinatame i y' :
1

, T LT B

X = xcos4—)/sm4_\1@(x’ Y)
o 13

y = x’smz+)/coszzﬁ(x’+)/).

a) Jednd@inax? —y? = 1postajexXy = —1.  b) Jedndinay = x postajey’ = 0.

Vidimo da isti skup tdaka u jednom sistemu ima "komplikovaniju” ili "jednostavniju”
jedn&inu nego u drugom sistenmel.

3.5.2 Krive drugog reda

Pretpostavimo da u ravni imamo pravougli koordinatni sis@xy Skup t&aka ravni
Cije koordinate zadovoljavaju jedéiau

F(x,y) =0, (3.31)

gde jeF funkcija sa dve promenljive, zove se ravna kriva. Jéthra(3.31) je jednéina te
ravne krive.

Na primer, jednéinax+y = 0 je jedn&ina linije koja deli drugi icetvrti kvadrant na
jednake delove 2 +y? — 1= 0je jedna&ina kruZnice sa centrom u koordinatnontptku
i polupretnikom jednakim jedan.
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Posmatrajmo sada polinom drugog stepena sa dve promenijive
F (X,Y) = a10 + 2a1oXy+ a2y° + 2813X + 2803y + 833 (3.32)

gde jeaZ, +a3,+ a2, > 0.

Jedn@inaF (x,y) = 0 se zovgednacina krive drugog reda. Poznata je u literaturi i kao
algebarska jedn&ina drugog stepena sa dve promenljive.

Navedena jedr@na predstavlja u ravni razne skupovédka Q; dve paralelne prave;
dve prave koje se poklapaju; dve prave koje se seku; kruZnicu; elipsu; hiperbolu i
parabolu) i to sve u zavisnosti od datih koeficijenatg, i, j = 1,2,3. Da bismo znali koji

od navedenih skupovadaka u ravniOxy predstavlja jednéinaF (x,y) = 0, najprecemo
navesti kanonske (kandikie) jedn&ine i glavne osobine standardnih krivih drugog reda
(koje se joS i zovu-konusni preseci).

N

Slika 3.13. Slika 3.14.

Elipsa
Standardna jediiina elipse je

X2 y2
—+>==1a>0b>0.
2 + iz =1a>0b>
Brojeviai b se redom zovu poluose elipse. Akagje- b onda se zize elipse nalazexasi,
u suprotnom one su neosi. ZizeFy i F» su respektivno date koordinatarfiac,0) i (c,0),

gde jec = va? — b2, Koli¢nik £ = ¥ 28 _ ez0ve seekscentricitetelipse. igledno je

a
zaelips0 < e < 1, u sltaju da jee= 0 (a = b) elipsa postaje krug. Prawe= +2 = ia—cz
se zovudirektrise elipse (sl.3.14.). Ako j@ < a < b onda su Zize elipse na ordinatnoj osi.

Hiperbola
Hiperbola je kriva u ravngija je jedn&ina
X2 P
?—@:1, a>0,b>0.

Pri ovakvoj jednaini (temena hiperbole su neosi) a se zove realnalaimaginarna polu-
osa. ZizeF, i F, su respektivno date koordinatarfrac,0) i (c,0), gde jec = vaZ+b2.
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Koli¢nik £ = # = e zove seekscentricitet hiperbole.. @igledno je za hiperbolu

e> 1 Pravex=+2 = ia—cz se zovudirektrise hiperbole, dok pravg = igx su njene

asimptote( sl.15). Ako jednaina ima oblik —;—2 + g =1 onda su ZiZe hiperbole ryeosi.

y o y

) ‘ 4\0)&\

b 3 A M
s 1

xX=adle
x=—pp

Slika 3.15. Slika 3.16.

Parabola

Parabola je skup &aka u ravniija je jedn&inay? = 2px, p # 0. Ziza F parabole
ima koordinate(£,0) a jednd&inadirektrise je x=—5. Teme parabole je &a0(0,0).
Napomenimo da jekscentricitet parabolee = 1 ( sl.3.16.). Ako je jedné&na parabole
data sa® = 2qy onda jey osa njena osa simetrije i Ziza se onda nalazi oai.

3.5.3 Opsta jedn&ina krive drugog reda

Zanavedenu algebarsku jeditau drugog stepena sa dve promenljive imamo postupak
na osnovu koga se dobija skuiéka ravniOxykoje zadovoljavaju datu jeddanu.

3.27 Teorema. Neka je u ravni dat pravougli koordinatni sistedxyi neka je

F (X,Y) = a10¢ + 2a1oXy+ a2y + 281X + 283y + ag3 (3.33)

polinom drugog stepena sa dve promenljxiey.

Tada postoji pravougli koordinatni siste®ix'y’ tako da se koristeci veze izthex,yi X,y
polinomF (x,y) svodi na polinont (X,y) koji moZe imati jedan od sledeta tri oblika:
ah X% +abyy? +ags ayy-dhy # O
apy?+2a3X, dy- a3 # O

by a3, 8y # O.
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Granicna vrednost i neprekidnost

Raspravljajgi razlicite aspekte realnog broja, primgemo da se pri merenju
realnih fizgkih veli€ina dobija niz njihovih pribliznih vrednosti, sa kojima zatim
radimo. Takvo stanje stvari odmah postavlja tri skadpitanja:

a) Kakav odnos ima dobijeni niz aproksimacija prema izmerenogive® Imamo u
vidu matematiku stranu stvari, tj. Zelimo da dobijemdtm opis, Sta uopste ztia
"niz pribliznih vrednosti” i u kojoj meri takav niz opisuje vrednosti \@tie; da
i je to opisivanje jednozrino i da li taj niz moze odgovarati raznim vrednostima
izmerenih veltina.

b) U kakvoj su vezi operacije sa pribliznim vrednostima, i operacije &aitta vred-
nostima, icime se te operacije karakteriSu pri opisivanju nekih dopustivih zamena
tatnih vrednosti pribliznim?

¢) Kako je sam niz brojeva definisan, moZe li on biti niz dovoljnénia pribliznih
vrednosti neke vetine? Odgovor na ta i €lha pitanja daje pojamranicne vred-
nosti funkcije jedan od osnovnih pojmova analize.

Izlaganje teorije gragnih vrednosti poinjemo razmatranjem grame vrednosti
funkcija definisanih na skupu prirodnih brojeva (nizova).

4.1 Nizovi

4.1.1 Osnovni pojmovi

4.1 Definicija. Niz je funkcijaa: N — R.

UobiCajeno je da se piSe,:=a(n), ne N, i a= (an)nen. Brojan se zoveopsti
¢lan nizaa. U ovoj glavin uvek ozn&ava neki prirodan broj.

89
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U slede&oj tabeli dato je nekoliko nizova sa opStatanom i izr&unato je nekoliko
njihovih prvih €lanova.

Opétitlan Clanovi niza Opstelan Clanovi niza
_1 111 _ 1 123
an_ﬁv 1)?7§7Zu"'7 bn_l_ﬁ) 07§7§7215"'7
Ch= (_r})na _17%7_%7%7"'7 dn:n7 17273747"'7
n
en:(_l)nn7 _1727_3747"'7 fn: (%) ) %7%7%7]757"’7
Tabela 4.1.

Definicija granicne vrednosti niza

4.2 Definicija. Realan brojL je grani¢na vrednost niza(a)nen ako za svake > 0
postojing € N sa osobinom da za svaka> ng vaZila, — L| < &, tj.

(Ve>0) (InpeN) (YneN) n>ny = |an—L|<Ee.

Ako je L granina vrednost (ki@e: granica) niza (an)nen, tada jo$ kazemo da
(an)nen konvergira ka brojulL i to piéemorl]im an=L.

4.3 Teorema. Granica konvergentnog niza je jedinstvena.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tla niz(as)ney ima dve granice, oziiamo ih saa
i b, i neka je, recimoa > b. Tada zz := (a— b) /3 postojing takvo da vaZzi
(VneN) n>np=|an—al <E&.

To zn&i da u intervalu(b— §,b+ §) ima najvise konéno mnogotlanova niza
(an)nen (ne viSe odhg), pa ta&kab ne moze biti granica tog nizaw

4.4 Primer. KoristeCi definiciju 4.2, pokazati da je svaki od sledetih nizova datih sa
opstim ¢lanom
1 1
a == b) bh=—, a>0,
) an=_ ) b=, a>
konvergentan ka 0.
ReSenja.

a) Treba pokazati da za svako unapred dato pozite/postoji prirodan bropg takav
da vazi implikacija

1
n>ng = |an—0| <& odnosnon>ny = ﬁ<8' (4.1)
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Kako za svaka sa osobinonm > 1 vazi t < ¢, to mozemo uzetip = [1] + 1, pa
je (4.1) zadovoljeno.

Napomena. Broj [x] (Cita se: "najvéi ceo odX”) po definiciji je najvé&i ceo broj manji
ili jednak od realnog broja.

b) Za datoe > 0 odredtemo prirodan braijp tako da za svaka > ng vaZzi

1 1
e 0‘ = <E
Ako je a pozitivan racionalan broj, tada iz zadnje nejednakosti sieella—\/g pa

moZemo uzeti da jeg = [%ﬁ} +1.
Ako je, mautim, a pozitivan iracionalan broj, tada postoji racionalan g éakav

. 1 1 1 .
davazio < B < a, odnosna® < n%, tako da je Pl O=—< el pa moZzemo

nCI

uzeting = [%} +1.»

n+1 .
ma

4.5 Primer. Pokazati po definiciji 4.2 da niz €iji je opSti Clan dat s = 2’ i

granicu jednaku 1.

Lani G el _ 1 : 50
Resinje. 1z relacija |5 —1\ = iz < ¢ sledi da za date > 0, vazi n+2>

. ili n> . 2. Zang se moze uzeti bilo koji prirodan broj &eod broja

. 2. Da bismo bili sigurni da je izabrani brop prirodan, uzéemo (na primer)

no =[1/e — 2]+ 3. Tada za svaka > no vazi |5 — 1| <e.

Za niz koji ne konvergira, kazemo dhvergira. lzdvojicemo dve klasd&liver-
gentnih nizova. »

4.6 Definicija. Niz (an)nen
divergira u plus beskonano, u oznacir!im an = +o, ako za svaki realan broj
M > 0 postoji brojng € N takav da za svako > ng vaZia, > M;

divergira u minus beskon&no, u oznacilim a, = —o, ako za svaki realan broj
n—oo
M > 0 postoji brojng € N takav da za svakn > ng vazZia, < —M.

Niz sa opstintlanomd, = n divergira u plus beskoao (to je, u stvari, niz prirod-
nih brojeva), dok niz sa opStiglanome, = (—1)"n jeste divergentan (tj. nije kon-
vergentan), ali niti divergira u minus besk@ma niti u plus beskor&no.
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4.7. Definicija. Niz a= (an)nen je ograniCen ako postoji pozitivan realan brdyl
takav da za svakn e Nvazi  |ay| <M.

Ocevidno da niz koji divergira u plus beskdm ili u minus beskoréno ne moze
biti ogranitcen. Malutim, vazi

4.8 Teorema.Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je dat niZa,)nen Koji konvergira ka brojlL, odnosno nekajgi_rgoan =
L. To zn&i da za proizvoljine > 0, pa i zag := 1, postojing € N, takvo da za sve
n> ng vazi

lan—L| <1, t. L—1<a,<L+1
Izmedu kon&no mnogo brojevay, ap, - - -, an,,L —1i L+ 1 mozemo odrediti onaj

koji ima najvecu apsolutnu vrednost, obeleZzimo gaaTlada za svaka € N vazi
lan| < M. Prema definiciji 4.7, niZa,)new j€ ograncen. »

4.9 Primer. Da li vazi tvidenje obrnuto teoremi 4.8, tj. da je svaki ogranien niz i
konvergentan?

Rezultat. Ne. Niz koji je ogranten ne mora biti konvergentan, kako se vidi na primeru
niza sa opstintlanoma, = (—1)". »

4.1Q Primer. Odrediti koji su nizovi iz tabele 4.1 ograniceni.

Rezultati. Nizovi (an)nen, (bn)nen 1 (Cn)nen SU ogranteni sal; niz ( f,)ney 0granten
je sa%, dok nizovi(dn)nen i (€n)nen NiSU ogranteni. »

4.11 Primer. Na brojnoj pravoj odrediti prvih pet tacaka koje odgovaraju ¢lanovima
sledectih nizova, datih svojim opstim ¢lanom:

1 (="

a) an=—; b)by=1- ;. O)ch=1+(-1" d)ydh=n-(1+(=1)".

)a= T Dby o O =1+(-D% dth=n-(1+(-1)")
Grafickim prikazimaclanova nizova iz primera 4.11, vidi se da&anovi niza
(an)nen Nagomilavaju oko teke 0 sa desne strane, dok 8knovi niza(bn)new
nagomilavaju oko tke 1, ali sa obe straneClanovi niza(cp)neny Uzimaju samo
dve vrednosti, naime vaZi

B an_J 2, akoje n=2k zanekokeN;
Cr=1+(-1) _{ 0, akoje n=2k+1 zaneko ke Np.

Za sve neparne brojeve Clanovi niza(d,)ney Uzimaju vrednosd, dok se za parne
brojeven udaljuju u desno (ka-).
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4.12 Definicija. Realan broj¢ je tatka nagomilavanja niza (an)necn, ako za svako
€ > 0i svakom € N postoji bar jedna € N, n > m, takvo da jela, — /| < &.

Ekvivalentan iskaz za definiciju 4.12 jeste da je realan btefka nagomilavanja
niza (an)ney ako i samo ako za svako> 0 postoji beskonéno mnogo prirodnih
brojevan sa osobinona, € (¢ —€,{+¢).

4.13 Primer. Odrediti tatke nagomilavanja nizova datih u primeru 4.11.

ReSenja.

a) Niz (an)ney ima jednu té&ku nagomilavanja) i prema primeru 4.4 b) ima granicu
jednaku nuli.

b) Niz (by)nen ima jednu té&ku nagomilavanjal, konvergentan je i granica mu je 1.

¢) Niz (cn)nen ima dve t&ke nagomilavanja, i t0 i 2. Ovaj niz je ograrien, ali nije
konvergentan.

d) Niz (dn)nen ima jednu t&ku nagomilavanja. U stvari, za sve neparne brojeve
n=2k+1, k € Np, je dx+1 = 0, pa za proizvoljnce > 0 i za svek € Ny vazi
dok+1 € (0—¢€,04€). Medutim, niz(dy)nen Nije ogran€en, pa prema teoremi 4.8
nije konvergentan»

OstavljamcCitaocu da pokaze da gganica konvergentnog niza i njegova jedina
tacka nagomilavanja. Sa druge strane, ni@y)ncy iz primera 4.11 d) pokazuje
da ako niz ima téno jednu téku nagomilavanja, ipak ne mora biti i konvergentan.
Ustvari, vazi sledea

4.14 Teorema. Potreban i dovoljan uslov da niz konvergira jeste da je ograniten i da
ima tatno jednu tacku nagomilavanja.

Iz teoreme 4.8 sledi da je ogré@einost potreban uslov za konvergenciju niza. Dalje,
teorema 4.3) daje jedinstvenost granice niza, Stéiat@konvergentan niz ne moze
imati viSe od jedne ke nagomilavanja. Dokaz dovoljnosti uslova za konvergen-
ciju niza u teoremi 4.14 ovde izostavljamo; recimo samo da je ona posledica Kan-
torove teoreme 1.3.

Niz (an)nen Ograni¢en odozgaako postoji realan brdyl sa osobinom
(VneN) a, <M.
Niz (an)nen Ogranicen odozdoako postoji realan brdyl sa osobinom
(VneN) a, > M.
Ocevidno je nizograniCen (videti definiciju 4.7) ako i samo ako je ogré&en i
odozgo i odozdo.



94 Glava 4. Grariina vrednost i neprekidnost

Najveta t&ka nagomilavanja odozgo ogréanog nizgan)ney Naziva se
limes superiori ozna&ava se simsupay,.

n—oo

Najmanja té&ka nagomilavanja odozdo ogréaanog nizga,)ney Naziva se
limes inferior i ozna&ava se siminf a,.
n—oo

Ako je niz (an)neny 0dozgo ograriien, tada postojimsupay,
n—oo

a ako je odozdo ograten, tada posto]inm inf an.
U primeru 4.11 c) téka2 jeste limes superior, dok jedkaO limes inferior niza sa
opstim¢lanomc, = 1+ (—1)".
Iz teoreme 4.14 sledi da ako nia,)ney konvergira ka broju, tada je
limsupa, = liminfa, = L.
N—oo

Nn—oo

Ako niz (an)nen ima sledéu osobinu:

(VM >0) (3ne N) a, > M, tadacemo pisatlimsupa, = +o

nN—oo

Analogno, ako za nifa,)nen vaZi
(VM >0) (Ine N) a, < —M, tadacemo pisatlinminf an=—0
Na primer, za niz dat sa, = (—1)"n vazi limsupa, =+ i Iinminf ap = —.

Nn—oo

4.1.2 Osobine grantne vrednosti niza

4.15 Teorema. Ako su(an)nen | (bn)neny konvergentni nizovi, i ako postajp € N sa
osobinom(Vne N) n>ng = a, < by, tada vazi

lim ay < lim by,
n—oo

n—oo

Dokaz. ObeleZimo sa i b granice nizovdan)nen i (bn)nen respektivno, i pretposta-
vimo da je, suprotno tdenju teoremea > b.
Iz konvergencije nizov@an )nen | (bn)ney Sledi da z& = a%b > 0 postoje prirodni
brojeving i ny takvi da vaZi
(VneN) n>nm = |ap—al<e i (VneN) n>ny = |b,—b| <k,
odnosnho
(V/neN) n>n = a—e<ap<a+e i (VneN) n>n, = b—e<b,<b+e.
Prema tome za > ngz := max{ng, N1, N2} vazi

bn<b+s:b+a;b:a—a;b:a—s<an,

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom dajjec by za svakn > nz3 > ng. »

4.16 Teorema.AKo za nizovéa,)nen, (bn)nen i (Cn)nen POStOji brojng € N sa osobi-
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nomn>ng = ap < by < ¢y, tada vazi implikacija

(Iiman:r!igl)cn:L> N <Iim bn:L>.

n—oo n—oo

Dokaz. Prema pretpostavci, za dato- 0 postoje prirodni brojevin; i n, takvi da vaze
implikacije
(VneN) n>nm = |an—L|<e i (VneN) n>np = |ch—L|<E&.
Na osnovu toga za > nz := max{np, Ny, Nz} vazi
L-e<an<b,<ch<L+eg, teje |bh—L|<E,
Sto zndi dajerllim bh=L »
4.17. Teorema.Ako nizovi(an)nen i (bn)neny konvergiraju, tada vazi
a) lim(a,+bp) = lim a,=+ lim by,
n—oo n—oo n—oo

tj. granica zbira (respektivho razlike) konvergentnih nizova postoji i jednaka je
zbiru (respektivno razlici) njihovih granica;

b) rl]mo(an -bn) = r!'_rgoan . r!iﬂl)bn,

tj. granica proizvoda konvergentnih nizova postoji i jednaka je proizvodu njihovih

granica;
an lim an
c) lim22=10=2 uz uslow, # 0za svakan e Ni lim b, £ 0
) n—oo bn I|m bn’ n # € n—oo n # ’
n—oo

tj., pod gornjim uslovima, granica kolicnika konvergentnih nizova postoji i jednaka
je koli¢niku njihovih granica.

Dokaz. Neka su brojevai b granice nizovdan)ner i (bn)nen, respektivno.

a) Kako su nizovi(an)nen 1 (bn)neny konvergentni, to za proizvoljne > 0 postoje
prirodni brojevin; i n, takvi da vaze implikacije
(VneN) n>nm = |agz—al<g/2 i (YneN) n>np = |bh—b| <¢g/2.

Na osnovu toga, za> np := max{n;, Nz} mozemo pisati

€ ¢
[(@n+bn) — (@+b)| = |(an—a) + (bn )| < lan—a+|on b < 5+ =&,
odakle sledi tviienje.

b) Prema teoremi 4.8 je svaki konvergentan niz ogranj pa postoji konstantd; >
0 sa osobinom da za svec N je |b,| < M;. Stavimo sadaM := max{|a|,M1};



96 Glava 4. Grariina vrednost i neprekidnost

jasno, mora bitM > 0. Tada za proizvoljn@ > 0 postoje prirodni brojevin; i n
takvi da vaze nejednakosti:

(VneN)n>n;=|ap—al < i (VneN)n>ny=|b,— b|<2

€
M’
Na osnovu toga za > nz := max{ni, Nz} mozemo pisati

M

lan-bh—a-b| = |an-by—a-by+a-b,—a-b|=|bn(an—a)+a(b, —b)|
= — —b|<M—+M-— <
lonllan 3 +[al b~ b| < Mo+ Mo <.

c) Pod pretpostavkom da granitaniza (b,)nen nije nula, pokazimo da se moze
odrediti prirodan brojg takav da vaZi

(VneN) n>np= |by| > |b|/2.
Ovo sledi direktno iz definicije graéime vrednosti niza (definicija 4.2). Drugim
reCima, u interval —|b| /2, |b|/2) ima najviSe konéno mnogdlanova nizgbn)nex.

Iz konvergencije nizovdan)nen | (bn)nen sledi da za proizvoljn@ > 0 postoje
prirodni brojeviny i ny takvi da vaze nejednakosti

. ble
(VneN)n>m=|a,—al < Ible ’ [ (VneN)n>n2:>}b; |bn — b|<u.
Na osnovu toga za > n3 := max{no, ni,Nz} moZemo pisati
an a _ Ibl|an —a| +[al|bn —b|

B ’an-b—a~bn _’an-b—a~b+a-b—a-bn
b-bn b'bn ‘bn|‘|b|

< ! <|an a|+| ‘|bn b|> 1 (|be+|b|s>§s. >
on| |b| [b]/2 4

4.18 Teorema.Ako je(an)neny Konvergentan niz, tada vaze sledece jednakosti:

b, b

a) rI]im (A-an) =A- r!im a,, gde jeA proizvoljna konstanta razlicita od nule;
b) lim (an)k = (Jim an)¥, gde jek prirodan broj;

C) rI]mo\k/a*n = k/rllma” gde jek € N. Ako jek paran broj, mora se dodatno pret-
postaviti da su €lanovi nizéa,)ney NENEgAtivni.

Dokaz.

a) Slediiz teoreme 4.17 b), ako se sthyi=A, ne N.

b) Sledi primenom matemdtie indukcije na twilenje iz teoreme 4.15).
c) Slediizb) posle smeneya, = by, tj. a, = (bn)¥, NneEN. »
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4.19 Primer. Koristeti teoremu 4.16, odrediti sledete grani¢ne vrednosti:
.1 . 1 .
a) lim =5 b)lim = c)lim =55 d)lim g, |qf < 1.

Resenja.

a) Kakoje 0< 2 <% toje 0<lim3 <lim2 Na osnovu primera 4.4 a) i
: n—oo ' n—oo

1 N . . ,
teoreme 4.16 sledim — = 0. Primetimo da je ulogu nizéan)ney iz teoreme 4.16

n—o Nl
preuzeo niz sa opstiflanoma, = 0.
b) Na osnovu relacija & = 1. 1 < w1 ez N> 2 ijednakosti
n 1 . . T 1 4
=0, sledi €lanova datog niza su pozitivni) dar!mn i 0.

n—on—1 n—2
¢) Po binomnom obrascu vaZi

-1 1 1 .
zn:(1+1)n:1+n+n(n2 )+-~+1> n,dakleﬁ<ﬁ,paje

o1 1 1
lim on < lim =. Na osnovu teoreme 4.16 sledim — = 0.

n—oo n—oo N n—oo 2

d) Posmatréemo prvo sldaj kada je0 < q < 1. Tada jeq = ﬁ, h> 0, pajeq" =

1+1h)n' Na osnovu Bernulijeve nejednakosti:

—~

(1+h)">1+4+nh, h> -1, injene posledice(1+h)" >nh, h>0, vazidaje
1 1
q'=

(L+hn = nn’

Kako je lim 3 =0toje 0< lim g"=0,za0<q<1.
Akoje—1<qg<0,tadazay =—qvazio<qg; <1, pajerl]im q'= rI]im (—=1)"q] =
0.

Napomena. Niz sa opstintlanomq" divergira za/q| > 1 (dokaZite to!).»

4.2Q Primer. Koristeti primer 4.4 b) i osnovne osobine grani¢ne vrednosti, odrediti
sledece granitne vrednosti:
a) lim 2n°—3n’+ 1 b lim 3n*+2n?+1 o) lim 8n?+3n+1
n—e M°4+3n+2 "’ noeo  nd4+1 7 oo 342

_(2n+1)3-8n? - (m+2n+3  nd4+1 .
d) lim~—>"——— e)lim - ; Im(\/n 2— n);
) jm, n2+1 ) jim, n+1 n24+2n+1 N jim, +2-vn

. . vn+1
| vre+2n—n); h)lim —————.
) lim (Vi#+2n-n) U LSy Sy
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ReSenja.

| N ”S(Z*n%ﬂ*ls)
N a2 (18, 2)

n°+an+ — n5(1+m+$)

_3nt42n?4l ”4(3+%+ni4)
b) lim == = m ——" % = o,

now N3+ 1 n—o n3(1+%)

2 3.1

8’ 4+3n+1 ”(8+’+7) 1 8+3+%

C) lim w:“m A:hmf. n n? 0-8=0

n—oo n3+1 n—oo n3 (1+%) n—oo N 1_~_i -
n

(2n+1)—8n® i 8n®+12n24-6n+1—8n°

d) fm 1 nle n2+1 =1z
&) lim n’+2n+3  n*+1 \ . n*43n?4+5n+3-n3-1
n—sc0 n+1 n24+2n+1) noo (n+1)2
5, 2
_3n245n+2 . ”2(3+ﬁ+n7>
= Iim——— = Ilm-——F===3
n—w  (n4+1) n—o 02 (1_~_%)
f) Racionalizacijom brojioca dobija se
VvNn+2—./n)(v/n+2 n
lim (vVn+2-/n) = lim (Vn+2-vh) (Vn+2+ V) lim 2 =0.
n—oo n—oo 1/n+2d|,\/ﬁ n—»mﬂ/n+2+\/ﬁ
(\/n2+2n—n) (\/n2+2n+n) on
g)lim (\/n2+2n—n) = lim =lm —— =1
n—oo nN—oo \/m_’_n n~>oon'( 1+2+1)
n
. Vvn+l . NVARVESE 1
h) r!lm Wﬁm = = é >
n+2++vnN+ ﬁ( 1_|_%_|_ /1_|_§>
4.21 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:
. 142+434---4n 1242243442
a) lim : b) lim :
n—oo n2 n—oo n3
2 3 -1
o im EEE @) o ()
—00 1 1\2 1\3 1yn-1
T+ (3) 6+ (3)
ReSenja.
. n(n+1) . . . N .
a) Kako je 1+2+3+---+n:T (zbir prvih n Clanova aritmetike progresije), to je
. 1+4243+--4n_ . n(n+1) 1
lim = lim =

N—co n2 n—w  2n? 2
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b) Kakoje 12422+ 32 ¢... 2= NN+ DN+ D

14224 F 40
m =

to je
nin+1)(2n+1) 1

rLoo n3 r!mo 6n3 ~3
. Ly . . 1-¢"
c) Zbir prvih n &lanova geometrijske progresijelie-q+q?+q°+---+q" 1 = i?q q#1,

tako da za|g| < 1 vaZi
. 14" 1
2 < n—1y _ _
lim(1+q+0°+q°+---+d" %) = lim 1q 1.9
(koristili smo primer 4.19 d)). Zbog toga je

1 [1)\? 1\"? 1—(1/2)"
. 1+2+(2> +”'+<2) 1-1)2
lim 3 »

nﬂoolJr}Jr } 2+ N } n—lzrlmmo 1_(1/3)n:4/'
3"\3 3 1-1/3

4.1.3 KaosSijevi nizovi
4.22 Definicija. Niz (an)nen je KoSijev, ako zadovoljava uslov
(Ve>0) (Inp e N) (VmeN) (YneN) mn>ng = (|am—an| <¢€). (4.2)
Uslov (4.2) se moZe zameniti sa uslovom
(Ve>0) (Inp e N) (VneN) (VpeN) n>ng = |antp—an| <E. (4.3)

Lako je videti da je svaki konvergentan niz i KoSijev (dokazite to). MoZe se
pokazati da vazi i obrnuto, tj.:

4.23 Teorema. Potreban i dovoljan uslov da niz realnih brojeva konvergira jeste da je
KoSijev.

4.24 Primer. Ispitati da li su sledeci nizovi KoSijevi:

1 1 1 1 1 1
a) fn=1+-+-+-+—=; b)gh=1+=+=+---+ = (harmonijski niz).
) fa=14 45+ + 5 YO =154+ -+ ( j )
ReSenja. a) Pokazaemo da je niZ f)ney KoSijev po definiciji 4.22.
[frip—fo] = PSP I SIS S TSI
mepnt 22 n2 " (n+1)>2 (n+p)? 22 n2
= I S
- (n+1)2 0 (n+2)? (n+p)2
< . L ot L
n(n+1) (n+1)(n+2) (n+p-1)(n+p)
1 1 1 1 1 1 1 1 1

N n+l ntl n+2 ThEp—i nep n nip o n
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. . . .. 1
Prema tome, za svako> [%] +1iproizvoljno p € Nvazi: |fhp— fo| < . <E,

pa mozemo uzetiy = [%] +1. Zn&i, niz (fn)nen je KoSijev, pa je prema teoremi
4.23 i konvergentan.

b) Dokaz&emo da harmonijski ninije KoSijev. Naime, pokazzmo da postoji
takvoe > 0, da za svaka € N postoji prirodan brop > ng i postoji p € N sa
osobinom da je |gntp—0n| > €.

Neka jee =1/3. Tada je zan > ng:

| [ O .
Ontp =Gl = 57 T2 n+p_ n+p’

Ako stavimop = n, za svakan € NvaZi |gnin—0n| = |02n—0n| > 1/2>1/3. »

4.1.4 Monotoni nizovi

4.25 Definicija. Niz (an)nen j€
rastuci ako za svake € N vazia, < an.1;
neopadajti ako za svako € N vazia, < an.1;
nerastuci ako za svake € N vazia, > an.1
opadajuci ako za svake € N vaZiay > an1.

Ako niz zadovoljava jednu od Cetiri navedene definicije, onagageoton.

Znataj monotonih nizova pokazuje sldéaetvidnje.

4.26 Teorema.Neopadajuti niz ograniCen odozgo je konvergentan.

Nerastuci niz ograni¢en odozdo je konvergentan.

Dokaz. Neka je niz(f,)neny Neopadajbi, tj. (vne N) f, < fo11 i neka je ograrien
0dozgo, tj. neka postoji konstarté > 0 takva da vaz{vn € N) f, <M. Prema
tome, skup vrednosK datog nizaX = {fy| n € N} je takade ogranten odozgo,
pa postoji najmanje gornje ogr@einjes:= supX. Pokaz&emo da je braggranica
niza(fn)nen. Broj sje gornje ograriienje skupa, pa vaZzi

(VneN) fp<s. (4.4)

BudLti da je brojsnajmanje gornje ograrienje skupa, to za svakae > 0 postoji
¢lan fp, datog niza takav da je
S—E& < fp,. (4.5)
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Niz (fn)nen je neopadajci, pa iz relacija (4.5) i (4.4) sledi

(VneN) n>nyp = s—e< fy, < f<s<s+e
To zn&i da za svake > 0 postojing € N takvo da vazin > ny = [s— fn| <k,
odakle sledi konvergencija niZd,)nex.

Slicno se pokazuje da odozdo ogi@am nerastti niz ima infimum. »

o . 1\"
4.27 Pokazati da je niz dat opStim Clanomy, = <1+ n)

a) rastuci;

b) ograni¢en odozgo.
(Na osnovu teoreme 4.26 sledi da ovaj niz konvergira. Njegova granica je ira-
cionalan broje=2,71828...)

ReSenja.
a) Pokazéemo da je koflinik ani maniji od jedinice, Stcce znd&iti da dati niz
+1

(an)nen raste. Pre svega je

n
a,  (1+3) _(’T) 11 n+tl
o +1 +2 +2 n :
i (L) \RE) HE (mE) e

Na osnovu Bernulijeve nejednakogti+h)" > 1+nh, h> —1 ne N, vaZi

<r(]r(1rlr+l§g>n (1 (njl)z)nz 1- (njl)Z’ paje

an _ 1 n+1_n3+3n2+3n+1<
a1~ 11 n+2 nm+3n2+3n+2
(n+1)2
b) Na osnovu binomne formule je
1\" nn—1 n(n—-1)(n-2 nn—-1)(n—2)---(n—(n—1
1+ 2) D141 20D 0=D0-2)  nn=D(n=2)--(n=(n=1)
n 2In 3In nin"

Sabirke na desnoj strabémo majorirati na sledenacin:
nin—-1) 1 1_} - 1
n2 2 n 2’

() () <
1

)0 ()<

Tako dobijamo
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1\" 1 1 1 1 1 1
1+ = 1+1 — <141
(+n> < Il St gt S <IH iS4t g

: o 1\" iy . . :
4.28 Primer. Znajuci dajerlllm <1+ n) = e, odrediti sledece granitne vrednosti:

2
- 1 3n - 2 3 3n+2 ) 1 n . 2_1 n
o (el omP o (i) om (5

(H—D"Z; o lim In\/ﬁ Inyn+I-Inyn

.9 limn. (m\/ﬁ |nf)

n—oo

2 1\"
m2o1\" (1—n7) 1
d) lim =i ==.
n—oo n2+1 n—oo 1 n? e2
(1+n—2)
2 n\ n
n—1\" : (1—%) _o\ limn
e)glggo<n+1> :Am<(1+%)n = (e7%)m=" =0
1/n 1/n
f) | 'n'n+ nvhti-inyn_ Iimlln(m) Z1n lim <1+ ) “lnico
n4>oo n—oo n Nn—oo 2
n
g) limn- (Invn+1-Inyn) = I|m 1 (n:l) =1/2.
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U zadacima f), g) i h) kori&na je neprekidnost eksponencijalne i logaritamske
funkcije na njihovim definicionim skupovima

4.29 Primer. Pokazati da je niZ f)nen dat sa

f1=2, fn:\/2+ 24 +V2=2F fn, n=23,..,

) L nkorena
konvergentan i odrediti njegovu granicu.

ReSenje. Pokaz&emo prvo pomou matemaiike indukcije da je niZ f)nen rastiei.

Pre svega jé, = /242 > v/2 = f;. Ako pretpostavimo da jé, > f,_1, tada
sledi

Vih+2> Vo1 +2, G0 fapr>

Ova povldi da je dati niz rastti. Sadatemo pokazati da je dati niz ogréen
0dozgo, i to brojem/2+ 1. Pre svega, vaZi; = /2 < v/2+ 1. Iz pretpostavke
fn < V2+1, sledidaje

fri1=v2F fn < V2+V2+1<V2+2V2+1=/(vV2+1)2=v2+1.

Time smo pokazali da je dati niz ogréen.

Dakle, niz je rast@i i ogranten odozgo, te je prema teoremi 4.26 konvergentan.
Dakle, postoji realan brdj takav da vaZi

lim f, = rI]im fno1 =L.

n—oo

Na osnovulim f, = lim /2+ f,_1, odnosnolim f, =, /2+ lim f,, dolazimo do
n—oo n—oo n—oo n—oo

jedn&inelL = /2+ L. Kvadriranjem zadnje jediiane dolazimo do kvadratne jed-
natine, L2—L —2 =0, &ija su redenj&, =2i L, = —1. Po3to su svilanovi niza
(fn)nen poZzitivni, jasno je da njegova granica ne moze da bude negativna. Prema

tomevaiirlim \/2+\/2+---+\/§:2. >

n korena

4.2 Granicna vrednost funkcije

4.2.1 Osnovni pojmovi

Za definiciju grantne vrednosti funkcije u &i, moramo imati pojam tke
nago-milavanja skupa.



104 Glava 4. Grariina vrednost i neprekidnost

4.3Q Definicija. Neka skupA C R ima beskonatno mnogo Clanova. Ta&kge tacka
nagomilavanja skupaA C R, ako za svake > O interval (xo — €,Xo + €) sadrZzi
bar jedan elemenat iz skuga razliCit od xo.

Ostavljamctitaocu da pokaze da tada u skup— €, %0 + €) N A ima beskonéno
mnogo elemenata skupa

Svaka téka zatvorenog intervala, b] jeste i njegova téka nagomilavanja, nai-
tim taCke nagomilavanja otvorenog intervgkab) su sve njegove tke, ali i t&ke
ai b koje mu ne pripadaju.

4.31 Definicija. Neka je taCkas taCka nagomilavanja domerfafunkcije f : A— R.
Broj L je f u taCkixg ako za svake > 0 postojid > 0, tako da za svake € A koje
zadovoljava uslo® < [x—Xo| < dvazi|f(x) —L| <e.

Tada piSemo lim f(x)=L ili f(x) —L kadax— xg, Xx€ A.
X—Xo, XEA

Koristenjem logEkih simbola moze se prethodna definicija iskazati kao

lim f(X)=L <
X—Xo,XEA

(Ve>0) (30>0) (VxeA) 0<|x—X%| <d= |f(X)—L|<E.
Primetimo da tékaxy moZze, ali ne mora, pripadati definicionom skuptunkcije

f, ali mora biti tatka nagomilavanjakupaA, odnosno u svakom intervalu koji
sadrzi t&ku xg mora postojati beskoBao mnogo elemenata definicionog skupa
funkcije f. Obratimo paznju i n&injenicu da iz nejednakodli< |x — Xo| sledi da
su t&ke x koje se "priblizavaju"téki Xp uvek razlicite od same tackg u kojoj se
trazi gran€na vrednost.

4.32 Primer. Pokazati po definiciji 4.31 da je grani¢na vrednost funkdijg) = —x?
4x, xe€ R, utaCkixo = 1jednaka 3, tj. da vazi Iilm R(—xz +4x) = 3.
X—1,Xe

ReSenje. Neka jee > 0 dato. Ako jex € (0,2), x # 1, tada vazix— 3| < 3, pa sledi
[f(X) = 3| = | =X+ 4x—3| = [x—3||x— 1] < 3-|x—1].
Dakle, ako sada izaberemdo= ¢/3, tada je

€
0<]x—1|<6:e/3:>\f(x)—3\<3-\x—1|<3'§:s. >

Desna grantna vrednost(respektivhdeva granicna vrednos) funkcije f u tacki
Xo dobija se ako u definiciji 4.31 posmatramo samo one vredrast\ koje su
vete (respektivno manje) og. Ako ona postoji, 0znéava se sa

x—>>!(I)TGA+ f(x) (respektivho X_})!(I)rl)’(leAi f(x)),

gde jeA; = AN (Xo,+o) i Ay = AN (-, Xo).
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4.33 Teorema. Ako postoje leva i desna grani¢na vrednost funkéijeA — R u tacki
Xo, potreban i dovoljan uslov da funkcijiima grani¢nu vrednost u tacki jeste
da vaZe jednakosti:

X—>)!(I)II(]€A+ f(X) - X—>)!(I)I,’])’(]EA_ f(X) - X—>I)£or§(€A f (X)

4.2.2 Osobine grantne vrednosti funkcije

4.34 Teorema. Neka su realne funkcijé i g definisane na skupA C R i neka jexg
taCka nagomilavanja skup&a Ako pretpostavimo da postoje
lim f(x)=L, lim g(x) =K,

X—X0, XEA X—Xo, XEA

tada vaZze sledece jednakosti:
lim (f(x)+g(x)) =L=£K,

X—Xg,XEA

grani¢na vrednostbira (respektivno razlike) dve funkcije jednaka je zbiru (re-
spektivno razlici) granicnih vrednosti funkcija, tj.
im () -9(x) =L-K;
grani¢na vrednosproizvoda dve funkcije jednaka je proizvodu grani¢nih vred-
nosti funkcija, tj.
f(x) L

XHXOVX@@ZR,Q(X)#O, X# X0, XE (Xo—&X+E)NA, £€>0, K#0,

grani¢na vrednoskoli Cnika dve funkcije jednaka je kolicniku grani¢nih vrednosti
funkcija.

4.35 Teorema. Neka su realne funkcijé i g definisane na skup@ C R i neka jexg
tatka nagomilavanja skupa Ako postoje granicne vrednosti

lim f(x)=L i lim g(x)=K,izasvexe A\ {X} vazi nejednakost
X— X0, XEA X—Xp, XEA

f(x) <g(x), tadajeL <K.
4.36 Teorema. Neka su realne funkcijé i g definisane na skupf C R i neka jexg
taCka nagomilavanja skupa Ako postoje granicne vrednosti

lim f(x)= lim g(x)=L,ivazi
X—Xg,XEA X—X0,XEA

f(x) <h(x) <g(x), za svexe A\ {Xo}, tadaje)!iﬂn)q(O h(x) = L.

Cesto se koristi sleda teorema o graéinoj vrednosti kompozicije funkcija po-
sebno kada se gramia vrednost funkcije nalazi pord@smene.
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4.37. Teorema. Ako postoje granitne vrednos)t(tir;f(x) =

L i )I/mg(y):Klza

X # a u nekoj okolini(a— €, a+¢€) vazi da jef(x) # L, tada postoji granitna
vrednost)l(imago f(x), koja je jednaka

lim go f(x) = K.

X—a

(4.6)

U praksi, ako je skup prirodni definicioni skup funkcijd, ili se domenA podra-

zumeva, piseemo samo

lim £09,lim £(x

Jm_ 13

za granténu vrednost, desnu i levu gr&niu vrednost funkcijé u tacki xo.

4.38 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:

a) tim <=2, by lim 2X =3 X=20 iy
x-3 X—3' X—2 X—2 ' x—4 X2 —x—12’
3x2—13x— 10 X2 1\, (2X+3 _x+1).
9 >|<|Ln5 2x2 —7x—15" e)>|<|—>ml(x—1_x—1>’ L Lmz)<x2 x_3x3—x)’
) I 3-8 P fim x3+27 ) lim X' +12x° — 13x* +5x2 + 4x— 9
g 2x2 4’ —-3 X2 — —1 XA +3XC -2 +x+1
) iim -3+ -7+ 4
J 2x5 5x* +8x3 +x2 —12x+ 4’
ReSenja.
o x2—9 . (x=3)(x+3) . -
3 Im 3 = Im———3  —imkx+3) =6
VR _ 2
) fim 25— X2 C2@EXAD) L e gy g
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2
X2 — 4x _ X(X— 4) 4
C) I| im ==.
e —x—12 xH4(x—4)(x+3) 7
& m B -1x-10 . (x=5)(3+2) _17
2@ —7x—15 st(x 5)(2x+3) 13
x? 1 x?—1
¢ >|<|Ln1<x—1x—1)_xinlx—1_2'
B ot (233X Ly 2e+2x
=0\ X2 —X x3—x) x=0x(x—1)(x+1) 7
x3—-8 (Xx—2)(X%+2x+4) 12
I. = i = — = .
9 fim e = M o x+2) 273
2 _
h lim X3+27 (X+3)(x 3x+9):§:_9/2.
—~3X%X2-9 x>-3 (Xx—=3)(x+3) —6

i) AKo je x = xg nula polinomaP,(x), tada vaziP,(x) =

(Xx—X%0)Qn-1(x), gde se koeficijenti

polinomaQ,_1(X) odreduju poma@u Hornerove sheme. Za polinom iz brojioca vazi
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10 12 -13 0 5 4 -9 | x=1
11 13 005 9 | O

Prema tome j&’ + 123> — 13x* + 5x% +4x— 9 = (x— 1) (X8 +x° + 13x* 4+ 5x 4 9).
Za polinom iz imenioca je

1 4 3 -2 1 1 | x=1
1 -3 0 -2 -1 ] 0o

pa sledix® —4x* +3x% — 2 + x+1 = (x—1)(x* — 3 — 2x— 1). Tako dobijamo

im X' +126 — 134+ 5%+ 4x—9 im X=DC+x*+13*+5x+9) 29
-1 - 433 -22+x+1 1 (x—1)(x*-3x3-2x—-1) 5°
j) Za polinom iz brojioca vaZi
1 -3 5 -7 0 4 | x=2

1 -1 3 -1 -2 | o

Dakle vazix® — 3x* + 5x3 — 7x2 + 4 = (x— 2)(x* — x3+ 3x2 — x— 2). Za polinom

iz imenioca vazi
1 -5 8 1 -12 4 | x=2
1 -3 2 5 -2 ] 0

Prema tome je® — 5x* + 8x3 4+ x2 — 12x+ 4 = (x— 2)(x* — 3x® + 2x2 4+ 5x — 2).
Zn&i vazi

im X0 -3 4+5x3 - 7%+ 4 . (x—2)(x* = x3+3x% —x—2)
x—2X° —BXA 4+ 83+ X2 — 12X+ 4 x-2 (X—2)(x* — 33+ 22+ 5x — 2)

=2 »

4.39 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:

a) lim E; b) lim 7”(""6_3; c) lim X;z;
x—9 X—9 x-3  X—3 x—=24/X+2-2
V8 Ix— VX2 X
d) lim Y8EX—4 gy XXX
x—8 IX—2 x—0 X
ReSenja.
VX=3 o (X=3)(y/Xx+3) im X—9 1

VIMXTe T - 9(VX3)  ABX-9(/K1T 6

Ovaj zadatak se mogao resiti i k@&hjem jednakost — 9=(/X+ 3)(y/X—3), x>0.
o) lim VX+6-3 . (VX+6-3)(vXx+6+3)
x—3 X—3 x=3  (x—3)(vX+6+3)
o lim—X=2  _jm XZAOXA242) o (VK242
x=2y/X+2-2 x=2(VX+2-4)(VXx+24+2) x-2 X—2 '

—1/6.
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8 lim VBix—4 . (VBIx—4)( B+ X+4) (VX2 + 2%+ 4)
S8 UX=2 s (YR 2)(VR 4 2% +4) (VB X+ 4)

(x—8)(V2+2¢x+4) 12 3

T 8 (x—8)(vVBix+4) 8 2

VR4 x+1-x—1 . (VXHx+1-x—1)(VXP+X+14+Xx+1)
e) lim = lim
x—0 X x—0 X(VX2 4+ X+1+x+1)

—X -1
= lim = =-1/2. »
=0X(vVX24+x+1+x+1) 1+1 /

4.40 Definicija. Neka dome# funkcijef : A— R sadrZi interval(a, +) za neki realan
broj a. Broj L je grani¢na vrednost funkcije f u plus beskona&no, ako za svako
€ > 0 postojiT > a, tako da vaZi implikacija x>T = |f(x)—L|<e.

U tom slutaju piSemo

XL'TOO f(x)=L. 4.7)
Analogno se definiSe i gratra vrednost funkcijef : A — R u —o, U oznaci
lim f(x), samo Sto tada domekhmora da sadrZi intervglco, b) za neki realan

X——

broj b.

4.41 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:

32 +2x+5 . 5432+ 2x+5 . 5432+ 2x+5
a) Ilm —s—; b) lim ; c) lim ;
x—toeo X241 x—too BX34x2 4+ X+ 3 x—+oo Bx* 4+ x2 4+ X+ 3
543+ 2x+5 _ VX+1 _
) im 5x: §2+XX+3 . o) lim _VXFL Jm (Vie—1-v5e1);
XX+ Xt /Xt Y
s)) Xlin+1 (\/16x2+x—l—4x).
Resenja.
2 2 5
34 x45 X <3+§+x7)
e T (1)
3 2 5
53+3+2x+5 X3(5+§+F+F>
b) = lim =1

| =
xoto 5O X2 +x+3 X_’+°°x3(5+l+%+%)
X X X
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3 3 2 5
9 5 +3¢ +2x45 X (5+;+;+;3) o
— 400 4 2 - —s 00 -
X + 5x =+ X +X+3 X—r+ X4(5+X7]é+xié+%)

d)

3 2 5
o x5 X4(5+?+?+F)
A 53 o Xt 3 _XHMX?,( )

1+ %
e) lim = lim

X— 400 X—>+°°
X X
\/ +V/X+ /X 1 1, \F

- (¢Xzflf\/x2+1) (Vie=1+v5@+1)
0 i, (A1) = i, N e

-2
= lim =
x—te/xe— 14+ VX2 +1

0) Jim_ (VIBETx—1-4) = lim (V62X 1-4x) (V62X 1+4x)
X—>—00

Xt V16X2 +x— 144X

Xx—1 1
= =—.p

XH+°°\/16x2+x 1+4x 8

4.2.3 Neke grantne vrednosti funkcija
4.42 Primer. Pokazati dajelinz)? =1
X—
ReSenje. Posmatrajmo jedignu kruznicu sa centrom udki O(0,0) i neka je dat ugao
... . . . . . .

0<x< > Ciji kraci seku kruZnicu u &kamaA(1,0) i M(x,y). Tangenta kruZnice
u tatki A neka sée krakOM u taki N, i neka jeM’ podnozje normale iz ke M
nax—osu (sliku 4.1).

U tom sliEaju vazi @evidna nejednakost

Proam < Poam) < Proan; (4.8)
gde, na prime?Ao0am 0Zn&ava povrsinu trougl®AM, aP oav) 0zn&ava povrsinu
kruznog iséka OAM. Visina trouglaOAM koja odgovara stranidDA je MM’ =

. . . sinx _... .
sinx, pa je Paoam = > 1.sinx = — Slicno, posto je katetdlA pravouglog

. . 1 tgx ..
trouglaOAN jednakagXx, to je Proan = 5 l-tgx= g—. Konatno, iz elementarne

matematike je poznato da je povrsina kruznogksejednaka polovini proizvoda
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Slika 4.1. Slika 4.2.
dva poluprénika i zahv&enog ugla (jasno, izraZzenog u radijanima):
1, X
Pl(OAM) = E (OAOM -X) = é
sinx X

. . L P t .
Relacija (4.8) se moze zapisati na sleidecin: — < > < % Odatle je

. X tgx sinx
smx<x<tgx:l<.—<g—:>1>—>cosx. (4.9)
sinx X X

jer smo pretpostavili da jee (0,11/2), Sto povl&i da su isinx > 0i tgx > 0. Kako
zbog neprekidnosti funkcijg(x) = cosx, x € R, u tatki x=0vazi lim cosx =

x—0+
cos0=1, toiz teoreme 4.36 sledi da je
. sinx
im — =1
x—0+ X

N sinx , v .= SINX " .
Funkcija f(x) = R x# 0, je parna, pa vazidaje |I|r(r)1 e 1, Sto kon&no
x—0—

... sinx
dajelim —=1. »
x—0 X

4.43 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:

. tgx . Sin(7x—7) .2

a) lim —; b) lim ———=; c) lim ——;

) x—0 X )xﬁl x—1 )xﬂosm5x

1 1 , 2

d) lim cosx; e) lim ﬂ; f) lim _X .
x-0 X2 x—0 XSin2 x—0 /1 +Xxsinx— ,/Cosx

ReSenja.

a) Koristenjem neprekidnosti funkcije(x) = cosx, x € R, u tatki x = 0 dobija se

im 9% jim 3™ i L1,

x—0 X x—0 X x—0C0SX
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b) Funkcijah(x) = %Xll) X # 1, se moZe napisati kao sloZzena funkdija- go f, gde
jef(x)=7(x—1),xeRig(y) = SI/7,y7é0 Kako je
. o PN _ . siny siny .
)I(m)f(x) _)I(|Ln1(7(x 1)) =0, )I/m)g(y) I|m Vi 7>IHO y =7-1=7,

to su zadovoljeni uslovi teoreme 4.37, te sledi
sin7(x—1)

lim go f(x) =mg(y)=7, paje lim—-——=7.
c) lim 2 =lim 1 2. 2
x—0SiN5X  x—0 SNX 5~ 5
. . .5 X i
d) Na osnovu identitetd — cosx = 2sir? > x € R, dobija se
. . X
 1_cosx . 2siX ZSlng-smé 1
lim =lim 2 = lim ———% = =.
x—0 X2 x—0 X2 x-0 4.%3.% 2
1-—cosx
l-cosx . —2 1
N I L
e) Na osnovu primera pod d)ngO SN x'_,r% ZS'QXZ" 2

f) Oslobalanjem od korena u imeniocu dobija sem

—04/14 XSinX— ,/COSX

- X2(V/14xsi - V/I+xsi 2
—iim X (v +x_smx+ Veosx) im V1+xsinx+ _\/cosx _ _43 »
x=0  14XSinXx—cosx x>0 -GS S i+1
4.44 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:
sin4rx sinx— sina tgx—tga arctgx
a) lim — ; lim ———; lim =———; d) lim :
) x—1 Sin 31X )XHa X—a )XHa X—a )xﬂO

ReSenja.

a) Posle uvdenja smeneé=x—1, x=t+1, pri cemut — 0 kadax — 1, dobija se
im sindx im sindr(t+1) im sin(4mt +4m) i sin4rt
x->1sin3x  t—o0sin3mt+1) t—osin(3m+3m t—0—sin3nt

i sin4rt
_ tm) 4nt |im4ﬂfi éf ﬂ
i —sin3t t—o3nt -1 3 3
im
t—0 3t
__sinx—sina . 2sin’52.cos*$2  sin%?2 X+a
b) lm———=Im-—=——% =Ilim — -5 .cos—— = cosa
Xx—a X—a X—a X—a x—a 28 2
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o lim tgx—tga _ . sinx _ sina o sinx-a) 1
x-a X—a x-a  X—a x—aCcosxcosa-(x—a) coga’
d) Posle uvdenja smend = arctgx, gdet — 0 kadax — 0, sledi (videti zadatak pod c))
__arctgx .t
lim X _ im— =1
x—0 X t—otgt

X
4.45 Primer. Pokazati dajexlirﬂ <1+)1(> =e

ReSenje. Ako ozn&imo san = [x], tada vaZin < x < n+ 1, odnosno

1 1 1 1 1 1
— < =-<=- =2 14+ —— <1+ =<1+ -
n+1 X7 n n+1 X n

1 \* 1\* 1\*
Prematomej€<1+ ) < (1+) < (1—1—) ;
n+1 X n
n X n+1
odakleje(1+1> <<1+1) < 1+1> ) 1.
n+1 X n
1 n+1 1 -1 1 X 1 n 1
(H) <1+) <(1+> <(1+) <1+>.
n+1 n+1 X n n
Ako X — +oo, tada in — o, paje
n+1 -1 X
lim 1+i - lim 1+i < lim 1+} ,
N—co n+1 n—c n+1 X—00 X
X n
lim (1+1> < lim (1+1) lim (1+1).
X— 400 X n—oo n n—oo n
1 n 1 n+1
Iz rI]im <1+ n) = lim (1+> = g, i teoreme 4.36 sledi tvrdjen;je-

n—oo n_|_1

4.46 Primer. Odrediti sledece granicne vrednosti:

X X+2
. 1/x. . X+1\", . 2X+3 )
a) )I(m)(l+x) ' b) XLITOO <x— 1) ’ ©) XLIToc <2X-|-2 ’
-1

i _ R H B ctgx. . i

d) XL'TOO (INvx+1-Inyx)-x; e) >I(|_>rr2)(1+smx) ; f) )I(anO o
-1 . _ @X
g) lim ex. ; h) I|meax ¢ , a,beR.
x—0 Sinx x—0

ReSenja.

a) Odredtemo prvo levu graginu vrednost date funkcije u nuli, tj.IirH (14x)Yx,
X—0—
Ako stavimot = 1/x, tj. x=1/t, tadat — —co kadax — 0— . Tako dobijamo



4.2. Grantna vrednost funkcije 113

t -S
lim (1+x)1/x:tlim (1+t1> = lim (1+1S> —e

X—0— ——00 S— 400

Analogno se dobija da je i desna grama vrednost date funkcije u nuli jedna&a
Dakle, i traZzena grabna vrednost je jednalat;. Iirrg)(1+ X)X =e
X—

x x(1+ 1)\ 1+ 1)
by tim (X2} = i (K)o (1+5)
X—4e \ X—1 x=+o \ X(1—%) X—Fo (1—%)
X X
= lim (1+1> - lim <1+1> =é.
X—+-00 X X—+-00 x—1

1/2
. 2x+3 X+2 . 1 2(x+1) . 1

il g — - ) _ = ) =el2

) XL'T«, (2x+ 2) xL'Too (1+ 2(x+ 1)) xL'Too (1+ 2X+ 2) '

. 1 x4+1\* 1 1\*
d) XILTW(In\/x+1—Inﬂ)-x:XILrDméln (x) zéln lim <1+X> ==.

X— 400

lim cosx

L\ COSX e
e) lim (1+sinx)®x= lim ((1+sinx)l/s'“x) = (Iim(1+t)1/t) ° —é=e
x—0 X—0 t—0

f) Smenont =e*—1,tj. x=In(t+ 1), pri ¢emut — 0 kadax — 0, dobija se

lim =lim =lim =lim =1
x=0 X t—oln(t+1) t O?In(t—i-l) t—0In(t 4 1)/
-1 i &=
.oe=1 -
g) lim———=Im—-X =x0 X _
x—0 SinX  x—0 SINX . sinx
— lim —
X x—0 X
. -1 L X—eX -1 X1
h) Pokaz&emo IlmeaX =a, acR, jerje I|mea ¢ = lim (eax —eb )
x—0 X x—0 X x—0 X X
. In(t+1 .
Smenont = e -1, (t — 0kadax— 0), tj. x= n( ; ), dobija se
lim it = Iimé—limi—limL—
x-0 X t-0lin(t+1) _HO}In(H-l) ~t=oln(t+ 1)t
t
x_ebx

Prema tome jéim
x—0
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4.47 Primer. Odrediti sledete desne grani¢ne vrednosti:

Mg @+vi b fip (VEInx)i o) im (V)

1
o1 1
- X
d) lerBL X’ €) xILn;Jr X— 3 N Xan8+2
g) lim e v/ h) lim R ) lim In (1+2*1/X)
X—0+ ' x—0+ 14+ el/X ’ x—0+ '
Rezultati.
a) lim@2+vR=2 b lim (Vi—Inx) =0 (—e)=to.
. 1
C) X_I!g15+ (VX+5+x) = —5. d) )(ILr(r)\+§ — fo0.
e) lim 1 e f) lim 2YX = 0. () Jim & T
x—3+X—3 x—0+4 /% '
1 1/x\ _
W Jim gr =0 ) imin(1+27%) —0.»

4.48 Primer. Odrediti sledece leve granitne vrednosti:

1-x
a) lim (2+v=x); b) Jim («/( X) +In(1+x)), c) lim A —
 Vix 1 1 -
VIm oo 9 Vimase 90p s
- 71/)(. - - 1/X
h) lim v ) lim 1+e1/X ) lim In (1+2 )

Resenja.
a) Funkcijaf(x) = 2+ /—x je definisana za < 0, pa vaZi Iirg (24+v=x) =2
X—0—

U prethodnom primeru pod a) nije bilo maggutraziti levu grarénu vrednost, dok
se u ovom sliaju ne moZe traziti desna grana vrednost date funkcije.

b) Funkcija je definisana za> —1: X"rQ_ (\/(—x)5+ln(1+x)) =0+0=0.

_ —_x)2 _
0) lim 12X g V(X2 VIZX
x=1-/1-x2  x=1-/(1-x)(1+x) x>1- /14X
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d) i v1—X . v1—X . 1

lim —— = lim = lim —————— = +o.

x—1- 1—x2 xﬁlf( (1—x)(1+x))2 x—=1- (X+1)v/1-X

1 : 1 L olx
e) I|m =—oo, f) Ilim 3_X—+oo. g)xllna_z =0.

— X X—3—

1
m 1/x m
h) XIL 7€‘ X|l>0 el/

) Jlim In(142Y%) =0. »
X—0—

=+4oo. ) I|O m

4.2.4 Asimptote

4.49 Definicija. Asimptota grafika funkcijef : A — B u 4o, (respektivno u—) je
prava linijay = kx+ n za koju vazi
x”T (f(x) — (kx+n)) =0 (respektivno XIirD (f(x) — (kx+n)) =0). (4.10)
Ako je u (4.10)k =0, tj. ako f ima grantnu vrednosh u + (respektivno u-o),
tada grafik funkcijef imahorizontalnu asimptotu u + (respektivno u-), Cija
je jedn&inay = n.
Ako je u (4.10k # 0, tada se prava= kx+ n zovekosa asimptotagrafika funkcije

f u +o odn. u—oco. Brojevi k i n se u tom sldaju odréluju poma@&u grancnih
vrednosti

k= Ilim Tx) i n=_lim (f(x)—kx).

X——+00 X X— 00
Ako za nekoa, domen funkcijef sadrzi intervala, +) i za svakoM > 0 postoji
T > a, sa osobinom da za> T, vaZi f(x) > M, tada kazemo d& teZi ka plus
beskon&no kadax — + ito piéemoxlirp f(X) = +oo.
Analogna znéenja imaju i oznake
Xllrmwf(x) = —oo, Xlinjw f(X) =400 i XIlepoo f(X) = —co.
Za ispitivanje grafika neke funkciji a posebno da bi definisalertikalnu asimp-
totu grafika funkcije, vazno je sledee proSirenje pojma gratnie vrednosti funk-
cije u tetki.
Neka domenA funkcije f sadrzi interval(xo,b) za nekob > xo. Ako za svako
M > 0 postojid > 0, takvo da vazi implikacija
(WXeA) 0<x—%<d = f(x)>M,

tada kazemo da funkcijaitezi ka plus beskon&no kadax — xp+, $to se oznéava
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sa
Xﬂr}& f(X) = +o0. (4.12)
Odgovarajéa zn&enja imaju i oznake
xL”;Q+ f(X) = —oo, Xlrxrgi f(X) = +oo, Xlrxrgi f(X) = —co. (4.12)

4.5Q Definicija. Vertikalna asimptota grafika funkcijef : A — B u taCkixp je prava
linija X = Xg ako f teZi bilo ka+oo ili ka —co kada bilox — Xg+ ili X — Xg—.

Drugim re€ima, vertikalna prava = Xg je vertikalna asimptota ako u proSirenom
smislu postoji bar jedna otktiri grantne vrednosti iz (4.11) i (4.12).

4.51 Primer. Odrediti asimptote grafika sledecih funkcija:
2 1-x X2+1
a) f(x)_m, b) f(x)_lnm, c) f(x)_ﬁ,
d) f(x)=vx+1-vx-1; e)f(x)=vx+v4—x; f) f(x)=arcsine™

- b by
|
2 2 X ¢x*$
0 B 3170
[ 5 3 Xy
. 2 . x°+1
Slika 4.3.f(x) = 1 Slika 4.4.f(x) = 3

ReSenja.

a) Prirodni domen funkcijef je skup R\ {1,—1}. Njen grafik, dat na slici 4.3, ima
vertikalne asimptotg = 1i x= —1, jer je

lim

=—0 | Iim —— = +4oo.
x—1+ 1 — X2 x——1+ 1 — X2
Primetimo da je lim =40 | |im ——s = —om.
( J x—1—1— X2 x——1-1— X2 )

Grafik funkcije ima horizontalnu asimptoyu= 0 kadx — +oo i kad x — —oo, jer
je

lim

x—+o 1 — X2 LM T
b) Funkcijaf je definisana na intervali+1,1). Iz
. —X . . 1-x
im N>— =+, i IlmIn>=—=—-o

x——1+ 14X ol 14X ’
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sledi da grafik funkcijef ima dve vertikalne asimptotec=1i x= —1.

c) Grafik funkcije f ima vertikalnu asimptotx = 3 i kosu asimptoty = x+ 3 kad
X — 400 i kadx — —oo (slika 4.4).
d) Funkcijaf je definisana na intervalll, ). Grafik funkcije f nema vertikalnu
asimptotu, jer je Iirrl1+(\/x+ 1-vx=1)=V2
X—
Grafik f ima horizontalnu asimptoty= 0 kadx — +oo, jer je
X"T (VX+1—-+vx—-1)=0.
e) Funkcijaf je definisana na interval,4]. Njen grafik nema asimptota.
f) Funkcijaf je definisana nainterval@, +). Nema vertikalnih asimptota, jer funk-
cija f ima kon&nu desnu graihu vrednosti : Iirg+ arcsine * = g
X—
Kakoje)!im arcsire * =0, to sledi da grafik funkcijg ima horizontalnu asimptotu
y=0kadx — +co. p»

4.3 Neprekidnost funkcije

4.3.1 Osnovni pojmovi i osobine

4.52 Definicija. Funkcijaf : A— R je neprekidna u taCki xo € A ako za svaka > 0
postoji brojd > 0 tako da vazi implikacija

(VWXeA) |x—xo| <d = |[f(X)— f(x0)| <E.

Iz ove definicije sledi da se neprekidnost funkcije ispituje samo u ontkataa
u kojima je ona definisana. Meatim, nije obavezno (kao kod gr&mie vrednosti
funkcije) da posmatranadka bude i tdka nhagomilavanja domena funkcije. VaZi

453 Teorema.Neka je taCkag € A tatka nagomilavanja domena funkcije A — R.
Tada jef neprekidna u tackkg ako i samo ako je

lim f(x) = f(Xo).

X—Xo, XEA
U praksi, se oliino pojavljuju sledea tri slitaja.

| Neka je realna funkcijd definisana na interval(a,b) C A i neka t&kaxg pri-
pada(a,b). Funkcijaf je neprekidna u ki xo ako

postoll)!mof(x) |va2|1ednakost)!LmXOf(x) = f(xo).

Il Neka je realna funkcijd definisana na skupu koji sadrzi intery&d, b). Funk-
cija f je neprekidna sa desna u téki xo ako vaze sled= dva uslova:
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postouxlrxmf(x) i vazi Jednakosg(llnx%f(x) = f(x).

Il Neka je realna funkcijd definisana na skupu koji sadrzi intenal X|. Funk-
cija f je neprekidna sa leva u t&ki Xy ako vaZe sledes dva uslova:

postouxlrxr;if(x) i vazi Jednakosg(llnxgif(x) = f(xo).

Funkcijaf : A — R je neprekidna na skupuB C A ako je neprekidna u svakoj

tacki skupaB.
Posebno, funkcijd : A — R je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] C A
ako je neprekidna na otvorenom intervéatub) i ako vazi (videti sléajeve 11 Il):

XirQJr f(x)="f(a) i x&rpﬁ f(x) = f(b).

4.54 Teorema.Ako su funkcije i g neprekidne u tackip, tada su u toj tacki neprekidne
i funkcije koje predstavljaju njihov

zbir f4+g; razliku f—g; proizvod f-g; kolicnik ;,akojeg(xo);éo.

Dokaz. Pokaz&éemo samo da je zbir dve neprekidne funkcije ki neprekidan u
toj tacki, i to za sli€aj kada jexp taCka nagomilavanja njihovih domena.

Dakle, neka su funkcijé i g neprekidne u t&i Xo. Prema teoremi 4.53 tada vazi
Jim £(x) = T00) i lim g(x) =g(xo)-
Kako je(f +g)(x) = f(x)+9(x) i granicna vrednost zbira jednaka zbiru grémih
vrednosti (ako postoje), to je
(f+9)() = Jim (f(x)+g(x) = fim 1)+ lim g(x)
= fx0)+f(x)=(f+0)(x0). »
Takade jekompozicija neprekidnih funkcija neprekidna funkcija.

lim
X—Xo

Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na celom njihovom definicionom
skupu:

polinom je neprekidna funkcija na celom skupu realnih brojgyaledi iz neprekid-
nosti naR funkcije f(x) = xi prethodne teoreme);

racionalna funkcija R(x) = (F;(():(; je neprekidna na skupfix € R| Q(x) # 0};

sinusna i kosinusnafunkcija su neprekidne na celom skulgg

funkcija f(x) = tgx je neprekidna na skupi \ {%m ke Z}, dok je funkcija
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f(x) = ctgx neprekidna na skupR \ {krj k € Z};

eksponencijalna funkcija f (x) = &, a> 0, a # 1, je neprekidna na skupg;
logaritamska funkcija f(x) =log,x, a> 0, a+# 1, je neprekidna n&0, +).

Na osnovu prethodnog.elementarne funkcije su neprekidne na svom prirod-
nom definicionom skupu.

Na primer,

a) Funkcijaf(x) = Xfll nije definisana u &ki x = 1, tako da se ne moZe ni ispitivati
neprekidnost ove funkcije uthi 1. (Pogresno bi bilo r@ da je funkcijaf prekidna
u tacki 1.)

-1
b) Funkcija f(x)={ xt 2& *71L
2 za x=1;
lim =2 = lim (x+1) = 2 = f(1).
X—

X1 x—1

je neprekidna u ki x =1, jer je

-1
1
o) Funkcijaf(x)={ 3 28 *#1
5 za x=1;
2 # 5 = f(1), (uporediti sa zadatkom pod b)).

nije neprekidnau &kix=1, jerje Iiml f(x) =
X—

Siﬂ( za X#0
d) Funkcijaf(x) = X " je prekidna u téki x =0, jer je
10 za x=0;

lim £ (x) = 1 10= £(0),

Primetimo da je funkcijaf definisana u t&ki O i ima u njoj grantnu vrednost
jednaku 1. Prema shaju | iz uvoda, da je funkcijd bila definisana u t&ki 0 sa
vrednog§u 1, bila bi u njoj i neprekidna.

e) Funkcijaf(x) =|x|, x € R; je neprekidna u &ki x = 0, jer vazi (sl.4.2.)
lim f(x) = limx=0 i lim f(x) = lim (-x) = 0,
x—0+ X—0+ x—0- x—0-

a uisto vreme j& (0) = 0.

1 za x>0,

f) Funkcija f(x) = sgnx := 0 za x=0, je prekidna u téki x =0, jer je
-1 za x<0.
i, 100 = 17 1 = I 109,

Za razliku od zadatka pod c) ili d), ovde je potpuno svejedno kako je funkcija

definisana u t@&ki x = 0 (videti sliku 4.5).
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4.3.2 Prekidi funkcija

Ako funkcija f : A— R nije neprekidna u nekoj &i xo € A, kazemo da funk-
cija u toj tacki ima prekid i to
prividan prekid ako postoji)!imx0 f(x)=LivaziL # f(x);
prekid prve vrste ako postojelim f(x)=Lii lim f(X) =Ly, aliL; #Ly;

X—Xo+ X—Xo—
prekid druge vrste ako nije ni prividan ni prekid prve vrste.
Funkcija f(x) = [x] dodeljuje brojux € R najveti ceo broj koji nije ve&i od x.
Dakle, zake Z je Iirp f(x)=ki Iirrk1 f(x) =k—1, paf ima prekid prve vrste
X—K+ X—K—

u svakom celom brojk (slika 4.6).

. N <1 . :
Posmatrajmo funkciji datu sa: f(x) = X<l Ona je neprekidna
Xx+1, x>1
Ay Ay —_—
e 1+ —>
} X . X
0l 1 o]
—> _1 —p
L -2
Slika 4.5. Slika 4.6.

na skupuR \ {1}, ali ima prekid prve vrste u &i 1. Grafik ove funkcije je dat na
slici 4.7.

. Slika 4.7. Slika 4.8.

—X24+4x—5, x<2:
Funkcija f data saf (x) = 0, x=2; slika 4.8, ima prekid prve
X2 —4X+5, XxX>2,
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vrste u t&ki xo = 2, i neprekidna je na skupR \ {2}.

Neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu

4.55 Teorema. Neprekidna funkcije na zatvorenom intervalu dostize svoj maksimum i

minimum.

4.56 Primer. Za funkcijuf (x) = x>+ 1, x € R, odrediti njen infimum, supremum, i, ako
postoje, minimum i maksimum na datom intervaiu

a) 1=[-20); b) 1=[13); a I=[-23]

ReSenja.

a) Funkcijaf(x) = x?+ 1 nad intervalonj—2,0) ima infimum u t&ki 0, koji je jednak
1. Ova funkcija ima maksimum (dakle i supremum) rae?, 0), koji je dostignut
u tacki —2, i taj maksimum je jednak (—2) = 5.

b) inf f(x)=2, Lnlln f(x) =2, sup f(x) =10, ne postojimax f(x).

xe[1,3) x€([1,3) x€[1,3) x€([1,3)
c) inf fX)= min f(x)=f(0)=1 sup f(x)= max f(x)= f(3)=10.
)t T09 = min, £09 = 1(@) =1, sup ()= max ()= 1(3

Teorema 4.55 se primenjuje samo uCslju c); primeria) i b) pokazuju da ta teo-
rema nije t&na bez uslova o zatvorenosti posmatranog interwala.
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|zvod funkcije

5.1 Osnovni pojmovi

5.2 Definicija prvog izvoda funkcije

5.1 Definicija. Neka je realna funkcijd definisana na intervalia, b) i neka jexg
jedna tacka intervalda, b). Granitna vrednost

f(xo+h) — f(xo)
- , (5.1)

b
o) = HLno

ako postoji, naziva sprvi izvod funkcije f u tacki xo.

Poredf’(xo), za prvi izvod funkcijef u tatki Xo koristi se i oznaké;,(xo), Cime se
naglaSava promenljiva po kojoj se trazi izvod.
Funkcijaf : (a,b) — R je diferencijabilna u tacki xo € (a,b) ako ona ima prvi
izvod u t&ki Xg.
Funkcijaf je diferencijabilna na intervalu (a,b) ako je diferencijabilna u svakoj
tacki intervala(a, b). U tom se sléaju funkcijaf’ : (a,b) — R, koja brojux € (a,b)
dodeljuje brojf’(x), zoveizvodna funkcija ili prvi izvod funkcije f.
Funkcijaf je diferencijabilna na zatvorenom intervaub| ako je diferencijabilna
na otvorenom interval(a, b) i ako postoje sled® grantne vrednosti

im f(a+h)—f(a) i lim f(b+h)— f(b).

h—0+ h h—0— h

Leviizvod funkcije f utacki Xo je definisan saf’ (xp) = hIim

122
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f(x0+h) — f(x0)
0 .
Funkcija ima izvod u téki xg ako postoje i levi i desni izvod u toj i i ako su oni

jednaki, tj.

Desniizvod funkcije f u taCki xo je definisan sa’ (xo) = hIirQ
—0+

' (x0) = . (X0).

5.2 Primer. Po definiciji, odrediti prvi izvod date funkcijé u tackixp njenog defini-
cionog skupa:

a) f(x) =3x—2x+5, xcR; b)f(x)zg, X # 0;
c) f(x) =% x>0; d) f(x) = /%, x#£0.

Odrediti najveci podskup oB na kome taj izvod postoji.
ReSenja.

a) Po definiciji je zaxg € R :

. f(xo+h)—f(xo) 3(x0+h)2—2(xg+h) +5— (3% — 2% +5)

l _ — [i
o) = HTO h LILno h
_ ”m3x3+6x0h+3h2—2x0—2h+5—3x§+2x0—5
h—0 h
. h(6x+3h—2)
n HLno h =60-2
3.3 W 3h 3
. ’ o Xot X0 _ | Xo(Xo+ — i - __°
b) Zaxo 7 0vazi:  f(xo) = fim ==p—= = im —= ot + R~ 3

c) Zaxp > 0vazi:

f'(x) = lim t+h-v%o _ o (V¥o+h— /%) (v¥o+h+ /%)
meoh o h(Vaotht yXo)
. h 1
'I‘Iinoh(\/mﬂ/x*o) PN
d) Zaxo € R, X0 # 0, vazi:

v -3 3 2,3 35

fx) = lim VOtN=V% (Vio+h V%)(m+m+\/¥)

hoh h=0 h(¢/00+N72+ ¢/00-+ Mo+ V)

o 1
= m =23 >

O (/D074 Y Do+ Mo+ V32) 3

5.3 Tablica prvih izvoda

U sled&oj tablici dajemo prve izvode ngg€e kori€enih elementarnih funk-
cija, kao i skupove na kojima ti prvi izvodi postoje.
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e (XY =nX"1 neN, xeR;
o (X =axt"1 acR\{0}, x>0;
e (sinx) =cosx, xeR;
o (coxX)' = —sinx, xeR;
/I _ 1 T .
o (199 =5 xeR\{(+1) | kez];
-1

ctgx) = ——, xe R\ {km ke Z};
o (cg' = . xeR\{kikeZ)
e (&) =a“Ina, a>0, xeR,
o (& =¢€, xXeR;

1
e (log,x) = Ina’ a>0a#l x>0;

1
e (Inx) = > X 0;

e (arcsinx)’ = 1 X < 1;
V1i-x2' ’
o (arccox) = . IX| < 1;
/l_x ) 1
e (arct )’—i xeR,;
gx - 1+X2’ ’
e (arcctx)’ = T xeR.

5.3 Primer. KoriS€enjem definicije prvog izvoda 5.1 pokazati da su navedeni prvi
izvodi osnovnih elementarnih funkcija tacni.

ReSenja. Pokaz&emo samo neke od gornjih jednakosétiaocu ostavljamo da pokaze
ostale.

Neka jen € N. Tada je prvi izvod funkcijef (x) = X" u tatki x € R po definiciji jednak:

f/(X) — lim (X+h)n_xn — lim X"+ nx*1h+ whz-k-“—kh”—x”
—h*’O h _hﬁo h

=nxX" 1.
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Neka jea = —n, n € N. Tada je prvi izvod funkcijef (x) = x " u tacki x > 0 jednak:

11 X1 (x+h)"
’ T O T XN (x+-h)n
P = rI1ILn0 h N rI1ILn0 h
i X=X =¥ th— (G)x"2h2—...—h" 1 o1y N
b h) h = T =
Za f(x) = sinxi x € R imamo po definiciji
i —si 2sin() cos( &
v = fim sin(x+h) —sinx _ . (3)cos(&57)
h—0 h h—0 h
in(h 2x+h
sin(35) cos( 25
= lim M =1-lim cos(zxg_h) = COSX.
h—0 5 h—0
Za f(x) = ctgximamo zax ¢ {krj ke Z} :
cogx+h) _ cosx
) = lim ctg(x+ h)—ctgx: lim SMOER) — sinx
h—0 h h—0 h
cogx+h) sinx—cosxsin(x+h) .
: s)in(x+h)sinx ( . sin(—x+ (x+h)) . 1
= lim =—Ilim -lim — .
h—0 h h—0 h h—0 sin(x+ h) sinx
— im sinh - 1 _ 1
~ h=0 h hoosin(x+h)sinx  siréx’

Za funkciju f (x) = & prvi izvod u t&ki x € R po definiciji 5.1 je

X+h a¥ ah o
f'(x) = lim = lim a*
> h—0 h h—0
In(t+1 . .
Posle smene=a"—1, h= (In:\ ) , pri Cemut — 0 kadah — 0, dobijamo
im® L im ' _jnaim—* _ina
h-0 h ot — T hloin(14t)it

Ina
h

Tako dobijamof’(x) = J]in%axaT_l =a‘lna, a>0,a#1
Za funkciju f (x) = Inx prvi izvod u t&€ki x > 0 je

_ |n Xth x/h
G ZI0X_ iy 5 i L (14 7)) 2

h h—0 h h—0 X X
U prethodnim dokazima kog&na je neprekidnost osnovnih elementarnih funkcija

na njihovom definicionom skupu.

e =l

5.4 Primer. Data je funkcijaf(x) = 3x* — 5x+ 2, x € R. Odrediti: domen izvodne
funkcije f/; prvi izvod funkcijef’ u tatkix € R; vrednostif’(1), f(2), f'(—v/2),
f'(a), acR.
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ReSenje. Domen izvodne funkcijd’ je ceo skuR. f'(x) =6x—5, xeR. f'(1)=
6-1-5=1, f'(2)=6-2-5=7. f'(—v/2)=6-(—v2)—5
=-6-v/2-5 i f'(a)=6a—5.»

5.5 Teorema. Ako je funkcijaf : (a,b) — R diferencijabilna u tatkkg € (a,b), tada
je ona neprekidna u tackp.

Dokaz. Ako x pripada definicionom skupu funkcijei x # Xp, X — %o = h, tada se
funkcija f moZze zapisati kao

F(x) = (Xo)+w-(x—xO) = f(xo)+f(x)_hf(>‘0).h_
Prema tome je
L

= f(x0)+f'(x0)-0="f(x0). »
Ako je funkcija f neprekidna u ki xo, tada ona ne mora biti i diferencijabilna u
taCki g (videti slede&i primer). Dakle, neprekidnost je potreban (ali ne i dovoljan)
uslov za diferencijabilnost funkcije. Drugimaiena, ako funkcija u nekoj tki
nije neprekidna, onda ona ne moze imati izvod u tékta

5.6 Primer. Pokazali smo (videti primer 4.4) da je funkcifdx) = |x|, x € R (slika
4.2), neprekidna u svakoj tatkie R, pa i u tacki 0. Pokazati da ova funkcijeema
prvi izvod u tacki nula.

fo+n -0

Stoctemo potraziti levu i desnu grdmiu vrednost gornjeg izraza u 0 (odnosno levi
i desni izvod u 0) i uveriti se da one nisu jednake.

ReSenje. Pokaz&emo da za funkciju (x) = [x| ne postojirllimO

. f(O+h)—f0) . [0O+h/—[O] . |h] .~ —h
m h ~ho- h = h m oL
dok je desni izvod @ jednak1 :
lim w: lim w: lim M: lim b:]_.
h—0+ h h—0+ h h—0+ h  h-0+h _ .
Prema tome, ova funkcija nema prvi izvod @kao0, i pored toga Sto je neprekidna
u toj tecki. »

5.4 Pravila za prvi izvod funkcije

5.7. Teorema. Ako su funkcijef i g definisane na intervalga, b) i imaju prve izvode
u tackix € (a,b), tada njihov zbir, razlika, proizvod i kolicnik takle imaju prvi
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izvod u tackix € (a,b); u slu€aju kolicnika mora se dodatno pretpostaviti da je
g(x) # 0. VaZe sledeta pravila za

a) izvod zbira, odnosnaazlike funkcija: (f(x) £g(x)) = f'(x) = d'(x);

b) izvod linearne kombinacije funkcija: (Af(x) + Bg(x))’ = Af’(x) + Bg(x), Ai B
su realne konstante;

c) izvod proizvodafunkcija:

F)- = P90 + (g (%);
f

g(x
> () g(X)

(

d) izvod kolicnika funkcija: ( ;‘
Dokaz.
b) Ako ozn&imo saz(x) = Af(x) + Bg(x), tada imamo

/%) = Hmo (x+h) z(x) Hmo (Af(x+h)+Bg(x+E))—(Af(x)+Bg(x))

: (x+h)—f(x)  Lg(x+h)—g(x)
= rLILn0<A h =487 h )
_l’_

h—0 h h
Slu€aj pod a) sledi iz b), ako stavime=1i B=+1.
c) Ako stavimop(x) = f(x) - g(x), tada imamo

p(x+h) - p(x) f(x+h)-g(x+h) - f(x)-9(x)

e ;
— iim f(x+h)-g(x+h) + f(x+h)-g(x) — f(x)-g(x)
h—0 h
- L@O(f<x+h)g<x+hh>—g<mg(x)f<x+r2—f<x>)
- L@Of(erh)LiLnow+L@09(X)L@0w

= X9 +9x)f'(x).
d) Ako stavimok(x) = @, tada je

9(x)
f(xth)  f(x)
, o k(x+h)—k(x) o) g F(X4+h)-g(x) — f(X)-g(x+h)
Koo = fim, h = fim SR = fim, g(x+ g -h
— im L) 909 £9(x) - F(x) — F(X) - g(x+h)
h—0 g(x+h)g(x)-h
909 () 100 (2R pr g — 1%/

Mg hg) gk )
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U slede&im zadacima odrediti prvi izvod za svaku od datih funkcija, keijem
tablice i osnovnih pravila za prvi izvod funkcije, kao i skupove na kojima ti izvodi

postoje.
5.8 Primer.
a) f(x)=x"—4x2+2x; b)f(x):\/)?+x\/>?; c)f(s):yi—%+3y§;
2t3+t2 3x2+4x+ smx _alnp
d f)=———; e)f ) = —————— f(p +be’+abarctgp,

gde suu zadamma pod e) id) b realni parametrl.

ReSenja.
a) ZaxcRje f/(x) = 7x8 — 8x+2.

b) Zax>0jef’(x):3.(;\/),()+3‘/;( 6\1[4—15\/)?

c) Zas> 0, datu funkciju mozemo pisati u oblikfi(s) = %5‘2/3 —5%2435%4 paje
3 52, 914
+-S
3\/ 4
d) Zat # 0, datu funkciju mozemo pisati u oblikdi(t) =2t + 1 — tiz’ odakle jef/(t) =
2+ 2673

f(s) =

. 6X+ 4+ cosx
e) ZaxeRje f'(X) = —————
) e =="Vazsp
ab
. a
f) zap>0je f'(p) = erbeer1Jr|02 >

5.9 Primer.

a) f(x)=(3x—2)(x®+e+1) b)f(x) =(yX+2x) <sinx+cosx+Ct§X>;

c) (x)=(3+1)(InxV2+4); d) f(t)=t-sint-cost +€ -Int-tgt.
ReSenja.

a) ZaxeRje f'(x) = 30 + €+ 1) + (3x— 2)(2x + €).

b) Zax>0ix#km keN,je

f'(x) = (2\1&+2> <S|nx+cosx+ g) + (VX+2x) (cosx—sinx—

%)
8sirtx/
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c) Data funkcija se za > 0 moZe napisati kad(x) = (3x>+ 1)(v/2Inx+4), pa je

/(x) = %(V2Inx+4) + (3x3+ 1) x> 0.

73
d) U ovom sli€aju, data funkcija je zbir dva sabirka, @e&mu je svaki sabirak proizvod tri
faktora, pajeza>0it # (2k+ 1)1/2, k € No:

f'(t) = (t)'sintcost +t(sintcost)’ + (€)' -Int-tgt 4 € (Int - tgt)’

. : € tgt 1
= sintcost +t-co§t—tS|n2t+e‘Int~tgt+Tg+etlnt—

cot
= ?Hcoszpret (Int (tgH—l) +tgt> o>

coft) 't
5.1Q Primer.
2x2 —3x+1 Sinx+ e‘tg x SiNX — cosx SIN? X+ 2XCOSX
a) 7+: b) A; C) -, d) f(x) = ST X XCOX
X241 Inx+1 sinx -+ cosx 241
ReSenja.

(4x—3) (X2 +1) — (2x* —3x+1)2x _ 3x*+2x—3
(x2+1)2 (@412
(2k+1)m

a) ZaxeRje f'(x) =

b) Zax>0/\x;«é%/\x;£ ,keZ, je

et 1, .
o (cosx+extgx+ cos?x> (Inx+1)— ;(S|nx+extgx)

(Inx+1)?

4k_1n7 keZ,je

C) Zax# 7

(sinx+ cosx)2 — (SinNX — COsX) (COSX — Sinx)

o) = (sinx+ cosx)?

COE X+ 2 SINXCOSX + SiP X + COL X — 2 SINXCOSX+ SIPX 2
1+ 2sinXcosx ~ 14sin(2x)’

_ (2sinxcosx+-2cosx— 2xsinx)(2* + 1) — (i x+ 2xcosx)2XIn 2

d) ZaxeRje f'(x) 1172

5.5 Diferencijal funkcije

Neka je data diferencijabilna funkcipp= f(x) nad intervalom(a,b) i neka
nezavisno promenljiva uzima vrednostixgddo x;, tako daxp, x; € (a,b). Tada se
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veliina h:= Ax:= X3 — X9 nazivapriraStaj argumenta x u tacki X, a velicina
Ay := f(x1) — f(x0) = f(xo+h) — f(x0),

koja predstavlja odgovaraju promenu zavisno promenljiwe nazivaprirastaj
funkcije f u tacki Xo.

Iz definicije prvog izvodd’(xg) = lim

Ay = f/(x0)Ax+ r (AX) - AX,

gde jer (Ax) funkcija priraStajaAx sa osobinomAIimOr(Ax) = 0. Dakle, vazi prib-
X—

lizna formulaf’(x) ~ % kadaAx ~ 0, odnosno
Ay~ f'(x0) -Ax ako Ax=~ 0. (5.2)

5.11 Definicija. Neka jef diferencijabilna funkcija iAx prirastaj argumenta. Tada je
diferencijal nezavisno promenljivax = Ax;
diferencijal zavisno promenljive (ilidiferencijal funkcije ) dy= f'(x) dx.

_dy

Tako se prvi izvod mozZe izraziti kafd (x) dx

5.12 Primer. Data je funkcijaf (x) = 2x2 + 3x— 1, x € R. Odrediti:
a) prirastaj funkcije u proizvoljnoj tack;
b) pribliznu vrednost funkcijé u tackil,1;
¢) pribliznu vrednost funkcijé u tackil,01;
d) diferencijal funkcijef u proizvoljnoj tackix.

ReSenja.
a) PriraStaj funkcije u téki x je
Ay = f(X+Ax)— f(X) =2(x+Ax)%+3(X+AX) —1—2x2 — 3x+ 1

= AXAX+ 2(AX)2 + 30X = (4X+ 3)AX + 2(Ax)2 = f/(X)Ax+ 2(AX)2.
b) Uovom sl€aju jexo =1, Ax=0,1, a f(1) = 4, pa na osnovu relacije 5.2 imamo
Ay = f(xo+Ax)—f(x0) =~ f'(1)-Ax, f(1.1)~f(1)+f'(1)Ax=4+5-0,1=4,5.
InaCe, t&na vrednost jd(1,1) = 4,72
c) U ovom sl&aju jex; = 1, Ax= 0,01, pa je f(1,01) = f(1) +4-0,01= 4,04
TaCna vrednost jé (1,01) = 4,05.
d) Diferencijaldy date funkcijef je dy= (4x+3)dx »
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5.13 Primer. Odrediti priblizne vrednosti sledecih brojeva:

a) /4,0003; b) In(1,001); c) ¥1,0003,

koristeti diferencijal funkcije u datoj tacki.

ReSenja. U ovom sli€aju primentemo relaciju (videti (5.2))
f(x+Ax) ~ f(x)+ f'(X)Ax, kadaAx= 0.

a) Zafunkciju f(x) = /X, prviizvod je f'(x) = i, i Xx=4iAx=0,0003 :

2%
1 0,0003
/34,0003~ v/4+ ——0,0003~ 2+ — = 2,000075
2V4
. . . 1
b) StavimoAx = 0,001i x=1;tada jeln(1,001) ~In1+ 1 -0,001=0,001.
1

c) 1z Ax=0,0003i x = 1, sledi¥1,0003~ v/1+

0,0003= 1,0001. »
3V1

5.14 Primer. Odrediti diferencijale sledecih funkcija:

a) y=2y/cos:+In(x*+1); b) y=5arctg2x+7)e>t1+ 12,
SinX+tgx _ : 5+ 4x2
C) y: m, d) y:arCS|r(5X4+2)+W.
Resenja.

sin( 2X sin( 2
a) lzy = ) 12 sledi dy= ) + -2 ) dx
x2\[cos(}) +TX x2,/cos(})
b) Kako je prvi izvod date funkcije
— 3X+1 3x+1
y_51+(2X+7)2e + 15arctd2x+5)e> * +12In 12,
to je trazeni diferencijal jednak

dy= <51+(2X+7)2e:"”“rl +15arctd2x+ 5)e>* 1 +12¥In 12> dx

(cosx+ 1/ cog x) (x3 + 3*+ 3x) — (sinx+tgx)(3x? + 3*In3+ 3)
(x84 3¢+ 3x)2
20x3 (5%In5+ 8x) — (54 4x%) (cosx — sinx)
d) dy= ( 1- (5¢ 1 2)2 + Sinx+cosx dx »

dx

c) dy=
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5.6 Geometrijsko tumatenje izvoda i prirastaja funkcije

Neka funkcijaf : (a,b) — R ima prvi izvod u t&ki xp € (a,b). Ozn&imo tetke
P(xo, f(Xo0)) 1 Q(Xo + AX, f(Xo + AX)) (videti sl. 5.1). Koeficijent pravca tetiieQ
krive, odraene funkcijomf, dat je sa

f(xo+Ax) — f(x0)
th - AX )
gde jef ugao prave od@ene sa duA?Qi pozitivnog smerx—ose. Ako je funkcija
f neprekidna u t&ki xo, tada se téka Q priblizava t&ki P po datoj krivoj kada
Ax— 0, tj. kada se tékaxp + Ax priblizava t&ki xg ostajlei nax—osi. U granénom

by

Slika 5.1.

sluaju, pravaPQ postaje tangenta krive udki P i koeficijent pravca tangente
na datu krivu u datoj €&ki x jednak je prvom izvodu date funkcije uttd X :

f(0+h) — f(0)

k:tgcx:rI]lmo h

Dakle, prava

y—Yo = f'(X0)(x—X0), (5.3)
gde jeyp = f(x), jestetangenta grafika funkcije f u tacki P(xo, f(xg)). Ako je
jo$§ zadovoljen uslov’(xg) # 0, prava

o~ (X=X0) (5.4)

je normala grafika funkcije f u tatki P(xo, f(Xo))-

Neka jeStaCka preseka tangente (k& P sa ordinatom u &ki X + h nax—osi, a
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T podnoZje normale iz tke P na ordinatulSQ
Tada jeT Q= f(xo+h) — f(xo) = Ay priradtaj funkcijef u tatki xo;

T S= f/(x0)Ax vrednost diferencijala funkcijé u tatki xo koja odgovara prirastaju
h = Ax. Primetimo da jéST priraStaj na tangenti.

Duzi TQi ST su priblizno jednake, ako je prirastax mali.

5.15 Primer. Odrediti ugaoa koji zaklapa tangenta grafika funkcije= x> —x+2, x €
R, sa pozitivnim smerom—ose u tacki

a) x=0; b)x=1; c)x=1/2.

ReSenja. Kako jey =2x—1,to je

a) y(0)=-1=tga, odakle jea =3m/4; b) y (1) =1=tga, odakle jea = 1/4;

c) Y(1/2) =0=tga, odakle jea = 0, ( tangenta u ki x = 1/2 je paralelna sa
X—0som).»

5.16 Primer. Odrediti ugaoa koji u tackix = 0 zaklapa tangenta grafika funkcije date

sa
a) y=sinx; b) y=sin(v/3x); C) y=cCosx
d) y=1-tgx e) y=In(x+1); f) y=x2—¢

sa pozitivnim smerom-—ose.

ReSenja.
a) y=cosx, Y¥(0)=1=tga, odaklejea =Tm/4.
b) y =+3cogv3x), y(0)=+3=tga, odaklejea=r1y/3.
c) y=-—sinx, y(0)=0=tga, odaklejea=0.
1

d) y:_@, Yy (0)=—1=tga, odakle jea = 3m/4.
e) yzlJlrx’ Yy (0)=1=tga, odaklejea =T1/4.

f) y=2x—¢€ y(0)=-1=tga, odakleje,a=3m/4. »

5.17. Primer. Napisati jednacine tangente i normale na datu krivu u datoj tacki:
a) y=x2—2x°+2 utatki (2,2); b) X% 4 3xy+y? = 11u tacki(1,2);
c) y=sin2 utatki (0,0); d)y=In(x*+1) utatki (1,In2).
ReSenja.

a) Prvi izvod date funkcije je/ = 3x> —4x, x € R, pa je prvi izvod date funkcije
u tatki x = 2 jednaky'(2) = 3-22 — 4.2 = 4. Prema geometrijskom turbanju
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izvoda, brojy'(2) predstavlja koeficijenat pravca tangente na datu krivuclita
(2,2). Prema tome, ako je jed@ima traZzene tangente oblika

y=Kkx+n, tadaje k=4.
Slobodartlann se odréuje iz uslova da &ka (2, 2) pripada tangenti.
Iz2=4-2+nsledidajen= —6, pa je jednéina traZzene tangenye= 4x — 6.
Ako je jedn&ina normale obliky = kix+ np, tada uslov da su normala i tangenta
grafika u istoj t&ki medusobno normalne prave pogla

ko= —1/k,

gde jek koeficijent pravca tangente. PoStkje 4, to jek; = —1/4, pa je jednéina
normaley = Ztx+ .

Uslov da t&ka (2,2) pripada normali daj@ = *Tl <24+ ng, tj. 1 =5/2, pa je
jedn&ina trazene normaky + x = 10.

b) Iz 2x+3y+3xy+2y)/:0dobijase;/:—221322;, i, y(l):_%:_g

Ako je tangenta oblikay = kx+ n, tada jek = —8/7, pa izy = —§x+ n sledi
2= —% -14+nili n=22/7. Dakle, traZena jedrigna tangente j@y+ 8x = 22

Jedndina normale dobija se ig = {x+ ny, odakle je2 = £ -1+ ny, tako da je
jedn&ina trazene normaky — 7x = 9.

c) lzy =2cos ¥,y (0) =2, sledi da ako je trazena tangenta oblka kx+n, tada za
koeficijent pravca te tangente vdZ 2. Iz y = 2x+ni uslova da jey(0) = 0 sledi
n=0, pa jey = 2xjedn&ina tangente grafika funkcije= sin 2x u tacki (0,0).
Jedndina traZene normale udki (0,0) dobija se iz jednéiney = >+ ny, od-
nosnon; = 0. TraZzena normala ima jedéauy = —x/2.

d lzy = Xzz—jl slediy (1) = 1, pa se izy = x+n, odnosndn2 = 1+ n, dobija jed-

n&ina tangenty = x— 1+1In2. Jedn&ina normale jg+x=1In2+1. »

5.18 Primer. Odrediti jednacine tangente i normale za sledete funkcije:
a) y=/Xu tatki(4,2); b)y=e’1utatki(1,1);
c) y= arctgx? u tacki(0,0); d) y = arcsin(*52) u tatki(0, J).

ReSenja.

a)lzy = 2\1& slediy(4) = %, pa je jednaéina tangente oblikg = %x+ n. Uslov
y(4) = 2daje2 =1+ n, pa je traZena jediiana tangentdy — x = 4.
Jednd&@ina normale jg/ = —4x+ng, paiz uslova? = —4-4+ny, slediy+4x = 18.
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b) Izy = 2xe“~1 slediy' (1) = 2, pa je jednéina tangente data se= 2x+ n. Kako
je1=2-+n,toje jedn&ina tangente u &i (1,1) data say = 2x— 1.
Jedndina normaley = —3 4 ny, zbog usloval = —% +ng, ima oblik2y+x = 3.
c) Iz jednakostiy’ = H% slediy'(0) = 0, pa je zbog0 = 0+ n trazena jedn@ina
tangentey = 0. Tangenta se, u stvari, poklapaxsaosom.

Jednd&ina normale u ovom stiaju jex = 0, tj. to je y—osa.

d lzy = o i lim _ = +oo. sledi da levi izvod u t&ki

2 —0— 2
2y1-(%)° " yi-()
nula ne postoji. TraZzena tangentayjeosa,Cija je jedn&inax = 0.

Jedné&ina normale jgy = 0, tj. traZzena normala se poklapaxsesom.»

5.19 Primer. Odrediti parametak tako da pravay = kx+ 1 bude tangenta krivg? = 4x
i odrediti tacku (ili tacke) dodira.

ReSenje. Datu krivu moZemo zapisati kagx) = £2,/x, x> 0. Ozn&imo saT (X, Y(Xo0))
taCku u kojoj tangenta dodiruje datu parabolu. Tada je

k=Y (x) = i\/le) i y(xo) = +£2,/%. Prema tome se ordinatatte dodira

nalazi iz

: 1
y(X0) =Y (X)X +1, t. +2/XKo= iﬁxﬁl

Uzimanjem pozitivnog predznaka u zadnjoj jednakosti dobijxgse 1 i tacka
dodira jeT (1,2). Jedn&ina tangente u toj &ki je y = x+ 1.
Druga tangenta sa datim koeficijentom pramegpostoji, jer se iz jednéine
1
-2 = ———Xo+1, dobija = —1, 8to je kontradikcija»
VX0 50 jav/%o j j

5.2Q Primer. Iz tatkeA(2, —2) povuci tangente na parabolf(x) = x> — 3x+ 1 i naci
tacke dodira.

ReSenje. Ozn&imo sa(xo, f (X)) tatku dodira tangente i date parabole. Koeficijent
pravca tangente je= f'(Xg) = 2Xp — 3, a jedn&ina tangente jg — f(xg) = k(x—
X0), 0dnosno zx =2,y = —2 vaZi
—2—X5+3%— 1= (2% —3)(2—Xo).
Tako se dobija jedri@nax3 — 4%, + 3= 0, sa redenjimag = 1i o = 3.
Prema tome, t&e dodira siB(1,—1) i C(3,1), a koeficijenti pravaca tangenti su
ki = —1i kp = 3. Jednd&ine traZzenih tangenti SgH-x=0 i y=3x—8.»
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5.7 Razniizvodi

5.8 lzvod slozen

5.21 Teorema. Neka funkcij

e funkcije

ag: (a,b) — (c,d) ima izvod u tackiy € (a,b) i neka

funkcija f : (c,d) — R imaizvod u tatkg(xp) € (c,d). Tada sloZena funkcijk=

fog k: (a,b) — R, ima
K'(Xo)

izvod uxg i vazi
= f3(9(%0)) - g (Xo)-

Dokaz. Prema pretpostavci, funkcigaima izvod u t&ki xo, te je

d00) =

g(Xo+h) —g(x)
h

i m&mm+m—wm0:0

Dakle ako jeg(xo+h) —g(xo) =1, odnosnay(xo + h) = g(xo) + |, tadal — O kada

h— 0.

Posmatraemo dva sl@aja: g'(xo) # 01 g'(Xp) = 0.

I Ako je d'(xo) # 01, zah dovoljno malog(xo + h) — g(xo) # O, tada vazi

lim

K (XO) h—0

h—0

lim

k(xo+h) —k(x0)

f(glo+h) - f

h

9(%o+h) —g(xo)
f(g(x0) +1) — f(9(x0)) .

1—0

fy

Il Ako je d'(xo) = 0i, za sve dovoljno male vrednosti£ 0, g(Xo+ h) — g(Xo)
k(xo+h) — k(Xo)

[ h—0

(9(%0))d' (Xo)-

0,

tada jek'(xo) = 0, jer je

h =0.

Ako, medutim, za dovoljno mald # 0 vaZig(xo + h) — g(xo) # 0, tada je

k(%o +h) —k(xo)

k(o) = HLno h
i F@0+h)) —f(9(x0)) . 9(X+h)—g(X0)
= M gberh—go) b h
= 0= f{(9(x0))d (%0). »
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5.22 Primer. Odrediti izvode sledecih sloZenih funkcija:
a) f(x)=(x*+3x%+3)5; b) f(t) = (t241)3; c) f(s) = V5% —s—3;

5/2
d) f(x)=(3x—1)% /2x—5; e)f(X)z(Xil) ; f>l‘(><)=%-

Resenja.
a) Ak:) ozna&imo u = x* + 3x* 4 3, tada se data funkcija moze zapisati ko) = u°, pa je
njen izvod f'(x) = f/u, = 5u*- U’
Kako jeu = 4x3 4 6x, to je prvi izvod date sloZene funkcije
f/(x) = 5(x* + 3x? + 3)*(4x3 + 6x), XER.
b) f/(t)=2(t+1) -2t =4t(t?+1), teR.

c) f’(s):%3/(5s2—s—3)—2.(105—1):# 55’ —s# 3.

3Y/(68% —s—23)?’
d) U ovom sl&aju zax > g imamo
2
f'(x) = 6-3-(3x—1)% vV/2x—5+(3x—1)® ———
) (3x-1) B e
1
= 18(3x—1 2X—5+(3x—1
B3~ 1)° VX —B+ (K- 1)
~ (3x—1)°+18(3x—1)%-(2x—5)  (3x—1)5-(3%—91)
2x—5 B 2Xx—5 '
., 5 / x \¥? x+1-x 5 x \¥? 5Vx3
e) Zax>0jef'X) =< | —= : > = 5 =7
2 \x+1 (x+1) 2(x+1)2 \x+1 2/ (x+1)7
/72 2x+3 8x
Y 2VAEE9 4249 —12x+18
f) ZaxeRje f'(x) = > = N
4x +9 (VAx2+9)3
5.23 Primer. Odrediti izvode sledecih funkcija:
a) f(x) =sinZ+cosk; b) f(x) = 3sirrx+tg/X; ¢) f(x) = (sinx+4 cosx)?;
1 14+x
d) f(x)=./arctgx+tgx; e)f(x) = ; f) f(X) = arctg——;
) f(x) = varcigx+tg ) F(¥) (oot 21600507 ) f(x) 97«
g) f(x) = arcsin/x— varcsinx; h) f(x) = cog3x) 4 cogx®) + coS* x + 3 COX.
Rezultati.
1 1
/ _ _ i / — i —_
a) f/(x)=2cosX—5sink. b) f/(x) = 15sirfxcosx+ NN

c) f/(x) = 2(sinx+ cosx)(cosx — sinx) = 2(cog x — Sirf x) = 2cos X.
1

5sinx
1 1 1 -3 1-x2
f/(x) = . . fl(x) = —- .
9 T 2,/arctgx+tgx (1+x2+co§x) &) F') 2 \/(5co+arccox)®
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v _ )2
ff(x) = 1 1-x—(1+x)(-1) (1-x) 2 1

S S

1 1 1
f/(x) = . - . .
9 \/1—x 2\/X  2y/arcsirk v/1—x2
h) f/(x) = —3sin(3x) — 3x?sin(x3) — 3cog xsinx — 3sinx. »

5.24 Primer. Odrediti izvode sledecih sloZenih funkcija:

a) f(X):ex2+3X+1; b) f(x) = esinx+eos

Q) f()=Ivx+2+/In6&+2); d) ft)=2""14In{t2-1);

&) f(X)=InE@+13+I¥E+1);  f) f(x)= |<i+§)
Rezultati.

a) f/(x) =324 3+ 1) = (2x+3)eT XL p) f/(x) = (COSX— Sinx)eSinx+cos

rron X 1 X ey 21 2t
c) f(x)—X2+2+ o 22 d) f'(t)=2tIn2.2 +(t271).
3¢ e 1-x 2 2
/ _ / _ . _ .
e) f'(x)= 11 1+3In (e+1)- o1 f) '(x) Trx (T x? T (Uporedit

sa primerom 5.23 f).p

5.25 Primer. Odrediti prve izvode sledetih funkcija:

B X COSX _ xarcsine* 4 In(sin ) .
a) f=In(tg(3)) - =%, b) f(x) = arcigX :
2 X2 2
+1 1 2¢ cogx°+1) arctgx
c) f(x)= 6In 14—2In—1+4arctgx d) f(x) = ST cosK
Rezultati.
a) f(x) = 1 1 1 —simx—2sinxco$x 1 1+ cogx
T X X 2 sinx " osintcosy | simfx
th cog 5 2sm20032
_ siPx+1+cogx 2
- si°x sinex’

, 2cosX
0 ' (arCS|reX+X(1—e2X) Y2gx 4 + i )arctgx (xarcsing* + In(sin24)) L
X) =

(arctgx)2 B (arctgx)2

1+x2



5.9. Izvod implicitne funkcije 139

o flx) — ¥ -1 (¢ -1)=2(¢+1)  _x+1 2 N 1
X241 (x2—1)2 Xx—1(x+1)2  "1+x2
—4x 1 1 24X+ AP+ A4+4x2 — 4 8xP—24x
- 6 A A = . - :
-1 x—-1 x+1 xt—1 x4 —1
d) F(x) — 2x2¢ In2cogx? + 1) arctgx N 2 (—sin(x2 + 1)) 2xarctgx
B esi+2 4 cos X esi+2 4 cos X
N 2¢ cogx2+ 1) B 2 cog(x2 + 1) arctgx(Cosxe™+2 — 2sin X) >
(eSi+2 4 cos X) (X2 + 1) (e5im+2 4 cos X)2 '

5.9 Izvod implicitne funkcije
Ako je funkcijay = y(x) data implicitno jednénom F (x,y) = 0, tada se difer-
enciranjem p, a korist&i Cinjenicu da jey funkcija odx, dobija jedn&ina u kojoj

se pojavljujux,yiy. ReSavanjem te jeddme poy’, nalazimo trazeni izvod.

5.26 Primer. Odrediti prvi izvod implicitnih funkcija:

a) X¥+y =4 b) 2x—3y+3=x2+2y—6x;

c) VX+¥=5% d) xX*+4x%y?—3xy®+3x=0;

e) (Y¥*—9°=(2¢+3x-1)% f) (2+xy)2=3C-7.
ReSenja.

a) Pre svega jéy?), = 2yy, pa diferenciranjem pa date jednakosti dobijamo
2x+ 2yy = 0, odakle sledy = —x/y.

—2X+8

b) Iz jedn&ine2— 3y = 2x+2y —6slediy =

c) Iz jedn&ine 2\1& + 2{5’ =5slediy =10,/y— \\g
d) Pre svega vazx + 8xy? + 8x2yy — 3y® — 9xy?y + 3 =0, odakle sledi
y— —4x3 —8xy? +3y° -3
8x2y — 9xy2 ’
e) U ovom sli&aju je6(y? — 9)%yy=2(2x3 + 3x— 1)(6x* + 3), odakle sledi
(28 +3x—1)(2%+1)
y= y(y? —9)?

f) Posto je2(2+xy)(y+xy) = 6x, tojey = W
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5.27 Primer. Odrediti prvi izvod sledecih funkcija:

a) y=x5 b) y=x"%; c) y= (VX%
d) y=>x" €) y=(sinx)®,
zax > 0 (zadaci pod a), b), c) i d)), odnosno, u zadatku pod e) ga osobinom
sinx > 0.
Resenja.

a) Datu funkciju mozemo zapisati u obliku= e, &iji je prvi izvod
y = &M (Inx+1) =x(Inx+1), x>0.

Ovaj zadatak moze se resSiti i tako Sto se prvo data jedngkest logaritmuje, pa
onda potraZi izvod:

Iny=xInx = g =Inx+1, t. y=y(lnx+1).
Zamenony = x* u zadnju jednakost ponovo dobijarnglo= x*(Inx+ 1).
b) Na osnovu jednakosji= ev¥"* x > 0, sledi

Inx /X Inx+2
— avXInx — ywWX,
y=¢ <2\/§<+x> X N x> 0.

¢) Kako jey — 6XM9/2, to jey’ — im0/ (“2'”) x>0

d) 1z y=e™Inx gledijy = xsinx (cosxlnx+ S|an) ,x>0.

- . . . . cogx\ .
e) Iz y = efoXInsinX glediy’ — (sinx)co (—smxln sinx+ smx) , sinx> 0. »

5.10 Izvod inverzne funkcije

5.28 Teorema.Ako bijektivha funkcijé : (a,b) — (c,d) zadovoljava sledeta tri uslova:
(i) funkcijaf je monotona na intervalga, b);

(i) funkcija f ima prviizvod u tacki € (a,b);
(ii) broj f'(xo) je razlicit od nule,

tada funkcijaf imainverznu funkciju f=1: (c,d) — (a,b), i njen izvod u tatki

Yo = f(xo) je .
(fH)y(yo) = A

00 (5:5)
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U praksi, izvod inverzne funkcije za datu funkciju moze se odrediti ili eksplicitnim
nalazenjem inverzne funkcije, ili porbo relacije (5.5).

5.29 Primer. Odrediti izvod funkcijef 1, inverzne za datu funkcijii :
a) f(x)=2x+3, xeR; b) f(x) = /X+3, x>0; c) f(X) =x2—2x, x> 1.

ReSenja.

a) Prvi nacin. Ako stavimoy = f(x) = 2x+ 3, tada vazix = y;23 Dakle, funkcija
f=1(x) = %52 je inverzna za datu funkcijéii njen izvod je(f ~1)’(x) = 1/2, x e R.

Drugi nacin. Posle zamene mesta promenljiwh y dobijamox = 2y + 3, odnosno

f(y) =2y+3i f'(y) = 2. Prema gornjoj formuli vazjf —1)'(x) = f’?y) = %
1

b) Kako jex=f(y)=,/y+3i f'(y) = ﬁ, to je traZeni prvi izvod inverzne funk-
cije, f71, jednak(f~1)'(x) = 2,/y = 2(x— 3), x > 3 (drugi n&in).

c) U ovom sl&aju jex = f(y) = y>—2yi f/(y) = 2y — 2, odakle sledi da je izvod
inverzne funkcijef ~* oblika (f~1)'(x) = 5. Posto je(f (x) — 1) =x+1, to
je kona&no (f~1)(x) = 2\/%, x>—1»

5.11 Prviizvod funkcije date u parametarskom obliku
Funkcijay = f(x), x € (a,b), je data u parametarskom obliku ako je

X= (p(t)’ y= w(t)’ te (Ga B)7 (56)

pri Cemu jep monotona funkcija.

5.30 Teorema. Neka sug i W diferencijabilne funkcije na intervalfa,B) i neka je

@ #0,t e (a,B). Tada se prvi izvod funkcijg = f(x) date u parametarskom
obliku (relacija (5.6)) odrduje po formuli

(o dy
f’(x):qq;t li 6{:%'

dt

5.31 Primer. Odrediti prvi izvod sledecih funkcija datih u parametarskom obliku:
a) x=t+2, y = 2t3 —6t, t e R;
b) x=2(t—sint), y=2(1-cos), te(0,2m);
c) x=2cost, y = sin't, t € (0,1/2).
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ReSenja.
i ’ , 6t>—6
a) PoStoje{ =2t+ 2y, =6t“—6,tojey = %12 =3(t—-1), t#-1
b) Po§tojext’:2(1—cost),y{:25int,tojey:(1?223), t € (0,2m).
3sirftcost 1

c) Posto jeq = 6cogt(—sint), y, = 3sirftcod, to jey =
te(0,1/2). »

—6codtsint  2ctgt’

5.12 IzvodiviSeg reda

Pretpostavimo da funkcijd ima prvi izvod f’ na intervalu(a,b) i neka je
Xo € (a,b). Drugi izvod funkcije f u tacki xo je izvod funkcijef’ u tatki xo (ako
postoji), i obelezava se 94 (xg).
Analogno se definiSu to Cetvrti, ... ,n—tiizvod funkcije f u tatki xo, i obeleZzavaju
se redom sd"” (x), T (xo), ..., fM(xo).

5.32 Primer. Za funkciju
a) f(x):4x2—2x+5—§, odrediti f/,f” " f®;
b) f(x)=+/3—5x, odrediti ', f "

c) f(x)—:z;;jj, odrediti ', f”, ",

d) x*—y3=2, y=f(x), odrediti f’, f";

e) y'+3y— 43 =5x+3, y= f(x). odrediti f”;

ReSenja.

a) Prviizvod funkcijef je funkcija f’ data saf’(x) = 8x— 2+ 3x~2,x# 0, dok je njen
drugi izvod jednakf”(x) = (f'(x))’ = 8 —6x~3, x # 0. Dalje je f"(x) = 184,
f@(x)=—-72x5 x#£0.

D) Zax<3Sie 10 = g V0= g ot 110 = g s
¢) Zax+# —1/3je f'(x) = 2(3”(;))(1?;?—3) _ (3X1+11)2’
£7(x) = —66 £17(30) — 594
M= O
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d) Diferenciranjem date jedidme pox dobijamo3x? — 3y?y =0, tj. y = —. Difer-
enciranjem zadnje jedme pox i zamenony iz prethodne jednakostl sledl.
2
g - 29 2% 2xy—2 (%) X2 _ 2Pt
y2 y2 y
12 +5 :
4y3+3

e) U ovom sli€aju imamoy =

2
24x(4y% +3) — (122 +5)122 225

y - 24x(4y° +3) — (12¢ +5)1% _ 43 +3
(4y3+3)? (4y3+3)?
_24X(4y3+3)2 — 12y%(12% + 5)2
- (4y°+3)3
- 32)()/6+48><y3 144x*y? — 12062y — 25y + 18
; (4y3+3)3 i
5.33 Primer. Za sledete funkcijea) f (x) = 6x*+2x3—3x?+5x+1; b) f(x)= %
odrediti f(0), f/(0), f7(0), f/(0), f*(0)i f®(0).

Resenja.

a) Pre svega jé(0) = 1, a zax € R vazi f'(x) = 24x3 + 6x2 — 6x + 5,
f/(0)=5, f'(x)=72@+12x—6, f’(0)=—6, f”(x)=144+12
f7(0)=12, f@(x)=144 fW0)=144 O =0, 15(0)=0;
Za polinomn—tog stepena
P(X) = apX" +an_1X" 1+ Fayx+ag, XER, (ay # 0) vazi

PU(0)=a;-j! j=0,1,...,n
Naravno, ako j§ > n, tada za sve& € R vazi Pl (x) = 0.
b) Uovom sl&aju jef(0) =1, a zax # 1 vazi
1 2
!/ _ !/ _ " _ " _
f(X)_(l—X)Z’ f(O)—l f (X)_(l—X)g’ f (O)_Za
2-3
f//l f///
W=qoge O=6
f@(x) = 234 f4(0) =24, f<5>(x):2'3'4‘5 £(5(0) = 120;»

(1—x)°"
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5.34 Primer. Nati f()(x) zaj € N, ako je
a) f(x) =€ b) f(x) = sinx; c) f(x) = cosx.
Resenja.
a) Zaxc R je f'(x) = i f”(x) = €. Ako za nekam € N vazi f(M(x) = &, x € R,

tada diferenciranjem ove jednakosti sle¢f (™ (x))/ = (&) =€, xeR. Na
osnovu principa matematie indukcije sledi da za sviec N vazi

fll(x)=¢e, xeR.
b) Posto je zaxe R, f(x) =sinx, tada je
f/(x) =cosx  f’(x) = —sinx, f”(x)=—cosx, f#(x)=sinx,
izaj € Nvazi
fA4)(x) =sinx, A (x)=cosx, fA+2(x) = —sinx, fA+3(x) = —cosx.
Ove formule se mogu napisati u obliku
sin) x = sin (x+ J;) , JEN, xeR.

c) Analogno sléaju pod b), imamo zac R :

f4)(x) =cosx, fAFD(x) = —sinx, fA+2(x)=—cosx, fA+3)(x)=sinx,
odnosno _
cos! (x) :cos<x+ J;), jeN, xeR. »

5.13 Primena izvoda funkcije

5.13.1 Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije

Funkcija f raste (respektivno opada) na intervatub) ako za svakog,Xo €
(a,b) vazi

X1 <X = f(x1) < f(x2) (respektivno x3 <X = f(x1) > f(x2)).
5.35 Teorema.Neka je funkcijaf neprekidna na zatvorenom intervdk b i diferen-
cijabilna na otvorenom interval(a, b).
Ako jef’(x) > 0 za svako € (a,b), tada je funkcijaf rastuca na intervalda, b|.

Ako je f/(x) < 0 za svakax € (a,b), tada je funkcijaf opadajuca na intervalu
[a,b].
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5.36 Teorema. Neka je funkcijaf neprekidna na zatvorenom intervdku b i diferen-
cijabilna na otvorenom intervalga, b).

Ako je funkcijaf rastuta na intervalda, b, tada je f'(x) > 0 za svako € (a,b).
Ako je funkcijaf opadajuca na intervalda,b], tada je f'(x) < 0 za svakax €
(a,b).

Dokaz. Neka jex proizvoljna t&ka intervala(a,b). Posto je prema pretpostavci funkcija
f rastita na(a, b), to za dovoljno mald vazi

f(x+h)—f(x)

h > 0.
Posle primene graéiog procesa imamo
fim LXEN =T _ 1050, xe (ab),

h—0 h
jer po pretpostavci funkcijdé ima izvod u t&ki x.

Na primer,

funkcija f(x) = x? na intervalu(—o,0) opada if'(x) = 2x < 0, a na intervalu
(0,+c0) raste if’(x) > 0, dok

funkcija f (x) = X3 raste na interval—o, +-). Kako je f'(x) = 3x?, to je f/(x) > 0
zaxe R\ {0}i f(0)=0. »

Prethodni primer pokazuje da rastufunkcija ne mora imati uvek pozitivan izvod.

5.37 Definicija. TaCkac koja pripada domenu funkcijezove sdriti ¢na taCka funkcije
f akojeili f’(c) =0ili f/(c) ne postoji.

5.38 Primer. Odrediti krititne tatke funkcijé (x) = (x+5)>¢/x—4, xcR.

ReSenje. Data funkcija je neprekidna za svake R. Zax = 4, prvi izvod funkcije f
je
2 _
#(x) 1 (X+5)*+6(x+5)(x—4)

3A(x—4)23 3(x—4)23

2(x+5)(x—4)Y3 + (x+5)2

(x+5)(7x—19)
Kako je f'(x) =0zax= —5i x=19/7, a prvi izvod ne postoji za = 4, to data
funkcija ima tri kritiCne t&ke: x; = —5, X = 19/7 1 x3 = 4.

Podsetimo se da funkcijf: (a,b) — R ima lokalni maksimum (respektivno lokalni
minimum) u t&ki xo € (a,b) ako postoji intervalc,d) koji sadrzi t&ku Xo, tako
da za svex € (c,d) vazi f(x) < f(xg)  (respektivno f(x) > f(Xo)). »
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5.39 Teorema.Ako je funkcijaf neprekidna na intervalfa,b) i ima ekstremnu vred-
nost (tj. lokalni minimum ili lokalni maksimum) u tackj c € (a,b), tada je tacka
c krititna tacka funkcijef (j. ili je f'(c) =0ili f’(c) ne postoji).

Dokaz. Pretpostavimo da funkcij& ima u ta&ki c ekstremnu vrednost. Akd'(c)
ne postoji, tada nema Sta da se dokazuje. AKe) postoji, tada je téan samo
jedan od sled&a tri iskaza:

f'(c)>0, f'(c)<0 ili f'(c)=0.
Pretpostavimo da jé’(c) > 0. 1z definicije prvog izvoda sledi da postoji interval
(c—¢g,c+¢€) C (a,b), takav da vazi

f(c+h)—f(c)

h

To zn&idajef(c+h) > f(c) zah > 0, odnosnof (c+h) < f(c) zah < 0. Prema
tome f(c) nije ni najvea vrednost (maksimum) ni najmanja vrednost (minimum)
na intervalu(c — €,c+ €), suprotno pretpostavci daafunkcija f ima ekstremnu
vrednost. Analogno se dobija kontradikcija i kada se pretpos$téej < 0. Prema
tome jef’(c) =0. »
Geometrijska interpretacija prethodne teoreme jeste da diferencijabilna funkcija
ima horizontalnu tangentu udki lokalnog ekstrema.

>0 zasveO<|h <e.

Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervaéub| tada jeglobalni mak-
simum (respektivnoglobalni minimum) na tom intervalu naj\& (respektivno
najmanja) od vrednostf(a), f(b), f(c), i=1,...,k gde suc kritiCne ta&ke
funkcije f, ak njihov broj.

5.4Q Primer. Odrediti globalni maksimum i globalni minimum za funkdijix) = x3 —
12x+ 5, na intervalu[—3,5].
Re3enje. Prvi izvod funkcije f je f/(x) = 3x2 — 12 = 3(x? — 4) = 3(x — 2)(x+ 2).
Prema tome, kritine t&fke sux; = —2, o =2, ivazi f(-3) =14, f(-2)=
21, f(2)=-11, f(5)=70.

Odatle sledi da data funkciji ima globalni minimum u t&ki x, = 2, a globalni
maksimum u krajnjoj t&ki intervalax = 5. »

Prvi kriterijum za odre divanje ekstremnih vrednosti funkcije

5.41 Teorema. Neka je funkcijaf : (a,b) — R neprekidna na zatvorenom intervalu
[a,b], i diferencijabilna na otvorenom interval(a, b), izuzev mozda u tackie
(a,b) i neka jec kriticna tacka za funkciju .

1. Ako je f’'(x) > 0 zax € (a,c), a f’(x) < 0 zax € (c,b), tada funkcijaf ima
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lokalni maksimum u tacla.

2. Ako je f'(x) < 0 zax e (a,c), a f'(x) > 0 zax € (c,b), tada funkcijaf ima
lokalni minimum u tacke.

3. Ako je f/(x) > 0, ili f'(x) <0, za svex € (a,b), osim mozda u tacke, tada
funkcija f nema ekstremne vrednosti u tacki

Dokaz. 1. Na osnovu teoreme 5.35 usld¥(x) > 0 zax € (a,c), povlati da funkcija f
raste na intervalga, c), dok uslovf’(x) < 0 zax € (c,b), zn&i da funkcijaf opada na
intervalu(c,b). Prema tome j& (c) > f(x), za svex € (a,b), X # c, 5to zn&i da u t&ki ¢
funkcija dostiZe lokalni maksimum. Delovi 2. i 3. dokazuju se analogne.

5.42 Primer. Odrediti taCke u kojima date funkcije imaju ekstremne vrednosti i intervale
na kojima one rastu, odnosno opadaju:

a)f(x) =2—4x—x%, XeR; b) f(x) = (x+1)?, XER;

c) f(x) = (x+1)3, xeR; d) f(x) =x+x>-5x—5, X€R;
—X X

g)f(x):g—ﬁ/i, XeR; h) f(x) =x+Inx, x> 0.

ReSenja.
a) Kakoje f/(x)=—-4—2x, xe R, toje f'(x) =0zax= —2, gde funkcijaf ima
ekstremnu vrednost.
Za—4—2x> 0, tj. zax < —2, funkcija raste.
Za—4—2x<0,t. zax > —2, funkcija opada.
Prema tome, u tki x = —2 data funkcija ima lokalni maksimum.

b) Kakojef’(x) =2(x+1),x€ R, touta&ki x= —1funkcijaima ekstremnu vrednost.
Zax+1> 0, tj. zax > —1, funkcija raste.

Zax+1<0,tj. zax < —1, funkcija opada.
Prema tome, u tki x = —1 data funkcija ima lokalni minimum.

c) Kako je f/(x) = 3(x+1)? > 0 zax € (—, —1) U (—1,+o0), to na tom skupu data
funkcija raste, pa zato utki x = —1 ona nema ekstremnu vrednost. Dakle, funk-
cija f raste na celonR.

d) Kako je f’(x) = 3x2+2x— 5= (3x+5)(x— 1), x € R, to su krittne t&ke x; =
—5/3ix2 =1. Za(3x+5)(x—1) > 0, funkcija raste.

(Poslednja nejeditina reSava se ili ponto grafika odgovarafte parabole ili po-
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mocu odgovarajaih intervala na kojima su izradx+5i x— 1 istog znaka.)
Tako se dobija da data funkcija raste na intervalimeo, —5/3) i (1,+0).
Funkcijaf opada na interval¢—5/3,1).

Prema tome, u &ki x; = —5/3 funkcija f ima lokalni maksimum, au &ix; =1
data funkcija ima lokalni minimum.

: -2 N . :
e) Kako je f'(x) = m < 0, x # —2, to data funkcija opada na intervalima
(—00,—2), (—2,+) i nema ekstremnih vrednosti.

16—x2
(X2 —6x+16)2’
Data funkcija raste z#&'(x) > 0, tj. za16—x? > 0, 3to povl&i da f raste na inter-
valu (—4,4).

f) Kako jef'(x) = to su kriticne t&kex; = —4, i X, = 4.

Funkcijaf opada na intervalimg—co, —4) i (4,+4).

Funkcija f ima lokalni minimum u téki x; = —4, a lokalni maksimum u &ki
Xo = 4.
1 1 1 1 X231 X2 -1
o fl ) — = Ty2/3 T Ty —
g) Kako Jef (X) ~3 3X 3(1 XZ/S) 3x2/3 3X2/3(X4/3+X2/3+1)’
x # 0, to funkcija ima krittne t&kex; = —1, X, = 1i x3 = 0.

Funkcijaf opada za? — 1 < 0, odnosno na intervalimg-1,0) i (0,1).
Funkcijaf raste na intervalimég—oo, —1) i (1, +o0).

Funkcija f ima lokalni maksimum u &ki x; = —1, a lokalni minimum u taki
x2 = 1. TaCkaxsz = 0 nije ekstrem funkcije.

h) Kako je f'(x) = 1+;1( = 1%( > 0, to funkcija f raste na intervalg0,+c) i f

nema ekstremnih vrednosi.

5.13.2 Teoreme srednje vrednosti

5.43 Rolova teorema.Ako je funkcijaf
neprekidna na zatvorenom intervghy by,
diferencijabilna na otvorenom interval@a, b) i
vazif(a) = f(b),
tada postoji tatkd, € (a,b) za koju jef’(§) = 0.
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Dokaz. Ako je funkcija f konstanta, tj.f(a) = f(x) = f(b), za svex € (a,b), tada je
f’(x) = 0 za svakax € (a,b).

Ako je f(x) > f(a), za neke vrednosti € (a,b), tada funkcijaf dostiZe lokalni maksi-
mum u nekoj téki c € (a,b). Primetimo da tada va#i(c) > f(a) = f(b). Kako je, prema
pretpostavci, funkcije diferencijabilna nga, b), to na osnovu teoreme 5.39 sledi da je u
taCki c prvi izvod jednak nuli, tj.f'(c) = 0.

Analogno, ako jef (x) < f(a) za nekax € (a,b), funkcija dostiZe lokalni minimum u nekoj
taCki c € (a,b) za koju zbog diferencijabilnosti vaZi(c) =0. »

Geometrijsko znéenje Rolove teoreme 5.43 je da, za funkciju koja zadovoljava
sva tri njena uslova, postoji bar jedn&kag < (a,b) u kojoj je tangenta grafika
horizontalna prava (sl. 5.3).

0 a g b
Slika 5.2. Slika 5.3.
5.44 Lagranzova teorema.Ako je funkcijaf
neprekidna na zatvorenom intervghibj i
diferencijabilna na otvorenom interval@,b),
tada postoji tackd € (a,b), takva da vazi f(bk)):;(a) = f'(¥).

Dokaz. Funkcija

09 =109~ t(a)~ ({3 ) (x-a), xcfab

zadovoljava uslove Rolove teoreme. Naime, funkgije neprekidna na intervalia, b,
diferencijabilna na intervalga, b) i g(a) = g(b) = 0.

Prviizvod funkcijeg je
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Na osnovu Rolove teoreme 5.43 postofika& < (a,b) takva da jeg' (§) = 0, j.

b b
Geometrijsko znéenje Lagranzove teorema 5.44 je da, za funktioja zadovol-
java njene uslove, postojitkag € (a,b), u kojoj je tangenta paralelna sa&gm®m
koju odraluju tetke A(a, f(a)) i B(b, f(b)) (sl. 5.2). Naime, koeficijent pravca
seiceABje
f(b)—f(a)
b—a

Sto je prema Lagranzovoj teoremi jednako prvom izvodu funktijetacki &, tj.
koeficijentu pravca tangente funkcifetaCki sa apscisorg.

tgB =

5.45 Primer. Pokazati da funkcijaf (xX) = X(x — 1)(x — 2) zadovoljava uslove Rolove
teoreme na intervalimg, 1] i [1,2], odnosno na interval{0, 2], i odrediti odgo-
varajuce vrednost.

ResSenje. Data funkcija je neprekidna i diferencijabilna u svakajkieovih intervala i
vazi f(0) = f(1) = f(2) =0, Sto zn&i da ona zadovoljava uslove Rolove teoreme
na intervalimal0,1], [1,2] i [0,2]. Kako je f/(x) = 3x> — 6x+ 2, to je f/(x) =0
zaxip =1+ @ Dakle, t&ke u kojima je prvi izvod funkcije jednak nuli su
&1=1-— ? €01 i & =1+ g € [1,2]. Na intervalu [0,2] funkcijaf’ ima
dve realne nulé1i &. »

Posledniji primer pokazuje datkka § iz Rolove teoreme nije jedinstvena. Prime-
timo takade da Rolova teorema daje samo postojargked u kojoj je prvi izvod
jednak nuli, ali ne i njenu konstrukciju.

5.46 Primer. Primenom LagranZove teoreme 5.44 pokazati sledete nejednakosti
a) |sinx—siny| <|x—y|, X,yeR; b) |cog2x) —cog2y)| < 2|x—Y|, X,yER;
c) |arctgx—arctgy| < [x—y|, X,YER, d)% < In§ < x;y’ O<y<X
Resenja.

a) Primenom LagranZove teoreme na funkdij) = sint, t € R, koja je neprekidna
i diferencijabilna na proizvoljnom intervalix,y], dobijamo da postoji &ka¢ €
(x,y) takva da vazi

sinx—siny = (X—Y) COst,
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odakle je|sinx—siny| = |cost| - [X—y| < [X—Y].
b) Zafunkcijuf(t) =cogq2t),t € R, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
[X, Y], postoji t&kag € (x,y) sa osobinom

cos(2x) — cog(2y) = —2(x—y)sin(2),

odnosno|cosX—cosd| = | —2sinZ|- [x—y| < 2|x—Y]|.
¢) Zafunkciju f(t) = arctg, t € R, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
[X,y], postoji t&€ka § € (x,y) sa osobinomarctgx — arctgy = 1X+;§y2 Odavde je
XY

|arctgx — arctgy| = < |x—yl.

1+&2
d) Za funkciju f(t) = Int, t > 0, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
ly,X], 0 <y < X, postoji t&kag € (y,X) sa osobinomnx—Iny=In 1y‘ = %’ Odavde

; _ _ x>yl 1 1 1 535Xy X Xy
jelInx—Iny| = : ,odnosnc§<§<y,va2| - <Iny< v >

5.47 Primer. Pokazati teoremu 5.35.

Dokaz. Pokaz&emo samo prvi deo teoreme, odnosno stededenije.
Ako je funkcijaf neprekidna na zatvorenom intervghyb], diferencijabilna na otvorenom
intervalu (a,b) i vazi f'(x) > 0 za svaka € (a,b), tada je funkcijaf rastuca na intervalu
[a,b].
Neka su date proizvoljne ¢&e x1,%2 € (a,b) i neka jex; < x2. Na osnovu LagranZove
teoreme sledi da postojitkag € (x1,Xo) takva da vaZzi

e e
Iz f/(§) > 0ix2—x1 > 0, sledi da je if (x2) > f(x1), pa funkcijaf raste.»

TreCa teorema srednje vrednosti je

5.48 KoSijeva teorema. Ako su funkcijef i g neprekidne na zatvorenom intervalu
[a,b], diferencijabilne na otvorenom intervala,b) i g'(x) # 0 za svex € (a,b),
f(b)—f(a) _ (&)
gb)—g@ g@)
KoSijeva teorema predstavlja uopStenje Lagranzove teoreme. Naigie)za X,
x € (a,b), dobijamo
f(b)—f(a) _ (&)

b-a 1
Sto daje tvdenje LagranZove teoreme.
Drugo vazno uopsStenje Lagranzove teoreme jeste

tada postoji tackd& € (a,b), za koju je

5.49 Tejlorova teorema. Ako je funkcijaf neprekidna i ima neprekidne sve izvode
do n—tog reda na intervalda,b] i ima izvod f (") na intervalu(a,b), tada za
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X € [a,b] vaZiTejlorova formula

_a)? _ a3
(0 = f@+x-af@+ X L@
(x=a)" () (x—a)"t (n+1)
oy ey ),
gdeje§ =a+6-(x—a)i 0<0=06(x) <1
Specijalno za= 01 x € [0,b] imamoMaklorenovu formulu :
f(x)= f(0)+xf’(0)+x—2f”(0)+x—3f’”(0)+ +X—nf(”)(0)+ X" £ (E)
N 2! 3! n! (n+1)! ’
gdeje§ =0-xi 0<B=06(x) <1
Polinom 5 5 .
Pn(x):f(a)+(x—a)f’(a)+(x;la) f”(a)+(x_3la)f”’(a)+ A
se nazivalejlorov polinom stepenan za funkciju f u tatki a. '
Tejlorova teorema pokazuje da vazi
__A\n+1
im T =Pa(x) _ S 1 (@) o
x-a (x—a"  x-a  (x—an

Ova granénu vrednost pokazuje da je polindf(x) aproksimacija funkcijef u
okolini taCkea, Sto piSemof (X) ~ Py(X), X~ a.
(X— a)n+1

(n+ 1)' f(rH-l)(E)’ gde Jez —a+0- (X_a)

GreSka ove aproksimacije & (x) =
i0<B<l
Analogno, polinom

X2 x3 X"
Pa(x) = () +xF(0) + 5 1"(0) + 5 F"(0) + -+ + Hf<”>(0)
se nazivaMaklorenov polinom stepenan za funkciju f i on aproksimira funkciju

f sa greskonR, = f(MD(E), gdejef =0-xi 0<B< 1.

(n+1)!
5.5Q Primer. Polinom f(x) = x* — 5x% — 3x2 + 7x+ 6, x € R, razviti po stepenima bi-
nomax—2 (tj.a=2).
Resenje. Kako je f(2) = —16i f/(x) = 4x® — 15¢% — 6x+ 7, f'(2) = -33;
f/(x) =122 —30x—6, f”(2) =—18;f"(x) =24x—30, f"(2)=18;
f@(x)=24 fW(2)=241t0je

x _22)2 + 18(X;!2)3 124 :”2)4
= —16-33(x—2) —9(x—2)24+3(x—2)3+ (x—2)*.

X533+ 7x+6 = —16-33(x—2)—18
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U ovom sli€aju, peti izvod polinomd identicki je jednak nuli.
Uopste, kod razvoja nekog polinoma stepena Tejlorov polinom istog stepena
imamo greSku koja je iderttki jednaka nuliy»

5.51 Primer. Funkciju f(x) = €, x € R, aproksimirati Maklorenovim polinomom
a) prvog stepena,; b) drugog stepena,; c) treteg stepena,

i oceniti gresSku na interval(0, 1].

Resenja. Pre svega jd'(x) = &= f”(x) = f”'(x) = ¥ (x), x e R, i f(0) = f'(0) =
f”(0) = f"(0) = 1.

a) Zan=1je e~ 1+x(sl. 5.4 a)) kada j& ~ 0, a ostatak j&R; = X—zzez, za& = 0x,
0 < 0 < 1. Tada se greSka zac [0, 1] moze oceniti S&Ry(X)| < X—;eg $~1,359.

b) Zan=2jee“~ 1+x+% (sl. 5.4 b)) kada jec~ Oi ostatak jeR, = $'ef, & = bx,
0 < 0 < 1. Ocena greSke na intervald, 1] je |Rx(X)| < g—?!’eg §~0,453.

c) Zan=3je€ ~ 1+Xx+ X—ZZ + g, kada jex~ 0, i greSka naintervaliD, 1] je |R3(X)| =
§e5 <5 ~0,113, §=6x, 0<6 <1 Primetimo da se sa pobanjem stepena
n greSka po apsolutnoj vrednosti smanijuje, tj. aproksimacija funkcije sa njenim
Maklorenovim polinomom je bolja Sto je njegov stepen viSi. Ostavljditeocu
da pokaZe da funkcijif (x) = € na intervalu[0, 1] Maklorenov polinom Sestog
stepena aproksimira sa greSkom manjon®@D054. »

y 4y

0 1 0 1

Slika 5.4 a). Slika 5.4 b).

5.52 Primer. Odrediti Maklorenove polinome do ¢lamé za sledece funkcije:

a) f(x) =sinx; b) f(x) =cosx; c)f(x):%(; d) f(x) =In(1+x),
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ReSenja.
a) Kakojef(0)=0, f'(x) =cosx, f'(0)=1, f’(x)=-—sinx, ”(0)=0,
f7(x) = —cosx, f"(0)=-1, f@(x)=sinx, f#(0)=0,

3

. . . . . L ) S

to je trazeni Maklorenov polinom za funkcijix) = sinx jednak Ps(x) = x— 30 i vazi
s !

. X
SinXx = X_i zax=0.
b) Uovom sli€ajujef(0) =1, f'(x) = —sinx, f'(0)=0, f’(X)=—cosx,

f7(0)=—1, f”(x)=sinx, f”(0)=0, f@(x)=cosx, f*(0)=1.

2
Maklorenov polinomtetvrtog stepena za funkcijf(x) = cosx je P4(x) = 1— % + g, i
R ! !
vazi cosle—Eer, X~ 0.
c) Kakoje f(0)=1, f'(x)= 1 f'(0)=1, f"(x)= 2
Y (1_X)27 Y (1_X)3?
7(0)=2 f’“(x):i (0) = 6 f<4>(x):i @(0) =4l
) (1—X)4’ ) (1_X)57 )
to je trazeni Maklorenov polinon(x) = 1+ x+x2 +x3 +x* i vazi
%(z1+x+x2+x3+x4, X ~ 0.
1 1
Kakoief(0)=0. ' (x)= — f(0) =1 f"(x) = ———
@) Kakojef(0)=0, F'(9 =", F(O)=11"X)=- 7
" _ " _ 2 " _ (4) _ 3! (4) E——]
f (0)_ 17f (X)—(l-i-X)?” f (0)_27 f (X)_ (1+X)47 f (0)_ 3-7
. o3 Xt XX X3
to je P4(x)_x—5+§—z i vaZi In(l+x)Nx—§+§—Z, x~0.»

5.13.3 Konkavnost grafika funkcije

5.53 Definicija. Neka je funkcijaf diferencijabilna u tacket.

Grafik funkcijef je konkavan odozgou tackiP(c, f(c)), ako postoji otvoren in-
terval (a, b) koji sadrzi tackwc sa osobinom da je grafik funkcije na intervghib)
iznad tangentefunkcije u tackiP (sl. 5.5.)

Grafik funkcijef je konkavan odozdou tackiP(c, f(c)), ako postoji otvoren in-
terval (a, b) koji sadrzi tackwc sa osobinom da je grafik funkcije na intervghib)
ispod tangentefunkcije u tackiP (sl. 5.6.)

Pored termina konkavan odozgo i konkavan odozdo, koriste se respektivno i ter-
mini konveksani konkavan.
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Slika 5.5. Slika 5.6.
5.54 Teorema. Ako je funkcijaf dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu koji
sadrzi tackwe, tada je u tackiP(c, f(c)) grafik funkcije
konkavan odozgo ako j€ (c) > 0;

konkavan odozdo ako j€' (c) < 0.

! _ £/
Dokaz. Ako je f”(c) > 0, tada na osnovuf”(c) = lim ' - f(c)

sledi da postoji
x—C  X—C

interval (a, b) koji sadrzi t&ku c takav da je
f'() — '(c)
X—C
Ozn&imog(x) = f(x) —y, X € (a,b), gde jey izabrano tako da je &aR(x,y) na tangenti
grafika funkcijef u tacki P(c, f(c)). Neka je, daljeQ(x, f(x)) taCka na grafiku funkcije
f. Ako pokazemo da jg(x) > 0 za svakox € (a,b), x # ¢, tada dobijamo prvo tefenje
teoreme (sl. 4.7).

>0 zasve xe (a,b), x#c. (5.7)

Jedndina tangente u &ki P je oblika

y— f(c) = f'(c)(x—c), odnosnoy= f(c)+ f'(c)(x—c). (5.8)
Posto funkcijaf zadovoljava uslove Lagranzove teoreme na interfalo, to postoji t&ka
¢ € (a,b) takva da vazi

f(x) — f(c) = /(&) (x—c). (5.9)

Iz relacija (5.8) i (5.9) sledi da se funkcijpmoZe zapisati kao
9(x) = f(x) = f(c) — f'(c)(x—c) = F(§)(x—c) — F'(c)(x—c) = (f'(§) — f'(c))(x—c),
gde t&kag € (x,c), a takale i & € (a,b). Iz prethodne relacije, kao i na osnovu relacije
(5.7), sledi da jeg(x) > 0, Sto je i trebalo pokazati.

Drugi deo se pokazuje analogne.

5.55 Definicija. Neka je funkcijaf neprekidna i diferencijabilna na interval(a,b).
TackaP(c, f(c)) je prevojna tacka grafika funkcijef ako postoji otvoreni interval
(a,b), c e (a,b), takav da vazi jedan od sledecta dva uslova:

a) f"(x) >0zaxe (a,c) i f"(x) <0zaxe (c,b),
b) f"(x) <0zaxe (a,c) i f"(x)>0zaxe (c,b).
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Drugim r&ima, u prevojnoj téki grafik funkcije menja svoju konkavnost.
Neka funkcijaf ima neprekidan drugi izvod na intervala, b). 1z definicije (5.55)

neposredno sledi da je uslov
f’(c)=0. (5.10)

potreban da funkcija f ima prevojnu téku uc € (a,b). Naravno, uslov (5.10)
nije dovoljan za postojanje prevojnedke grafika funkcije u ki c. To se vidi iz
sled€eg primera.

5.56 Primer. Za funkcijuf (x) = x* — 1, x€ R, odrediti prevojne tatke, intervale konkavnosti
odozgo i konkavnosti odozdo.

Resenje. Posto jef/(x) = 43 i 7(x) = 12¢, to je ta&tkac = 0 jedina za koju vaZi
uslov (5.10). Zax# 0 je f”(x) > 0, pa je data funkcija konkavna odozgo na oba
intervala(—,0) i (0,+). Dakle, funkcijaf nema prevojnu t&ku ux= 0, i pored
toga Sto jef”(0) =0. »

5.57 Primer. Za sledete funkcije odrediti intervale na kojima su one konkavne odozgo,
konkavne odozdo, kao i njihove prevojne tacke:

a) fX)=x3-3+1, b)fx)=(x-3)?% ¢ f(x)=Ix—1

ReSenja.

a) U ovom sliEaju je f/(x) = 3x2 —6x i f"(x) = 6x— 6, pa je f”(1) = 0. Odavde
sledi da je data funkcija konkavna odozgoxza 1 i konkavna odozdo za< 1.
Prevojna téka grafika date funkcije je tka (1, —1).

b) Postojef’(x) =4x3—12xi f"(x) =12(x*—1),toje f"(X) =0zax; = —Llixp = 1.
Kako je f”(x) < 0zax € (—1,1), to je funkcija konkavna odozdo u tom intervalu;
f”(x) > 0zax € (—o,—1) U (1,40), to je funkcija konkavna odozgo na ova dva
intervala. Prevojne tke grafika date funkcije suxy = —liux, =1

c) Drugi izvod date funkcije jef” (x) = 9)(25/3, x # 0. Funkcija je konkavna odozgo

na(0,+o). Funkcija je konkavna odozdo rja-«,0). Prevojna téka grafika date
funkcije je t&ka (0, —1), i pored toga Sto u toj t&ki drugi izvod ne postoji»

Drugi kriterijum za odre divanje ekstremnih vrednosti funkcije

5.58 Teorema. Neka je funkcijaf dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
(a,b) koji sadrzi tackwc i neka jef’(c) = 0.

Ako jef”(c) < 0, tada funkcijaf ima lokalni maksimum u tacki.

Ako jef”(c) > 0, tada funkcijaf ima lokalni minimum u tack.
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Dokaz. Uslov f/(c) = O, povlati da je tangenta na datu krivu ucta P(c, f(c))
horizontalna. Ako je joS f”(c) < O, tada postoji intervala, b), koji sadrzi t&€ku

¢ takav da je funkcija konkavna odozdo, pa se grafik date funkcije nalazi ispod
tangente u t&ki P. To zn&i da data funkcija ima lokalni maksimum wta P.
Analogno se pokazuje tdfenje i u sléaju kada jef”(c) > 0. »

5.59 Teorema. Neka je funkcijaf dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
(a,b) koji sadrzi tatkuc i neka vaze jednakosfi(c) =0i f”(c) = 0. Pretposta-
vimo da postoji prirodan brop > 2 sa osobinonf (" (c) # 0; neka jen i najmaniji
takav broj. Tada razlikujemo sledeta dva slucaja.

1. Ako je brojn paran u tackic, tada funkcijaf ima ekstremnu vrednost i to:
lokalni maksimum ako j&™ (c) < 0, odnosno

lokalni minimum ako j& (M (c) > 0.

2. Ako je brojn neparan u tackic, tada funkcijaf nema ekstremnu vrednost, ali
ima prevojnu tacku.

5.6Q Primer. Odrediti ekstremne vrednosti i intervale monotonosti sledetih funkcija
xeR:

a) f(x)=x—sinx, b) f(x) =sirfx;, c¢)f(x)=x%€; d)f(x)=x¥3(x*>-8).

ReSenja.

a) Kako jef’(x) =1—cosx > 0, to funkcija f raste na skup \ {2k k € Z}. Kako
je f(2km) = sin(2km) =0 i f”(2km) = cog2km) = (—1) + 0, to funkcija f
u taCkamaxy = 2k, k € Z, ima prevojne téke. Prema tome funkcij& raste na
intervalu(—oo, +c0).

b) Kako je f'(x) = 2sinxcosx = sinx, to je f'(x) = 0, zaxc = &', k € Z. Posto je
f7(x) = 2cog2x) i (%) = 2(—1)%, to data funkcija ima lokalne minimume u
taCkamaxyj, a lokalne maksimume udt&amaxyj 1, j € Z.

Funkcijaf raste kada jé’(x) > 0, odnosno na svakom od intervaqan, @) ,
k € Z. Funkcijaf opada na svakom od interva(é\z";—l)”, (k+ l)n) ke Z.

Naravno, mogla se koristitGinjenica da je data funkcijaperiodicna sa osnovnom
periodomrt

c) Kako je f'(x) = (2x+x?)e*, to je f'(x) = 0, zax; = 0i x, = —2. Posto jef” (x) =
(24 4x+x?)e’, to je f7(0) > 0i 7 (—2) < 0. Dakle, funkcija ima lokalni maksi-
mum u t&ki xo = —2, a lokalni minimum u taki x; = 0.
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Funkcija raste na intervalid-c, —2) i na (0, +), a opada na interval(2,0).
d) Kako je
B2 +2(x*—8)  8(x*—2)
to je f/(x) = 0 zaxy = —/2i xo = v/2. Treca kriticna tétka za funkcijuf je xs = 0,
jer u njoj prvi izvod date funkcije ne postoji.
8 542

Posto je za svakr#£ 0: f"(x) = 9 @3 > 0, to funkcija f ima lokalni mini-

mum u kriténim ta&tkamax, = —v/2 i xp = /2. Posto je
X2 —2>0zaxe (—o,—v2)U(V2,+0) i ¥—-2<0 zaxe (—v/2,V2),
to je f'(x) > 0zax € (—v/2,0)U(v/2,+o). Na ta dva intervala funkcijd raste.

(%) = 23+ (2~ 8) <§x‘1/3>

Funkcija f opada na intervalimé—c, —/2) i (0,1/2), jer je na svakom od njih
f'(x) < 0.

Najzad, funkcijaf ima lokalni maksimum u &ki x3 = 0, jer prvi izvod f’ menja
znak prolaskom kroz &ku 0. »

5.13.4 Lopitalovo pravilo
f(x) . f(x)

Za odrdlivanje grantnih vrednostilim —— i lim ——, ! ¢esto se Kkoristi
x>cg(x)  x—eg(X)

5.61 Lopitalovo pravilo. Neka su funkcijé i g diferencijabilne u svakoj tacki intervala
(a,b), sem mozda u tackic (a,b). Neka su jo$ ispunjena sledeca tri uslova:

a) g (x) #0zax#¢;
b) obe funkcijef i g teZe nuli (respektivno teZe kg kadax teZi c;

F'(x)

g(x)
/
Tada takale postoji grani¢ha vrednodtm @ ivazi lim m =lim f (X).
x=c g(x) x—eg(x)  x=cd(x)

: . R
Dokaz. Pretpostavimo d&(x) — 0i g(x) — O kadax — c, i da je )I(lmc 9/83
. . f N R S
temo da je tada lim 1 = L. DefiniSimo funkcijeF i G na sledéi n&cin:

x=cg(x)

C) postop)l(@C

= L. Pokaza-

1U ovom odeljkue oznaava bilo koji od simbola-o ili +co.
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Hm—{é&* X7 qm—{gs% X¢9 (5.11)

X=C, X=C¢C
Tada vaZze jednakosti
)I(@CF(X) = )I(@Cf(x) =0=F(c) i )I(mG(x) = )I(@Cg(x) =0=G(c),

Posto su funkcijef i g neprekidne u svakoj &i intervala(a, b), sem mozda u ki c, to

su i funkcijeF i G neprekidne na celom intervala,b). Takade je za svaké iz intervala
(x,¢) (ili (c,x)), gde jexe (a,b), x# c, zadovoljend='(t) = f'(t) i G'(t) = d/(t), Sto znd&i

da funkcijeF i G zadovoljavaju uslove KosSijeve teoreme 5.48 na svakom od tih intervala.
Dakle, postoji € (x,c) takvo da je

F)-F() _F'(§) _ '@
G(x)—G(c) G(E) d@&)
Na osnovu relacije (5.11) je(c) =0i G(c) =0, pa sledi da je za # ¢
fx) _ ')
— = . 5.12
90 ~ 9 512
Primetimo d& — c kadax — ¢, pa posto prema uslovu 3 izraz na desnoj strani (5.12) ima

grantnu vrednost jednakiy, to i kolicnik ;83 mora imati istu grar@inu vrednost, tj. mora
biti ¢ ¢
i 109 _ lim (&) _

x~cg(x) E-cg(&)
Analogno se pokazuje i gtaj f (xX) — o i g(x) — o kadax—c. »

U praksi, kada treba odrediti gramiu vrednost!(imC;E:)) postupamo na slede
nacin. Prvo proverimo da i je u pitanju gramia vrednostg"ili " ; pa ako jeste,

f'(x)
g(x)
obe su mdusobno jednake.

ispitujemo )I(lmc Ako ona postoji, onda postoji i trazena gréma vrednost i

5.62 Primer. Koristeci Lopitalovo pravilo, odrediti sledece grani¢ne vrednosti:

a) lim coSX+3x—1 b) lim &+ e X—2CcoX. ) lim 32 +2x—2.
x—0 2X ' x—0 Xsin 2 ’ x—toeo  X2—-1 '
. 2Inx e . In(Inx
d) lim ——; e) lim —; f) lim ( ).
X—+00 \/)z X—+00 X x—+e  |nX
ReSenja.
a) Pokazimo prvo da su ispunjeni uslovi za primenu Lopitalovog pravila. Pre svega, funk-

cije f(x) = cosx+ 3x— 1 i g(x) = 2x su diferencijabilne u proizvoljnom intervalu koji
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sadrzi t&ku nula i dati izraz je oinkdg" kadax — 0, jer je f(0) = g(0) = 0. Dalje je

. (cosx+3x—1) . —sinx+3 . .
)|(ILTE) > = )|(ILT'6 5 = 3/2. Na osnovu Lopitalovog pravila je
. COoSX+3x—1
lim —— =3/2.
XL>0 2X /

b) lim e+e*—-2cox im e —e X4 2sinx im e+ e X+ 2cox _4/4-1
x—0 Xsin2 ~ x-0SINX+2XcosX  x-04C0SX—4xsinXx T

¥x-2 . X2 6

x2—1 e T2x _523'

c) Datiizraz je oblika ‘E,"paje lim
) X— 00

. 2lnx .2 , x .1

d lim —— = Iim - = lim i: lim — =0.
x—+e /X XH‘FOOT\/X X—te X x—ote /X

e) lim —egx lim 3e* lim %™ lim 276> +

= = = = 0,

x—too X3 x—tw X2 x—tw BX  x—tw 6
_In(nx) . s 1

f) lim ( ):nm X — fim — =0.
Xx—+w |nX Xodeo 2 X—-+o [NX

Proveriti da su ispunjeni uslovi Lopitalovog pravila u prethodnim zadackna.

5.63 Primer. Odrediti sledece granitne vrednosti:

a) lim xInx; b) lim sinxInsinx; ¢) lim x(el/x—l); d) lim xsin-.
X—0+ X—0+ X—+-00 X—+00 X

ReSenja.
1
a) lim xInx= lim — = lim —*3 = lim (—x) =0
X—0+ x—0+ X x—=0+ — = x—0+
o : _In(sinx . o= . :
b) Ilim sinxInsinx= lim %: lim =2 = lim (—sinx) = 0.
x—0+ x—0 STx x—0+ Sl x x—0+
/x (=1
. . el/x—1 . el x2 .
c) lim x(e¥*—1)= lim %: lim ——>% = lm e/*=1
X——4-00 X——4-00 X X——+00 ;T X— 00
(1 -1 1
. 1 . sin(s . =FcCos(3
d) lim xsin== lim () = lim Xi(x):l.>
X—400 X X+ )l( X—+-00 ;21
X

5.64 Primer. Odrediti sledete grani¢ne vrednosti:
lim (1+ 2x)Y/%; l —1)5 lim x5 lim (2x+ 1)%9%; lim xY/.
3) XILQ)( 2975 b) erg-k(ex U XLI’BLX, 9 x|—>mO( X+1) P9 xLTmX
Resenja. U ovim zadacima javljaju se neod¥eni izrazi oblika’0%, 1° i «°. Njihove granéne
vrednosti odrduju se prethodnim logaritmovanjem.

a) Za funkcijuy = (14 2x)¥* vazi Iny = )—1(In(1+2x), odakle je
2

oy X

=M =2

In(1+2x)

limIny = lim
X—0 X—0
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lim Iny

Na osnovu togajda'mo(1+ )X = @0 7 =€,
X—
b) Za funkcijuy = (e —1)* vazi Iny = xIn(e*— 1), odakle je
_ e 2 _ 2
lim Iny= I|m In(exl D _ = lim eill lim e =i Mzo,
x—0+ —0+ 2 x~0+ = x—0+ & —1 x—0+ ex
X I)l(m Iny
Na osnovu togajelirr01+(eX —1)*=e-0  =€&=1.
X—
1
X

. " - . Inx .
c) Zafunkcijuy=x*vaZiIny=xInx, odakle je Ilr(r; Iny= |II”(f)1 — = lim == lim (-x)=
X—0+ x—0+ =
X

lim Iny

0. Na osnovu togajehm X¥=e-0  =el=1
X—0+

d) Za funkciju y = (2x+1)% vazi Iny = ctgxIn(2x+ 1), paje

. _ . In(2x+1 z .-

lim Iny = lim (ctgxIn(2x+ 1)) = lim X+ _ i 2L 2 Prema tome jelimy =

X—0 X—0 X—0 th X—0 X—0

cogx
.
Inx Inx 1
— y1/x ; - _ - — - = =

e) lzy=x"/*sledi Iny x , paje I|m Iny XL'TOO x XILMX 0. Na osnovu toga

je lim x/*=e"=1.»
X— 400

5.65 Primer. Odrediti sledece grani¢ne vrednosti:

a) lim X ¥, by tim (21— 1 ). )nmi}
=+ \X—1 x+1)’ x—~0\ X sinx/’ -1 x/°

ReSenja. Ovde se javljaju izrazico — «”, i njihove grantne vrednosti se takie mogu dobiti
primenom Lopitalovog pravila, nakon primena odgovat#juransformacija.

a) lim XN 28 m &,
e \ X1 X1/ xiex@—1  xohe 2x

1 1 . osinx—x . cox—1 . —sinx
b) Im|-——]=Iim =lim m-———=
x—=0\ X SInX x—0 XSinx x—0 SiNX+ XCOSX X~>0 2COSX— XSinx
: 101\ . ox—e&+41 . 1-¢ -
9 LHEJ(eX—l_x)_)I(m)xé(x ke T 1 aoxer e A

2x — sinx
5.66 Primer. Odrediti granicnu vrednostlim ———
X—-+00 2X+ SinX’

Re3enje. Kako je zax > 2

2X—1 2x—sinx _ 2x+1 vasi im 2x—1 im 2x—|—1_1
2X+1 = 2x+sinx — 2x—1 Xt X+ 1 xetw2X—1
2X— sinx

toje lim ——— =1. U ovom slaju, me&utim, ne moze se primeniti Lopitalovo
x—+00 2X + SinX

(2x—sinx)" im 2—cosx
+oo (2x+ sinx)’ " x40 24 COSX

pravilo, jer ne pOStOjI I|m
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5.13.5 Fiztki smisao izvoda

Ako funkcijas=s(t), t > 0, opisuje préleni put materijalne tke (kao funkciju
vremenat), tada je prvi izvod funkcijes u tacki to > 0 (ako postoji),trenutna
brzina te materijalne téke u momenty, dok je drugi izvod funkcijes u taCki tg
(ako postojiytrenutno ubrzanje te materijalne téke u momentty.

5.67. Primer. Telo se krece pravolinijski, a udaljenost od pocetne tatke data je zakonom
s=1t3—- 122+ 36, gde je vreme dato u sekundama, a psu metrima.

a) Odrediti vremenski interval u kome se udaljer®stl potetnog polozaja povetava
i vremenski interval u kome se udaljensstd poCetnog poloZaja smanjuje.

b) Odrediti vremenski interval u kome se brzingpovetava i vremenski interval u
kome se brzina smanijuje.

¢) Odrediti razdaljinu tela od pocetne tacke posle 7 sekundi.

Re3enja. Prema prethodnom, brzina posmatranog teldtje= s (t) = 3t? — 24t + 36,
a ubrzanje ja(t) =s'(t) = 6t — 24.
a) Udaljenosts od pacetnog poloZaja se pofava ako jes'(t) = v(t) > 0, tj. za
3t2 — 24t 436 = 3(t2— 8t +12) = 3(t — 2)(t — 6) > 0.
To se deSava Za<t < 2it > 6. Udaljenosts od paetnog poloZaja se smanjuje
ako jes(t) =v(t)=3(t—2)(t—6) <0,t.za2<t <®6.
b) Brzina se poveava ako je/(t) = a(t) = 6t — 24> 0, tj. ako jet > 4.

Brzina se smanjuje ako jé(t) = a(t) =6t —24 <0, tj. ako je0O <t < 4.

1 Q0.2
t=0 t=2 L
- > S
[te]
B<
=6 I
’ -¢ - R d
: &
: t=7 POO) —p . A
—_— B -
20t S
Slika 5.7. Slika 5.8.

c) U pocetnom trenutku = 0 je s= 0, tj. telo je u t&ki O. U vremenu0 <t < 2
duZina puta se pogava, Sto zné da se telo krée u desno, tj. u pozitivnom smeru
sose. Za =2 je s= 32m. Za sledée4 sekunde, tj. z& <t < 6, rastojanje od
tatke O se smanjuje, tj. telo se ke u levo (u negativnom smesu-0se). Za =6
je s=0, tj. telo se vratilo u téki O. Ako set dalje pové&ava, tj. zeb <t < 7, telo
se ponovo krée u desno i za= 7 je udaljenos= 7m od t&keO (sl. 5.7).»
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5.68 Vertikalan hitac. Projektil se ispaljuje vertikalno u vis brzinom eOm/sec.
Opisati njegovo kretanje tokom vremena. Uzeti da je ubrzanje Zemljingteze

2
10m/g. Visina na koju se telo penje data je opstim izrazu(t) = vot — %, tj.

2
h(t) = 40Q — 5t2.

ReSenje. Ovo je tipican primer jednoliko usporenog kretanja. Visina data u funkciji od
vremena jeste parabola okrenuta na dole. Nule ove parabble=sbis it, = 80s.
Prva vrednost predstavlja trenutak lansiranja, a druga odgovara vremenu kada se
projektil vrati na zemlju.
Brzina projektila jev(t) = h'(t) = 400— 1&. Brzinav(t) je pozitivha (usmerena
navise) sve do = 40s, a potom postaje negativha (usmerena na nize). Momenat
t = 40s odgovara maksimalnoj visihinax = h(40) = 400- 40— 5-40% = 8.000m.
UoCimo da jev(80) = —400m/s, Sto zndéi da je brzina povratka po intenzitetu
jednaka brzini lansiranja (5to je posledica zakona o odrzanju enensgije).

5.13.6 Razni zadaci sa primenom izvoda

5.69 Primer. Od kartona pravougaonog oblika duzi@écm i Sirinel6cm, treba isecCi
jednake kvadrate oko svakog temena tako da se dobije otvorena kutija oblika kvadra
sa najvetom zapreminom

ReSenje. Ako ozn&imo sax stranicu kvadrata koji se iseca, tada su dimenzije kutije
X, 16— 2xi 21— 2x, pa je njegova zapremina

V(x) = X(16— 2x) (21— 2x) = 2(16&— 372+ 2x3), x € [0,8).

Prvi izvod funkcijeVje V/(x) = 2(168— 74x+ 6x%) = 4(3x— 28)(x— 3). Nule ove
funkcije sux; = 28/31 x2 = 3, pri Cemu jex; > 8, pa nema smisla u naSem &hju.
Drugi izvod funkcije jeV” (x) = 4(6x— 37), pa jeV"(3) < 0. Prema tome, funkcija
ima lokalni maksimum u &ki x = 3. To je lokalni maksimum, pa je potrebno
proveriti da li je to i globalni maksimum, $to u ovom &hju zn&i da treba ispitati
jos i vrednosti funkcije u krajnjim ttkama. Kako j&/ =0zax=0ix= 8, to se
najveta zapremind = 450cm?® zaista dobija z& = 3, tj. kada se iz svakog ugla
iseCe kvadrat stranic8cm. »

5.7Q Primer. Odrediti dimenzije kontejnera oblika kruznog valjka date zapreiire
24nm? tako da cena utro$enog materijala bude minimalna, ako je materijal koji se
koristi za dno tri puta skuplji od materijala za omotac.

ReSenje. Ako ozn&imo sar polupre&nik kruga koji se nalazi u osnovi valjka, &
njegovu visinu, tada zbog = Hr?mtmozemo pisatH = 24/r2. Ako sac dinara
ozn&imo cenu kvadratnog metra materijala koji se koristi za ohwotdika, tada
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omota valjka stajec(2rrH ), a osnova staj&c(1r?). Ukupna cena materijala za
ceo valjak je
C(r) = c(2irH) + 3c(Tr?) = cry(3r? + 2rH) = cm(3r2 + ).

Kako jeC'(r) =cr(6r — %) = 60T[<r3§8) ,tojeC'(r) =0zar = 2. ZbogC"(r) =

-
cr(6+ 2£) jeC”(2) > 0, pace se najjeftiniji valjak dobiti ako je poluptaika2cm
i visine6cm. »

5.71 Primer. Odrediti valjak maksimalne zapremine koji se moZe upisati u kupu visine
H = 12cm i poluprecnika osnove = 4cm, ako je osa simetrije kupe istovremeno
i osa simetrije valjka

ReSenje. Ako ozn&imo sar polupre&nik osnove valjka, a shvisinu valjka, tada je
zapremina valjk& = 1r?h. Iz sli¢nosti trouglovaABC i AOSsledi proporcional-
nost odgovarajtih stranica, pajeg’- = H ili ;.- =12 =3 odnosno h=
3(4—r). Zato jeV(r) = r?h = 3m(4r2 —r3) i V/(r) = 31w (8 — 3r). Kriti ¢ne td&ke
za funkcijuV sur =01 r = 8/3. Kako je V”(r) = 3m(8—6r), V"(0) >
0, V”(8/3) <0, tose zar = 8/3, h= 4 dobija valjak maksimalne zaprem-
ineV = 256r/9cm? upisan u datu kupue

5.72 Primer. Neka se dva puta ukrstaju u tacRipod pravim uglom. Jedan auto-
mobil prade tackuP u 10 sati ujutro putujuci konstantnom brzinom 2akm/h u
desno (prema istoku). U isto vreme drugi automobiRien udaljen od tack®
prema gore (prema severu) putujuci prema dole (prema jugu) brzinos®kih/h.
Odrediti vreme kada ¢€e ta dva automobila biti najblize jedan drugome

ReSenje. Ozn&imo pomenute puteve pormo X i y ose, a s& broj sati posle 10
Casova ujutro. Tadée sporiji automobil pr& 20tkm i biti u tacki A, a brzi au-
tomobil preEi 50tkm i biti u tacki B. Rastojanje izméu A i B dato je sad =
V/(2—50t)2 + (20t)2 = V4 — 200 + 290Q2.

Potkorena vefiina uvek pozitivha (dakle, nema problema sa definisanosti), i da

nikada ne moZze biti jednaka nuli. Funkcijge definisana na intervalu dd= 0

dot = % = 2%, kada drugi automobil stigne udku P. Funkcija /X je rasti&a,

tako da se ekstremne vrednosti funkgijéf (x), f(x) > 0 mogu odrediti pomou

ekstremnih vrednosti funkcijé, Sto je znatno jednostavnije. Ako oo f (t) =

4—20+29002, tada jef’(t) = —200+580Q, pajef’(t) =0zat = 200 = .

Zbog f(t) = 5800> 0, funkcija f ima zat = % lokalni minimumf (55) ~ 0,55.
1

29

apsolutni minimum za funkcijd.
Prema tome, automobitie biti najblizi jedan drugom pos% sati od polaska, od-
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nosno priblizno 2,07 minuta posle 10 sati. Najmanje rastojanjedanngih bice

\/ T (35) = /0,55~ 0,74km. »

5.14 Grafici
5.73 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = x* — x? (sl. 5.9).

ReSenje. Data funkcija je definisana na celom skupu
Funkcijaf je parna, jer je za svec R: f(—x) = (—x)*— (—x)? = f(x).
Nule funkcije f su zaf (x) = 0, tj. zax* — x*> = 0, to vazi za
Prvi izvod funkcijef je f/(x) = 4x3 — 2x = 2x(2x? — 1), i njegove nule se nalaze iz
2x(2x? — 1) = 0, §to vaZi zag = 0, % = V/2/2i X3 = —/2/2.
Data funkcija raste ako j&'(x) = 2x(2x> — 1) > 0. Kako je2x* —1 >0 za X €
(—00,—/2/2)U(v/2/2,4+), to zax € (v/2/2,+) vazi2x(2x> — 1) > 0. Dalje je
2 —1<0 za x€ (—v2/2,v/2/2), pazax € (—/2/2,0) vazi2x(2x> — 1) > 0.
Dakle, funkcijaf raste na intervaliméa—+/2/2,0) i (v/2/2,+).
Sliéno se pokazuje da funkcijfaopada na intervalimg—oco, —1/2/2) i (0,1/2/2).
Drugi izvod funkcijef je f” = 12x* — 2.
Kako je f”(0) = —2 < 0, to funkcija f u tatki A(0,0) ima lokalni maksimum.
Kako je f”(v/2/2) = 4 > 0, to funkcija f u tatki B(v/2/2, —1/4) ima lokalni min-
imum.
Kako je f"(—+/2/2) = 4 > 0, to funkcija f u tatki C(—+/2/2,—1/4) ima lokalni
minimum.
Funkcija f je konkavna odozgo ako j&’(x) = 12x* — 2 > 0, §to je ispunjeno na
intervalima(—o, —/6/6) i (v/6/6, +).
Funkcija je konkavna odozdo ako fé(x) = 12x> — 2 < 0, $to je ispunjeno na in-
tervalu(—+/6/6,1/6/6).
Iz f(x) = 122 — 2 = O sledix; 2 = +1/6/6, 3to znd&i da funkcijaf ima moge
prevojne téke D(1/6/6,—5/36) i E(—+/6/6,—5/36). BudLti da, prema prethod-
nom, grafik funkcije menja svoju konkavnost u ovintkama, to su one zaista
prevojne téke funkcijef.

Data funkcija nema asimptota (sl. 5.9).

5.74 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = x3—§ (sl. 5.10).
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ReSenje. Data funkcija je definisana na celom skuRu
Data funkcija nije parna, jer je, na primdi,—1) = —5/4, Sto je razl€ito od f (1) =
3/4, a nije ni neparna, jer je, na primer—1) # —f(1).
Nule funkcije f se dobijaju kao reSenja jediinex® — x*/4 = 0. Dakle to sux =0
(trostruka nula) k = 4.
Prvi izvod date funkcije jef’(x) = 3x> — x® = x*(3—x) i jednak je nuli ako je

Slika 5.9f (x) = x* — x2 Slika 5.10 f(x) _x3—);4
X1,2:Oi X3:3.

Moguce ekstremne vrednosti $¢0,0) i B(3,27/4).

Funkcija f raste ako jef’(x) = x?(3—x) > 0, 3to je zax # 0 ekvivalentno sa
3—x> 0, odnosno sa < 3.

Funkcijaf opada ako j&’(x) = x*(3—x) < 0, tj. za3— x < 0, odnosno zx > 3.
Drugi izvod funkcije f je " = 6x— 3x? = 3x(2 — x). Kako je f”(3) = -9 < 0,
to funkcija f u tacki B(3,27/4) ima lokalni maksimum. U &ki x =0 je f/(0) =
f”(0) =0i f"”(0) # 0, pa funkcijaf nema ekstremnu vrednosiu= 0.

Funkcija f je konkavna odozgo ako j&’(x) = 6x — 3x? > 0, 3to je ispunjeno za
x € (0,2).

Funkcija f je konkavna odozdo ako j&’(x) = 6x — 3x? < 0, §to je ispunjeno na
intervalima(—e,0) i (2,+).

Iz prethodne dve t&ke sledi da funkcijg ima prevojne téke u t&kamaA(0,0) i
C(2,4)

Data funkcija nema asimptota (sl. 5.18).

5.75 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = X6 — 12x* 4+ 48x*> — 189 (sl.
5.11).
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ReSenje. Domen date funkcije j&. Funkcija je parna. Nule funkcijé se odréuju iz
f(x) = 0, odnosnox — 3) (x+ 3)(x* — 3x? + 21) = 0. Odatle dobijamo da su nule
funkcijex; = —3, xo = 3.

Prvi izvod funkcije f je f/(x) = 6x° — 483 4 96x = 6x(x> — 4)2, x € R. Nule
prvogizvodasixz=—2, x4=2 1 X =0.

Kriti Cne t&ke funkcijef suA(0,—189), B(—2,—-125, C(2,—-125).

Funkcija f raste kada j&'(x) > 0, ustvari kada jex > 0, tj. na(0,+), a opada
f’(x) <0, tj. naintervalu ng—,0).

Drugi izvod funkcijef je f”(x) = 30x* — 144x? 4-96, odnosnof ”(x) = 0, zaxs =
-2, % =2,%=2V5, x¢=—2V5.

Kako je f”(0) =96 > 0, to je krititna t&€kaA(0, 189), tatka u kojoj funkcija ima
minimum.

Primetimo da prvi izvod ne menja znak Gkamaxz = —2, i x4 = 2, iakoje f'(2) =
0, f'(—2) =0, Sto zn&i da funkcija nema ekstrema u tintiama.

Funkcijaf je konveksna ako jé " (x) = 6(5x* — 24x2 + 16) > 0, tj. na(—, —2),
na (—%\@, %ﬁ) ina(2,), a konkavna ako jé " (x) = 6(5x* — 24x? + 16) < 0,

tj. na (—2,—%%) ina (%\@,2)

Funkcija f ima Cetiri prevojne take B(—2,125), C(2,—-125), D(—%\@, f(xs)),
E(2V/5, f(x)), gde jef (igﬁ) — W71 157768

Data funkcija nema asimptotm.

I

50

0 2 44\, x
/0

Slika 5.11.f(x) = x5 — 12x* + 48x*> — 189 Slika 5.12. f(x) =

(x—2)?

3

5.76 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (sz)z (sl. 5.12.).

ReSenje. Domen date funkcije jé—,2) U (2, +). Nula funkcije f je x; = 0.

Prvi izvod funkcijef je f/(x) = x2- ﬁ Nule prvog izvoda six; = 0, X, = 6,
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tako da su krittne t&ke funkcijef A(0,0) i B(6,27/2).
Funkcija f raste zaf ’(x) > 0, odnosno zgx—6)(Xx—2) > 0, tj. na(—,2) i na
(2,400). Funkcijaf opada ng2,6).

Drugi izvod funkcijef je f”(x) = 22, i ima nulu zax = 0. Znai, tatkaA(0, 0)

(x=2)
jeste prevojna ka.
Iz £”(6) > O sledi da je tékaA(6,27/2) minimum funkcije.
Funkcija je konveksna ako j&”(x) > 0, tj. na(0,2) i na (2,+®), a konkavna na
(—,0).

Funkcija ima vertikalnu asimptotu= 2, jer je Iirg f(X) =o0i Iin2q+ f(X) = co.
X—2— X—

Funkcija nema horizontalnu asimptotu, jer ]'mi1 f(X) = £oo.
X—+00

Iz XIim @ =1, )I(im (f(x) —x) = 4, sledi da funkcija ima kosu asimptotu
y=X+4.»

5.77. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = ;(2;_59 (sl. 5.13).

ReSenje. Data funkcija je definisana na skupuco, —3) U (—3,3) U (3,+). Data
funkcija nije ni parna ni neparna. Nula funkcifge zax = 5.

. Lo =X+ 10k—9
Prviizvod funkcijef je f'(x) = Toe—97
Prvi izvod funkcije f ima nule zax=11i x =9, pa su krittne t&€ke A(1,1/2) i
B(9,1/18).
Funkcija f raste za—x?+ 10x—9 > 0 x # 43, odnosno na intervalimél, 3) i
(3,9).
Funkcijaf opada za-x>410x— 9 < 0i x # £3, odnosno na intervalim@-co, —3),
(—=3,1)i (9,+).

Drugi izvod funkcijef je f”(x) = 2%

Kako je f”(1) > 0, to funkcija f ima lokalni minimum u taki A(1,1/2).

Kako je f”(9) < 0, to funkcija f ima lokalni maksimum u ki B(9,1/18).
PolinomP(x) = x3 — 15x? 4+ 27x — 45 ima jednu realnu nulu kojéemo obeleZiti
saXo. Kako je f”(13) < 0i f”(14) > 0, to tatka xp pripada intervalu13,14);
pokaz&emo da u t&ki C(Xo, f (X)) funkcija f ima prevojnu téku.

Pokazimo da je funkcijd konkavna odozgo (tjf”(x) > 0) na intervalima —3,3)
i (Xo0,4). Naime, zax < Xp vaziP(x) < 0, a takodje jex* —9 < 0 zax € (—3,3).
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Zax>XpjeP(x) >0ix>—9> 0.

Funkcijaf je konkavna odozdo z#'(x) < 0, tj. na intervalima(—o, —3) i (3,Xo).
Na osnovu prethodnog sledi da GkaC, sa apscisomg € (13,14), funkcija f ima
prevojnu t&ku.

Ay

I
x
A

o
x=3

Slika 5.13.f (x) = - Slika 5.14. f (x) = X+

X=5
x>—9
Asimptote: Funkcija ima dve vertikalne asimptate: —3i x =3,
jervazi Iim f(x)=—c i lim f(X) = +co.

X——3— X—3—
Takodje Jexﬂrir}5+ f(X) =+ooi X“j& f(X) = —co.
Funkcija ima horizontalnu asimptofu= 0 i kadax — 4 i kadax — —oo, jer je
XIir:rg f(x) =0.

Funkcija nema kosu asimptotu (sl. 5.13).

X(X+1)
X2 +1

5.78 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (sl. 5.14).

ReSenje. Data funkcija je definisana na intervglu o, +-). Funkcijaf nije ni parna
neparna. Nule funkcijé su zax = —1i x= 0. Prvi izvod funkcijef je f'(x) =
*(ijflx)ﬁl. Prvi izvod funkcijef ima nule u t&kamax; = 14+ v2ix = 1—+/2, pa
su kriticne t&ke A(1++v/2, (1++v2)/2) i B(1—v/2,(1-v2)/2).

Funkcija f raste kada jef’(x) > 0, tj. za —x? +2x+1 > 0, §to vaZi zax € (1—

V2,1+V2).
Funkcijaf opada kada jé’(x) < 0, tj. naintervalima —oo, 1—+/2) i (14 /2, +).

Drugi izvod funkcije f je f”(x) = 2%. Kako je f”(1++v/2) < 0, to

funkcija f ima lokalni maksimum u &ki A(1++v/2,(1++/2)/2).
Kako je f”(1—+/2) > 0, to funkcija f ima lokalni minimum u t&ki
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B(1-v2,(1-v2)/2).

Funkcijaf je konkavna odozgo z#’(x) > 0, tj. na intervalima

(—=1,2—+/3) i (24+/3,+). Funkcijaf je konkavna odozdo z&'(x) < 0, tj. na

intervalima (—o, —1) i (2—+/3,2+/3).

Prevojne téke suC(—1,0), D(2++v/3,(3++3)/4) i E(2—+/3,(3—3)/4).

Asimptote: Vertikalnih asimptota nema. Funkcijama horizontalnu asimptotu
B o X(x+1) B

y = 1kada+oo, jer je xI—I>Too f(x) = XI_|>n+1oo il 1. Takodije je XI_|>r[1oo f(x) =1,

pa je pravyy = 1 horizontalna asimptota i+c. Funkcijaf nema kosu asimptotet.

x3+4

X2 —4

ReSenje. Data funkcija je definisana na skupdco, —2) U (—2,2) U (2, +). Funkcija
f nije ni parna ni neparna. Nula funkcifeje zax = —v/4. Prvi izvod funkcije f

. ¥3—12X—
Je f/(X) =X (X21_24()28'

5.79 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (sl. 5.15).

Ako ozn&imog(x) = x3 — 12x— 8, tada jeg(—4) < 0i g(—3) > 0, pa postoji téka
X1 € (—4,—3) takva da jeg(x1) = f/(x1) = 0. Sli€no se pokazuje da postoj&ka
X2 € (_17 0) [ X3 € (3, 4) Ssa OSObinong(xz) = g(X3) =0.

Prema tome, funkcij imacetiri kritiCne t&keA(0, —1), B(xq, f(x1)), C(X2, f(x2))
i D(xs, f(x3)).

Funkcijaf raste na intervalimé—oo, x1), (X2,0) i (X3, +).

Funkcijaf opada na intervalimex, —2), (—2,%2), (0,2) i (2,%3).

Iz prethodnog sledi da sudke A i B lokalni maksimumi, a tékeC i D lokalni

minimumi.
. . : : . o X3t4
Asimptote: Vertikalne asimptote su= —2 i x = 2, jer vazi Ilm2 2 4=
X——~2— —
X3 +4 x3+4 x3+4
[ = —oo. Takodje je lim ——— = lim = +o0. Funk-
x—2— X2 — 4 * e A 4 R x—2+ X2 — 4 e

cija f nema horizontalnu asimptotu.

fx)

Funkcija f ima kosu asimptotly =X i U 4o i U —o jer je k= lim — =

X—Foo X
3
. xX°+4 . . 4Ax+4
M e ax b =M (F) —x) = i g =

5.8Q Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = /x+ /4 —x (sl. 5.16).

ReSenje. Data funkcija je definisana na intervdlli4]. Funkcija f nema nula. Prvi

izvod funkcijef je f/(x) = ‘2/\?(/%[;(-
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y y A
o~ D
) » 2
2
. X >
A >
B 0 2 X
\‘/
Slika 5.15.f (x) = 5+4 Slika 5.16. f(x) = X+ v4—X

Prviizvod funkcijef ima nulu zay/4 — x— /x= 0, tj. zax = 2, pa je kritcna t&ka
A(2,2V/2).

Funkcijaf raste za/4 —x— /X > 0, tj. na intervalu(0, 2).
Funkcijaf opada za/4 — x— /x < 0, tj. na intervalu(2,4).

- . " - _l 1 1
Drugi izvod funkcije je f”(x) = —3 <¢x*3 + m) .
Kako je f"(2) < 0, to je ta&tkaA(2,2v/2) lokalni maksimum funkcijef . Primetimo
da je u ovom slaaju to i njen globalni maksimum.

Kako je f”(x) < 0 za svex € (0,4), to je data funkcija konkavna odozdo na svom
domenu.

Vertikalnih asimptota nema, dok se o horizontalnim i kosim i ne moZe govoriti.
Naime, domen funkcijé je interval[0, 4], pa se ne mogu ni ispitivati odgovarégi
granitne vrednosti - ili u +o (sl. 5.16).»

5.81 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = e¥/* (sl. 5.17).

ResSenje. Data funkcija je definisana na skupt o, 0) U (0,+). Funkcijaf nije ni
parna ni neparna. Funkcifanema nula.

Prvi izvod funkcijef je f/(x) = —e;—éx. Prviizvod funkcijef nema realnih nula, pa
data funkcija nema kritnih ta€aka. Funkcijaf opada za svakeiz domena.

Drugi izvod funkcijef je f”(x) = Z;tel/x.

Funkcijaf je konkavna odozgo na intervalinfa-1/2,0) i (0,+). Funkcijaf je
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konkavna odozdo na intervalt-co, —1/2).
Funkcijaf ima prevojnu téku A(—1/2,e72).

Asimptote: Vertikalna asimptota je= 0i vaZi Iirg et/ = 4o, Iirg el/*=0.
X—0+ X—0—

Funkcijaf ima horizontalnu asimptotu kad— 4o, jerjexlirE el/X = 1. Funkcija
f nema kosu asimptotu (sl. 5.1%.

v

Slika 5.17.f(x) = et/* Slika 5.18. f(x) = e 1/*

5.82 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = e /% (sl. 5.18).

ReSenje. Grafik ove funkcije je osno sime&an premay—osi sa grafikom funkcije iz
prethodnog primera.

5.83 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = xe* (sl. 5.19).

ReSenje. Data funkcija je definisana na skufu Funkcijaf nije ni parna ni neparna.
Nula funkcijef jeux=0.

Prvi izvod funkcije f je f/(x) = (x+ 1)€*. Prvi izvod funkcije f ima nulu za
x = —1, pa je krit€na t&ka A(—1,—1/e). Funkcijaf raste zax > —1. Funk-
cija f opada zx < —1.

Drugi izvod funkcijef je f”(x) = (x+2)e*. Kako je f”(—1) > 0, to data funk-
cija ima lokalni minimum u téki A(—1,—1/e). Funkcija je konkavna odozgo za
f”(x) > 0, tj. na intervalu(—2,+). Funkcija je konkavna odozdo na intervalu
(—o0, —2). Funkcija ima prevojnu t&ku B(—2, —2e72).

Asimptote: Data funkcija nema vertikalnih asimptota. Funkg€ijma horizontalnu
asimptotux = 0 kadax — —oo, jer je

. . _ .t .
lim xe&= lim te'= lim - = lim = =0.
X— —00 t—+4o0 t—+o0 et t—+4o é
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Funkcija nema kosu asimptotu (sl. 5.18).

Ay

12

B A

Slika 5.19. f (x) = xe* Slika 5.20. f(x) = xe ™’

5.84 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = xe ¥ (sl. 5.20).

ReSenje. Data funkcija je definisana na skuffu Funkcijaf je neparna, jer za sve
X € R vazi

f(—x) = (—x) - 69" = —x& = —(x).
Nula funkcijaf je ux= 0. Prvi izvod funkcijef je f'(x) = (1— 2x2)e‘X2.
Prvi izvod funkcijef ima nule zax; = v/2/2i x; = —/2/2, pa
su kriticne t&ke A(v/2/2,v/2e"Y2/2) i B(—v/2/2, —/2e7%/2/2).
Funkcijaf raste na interval(—+/2/2,/2/2).

Funkcijaf opada na intervalimé—c, —/2/2) i (1/2/2,+). Drugi izvod funk-
cije f je ”(x) = 2x(2x% —3)e. Kako je f”(v/2/2) < 0, to funkcija ima lokalni
maksimum u téki A(v/2/2,v/2e71/2/2). Kako je f”(—+/2/2) > 0, to funkcija f
ima lokalni minimum u taki B(—v/2/2, —v/2e %/2/2).

Funkcijaf je konkavna odozgo na intervalima-+/3/2,0) i

(/3/2,+).

Funkcijaf je konkavna odozdo na intervalinfac, —+/3/2) i (0,1/3/2).
Prevojne tike suC(0,0), D (\ /3/2, + /3/2e*3/2> i E (—\ /3/2, /3/2e*3/2> .
Asimptote: Nema vertikalnih asimptota. Funkcija ima horizontalnu asimptotu
y=0u+oo, jerjexlirjrg xe ¥ = 0.

Funkcija nema kosu asimptotu (sl. 5.20).

5.85 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (x+ 2)e'/* (sl. 5.21).

ReSenje. Data funkcija je definisana na intervaluco, 0) U (0, +). Data funkcija nije
ni parna ni neparna. Nula funkcijeje zax = —2.

Prviizvod funkcijef je f'(x) = %el/x. Funkcijaf’ ima nule za> —x—2 =0,
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odnosno zx=2ix=—1.
Mogute ekstremne vrednosti funkcije su GhkamaA(2,4e'/2) i B(—1,e1).
Funkcijaf raste za? —x—2> 0i x# 0, tj. na intervalima—oo, —1) i (2, +0).
Funkcijaf opada na intervalimé-1,0) i (0,2).
Drugi izvod funkcijef je f”(x) = %}2el/x.
Kako je f”(2) = 2e¥2 > 0i f”(—1) = —3e! < 0, to u tati A(2,4e"/?) data funk-
cija ima lokalni minimum;B(—1,e~1) data funkcija ima lokalni maksimum.
Data funkcija je konkavna odozgo na intervalifda2/5,0) i (0,+o). Data funk-
cija je konkavna odozdo na-«, —2/5). Prevojna téka date funkcije jeste u
C(~2/5,(4/5)e>/?).
Asimptote: Vertikalna asimptota je=0, jer je Iirg f(x)= IirB1+(x+ 2)et* = +oo.
X—0+ X—
= lim (x+2)eY/*=0.
X—0+

(X+2)et* = +w, to znd&i da funkcijaf nema hori-

Sa druge strane jdirg f(x)
X—0—
Kako je Xlinj! f(x) = XIirjrg
zontalnu asimptotu. Kosa asimptota- kx+ n se odredjuje iz sledéh grantnih
vrednosti:
K= limypo T jim X F2x g
X  x—otwo X
= i —_ = i /X — = i /X — i /X
n Jim (f(x) —kx) = lim ((x+2)e/*—x) )(Iﬁlrﬂmx(e1 1+ lim 2¢!

oetx-1
= lim

X— 400 1

. -1
+2=Ilm——+2=3.
t—0 t

X
Prema tome je prawa= x+ 3 kosa asimptota t-« date funkcijes

Slika 5.21.f(x) = (x+2)eY/* Slika 5.22. f(x) = (1—x?)e %

5.86 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (1—x?)e=? (sl. 5.22).

ReSenje. Data funkcija je definisana na skufu Funkcijaf nije ni parna ni neparna.
Nule funkcijef su u t&kamax=1ix= —1.
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Prviizvod funkcije je f'(x) = (—2—2x+2x®)e"*. Prviizvod funkcijef ima nule
uLye i 5 pasuA<1+2ﬁ7(—1—ﬁ%e<l+ﬁ>> iB(lzﬁ e > "

ticne t&ke.

Funkcijaf raste na intervalimg—co, 1=8) i (22 to0), a opada ng 1=/, 14y/5).
Drugi izvod funkcije je f”(x) = (2+ 8x — 4x?)e~*

Kako je f”((1++/5)/2) > 0, to funkcija ima lokalni minimum u ki A.
Kako je f((1—+/5)/2) <0, to funkcija ima lokalni maksimum u &i B.
Funkcija je konkavna odozgo nél — 1+ f) Funkcija je konkavna odozdo
na intervalima(—o,1—+/6/2) i (1+ f/2 +-00),

Funkcija ima prevojne ttke u x = 1+ @ i x=1-— ?

Asimptote: Funkcijaf nema vertikalnih asimptota. Funkcifaima horizontalnu
asimptotuwy = 0 kadax — +o, jer je IirJrr1 (1-x%)e>=0.

X——+00
Funkcija nema horizontalnu asimptotu kada> —, jer je

lim (1-x¥)e = —c.

X——00

Funkcija nema kosu asimptotm.

5.87 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = €2/(1-%) (sl. 5.23).

ReSenje. Data funkcija je definisana na skupuoo, —1) U(—1,1) U (1, +). Funkcija
f nije parna ni neparna. Funkcifanema nula.

20 +1) &2/ (1)

(1—x2)2

Prviizvod funkcijef nema realnih nula. Funkcijaraste na intervalimg—co, —1),

(—=1,1) i (1,+00).

Prviizvod funkcijef je f'(x) =

Asimptote: Vertikalne asimptote su= —1i x= 1, jer je I|m el 52 — = 400 |

- ZX X o
||n]’-] e1-@ = 400,
X—1—
Za ispitivanje toka i crtanje grafika funkcijé vazne su i sled® dve grariine

vrednosti: lim e1- fR =0i lim e e =0.
X——1+ X—1+

2x
Funkcijaf ima horizontalnu asimptoty= 1 kadax — +oo, jerjexlirjrtl er-? =1,
Funkcijaf nema kosu asimptotus

5.88 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = Iniiz (sl. 5.24).
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, I - 1-— g
ReSenje. Data funkcija je definisana Z?S): > 0, odnosno zax| < 1. Funkcijaf je
neparna, jer je z&| < 1

1—-(—x) 1-x

f(—x):lnl+(_x) =— nm_

—f(x).

Funkcijaf ima nulu zax= 0. Prvi izvod funkcijef je f/'(x) = _Lz' Prviizvod

1-x
funkcije f nema nula. Funkcijd opada ng—1,1).
4ax
. h oo g
Drugi izvod funkcijef je f"(x) = 7(1_)(2)2.

Funkcija f je konkavna odozgo né—,0). Funkcija f je konkavna odozdo na
(0,+00). Funkcijaf ima prevojnu taku O(0,0).

Funkcijaf ima vertikalne asimptote= —1i x=1jer je

. 1-x . . 1-x
Im N—=40 i ImIn—=—-0. »
x——1+ 14X x—1- 14X

\/

Slika 5.23.f (x) = e/(1-X) Slika 5.24. f(x) = |ni§

5.89 Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = v/x2 — v/x2+ 1 (sl. 5.25).

ReSenje. Data funkcija je definisana na skufu Data funkcija je parna. Funkcija
nema nula, i vazi (x) < 0 za svex € R.
3/ (w2 2 _ 3/y4
Prvi izvod funkeije je £/(x) — 2V OCTDZ=VX

Funkcijaf opada ngd—,0). Funkcijaf raste zg0,+©),

U taCki x = 0 prvi izvod funkcije f ne postoji, jer su u toj &ki njen levi odnosno



5.14. Grafici 177

desni izvod jednaki-co odnosno+eo. Medjutim, funkcijaf ima minimum u t&ki
x =0, jer, kako smo u prethodne dvette vet videli, levo od t&ke 0 funkcija f’
je negativna, a desno od nje je pozitivna. Primetimo da je tangenta grafik&iu ta
x = 0 normalna nx—osu.
/(@ 11)5+3 V8- Y/xI0 X0
e/ eerns ‘
Funkcijaf” je negativna za sve+ 0, pa je funkcijaf konkavna odozdo na inter-
valima(—,0) i (0,+), i nema prevojnu téku.

Drugi izvod funkcijef je f”(x) = —2

Asimptote Funkcijaf nema vertikalne asimptote. Funkcifaima horizontalnu
asimptotuy = 0 kadax — +oo, jer je

lim (VX2 —Vx2+1)

X— 00
_ i VRV DX R0 +T) + Y08+ 1)
X—too (VXA + /(2 + 1) + /(3@ +1)2

-1
lim =0.
e (Vi Y0 +1) + /(0@ + 1)

Funkcijaf nema kosu asimptotus

Slika 5.25. f(x) = V3@ — V»x2+1



Glava 6

Neodredeni integral

6.1 Osnovni pojmovi i metodi

6.2 Definicija neodralenog integrala

6.1 Definicija. FunkcijaF je primitivna funkcija za funkcijuf : [a,b] — R na inter-
valu (a,b) ako vazi
(Vx € (a,b)) F'(x) = f(x). (6.1)

6.2 Definicija. Neodredeni integral funkcije f na intervalu[a, b je skup svih primi-
tivnih funkcija za funkciju : [a,b] — R.

Neodraleni integral funkcijef ozna&avamo sa/ f(x)dx lzraz "dx'ozn&ava di-

ferencijal promenljivex. Fundamentalna jéinjenica da svaka neprekidna funkcija
na intervalu ima primitivnu funkciju na tom intervalu. Iz Lagranzove teoreme sledi
da se bilo koje dve primitivhe funkcije koje odgovaraju jednoj neprekidnoj funkciji
razlikuju najvise za konstantu. Zbog toga, ako vazi jednakost (6.1);qnsa u
nastavku

/ f(x)dx=F(x) +C, 6.2)
gde jeC proizvoljna konstanta.

(Uopste, u celoj ovoj glav€ ozna&ava proizvoljnu konstantu.)

6.2.1 Tablica osnovnih neodrdenih integrala

Tablica osnovnih neoddenih integrala se moze dobiti iz odgovaiguablice
prvih izvoda i primenom osnovnih pravila za izvod funkcije nad njihovim prirod-
nim definicionim skupovima. Ostavljantitaocu da odrednajveteskupove uR

178
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na kojima ove jednakosti vaze.

+1
° /XGdX: X
a+1

. /xfldx:ln]xHC;

° /sinxdx:—cos><+C; ° /cosxdx: sinx+C;
/ dx=tgx+C, o/ ! X= —ctgx+C;
cogx 9 sin2x -
X
° /e?‘dx:e?‘+C; . /axdx:"il—a+c, a>0 a#1l;
dx 1 X dx 1 |a+x
°/a2+x2 aarcga+ , a> ./az—xz Zan X +C,a>
dx dx X
° 7:In‘x+\/x2ia2‘+c, a>0; e /7:arcsim+c, a>0.
/ VX2 +a? J VaZ—x2 a
. . . 1
Pokaz&emo samo drugu jednakost. Naimexza O je (Inx)’ = X a takdle za
. , , 1 1
x<0vazi (In|x|) = (In(—x)) :—_—:}.Zato zax#Ovazi(In|x|) =

6.3 Osnovne osobine neoddenog integrala

Na osnovu osobina prvog izvoda lako se pokazuje da je integral linearna op-
eracija, tj. da vaze slede dve jednakosti:

. /C. f(x)dx= C-/f(x)dx; pod uslovom da je konstan@ razlicita od
nule.

o /(f(x)+g(x))dx:/f(x)dx+/g(x)dx

6.3 Primer. KoriS¢enjem linearnosti i tablice osnovnih neodesih integrala izraCu-
nati:

a) /( +Z z 3ﬁ>dz b) /(1+x)(ﬁ—€/ﬁ)d
0 /x4 3>@+2x+1d

ReSenja.

12 2 B2
a) /( i z 3ﬁ>dz /(z*l/z+z/3—3z1/2) iﬁ+ 335 4C
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= 221/2+§—223/2+C.
) [ (1) (v ¥52) dx= [ (R ¥2+x32-567%) dx
x3/2  xB/3  y5/2  y8/3 2%3/2 3X5/3 2%5/2 3X8/3

T 32 5352 83 - 3 5 5 8

— 3>@+2x+1 2 1. X 2 1
—2x+1 -

e [ e [0 20217 0
5/2 3/2
= 2X5 —4X3 +224Cop

6.4 Smena u neodrdenom integralu

Oblik podintegralne funkcije i pravilo za izvod slozene funkd@gsto dozvo-
ljava svalenje datog integrala na jednostavniji integral. Na primer, ako je funkcija
@ diferencijabilna i monotona na posmatranom intervalu, tada integral

/‘f((p(x))(d(x)dx smenom t = @(x), dt=q(x)dx (6.3)

postaje /f((p(x))cﬁ(x)dx:/f(t)dt

6.4 Primer. IzraCunati:

a) /(x3+3)23x2dx; b)/x2\3/x37+3dx; c)/\/mdx; d)/m\/\f()g)dx

Resenja. Integralia) i b) reSavaju se smenotm= x° + 3, dt = 3x?dx.

? /(X3+3)23X2dXz/t2dt:t3 c_ (ﬁJgS)"'

4/3 3. 2\4/3
b) / NV dx—f/ (@ +3)1332dx— /tl/gdt_; ;/3 %w.

+C.

c) Smenont = 1—3x?, dt = —6xdx dobua se

/mdx /xmdx— /tl/zdt “Llezico 91(173x2)3/2+C.

4
dobijase/de:z/t3dt:2%+cz }(2+

dx
d) Smenont =2+ /%, dt= NG 5

ﬁv
VX)*+Cop
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6.5 Primer. IzraCunati:
e—l/x
—X .
a) /(e +1)dx b)/T2 dx /e><+1’ d)/e?‘\/ex—irldx

ReSenja.

a) Koristeti smenu = —x, dt = —dx, dobija se/(efx+1) dx=— /e*X(—dx) +X=—e"+
x+C.
e 1/x

b) Smenont = —1/x, dt = dx/x2, dobija se / /é dt—e +C—e ¥ 4C.

c) Ako brojilac i imenilac podintegralne funkcije pomnozimoes& dobija se
dx [ eXdx —eXdx
e+1 1+ex l+ex
(Koristena je smenb= 1+ e * dt = —e *dxi Cinjenica da jel + e * > 0 za svakax.)
d) Smenont = €*+ 1, dt = €*dx, dobija se

t3/2 3/2
/eX\/eX+1dx /tl/zdt— %+C— 2%

—In(1+e™)+C.

+C.»

6.6 Primer. IzraCunati:
a) /(sin2<+cos3<)dx; b)/sin3xcos><d>< c)/tgxdx d)/ezs”‘&cos&dx

o [eeosfax N [Roglax g [IECOKg gy [ B

sinx
Resenja.

a) / (sin+cosX)d Z/Sm )+%/C05(3x)d(3x):_Co;2<+sir;3(+cl
b) Smenont = sinx, dt=cosxdx dobija se /sin3xcos><dx: /t3dt: §+c: SiTX+

C.
c) Smenomt = cosx, dt= —sinxdx dobija se
d dt
/tgxd _/smx X T —Injt|]+C = —In|cosx| +C.

d) /ezsm:‘"cos:a(dx: é/(325"‘3‘60053<dx: %eZSi”3‘+C. (Koristili smo smenu = 2sin 3,
dt =6cosXdx)

e) /.excosexdx: /.cosexd(e?‘) =sine‘+C.

cos dt

f) Prvo se koristi smen= x3, dt = 3x?, IdOlea/X ctgx’dx= 3/ sint

Dalje smenai = sint, du= cost, daje
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du 1 1 . 3
/x ctg>c°’xdx_ 3/ 3 = 3Mlul+C=3In|sinc)[+C.

sin cosx .
)/ Xt /<1+.—) dx=x-+In|sinx|+C.
smx sinx
" 14 cosx 1+ cosx 1
dx:/idx:—ct Xx———+C.
)/1 cosx ) 1—co@x Siréx g smx+ >

6.7. Primer. Izraunati:

: 1 1 _ 3x2dx " xdx |
a)/ (\/9 x2+4+9x2> dx b)/ C)/x4+1’

2x3 — 3x2+2x _ (2—x)dx
o 225 of sty o[l
xc+1 e+e Vax—x2

ReSenja.

3) /(m 4+9x2) 3/\/7 4/1+ %)

3 6
U prvom integralu k0r|st|I| smo smeniu= x/3, dt = dx/3, a u drugoms = 3x/2, ds=
3dx/2.

1 3
= aI’CSII’F-I- arctg| — | +C.

3x2dx dt
b) Smenont = x3, dt = 3x2dx, dobija se = — arcsirt +C = arcsind +
) ) xdobllase] =%~ Vice
. Coxdx 1 dt

1
arctgg +C = arctgx +

e .
c) Smenont =X dt_2xd>gd0b|jase/X47+1 2] 2r1 2

dx

)/2x3 3x? + 2x _/‘2x(x2+1)—3(x2+1)—2x+3+2x
xX2+1 B xX2+1

= /(Zx 3+ i )dx = x? — 3x+ 3arctg«+C.

exd
)/e><+e— = | &% = arctge* +C.
f) Koristi se smena= 4x— X2, dt = (4— 2x)dx = 2(2—x)dx i dobija se
(2—x)dx
— =VaX—xX2+C.»
/\/4xfx2 2 \/
6.8 Primer. IzraCunati:
2 /x2+10x+31; 2 /25 a2 9 /2x272x+5;
d) / (2x—2)dx &) / (X+3)dx f (x—4)dx
¥+ 6x+13' V274 6x—x2 VBE—Ax—x2
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Resenja. U ovim zadacimatemo kvadratni trinom iz imeniocax? + bx+ ¢ svesti na oblik
ALY + B, gde suA # 0i B konstante.

a) / dx _/ dx B dx
X2+10x+31 ) (@+10x+25+6 J (X2+10x+5%)+6

dx dx 1 X+5
= = = —arctg——=+C. (Smend =x+5,
/ (X+5)2+6 /((x+5)2+(\@)2 /6 9\@ (
dt:dx)
Y /25 8+ X2 /9+(16—8x+x2) - 9+(4_x)2——§arcth+C

1 -4
= arctgx— +C. (Smena =4—x, dt=—dx)

3
c) / / / de ~ a1t ic
22— 2x+5 22— 4x+10 29 39T T
(Smena = 2x—1, dt = 2dx. )
(2x—2)dx [ (2x+6)dx 8dx 5 X+ 3
d) /x2+6x+13 2rox+13 ) xr372:a =In(x +6x+13)—4arctg? +C.

U prvom integralu koristili smo smertu= x? + 6x+ 13, dt = (2x+ 6) dx. Kako je za svako
X, takvo da jex? 4+ 6x+ 13> 0, to se apsolutna vrednost kod logaritma mogla izostaviti. U
drugom integralu smo koristili smeriu= x+ 3, dt = dx

)/ (x+3)dx __} (—2x+6)dx /
V27 +6x—x2 V274 6x—x2 /36— (x—3)?

—\/27+6x— X2+ 6arcsin<g3> +C.

f)/ x4dx_—1 (2x4dX/
VB—4x—x2 2 J \5—4x—x2 V99— x+2

—\/5—4x—x2—6arcsinT +C.»

6.9. Primer. Izraéunati'

)/ )/ )/ 2x2dx_OI (x+5)dx
\/x2+10x+31 \/x2 8x — VX2 +6x+ 13’ X2 — 27+ 6x

ReSenja.

a) / dx _/ dx _/ dx
VX2 +10x+ 31 v/ (@ +10x+25)+6 (X+5)2+6

x+5+\/(x+5)2+6’ +C. Smend =x+5.

= In
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/ dx _/ dax _/ dx
V2—8x—9 J \/(16—8x+x2)—25 (x—4)2—25
- In‘x74+\/x278x79‘+0.

0 (2x—2)dx (2x+6)dx /
V+rex+13 J VXe+ex+13 J \/(x+3)2+4
= 24/(x+3)2+4-8In|x+3+ (x+3)2+4’+C.
d) (x+5)dx 1 (2x+6 dx /
—27+6x 2 — 27+ 6x v/ x+3 36

= VX2 +6x—27+2In|x+3+/(x+3)2—36/+C. »

6.5 Parcijalno integraljenje

Ako suui v diferencijabilne funkcije po promenljivoj, tada vaZzi

(UGIV(X))" = U (YV(X) + UV (X)-

Integral€i ovu jednakost dobijamformulu parcijalnog integraljenja

/udv: uv—/vdu (6.4)
6.1Q Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izraCunati sledece integrale
a) /xe?‘d>c b)/x3e2de; c)/xsinxdx d)/arcsinxdx e)/xarctgxdx;
ReSenja.
a) Ako jeu=x, dv=e‘dx tadajedu= dx, v= €%, paje na osnovu (6.4)
/xe?‘dx: xe — /e?‘dx: xe — e+ C.
b) Akojeu =), dv=e¥dx tada jedu= 32dx v= /eZde: %ezx paje
[Redx= e 2 [2eiax
Poslednji integral se dalje reSava primenom parcijalnog integraljenja. Naime,
zaup =x2 i dw =e*dx je dup = 2xdx i vlz/ezxdx: %ezx, pa je

/xzezxdx: %xzezx—g/xezxdx

PrimenijujL&i parcijalno integraljenje na integr?[ xe?* dx, dobijamo zau, = X i
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dv, = e dxdaje dup = dx | V2:/ezde: %eZX paje

' 1 1 1 1
X _ = _ = I X__ =
[xeax=oxe— e = Sxe - [ axc
Prema tome posle tri puta primenjene parcijalnog integraljenja, dobija se
' 1 3 3 3
X Ay & _ 22 SyeX 2
[eax=1 <x3e2" S+ e 4e2"> ic
Drugi n&in da se reSi ovaj integral jeste da se pretpostavi oblik reSenja, tj. da je
/x3e2"dx: (¢ + b +cx+d) e”+C
za neke konstani@ b i ¢, koje treba odrediti. Diferenciranjem se dobija
x3e? = (3ax® + 2bx+c) € + 2 (ax® + bx? + cx+d) €, odnosno

x3e? = (2ax® + (3a+ 20)x2 + (2b+ 2c)x+ (c+ 2d)) €.

Iz sistemajedn@na 2a=1, 3a+2b=0, 2b+2c=0, c+2d=0, dobijasea=1/2,
b= -3/4,c=23/4,d = —3/8, Sto ponovo daje isto reSenje.

c) Akojeu=x, dv=sinxdx tadajedu=dx v= /sinxdx: —Cosx, paje
/xsinxdx: fxcosxf/(fcostx: —XCcosx+sinx+C.

Ako bi uzeliu= sinxi dv= xdx tj. du= cosxdxi v = x?/2, dobili bi

. 2 2

xsinxdx= %sinx—/%cosxdx
dakle jo$ komplikovaniji integral, te ovo parcijalno integraljenje ne bi dovelo do resenja.
(Primetimo, da kada je za nelkoc N podintegralna funkcija proizvod oblikesinx ili
xKcosx, tada prilikom parcijalnog integraljenja treba uzeti x<.

1
d) Akojeu=arcsinx, dv=dx tadajedu= ——dx, v=x, paje
) Akoj j e 0% paj
xdx
arcsirkdx= xarcsinx—/i = xarcsinx+ v 1—x2+C.
/ V1-—x?

U poslednjem integralu smo koristili smehe: 1 — X2, tj. dt = —2xdx

e) Ako je u= arctgx, dv= xdx tada jedu= 1:X2dx, v=x2/2, paje
2 2 2 2 B
[ravetgax = Zart; [ i ax= Favto g [T o

2

= X—arct }x+}arct +C. »
= A X arciger

6.11 Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izraCunati integrale:
a) /Inxdx; b)/ln(x2+1)d>c c)/e?<sinxd><; d)/eaxcos(bx)dx
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U d) pretpostavljamo da je? + b? > 0, tj. da je bar jedan od parametaraili b razlicit
od nule.

ReSenja.

a) Ako stavimou = Inx, dv= dx, tada jedu= d—xx, V=X, paje

/Inxdx:xInx—/);:dx:xlnx—x—i—C.

2xdx
. _ 2 _ . o _ -
b) Akojeu=In(xc+1),dv=dx tadajedu= 7X2+1,v X, paje
232 X+1-1
2 _ 2 _ _ 2 _
/In(x +1)dx=xIn(x"+1) /X2+1dx xIn(x=+1) 2/ i1 dx
= xIn(x? + 1) — 2x+ 2 arctgx+C.
c) Ako jeu=sinx, dv= €'dx, tada jedu= cosxdx v=€* paje
€'sinxdx= e*sinx— [ e‘cosxdx
Primenom parcijalnog integraljenja na drugi integral
u; = cosx, dv; = e*dx, = du; = —sinxdx v; = €%, dobija se
/e?‘sinxdx:exsinx—excosx—/exsinxdx
Na osnovu poslednje relacije sledi
2(/exsinxdx> = €'sinx— " cosx, tj. /e"sinxdx: exSILzeXCOSX+C.

Ako se i u drugom parcijalnom integraljenju korigt= €, dv= cosxdx dobija se trivijalni
identitet. Zbog toga, ako se u prvom parcijalnom integraljenju udme e*dx tada se
mora uzeti isto i u drugom parcijalnom integraljenju. Sa druge strane, moglo se u oba
parcijalna integraljenja uzeti= €*.

d) Ako je jedan od brojeva i b jednak nuli, integral se lako reSava linearnom smenom.

Zatotemo pretpostaviti da vaai== 0i b # 0. Tada se dvostrukom primenom parcijalnog
integraljenja dobija

ax _} X i _ g . X i
/e cogbx)dx= bea sin(bx) b/ea sin(bx) dx

= }eaxsin(bx) _a lleaxcos(bx) + g/eaxcos(bx) dx .
b b\ b b
Posle reSavanja p]{ €™ cogbx) dobija se
a+b? a
b2 b2
e e .
/ cogbx)dx= m(bsmber acosbx) +C.

/eaXcos(bx) dx— & (i sinbx+ cosbx> il
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Zadatak pod e) je specijalni &laj ovog zadatkga=2, b=1). »

6.6 Razni tipovi neodradenih integrala

6.6.1 Integrali racionalnih funkcija

6.12 Primer. IzraCunati sledece integrale:

a) / (x® —2x—35)dx )/ (x+1)dx )/ (x+3)dx
—2x—15 x3 22 4 x—2' x4 — 5x2+4
0 / X2+l dX )/ 4X+3 dx . )/ —x-21
(x— 13’ x4 — 6x3+13x2 12x+4’ 23 —x2+8x—4
ReSenje.
3 _ oy _
a) Naosnovui35 2 17%x=5 A B

T SR v T- R

- x+3’
dobija se sistem jedéma A+B=17, 3A—5B=-5 . A=10, B=7 paje

x3—2x—35 Loy 10 N 7
“2x—15 X—5 x+3
Prematomeje
(x® — 2x—35)dx / /1de 7dx X
RSARE A +2) ———="_42
/ 15 ) (xF2d x+3 2

+10In|x— 5|+ 7In|x+ 3| +C = "2 +2x+1n|(x—5)™0. (x+3)7| +C.

b) Kakoje - XFt A  BxtD_(A+B)X+(D—2B)x+A-2D
: X3_2X2+X—2_X—2 X2+l B —2X2—|—X—2 ’

ti. A+B=0,D-2B=1i A—2D =1, odakle jeA=3/5 B=-3/5 D=-1/5, to
je

/ (x+Ldx 3dx _/(3x+1)dx_} 3In|x—2|—§/ 2xdx dx
X¥B—22+x—2 ) 5(x—2) 5x2+1) 5 2) ¥®+1 X2 +1

%(3In|xf 2| — g In(x? + 1) — arctgx+C.

c) Data racionalna funkcija moZze se transformisati kao
X+3 A B D E
X524 x—1+x+1+x—27L X+2’
-2/3,B=1/3,D=5/12i E=—1/12 Prematome je

gde suA =
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/(x+3)dx B / 2dx / / 5dx 7/ dx
x*—-5x2+4 3(x 3x+1 12(x 12(x+2)

= —In|x 1\+7In|x+1|+ In|x 2 — 2In|x+2\+C

(x+1)*(x—2)°
x—1)8(x+2)

— In C.
12 +

X2+1 AR —2Ax+A+Bx—B+D

d) Data podintegralna funkcija se moZe pisati k?e— = X—1)° ,
odakle se posle stévanja dobija sistem jedgaa
A=1 -2A+B=0, A—B+D=1,
CijasureSenjd=1,B=2i D=2, takodaje
X+1 _ 1 + 2 + 2 Prema tome je
=17 x—1 (x—12 (x—1p J
(x2+1)dx_/ dx 2dx / 2dx 2 1
/ e Rl (e Rl oo s v B Rl v A
e) U ovom sli€aju za podintegralnu funkciju vazi
2x% —4x+3 2 1 -2 3
= + + + :
—6x3+13%—1x+4 x—-1 (x—1)2 x—-2 (x—2)?
/ (2% —4ax+3)dx [ 2dx N dx / _2dx+ 3dx
-3 +132 - 1x+4 ) x-1 (x—1)2 X—2 (x—2)2
1 3 x—1 4x—5
=2Inx—-1 - —— -2In|x—2| — —— =2l — .
npx-1 x—1 nix-2 x—2 Tc=2n x2’ x273x+2+c
f) 1z jednakosti
—x-21 _ A+B_ D _ (Ax+B)(2x— 1)+ D(x2 +4)
23 -x24+8x—4 x2+4 2x—1 23 —x2+8x—4

(2A+D)x?+ (—A+2B)x— B+ 4D
23 —x2+8x—4
dobija se sistem jed8ma 2A+D =1, —-A+2B=-1 —B+4D = -21 odakle je
A=3,B=1i D= —5. Prematome vaZi
—-x-21 3x+1 5
23 2+ 8x—4 x2+4Jr 2x—1
(X% —x—21)dx (3x+ 1)dx 5dx / 2xdx
2

23X+ 8x—4 x2+4 - 214

5dx ) 1 5
+/X2+4 e I(x +4)+Earctg<§>+Eln|2x71|+C. >

,paje
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6.6.2 Integrali trigonometrijskih funkcija

6.13 Primer. IzraCunati sledece integrale:

a) /sin42xdx; b)/cos"’xdx c)/coszxsin3xdx; d)/sin&sinZde;

ReSenja.
a) Polazé&i od jednakostsin’x = (1—cos X)/2, imamo

2
/sin42xdx:/<;(1—cos4<)> dx= %/(1—2cos4<+c0524x)dx

1 1 1 1 1 1 1
=12 (x23|n4x+/2(1+0058<)dx) =1 <x25|n£b(+ =X+ 163|n8><> +C

3 1. 1 .
7§x——sm4x+asm8x+0

8
b) U ovom slu“:ajuje/cosr’xdx: /(1—sin2x)2cosxdx Smenont = sinx, dt = cosxdx
dobijamo
/co§’xdx = /(1—t2)2dt:/(1—2tz+t4)dt
2% 5 2six  sirx
= t—?+ +C = sinx— 3 +?+C.

c) Smenont = cosx, dt = —sinxdx dobijamo

/co§xsin3xdx = /co§x(1—coszx)sinxdx: —/tz(l—tz)dt

, 3 (5
_ —/(tz—t“)dt:—L+L+C:—CO§X+CO§X

3 5 3 5+C'

d) /sina(sin2xdx /%(cos{Sx—Zx)—cos(SH-Zx))dx

= /%(cosx—cos&)dx: %sinx— %sinE»H—C. >

6.6.3 Integrali racionalne funkcije posinxi cosx
IntegraI/R(sinx, cosx)dx, gde jeR racionalna funkcija (od dve promenljivejnx i

X . 2dt L . L
COSX, se smenont = tgé, fj. dx= 1 svodi na integral racionalne funkcije, jer je

1-t2

SinX=——, COX= ——.
1+t2 1+4+t2

6.14 Primer. IzraCunati sledete integrale'

a)/ dx ) )/ ) )/ sinxdx
1+ sinx—cosx’ 2+smx 4sinx+3cosx’
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ReSenja.
g — e -/ i Sy
1+sinx—cosx n  1-t2 ) LPraia? o t(t+1)
1 e 72 1+t2
1+t
B dt  dt \ B t B tg(x/2)
— ./(t_m) —In[t|~In|1+t|+C=In 1“‘+C_In’1+tg(x/2)
2dt
) [ e [ [ - [ [
= =
2+smx 2+ “2 2+12-t+752t t2+t+1 (t+1/2)2+3/4
2 t+1/2 1 2tg(x/2) +1
= —arctg +C=2—arctg————— +C.
V3 V3/2 V3 V3
)/ sinxdx dettz _/ / 1 dt
4sinx—3CoX 42tt2 31 EZ 3t2+8t 375 3t 1 t+3
1 |3t-1 3tg(x/2)
= =(In|3&t -1 —Int+3])+C==1In C*flic.
s(n‘ [ =Inft+3)+C=3 ‘t+3’+ 5 ‘tg(x/2)+3 L
6.6.4 Integrali iracionalnih funkcija
6.15 Primer. IzraCunati sledece integrale:
a)/ d ) b)/x\/idx_ / ] )/ VvXxdx
VX+1+4+1 VX+X \/2x+ +1’ -1

ReSenja.

a) Smenont = v/x+ 1, tj. t2 = x+ 1, 2tdt = dx, dobija se
dx - 2tdt
—_— = — =2t -2In|t+1|+C=2vx+1-2In|vx+1+1|+C.
UXT1+1 Jtr1 t+1+ + [Vx+1+1]+
b) Posle srdivanja i smené = /X, tj. t> = x, 2tdt = dx, dobija se
xyxdx [ oxdx o2t
VXEX ) 1+yx ) 14t
Posle smena=t+ 1, du=dt, dobija se

dt.
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.~ %3 832 -1 3 2
2t°dt _ Z/Mdu: (u_3 +3u |nu|)+c
14t u

(VX+1)° L (VX+1)?
2( 3 S 2

c) Smenont = /2x+3 1] t3 = 2x+3, 3t2dt—2d>gdobljase

+3(vX+1) —In(vX+ 1)> +C.

/7" _ 3 tdt_ ( 1+>dt
I2x+3+1 2 t+1 2 t+1

3
_ 3<<V2X+3) _m+|n1+m|)+c

2 2
d) Smenont = ¥x, tj. t® = x, 6t°>dt = dx, dobija se
/gf’i - t26t_81dt=/<6t6+6t4+6t2 tze_sl) dt
(bl e
= 6((\6/7;()7+(\€) (GX) + X+ —In \\//;+1‘>+C. >

6.6.5 Metod Ostrogradskog

Integrali oblika
Pn(x)
ax +bx+c

gde sua # 0, b i c dati brojevi, aPy(x) polinom stepenan, se reSava pon@n sledée
jednakosti (koja se dobija primenom parcijalnog integraljenja):

Pn(x) 2
dx= )V ax +bx+c—|—)\/ 6.5
vaxt +bx+c Qn-a(x ax2+bx+c 65

gde jeQn_1(X) polinom stepena — 1 sa neodrdenim koeficijentima, & konstanta. Ko-
eficijenti polinomaQn_1(x) i konstanta\ se odréuju diferenciranjem jednakosti (6.5).

6.16 Primer. IzraCunati sledece integrale:

C X X+2 ' X3 43x e3X+e2X+ex
——— " dx b)/ Vx2+1dx ——d d
2 / X2 +x+1 X )./ X C)./ 5— x4 —2x2 % )/
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ReSenja.

a) U ovom sli€aju je

X4 X+2
— _— = dx=(Ax+B \/x2+x+1+7\/
VX2 4 x+1 ( )

Diferenciranjem prethodnog izraza dobija se

dx
V2 Hx+1

2
\)/(X;—Xi):rzl =A X2+X+1+(AX+B)2\/3(:[X1+1 - \/x24)—\x+1'
MnoZenjem leve i desne strane®dxZ + x+ 1 dobija se
2(X2 + X+ 2) = 2A(X% + X+ 1) + (Ax+B) (2x+ 1) + 2A,
odakle se izjedrizavanjem koeficijenata dobija sistem jedima
2=4A 2=3A+2B, 4=2A+B+2\CijejereSenjfA=1/2, B=1/4i A\ =11/8.

Prema tome je
X2 4+ X+2 B (1x+1> X2+X+1+E/
Verx+1 - \2 "4 8./ V@+x+1

Posledn;ji integral se napise k%} Sto posle smene=

dx _/ dx
2 o 2 ’
Xe+x+1 /(X+%) _|_%
x+1/2, dt = dx, postaje
dx 1 [/ 1\* 3
/ T nx+3+ <x+2> +4]+C n‘( X+ 1+ VX + X+ ‘+C
Na kraju je

C X X+2 (1 1 11
——dx X+ = > X2+ X+ 1+ = In|(2x+ 1+ /X2 +x+1|+C.
VRt 1 2 4 g "Il |

b) Pre svegaje/\/x2+1dx: \/7dx— (AX+B)Vx2+1 +)\/

Diferenciranjem poslednje jednakosti dobija se
X2 +1 2X 1
=AVX2+14 (Ax+B +A )
NS ( )2\/x2+1 VX2 1
MnoZenjem leve i desne strane¢a? + 1 dobija se
X2+ 1=A+1)+ (Ax+B)X+A,
odakle se izjedrizavanjem koeficijenata dobija sistem jedima
1=2A, 0=B, 1=A+A,pajeA=1/2,B=0iA=1/2. Prematome je
X2+ 1t 1
= XVX+ 1+ = / ———dx
N 2 2) Vx2+1

Poslednji integral je tatﬂnl, paje




c)

d)

6.6. Razni tipovi neodi@nih integrala 193

/\/x2+1dx: %x x2+1+%In’x+ \/x2+1’+C.
x3 4 3x dx— 1 t+3
VBE—x4—2x2 \/5 t2

Stavimo sad% dt= <A\/5 t2— +)\/
\/7

Posle diferenciranja poslednje jednakostt pimbija se
t43  _, —A-2 1
VE—tZ2—2t 26— t2—2%  5-t2—
Posle srdivanjaimamot +-3= —A(t+1)+A, odakleje A=—-1, A =2 Dakle
t+3 dt
——dt= —\/5—t2—2t+2/7.
VE—t2 -2t VE—t2 -2t

Zadniji integral se reSava tako 5to se imenilac napidekae t2 — 2t = \/67 (t+1)2, pa

Smenont = x?, dt = 2xdx dobija se

je
t+3 41
——— dt=—v/5—-t2— 2t +2arcsin—.
\/537t272t \/eé
.. X° + 3x o xe+1
Kona&noje | —————dx=—v/5—x4—2x2+ 2arcsi—— +C.
: VBE— x4 —2x2 NG
Smenont = €, dt = €dx, dobija se
X4 X4 e e el t?+t4+1
- " dx= | =——€'dx= dt.
vexX—1 veXx—1 Viz—1

t2+t+1 dt - -
dt = (At+B \/t2—1+)\/ . Posle diferenci-
—1 ( ) ViZ—1

ranja zadnje nejednakosti dobija se
t2+t+1 2t 1
=AVt2—1+(At+B +A
( )2\/t2 -1 V-

Sredivanjem se dobijA=1/2 B=1iA=3/2, paje

e+ e + e & o .. 3 o

Dakle moZzemo pisaty

t2—1

6.6.6 Integral binomnog diferencijala

Integrali oblika /xm(a+ bx")Pdx mogu se resiti (. mogu se svesti na integral
racionalne funkcije) samo u sletketri slitaja:

1) ako jep ceo broj;

2) ako jep racionalan broj im+ 1 ceo broj, tada se uvodi smetta= a+ bx", gde jes
imenilac razlomkap;

3) ako jepracionalan im+ ! + p ceo broj, tada se uvodi smetfa= ax "+ b, gde jes
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imenilac razlomkap.

6.17 Primer. IzraCunati sledece integrale:

o [arar 0 A O e

Resenja.
a) Uovom sli€ajujep=—2,tj. pje ceo broj, pa se integral reSava smeném x, 2t dt = dx:

vxdx /tzdt 7 1
/(1+\&)2 = 2 e =2 (trr-amier -y ) +C

- 2(\ﬁ<+1_2|n|\ﬁ<+1|_ﬁl+l> T

b) U ovom sl€aju jem=1, n=2/3i p=—-1/2, tj. p je razlomak, ali je broJm: _
% = 3ceo. Ako uvedemo smertdi= 1+ V2, tj. x= /(t2—1)3, ili x¥/3 = vi2—1,

3?/ dx, dx= 3vt2 - 1tdt, tada dobijamo

/\/% _ / 2tdt_3/

:<m>5—2< 1+x%?)3+3\/m+c.

tada dobijamo2t dt =

S . 1 -5 -1 .
c) Uovom sli€ajujem=—-6,n=2p=-1/2, paJe%Jr p=7+7 ceo broj. Prema

. . d _ .
tome, moZe se uvesti smeta=1—x2, tdt:—;(, x2=1-t? paje
dx > 23

[od e et P
x8y/x2 — 1 x3x4\/1 X2 5 3

(VI-x2p 72('1 X2 +\/1 x24+C. »

5

6.7 Razniintegrali

U slede&im integralima koristiti neki od dole navedenih smena. Pretpostavljamo da su

parametriai b pozitivni.

a . . -
Za+v/a? —b?x2, smenax = Bsmt dovodi do ay/1— sir’t = a-cogt.

a _ a
Zav/a?+b?x2, smenax = Btgt dovodi do a\/1+tg?t = of

a . 1
b?x2 — a2, smenax = —— dovodidoa,/ —- —1=a-tgt.
bcost cogt
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6.18 Primer. IzraCunati sledece integrale:
a) /\/16—x2d>c

ReSenja.
a) Ako stavimox = 4sint, tada jev/16— x> = 4cod i dx=4cog dt, pa se dobija
/\/16—x2dx _ /16co§tdt:8/(1+0032)dt:8t+4sinZ+C

e =

. . 1
= 8t+8sintcost +C = 8arcsir{x/4) + §XV 16— x2+C.

b) Posle smeng= 3tgt, dx= 3dt 9+ X —Ci dobijamo

cogt

/ dax Cogt / costdt
V@9 ) 2Tt sirft
Dalje se koristi smena = sint, du= costdt i sledi

}/Cojzdt / 95|nt +tC=——3 : +C=- 12 +C.
sin‘t 2 3igt 3XVx¢+9

cost

c) Posle smeng= 2 ,dx= 2sintdt , koristegi relacuu,/i = tgt, dobijamo
cost cogt ot

Vx2—4 ‘4tgtcos°—tsint sirft sir‘tcost
dx = /7 / dt—/ dt.
X2 4cogt cost " cogt
Dalje se uvodi smena= sint, du= cos dt, i dobija se
sir‘t cost u? 1+u .1 |1+sint
—————dt= du —In C=—sint+=In -
/ cogt 1-Ww —ut 1-u + nt+s 1—sint
B Y s i Lo VXA L xEvesdl o
o X 2 1- \/x2—4 a 2 X— VX2 —4 ’

X
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Odredeni integral

7.1 PovrSina krivolinijskog trapeza

Jedan od prvih problema koje je praksa hametnula matematici bio jeliedre
vanje povrsine ravne figure. Davno je bilo poznato da je povrSina pravougaonika
jednaka proizvodu njegove duZine i Sirine; na osnovu toga, mogle su se odrediti
povrsine nekih mnogouglova, npr. trougla i trapeza. Budia se povrSina proiz-
voljne ravne figure moZe dobiti kao kagen zbir povrsina krivolinijskih trapeza,
slika 7.1, joS su starogki matemattari znali da je zapravo dovoljno resiti problem
povrSinekrivolinijskog trapezaslika 7.2. lako oni nisu dali opSti metod za odire

i_/—/\ Ay
-
TN s
g < 7y
S
e
( [
(\\f”“‘i e
a b
Slika 7.1. Slika 7.2.

vanje njegove povrSine, oni su ovaj problem reSili priblizno, kotisfovrsSine
upisanih i opisanih pravougaonika. Ta je metoda u sustini i dovela do definicije
odredenog integralagija je vrednost (uz uslove kojgemo kasnije precizirati) up-
ravo povrSina krivolinijskog trapeza.

Krajem XVII veka I. Njutn i V. Lajbnic su dokazali osnovnu formulu inte-
gralnog r&una (koja se olBno i zove po njima)¢ime su problem povrsine ravne

196
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figure sveli na izréunavanje neoddenog integrala funkcijé sa slike 7.3.
Neka je data neprekidna funkcifana(a,b]. IzvrS§imo podelu intervalda, b] nan
podintervala

[0, X1, [X1,%2], [X2,Xa]; -, [Xn—1,], (7.1)

takodavaZzia=xg <X3 <X2 < X3 < ... < Xp_1 < Xn=Dh.

Neka za funkcijuf i podintervale iz (7.1) vaZze slede tri osobine:
1. funkcija f je nenegativna ng, bl;

2. funkcija f je neprekidna néa, bj;

3. intervali[x_1,X],i =1,...,n, su iste duZine, tiAX = X; — Xj_1 = b;na.
Osobina 1, tj. nenegativnost funkcifenala, b], zn&i da se njen grafik nalaziiznad
x—ose. Tada se ravna figura ogréema intervaloma, b] nax—osi, ordinatama u
taCkamaa i b i grafikom date funkcijomf nad|a, b], nazivakrivolinijski trapez
nad[a,b.

Osobina 2, tj. neprekidnost funkcijé na [a,b], povleti da postoje téke & i
&M iz odgovarajéeg podintervaldx;_1,%], u kojima funkcijaf dostize najmanju
odnosno najveu vrednost (slika 7.4). Na$ zadatak je da ¢mr@amo povrsinu

A A

— - " — m
a7x0 X Xio X X,,,IX”_b i1 E;i gf X

Slika 7.3. Slika 7.4.
krivolinijskog trapeza sa slike 7.2. U tom cilju, za svaki krivolinijski traggenad
podintervalomx;i_1, Xi], posmatréemo upisani pravougaoni&" (odnosno opisani
pravougaoniki®) sa slike 7.3¢ija je jedna stranica podintervpd_1,X], a druga
jednaka minimumu (§™) (odnosno maksimuméi(EM)) funkcije f na datom pod-
intervalu (sl. 7.4). Jasno je da moZemo pisati

44 CTiC AP,

PovrSinu ravnog lika moZemo posmatrati kao funkciju koja skupovigekdatog
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lika dodeljuje nenegativan broj, tako dabeen skupu mora pripadati i @& povrSina.
Ozn&imo saP', PTi P? povrsine upisanog pravougaonika, krivolinijskog trapeza
i opisanog pravougaonika, respektivno, za svaki od podintejxala x|, slika 7.4.
Dakle vazi

PU<PT <P°. (7.2)

n
Kako je 4" = U 4" T = UT., a°=|J A4’ sledidaje
i=1 i=1

a'CTCA° (7.3)
odakle je P(4Y) < P(T) < P(°), gde je P(2Y) Zlf EMAx i P(4°) =

zlf EM)Ax, a P(T) povrsina krivolinijskog trapeza. Poveéanjem broja pod-
intervalan, duzina podintervala se smanJUJe tako da kada o, tadaAx — 0.

Ako sledé€e dve grariine vrednosti: I|m Zlf EMAX i I|m Zlf EMAx, pos-

toje i medusobno su jednake, tada se povrSina knvolmuskog trapeza kojdapre
funkcija f na intervalu[a, b definiSe kao

P=P(T) = lim fEmAx_IlmeE, X. (7.4)

r'l—»oo

Dovoljan uslov za postojanje gramiih vrednosti u (7.4) i njihove jednakosti jeste
da je funkcijaf neprekidna naa, b|.

7.2 Osnovni pojmovi

7.3 Definicija odredenog integrala

U ovom odeljku uopstemo malo uslove za funkcijéi i podelu intervala na
slede&i necin:

1. funkcija f moZe biti i negativna néa, b|;
2. funkcija f moZe imati i kon&no mnogo prekida ng, bj;
3. duZine podinterval&;_1, ;] mogu biti i razltite;

4. tatke&; mogu biti proizvoljne téke podintervaldx;_1,Xi].
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Podela? intervala[a,b] C R je skup t&aka

P ={Xo, X1,..., %n}, akovazi a=X <X <...<X =bh. (7.5)
Ozn&imo duzinui—tog intervala sd\x; = x; — X;_1. Tada jeparametar podeleP
broj

A(P) = 1r;1ja§>§] AV (7.6)

7.1 Definicija. Neka je funkcijaf definisana nda,b|, neka je® jedna podela in-
tervala[a,b] i neka sug; neke taCke iz odgovarajuceg podintervta 1, %], i =
1,2,...,n. Tada se zbir

R(P,&1,...,&n) = Zlf(ﬁi)AXi,

nazivaintegralna sumafunkcije f za podelu?.

Sume koje se javljaju u relaciji (7.3) su tak® integralne sume, za specijalno
izabraneg; (tatke u kojima funkcijaf dostize minimum odnosno maksimum na
[Xi—1,X]) i za jednake duZine intervalsx = Ax, i = 1,...,n.

Primetimo da ako je funkcij& negativna néa, b, tada je bilo koja integralna suma
takade negativna.

Sada mozemo dati sletie definiciju.

7.2 Definicija. Neka je data funkcijef : [a,b] — R. Ako za svaku podel® inter-
vala [a,b] i svaki izbor odn tacakag&i, &2, ..., &n, sa osobinong; € [X_1,X],
i=12,...,n postoji uvek ista grani¢ha vrednost

n
| == Ilim f(&)AX
)\(T)Hoi: (EI) |
tada se za funkcijd kaZe da je Riman—integrabilna (kracietegrabilng na inter-
valu [a,b], a broj| se zovedredeni integral funkcije f na[a,b], i oznatavamo ga
sa

/b £(x) dx 7.7)

n
U ovom sli€aju grantna vrednost = A(IﬁLr)n o Zl f(&)Ax, zn&ida za svake > 0

postojid > 0, sa osobinom da za proizvoljnu podehsa osobinom (?) < i bilo
koji izbor odn tatakag; € [xi_1,%] vaZi

< E&.

" _if(zi)AXi
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Brojeviai b, a < b, sudonja i gornja granica a funkcija f je podintegralna
funkcijaodredenog integrala (7.7).
Ako je f integrabilna funkcija na intervalia, b|, tada vaze slede jednakosti:

b a
1. akojea> b, tadaje/ F(x) dx = _/ £(x)dx
b

a

-a
2. ako jea=Dh, tada vaii/ f(x)dx=0.

a

Postoje i funkcije koje nisu integrabilne. Tako, na primer, ako je funkkcigkefi-
nisana nda, b| i vazi lim f(X) = 400, tada u prvom podintervalixg, x1] bilo koje
X—a

podele?, za svakaMV > 0 postoji&,, takvo da vaZi

f(El)AX;L > M,

n
pa ne postojiMI{.Lr)n Ozlf(Ei)Axi, Sto povi&i da funkcija f nije integrabilna. U

stvari, vazi sledea teorema.

7.3 Teorema. a)lntegrabilna funkcija nda, b] je ograniCena nda, bJ.
b) Ogranicena funkcija nda,b] sa konatnim brojem prekida je i integrabilna na
[a,b].

Vazan je poseban gsiaj ove teoreme pod b).

7.4 Teorema.Svaka neprekidna funkcija a, b] je i integrabilna naja, b).

7.4 Osobine odrélenog integrala

U ovom delu iznéemo osnovne osobine odienog integrala.
a) Ako je funkcija f konstanta, tjf(x) =k, x € [a,b], tada je

/bf(x)dx:k(b—a).

b) Ako je f integrabilna funkcija nda, b], i k neki realan broj, tada je i funkcijaf
integrabilna nda, b] i vaZi

/:kf(x)dx:k/abf(x)dx
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c) Ako su dve funkcijef i g integrabilne nga,b], tada su i njihov zbir, razlika i
proizvod takale integrabilne funkcije ni, b]. Ako je, jos, i funkcijal/g ograntena
na[a,bl, tada je kolénik f /g takade integrabilna funkcija néa, b.

d) Ako su funkcijef i g integrabilne nda, b], tada vazi

00 am) ax= [ 100+ [ g &

Geometrijski je @igledno da za nenegativnu i neprekidnu funkdijoa[a, b] takvu
dajef(x) >0, x € [a,b], vaZi

[ ooax [Ctoace [Mr9dx a<e<n

To zn&i da je povrSina krivolinijskog trapeza koji je odien funkcijomf nad
intervalom|a, b] jednaka zbiru povrSina krivolinijskih trapeza funkcijenad|a, c|,
i [c,b]. UopSte vazi

e) Ako je funkcija f integrabilna nda,c| i [c,b] takvim da jea < c < b, tada je
funkcija f integrabilna nda, b} i vazi

/abf(x)dx:/:f(x)dx+/cbf(x)dx

f) Sledee tri osobine odm@enog integrala su takle zn&ajne za dalji rad.

1. Ako je funkcija f integrabilna nda, b], onda je i funkcijd f | takade integra-
bilna naja, b]. Vazi nejednakost (zasto?):

/:f(x)dx

2. Ako je funkcija f integrabilna i pozitivna (resp. negativna) jaab|, tada je

/abf(x)dx>0 <resp. /:f(x)dx<0).

3. Ako su funkcijef i g integrabilne nda, b} i f(x) < g(x), x € [a,b], tada je

< [M11091dx

/abf(x)dxg /:g(x)dx.
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7.5 Teoreme srednje vrednosti za odm@eni integral

7.5 Prvateorema srednje vrednosti za integral.
Ako je funkcijaf neprekidna nda, b|, tada postoji tatk& € (a,b) takva da vaZzi

/bf(x)dx: £(8)- (b—a).

Broj & i u ovom sli€aju nije jednoznéno odreélen, kao Sto nije bio ni kod Rolove
ili Lagranzove teoreme.

Ako je f(x) > 0 naa,b], tada teorema 7.5 ima jednostavnu geometrijsku inter-
pretaciju. Naime, u tom stiaju povrSina pravougaonikéja je jedna stranica
jednakab — a (duZzina intervalda, b]), a druga stranica jednakig§) jednaka je
povrSini krivolinijskog trapeza funkcijé nad[a,b.

7.6 Druga teorema srednje vrednosti za integral.
Neka je funkcijaf neprekidna nda,b|, neka je funkcijag integrabilna i stalnog
znaka nda, b]. Tada postoji tackd < [a,b], sa osobinom

b b
| 109900 0x= 1(8)- [ g9 ax

Primetimo da je teorema 7.5 specijalancsiiteoreme 7.6 zg(x) = 1 na[a,b.

7.6 Osnovna teorema integralnog rauna

Vazna posledica teorema srednje vrednosti za integral jestealestmema.
7.7. Teorema.Ako je funkcijaf neprekidna nda, b], tada je funkcijaG definisana sa
X
G(x) :/ f(t)dt, xelab], (7.9)
a

primitivna funkcija za funkciju, tj. za svako x € (a,b) vazi G'(x) = f(x).

Dokaz. Neka suxi x+ hiz (a,b). Po definiciji prvog izvoda je

x+h X X+h
/a f(t)dth—/a f(t)dt:"m/X f(t)dt.

= lim
h—0 h h—0

Na osnovu teoreme srednje vrednosti integrala 7.5, postikata iz intervala[x,x+ h]
takva da vazi

h—0 h

x+h
/ F(tydt=h-(&).
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(Broj € zavisi odx i h.) Prelaskom na graému vrednost dobijamo

&' = lim M) _jim &) = £ (x).

h—0 h h—0
Koristili smo neprekidnost funkcijé u tacki x. »

Na osnovu prethodne teoreme mozemo dati vezudnoelreélenog i neodr@enog
integrala.

7.8 Njutn—Lajbnicova formula.
Neka jef neprekidna funkcija naga,b|, a F jedna njena primitivha funkcija na

[a,b], tj.
F'(x) = f(x), xe€ (ab).

Tada vazi:

= F(b)—F(a). (7.10)
Dokaz. Neka jeF proizvoljna primitivna funkcija funkcijef i neka jeG funkcija data relacijom
(7.9). Pokazano je da se dve primitivhe funkcije za istu funkciju mogu najviSe razlikovati
za konstantu, Sto ziGa
X
G(x) —F(x) =C, odnosno / f(t)dt=F(x)+C,
a
za svako € [a,b]. Na osnovu relacije (7.9) je
a
a) :/ f(t)dt=0=F(a)+C, odnosno Ka)=—
a
Tako dobijamo
b
b) = / f(t)dt=F(b) +C=F(b) — F(a),
a

tj. formulu (7.10). UobEajeno je da se pri izGainavanju odr@enog integrala piSe

/abf(t)dt:

7.9 Primer. Primenom osnovne teoreme integralnog ratuna odrediti sledetdeckee
integrale:

a) /4(8x3+3x2+1)dx; b)/ < 4= +ﬂ

—F(b)—F(a). »

)

/3
c)/ (2 2+9 )dx; d)./0 (sinx+tgx+200&2)dx.
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ReSenja.
4

=244 844 (2. (-1 +(-1°+
-1

4 ) (AR
a) /_1(8x3+3x +1)dx= (84+33+X>

(—1)) =580
- 3/2 -
b) /_31<1+ NS \[z)dx< sy x| - A ;‘) 3%)
-3
1 23%
= ~3 1 1)2+In|—1| 3ﬁ ( )2+| -3 -=3—-3 (-3))
_ g—ln373\7§+2ﬂ.
.3 3
) /ﬁ (ze3x+xzig 1) dx— (§e3>(+arctqg)+x> /3

— §e3‘3+arctg3/3)+3f%eS'\/éfarctQ\fS/S)f\f §<e —e f)+ +3-V3.

Y3, X X\ /3
d) /0 (smx+tgx+2co&2> dx= (—cosx—ln|cosx\+4sm§)‘o

/3

. .0 5
= —cos(n/B)—In|cos(n/3)|+4sm7 +cosO+In\cosQ+4smé :§+In2.

7.10 Primer. Odrediti broj§ € [a,b] koji zadovoljava uslove teoreme 7.5, tj. teoreme
prve srednje vrednosti integrala, za sledece integrale:

a) /03(4—)f> dx b)/13(x2+xlz> dx

ReSenja.

. X2 x3
a) Na osnovu teoreme 7.8 ]?/ 4— 7 dx= | 4x— —
0

7.5 postoji t&kag takva da vazi

3 X2 g2 .39 16-¢&2
/0(4—> dx= (4—4)(3—0), ili 2= "2 -3

Odavde sledi da j&* = 3, pa je trazena vredno&t= /3 € [0, 3).

3 1 2 1\
2 — — —_— =
b) Iz'/1 (x +x2) dx (3 x)

28 . 2, _ 28 ,
T3 [ (E EZ)-(3—1)_3,sled|
&~ 21075 »

3
= —. Na osnovu teoreme
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7.7 Metode izra€unavanja odredenog integrala

U prethodnom odeljku smo videli da ako znamo da odredimo néedien-
tegral/ f(x) dx, tada na osnovu Njutn-Lajbnicove formule (7.10) lako nalazimo i

b
vrednost odréenog integralgx/ f(x)dx. Podsetimo se da smo u 6. glavi izloZili

a
metode smene i parcijalnog integraljenja za¢mr@avanje neoddenog integrala.
Dodajmo da treba obratiti paZnju kada je ned@m integral nden pom@u smene;
u tom sli€aju mora funkcijap iz relacije (6.3) biti monotona.

U sled&a dva potpoglavij@emo pokazati kako se odreni integral moze iz&u-
nati direktno uvdenjem smene ili parcijalnim integraljenjem.

7.7.1 Smena promenljivih kod odrelenog integrala

Ako je funkcija ¢ bijekcija intervalalc,d] na interval[a,b] i ima neprekidan
prviizvod na(c,d), tada posle smene= @(t), dx= ¢(t) dt, vazi

b d
/af(x)dx:/c F(o(t)) @ () dt, (7.11)

gde jea= @(c), b= ¢(d).
MoZe se pokazati da je uz prethodne uslove funkgij@onotona nac, d].

7.11 Primer. IzraCunati sledece integrale:

6 1 y2 e
a) / VX 3dx b) / X dx; 0 / cos(lnx)dx;
3 _1X—2 0 X
2 1 eXdx V5 dx
d cosx-ctg°xd e / — f / _—
) /6 ¢ xdx ) 0 4+eX ) V3 xvx4—9
Resenja.

a) Ako stavimo smenu = @(t) =t + 3, dakleq(t)dt = dt, tada granice integraljenja postaju
t=3-3=0it=6-3= 3. Tako dobijamo na osnovu (7.11):

3
6 3 3/2
/ \/x—3dx:/ g 20 Vel _,
3 0 3 0 3
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b) Ako koristimo smenu = x+ 2, dakledt = dx, tada posle promene granica dobijamo

12 3(t—2)2dt /12 3
X [CEER (T 44
./4X+2dx /1 t (2 t nt) 1

c) Ako stavimot = Inx, tada se diferenciranjem leve i desne strane ove jednakosti dobija
dx . recogInx 1 L
dt=—, paS|ed|/ S )dx:/ costdt:smt‘ =sinl
X 1 X 0 0

d) Posle smene= sinx, dt = cosxdx nove granice integraljenja postdje= 1/2it =1, pa
se dobija

/2 1 1_¢2
/ cosx-ctgzxdx=/ 1—2tdt: (—1—t>
J1y/6 12 1 t

e) Smenont = €, dakledt = e*dx, dobija se

:2—12+4In3—%+4:4|n3—4.

! 1

1
=-1-1+2+-="=.
Y2 2 2

/Ilidx—/ei—arct ‘e—arct arctg 1= arctge—
0o 14+eX " J; 14t2 9|, = arclE gl=arcle—7.

VG 5
f) Smenomx? =t, 2xdx = dt, dobijamo/ dx 1 Dalje se novom

dt
V3 x/X—9 2J3 tviZ-9
smenomnt? —9 = r2, 2tdt = 2rdr, dobija

/ /4 dr 1
V3 x~/ “2Jorzyo -

4

1 4
arctg ——arctgg. >

0_3

7.7.2 Parcijalno integraljenje

Ako suu i v neprekidno—diferencijabilne funkcije ria b, tada vaziformula
parcijalnog integraljenja:

/b uxX)V(x)dx = u(x)v(x)
a (7.12)

7.12 Primer. IzraCunati sledete oddene integrale:
7 /2 2
a) /xe‘5"dx; b) / X2 sin(3x) dx; c) /xlnxdx‘
2 0 1

ReSenja.

. . . . 1 :
a) Ako stavimou = xi dv=e *dxtada jedu=dxiv= [ e >*dx= —Ze > U zadnjem
integralu kori€ena je smeng= —5x. Na osnovu formule (7.12) vazi:
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7

7 X 7 1 /7 7 2 1
—bX —5X —5X —35 —10 —b5X
e Xdx = —=e — ——/ e Ydx ) =—-=€ —e " — —¢€
/2X X 5° | ( 5/ X) 5° 75 25° |,
_ 7 35 2 10 1/ 35 _10\_ 36 35 11 4
= 5% T Ts¢ T35 (e®-e)= T

b) U ovom sli&aju stavtemou = x? i dv = sin(3x)dx, du = 2xdxi v = /sin(3x)dx:

—% cog3x). 1z (7.12) tada sledi:

2 1 2 2 (M2 2 (M2
/ ¥ sin(3x)dx= — =x2cog3x)| — (-2 xcog3x)dx) =2 / x cog(3x) dx
0 3 0 3Jo 3Jo

Poslednji integrakemo takde resiti parcijalnim integraljenjem, tako Sé@mo staviti

u; = xi dvg = cog3x)dx, odnosnadw, = dxi vy = 3 sin(3x). Tako dobijamo

2 X . w2 1 (2
/ xcog3x)dx = —sm(3x)‘ ——/ sin(3x) dx
0 3 0 3Jo

/2
- gsin(3n/2)—gsin(3-0)—;(—;cos(?;x) O ):—g—;.
2 2 m 1 m 2
~ . 2 .- _ 4 A __ “
Kon&ctno je ./0 X sm(3x)dx_3 ( 6 9> 9 27

- - . . . - . dx
c) Datiintegral se reSava primenom parcijalnog integraljemja:inx, dv=xdx tj. du= X’
2
V= XE Tako se dobija
2

2

2 X2 2 1 /2 X 1
xInxdx= —Inx —7/ xdx=2In2— —| =2In2—-1+-=2In2—-3/4.
/1 2™, 724 4 *3 /4. >

1

7.13 Primer. IzraCunati sledete oddene integrale za € Ny :

/2 /2
In :/ cos'xdx; Jn :/ sin"xdx.
0 0

o " , . T
ReSenje. Pokazimo prvo da je za svec Ng I, = J,. Zaista, smenon = 5 X,
dt = —dxdobijamo

/2 /2 0 2
In:/ sin”xdx:/ cod' (E—x) dx= —/ coé‘tdt:/ cos'xdx=Jn.
0 0 2 0

/2

Dakle, dovoljno je izraunati integrald,, n € No. Zan=0 je

/2 /2 /2
lo :/ sifxdx= [ dx= x‘ _n (7.13)
0 0 0 2
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azan=1je
w2 1 2 /2
Ilz/ sin xdx:/ sinxdx= —cosx| =1 (7.14)
0 0 0
Neka je sada > 2. Ako primenimo parcijalno integraljenje:
u=cod1x, dv=cosxdx du= —(n—1)cod2xsinxdx v = sinx,
dobijamo
"TT/2 Y

Tyaing |2 2 2
Ih=cos"™ xsmx’0 +(n—1)/ cod'?x(1—cogx) dx

0
Na osnovu toga jd, = (N—1) (In—_2 — In) , 0dnosno

cod'?xsirfxdx= (n—1) /o

1
'”:nT"”*Z’ n>2. (7.15)

Ako jen=2p, p€ N, tada iz (7.15) i (7.13) dobijamo

L, — 2P=1, ~_2p—12p-3
7 T2p T 2p 2p-2

~_2p-12p-3 1 (2p—1)(2p—3)---1 ™

“lop_4

2p 2p-2 2% (2p)(2p—2)---2 2
Akojen=2p+1, pe N, tadaiz (7.15) i (7.14) sledi

| _ % I __2p 2p-2 I
T 2p+1 Pt 2pg12p—1 P
2p 2p-2 1 (2p)(2p—2)---2

T oprizpo1 31T (2p+1)(2p—1)-~3'1‘ >

7.8 Primene odra@lenog integrala

7.8.1 PovrSina ravnih likova
Neka je data neprekidna funkcifa: [a,b] — R koja je nenegativna ndd, b).

Na osnovu definicije (7.2) i relacije (7.4) mozemairda je povrSina krivolini-
jskog trapeza funkcijé nad[a, b] (tj. povrsina figure ogragena sa grafikom funk-
cije f, ordinatamax = a i x = b, kao i intervalom[a,b] na x—osi), jednaka (sl.
7.2.).

P:/:f(x)dx

7.14 Primer. Odrediti povrSinu ogranicenu krivom= Inx, Xx—0som i pravonx = e.
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ReSenje. Na [a, b] funkcija je nenegativna, tako da je traZzena povrsina
e e
P= / Inxdx= (xInx—Xx) = elne—e—1-In1+1=1.
1

(Integral/lnxdxreéavali smo parcijalnim integraljenjerns)

U slucaju kada je funkcijaf negativha nda,b], tada se povrsina krivolinijskog
trapeza funkcijef nad[a, b] odreduje kao

/abf(x)dx,

7.15 Primer. Odrediti povrdinu ograni¢enu krivom= x? — 4 i x—osom.

p— il /bf(x)ydx

Re3enje. Funkcijaf (x) = x? —4imanule zag = —2i X = 2. Na(—2, 2) data funkcija
je negativna, traZzena povrsina jednaka

G e (Fecn) 2

3 3
7.16 Primer. Odrediti povrSinu ograniCenu sinusoidom-= sinx i intervalom|0, 217 na
X—OSi.

2

P:‘/zz(xz—4)dx

-2

ResSenje. Na (0, 1) funkcija f (x) = sinx je pozitivna, dok je n&r, 21m) ona negativna.
Tako je traZena povrSina jednaka

m 2n m 2n
P = / sinxdx+ / sinxdx‘:(—cosx)‘o—k}(—cosx)‘ ‘:2+|—2:4.
0 s

s

Naravno, traZzenu povrsinu mogli smo traziti i kéto= 2/ sinxdx=2-2=4.
0

2n
Primetimo daje/ sinxdx= 0, a, kako smo videli, da je povrSina slike ogréeme
0
krivomy = sinx i intervalom|[0, 21} nax—osi jednakat. »

7.8.2 PovrSina izmdu krivih

Ako su f i g neprekidne funkcije nga,b] i vaZi f (x) > g(x), za svex € [a,b],
tada je povrSina ogratena krivamaf i g i ordinatama u tékamaa i b jednaka

p:/abf<x)dx—/:g(x)dx:/ab<f(x>—9<><>>dx

7.17. Primer. Odrediti povr3inu ogranitenu sa krivogn= x° i pravamay = 6+ X i
2y+x=0(sl. 7.5).
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Re3enje. Presek pravily = 6+xi 2y +x = 0 je tatkaA(—4,2), a presek krivey = x3

sa pravomy + x = 0 je tatka O(0,0) (koordinatni pé@etak), dok je presek krive
y = X sa pravony = 6+ x tatkaB(2,8). Svaka od ovih pregmih tataka dobija se
reSavanjem odgovardjin sistema jedrana:

taCkaA: y=6+X, 2y+x=0;
tackaO: y=x3, 2y+x=0; tatkaB: y=6+x y=Xx.

TraZena povrsina se dobija kao zBie P, + P, gde je

/j (6+x—(-3)) dx= /: (6+ 32’() dx= <6x+ %f)

/02 (6+x—x3) dx= (6x+X22)j:> i

=12+2-4=10.
Prematome =P, +P, =124+10=22 »

0

Py =24-12=12,

-4

P>

0

Slika 7.5. Slika 7.6.

7.18 Primer. Odrediti povrsinu ogranic¢enu krivim linijampa= x? i y = /X (sl. 7.6).

ReSenje. Tatke u kojima se date krive seku odrgu se reSavanjem sistema jedima

y=x% y=1X
odakle se dobija jedfinax? = /X, Cija su reenja; = 0, i xo = 1. Znai, date
krive se seku u t&kamaO(0,0) i A(1,1) (videti sl. 7.6). TraZzena povrsira se
dobija kao razlikéd® = P, — P,, gde je
1
1 2y3/2 2 1 X3
t /o\&dx 3 ‘o 3 2 /onX 3|, 3
Prematome j® =2/3-1/3=1/3. »

1

7.19 Primer. Odrediti povr$inu ograni¢enu parabolanya= x> — 2x i y = 6x— x? (sl.

7.7).
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ReSenje. ReSavanjem gornjeg sistema jedima dobijamo da se date parabole seku u
tatkamaO(0,0) i A(4,8). Parabolay = x* — 2xima nule u tékamax =0i x = 2, i
negativna je na interval(0, 2), dok paraboly = 6x —x? ima nule u tékamax = 0
i X= 6. Zbog toga se trazena povrsina adinge kaoP = P, + P, — P53, gde su

4

4 x3 64 80
PL= | (Bx—x¥)dx= (3¢ -2 || =48— == —;
il /O(x x)dx (x 3>o 3= 3
2 x3 ?l |8 8 4
_ 2 — A2 2 _al—a_2_=
Pz_‘/o (x*—2x)dx ‘(3 X)o ‘3 4‘ 4 3= 3
4 x3 * 64 8 20
Py = 2_2x)dx= (% —X%)| == —16—-+4="".
3 /2(x X) dx (3 x)z 3 6 3+ 3

Prema tome jeP = 80/3+4/3—20/3=64/3. »

by

oo

\ x

2 4

Slika 7.7. Slika 7.8.

7.8.3 Kiriva u polarnim koordinatama

Neka je urb—ravni data kriva u polarnim koordinatama= f(0), gde je
f neprekidna funkcija promenljiv@ (sl. 7.8). (Podsetimo se da jeCta A u
ravni odr&ena urdenim paron(r,8) gde jer odstojanje téke A od koordinatnog
pocetkaO, dok je B8 ugao izméu OAi pozitivnog smera—ose.)

Odredtemo povrsinu "krivolinijskog isgka", naime povrSinu ogratenu polupra-
vim linjama® = a, 8 = b, gde je0 < a < b < 2mti grafikom funkcijer = f(0).

IzvrS§imo podelu? ugla|a, b] pomcu polupravih koje sa pozitivnim smeromose
zaklapaju uglovedy, 61,0-,...,6, na sledéi na&in a=06p<6; <0, < ... <
B, =b. i neka jeAB; =6, —6;_; zai = 1,2,...,n. Time smo dati "krivolinijski
isecak"podelili na "male"krivolinijske iséke AA; (sl. 7.8). Neka suf (ui) i f(v)
minimalna i maksimalna vrednost funkcifena uglu[6;_1, 6;], tada vazi

%(f(ui))eri <AA < %(f(Vi))eriv
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Sto povl&i ] . |
izl;(f(ui))%ei SYLE i;;f(vi))%ei.

Ako sa povéanjem brojan tj. kadan — o, parametar podele teZi nulk(?) =

1n<1%xA9i — 0, tada svaki ugadé6;, — 0,i=1,2,...n, pa je povrSina posmatranog
<i<n

krivolinijskog is&ka data sa
n n

1 1 1 /b
P= lim S Z(f(u)286 = lim Y =(f(v ZA-—_—/ £(6))2

ako prethodne graéine vrednosti postoje.
7.2Q Primer. IzraCunati povrsinu Bernulijeve lemniskate date u polarnim koordinatama
p? = a’cog20) (sl. 2.36).

ReSenje. Ako sux i y date u polarnim koordinatama, tjx = pcosp, y = psing,
tada se povrSina ogram@na sa krivonp = f(@) i polupravamap= @, i 9= @

o : 1 /® 2
izraCunava po formuli P= é/ (f(g)“do.
o
Da bi u naSem sktaju odredili granice integracije, i ¢, reStemo jednéinu

p = a,/cog2¢) = 0 uz uslov|2@| < 11/2. Takva reSenja sgy = —T1/4i @ = T1/4,
pa je traZzena povrSina

/4 i 4
pP=2 (1/ a2 coq2¢) d(p) = a25|n(2(p)
2 —T/4

2

—11/4

7.21 Primer. lzracunati povrSinu kardioide date u polarnim koordinatamasa:
a(l+4cosp), 0< @< 2m ako jea pozitivan parametar (sl. 2.35).

211737_,_[
0 2

21 2 .
Resenje.P = %/ a*(1+ cosp)*dp= % <<p+23in(P+ g+ Sm(z@)
0

as.
4 >

7.8.4 Parametarski zadata kriva

Neka je krivaC u ravni data u parametarskom obliku t.= g(t), y = h(t),
te(a,B)ig(a)=a, g(B) =b. Tada se povrSina krivolinijskog trapeza odeaog
krivom C nad|[a, b] odreduje kao

P= /bydx: /Bh(t)g’(t)dt. (7.16)

7.22 Primer. IzraCunati povrSinu ograniCenu jednim lukom cikloide a(t —sint), y=
a(l—cog), te[0,2m, (a>0),i x—osom (sl. 2.31.).
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ReSenje. Primetimo da je za =0, x=0iy=0,adajeza =m x=aiy=0.

To znd&i da je grafik date funkcije iznaxi-ose nad0,a], odnosno za < [0, 211.

a
Dakle, trazena povrSina j = / ydx Kako jedx= a(1— cogt)dt, to se moze
0
pisati
2n 2n
P = / a(1—cost)a(1l—cost)dt = a2/ (1—2cog + cogt)dt
0 0

21
= 3. »

. t 1 .
= a (t—23mt++smz>
2 0

4

7.23 Primer. Izratunati povr$inu ograni¢enu astroidam= acos’t, y = asin’t, a> 0
(sl. 2.32).

ReSenje. Lako je videti da kadaprode interval0, 211, tada se u ravni dobija zatvorena
kriva koja se sastoji odetiri podudarna dela. Zato je trazena povrSina

P = 4 y 4/ y(t) dt_4/ —3a%)sirtt cogtdt
/2
w2 (1_ 2 rT/2
_ 12a2/ (1-c0s2)® 1+cos2, 1228 /M2, oo o022+ cosa)dt
0 4 2 8 Jo
_ % sina 1/ sina) 1/ SiPA\\[T_sm?
-2 2 2 4 )72 3 o 8

7.8.5 Zapremina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem neprekidne ke f(x) oko x—ose nada, b].
U cilju odredivanja zapremine tako nastalog tela, iz&e¥ho podelu zatvorenog
intervalaa, b|] na podintervaléx_1, x|, i = 1,2,...,n, i ozn&iti salAx; = X — X1
(sl. 7.9).
Na svakom od podintervala posmatramo pravougaoijekje jedna stranica pod-
interval[x_1 — x| duZineAx;, a druga stranica jednaka vrednosti funkdija pro-
izvoljnoj taCki podintervalaAx;, tj. jednaka f(wy), o € [X—1,%]. Svaki od tih
pravougaonika obrtanjem oke-ose obrazuje valjak visingx;, sa poluprénicima
osnove jednal ().
U ovom sli€aju svakako smo pretpostavili da je funkcfjanenegativna néa, b),
(t. f(x) >0,xe[abl.)
Kako je zapremina svakog valjkd f (w))?Ax i = 1,2,...,n, to moZemo pisati

b
V= lim S () = (1)

Ako telo nastaje obrtanjem krive= g(y) oko y—ose nadc,d| , tada je njegova
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zapremina

v =r["(a)dy

—
.

Slika 7.9.

Slika 7.10.

7.24 Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem parabpte x° + 1 nad
[—1,1] okox—ose.

! _ 56m

o 1 B3
Resenje.vzn/ (X +1)%dx= n/ (42 4+ 1)dx= Tt ( +2+x> =5 >
-1 -1

5 3

7.25 Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem kubne paralyetex®
nad|1, 8] okoy—ose.

8 /3
Resenje. 1z x= 3y, slediV = T[/ (y/3)2dy = T[/ y?3dy= T[( L% > %T >
1

7.26 Primer.

1

Odrediti zapreminu tela koje g\(astaje obrtanjem povrSine ogranicene
parabolomy = x? + 2 i pravom linijjomy = > +1nad]0,1] oko x—ose.

1 2
Reéenje.vzn/ ((x2+2)2—(x+1) >dx n/ (x4+x —x+3> dx
Jo 2 4
=T X—5+$—X—2+3x 1779T[
- \5 4 2

O — 70. >
7.27. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem povrSine ograni¢ene kri-
1,.
vomy = §x3 i pravomy = 2x okoy—ose.

ReSenje. Preséne t&ke datih krivih suO(0,0), A(4,8) i B(—4,—8). Kako se date
krive mogu zapisati u obliky = 2.3y, odnosno= > to je zbog njihove neparnosti:

8 8
V= 21'[/0 <4y2/3—411y2) dy= 2n<123§/3 —y3>|0: 1024t

12 15
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7.28 Primer. Odrediti zapreminu torusa koji se dobija obrtanjem kruznice
X2+ (y—a)? =r? okox—ose, ako j@ < r < a.

Resenje. Ozn&imo saf; i f, redom funkcije date s& (X) = a+ vr2—x2i fa(x) =
a—Vr2—x2 |x| <r. Tada je trazena zapremiNa= Vi — V>, gde je

r r
Vi=m/[ f2(x)dxiVy= n/ f2(x)dx Prema tome je
—r —r

r
vV = T[/ (
—r
or
= T[/ (a2+2a r2_x24r2_x2_a2412a r2—x2—r2+x2) dx

—r 0
Posledniji integral se reSava smengm r sint, dx=r cost dt, pa je

/2 ; /2
V= 8aT[r2/ cogtdt = 8mr? (t + sz)
0 2 4

—8arr?- N 2ar2i2.  »
0 4

7.8.6 Duzina luka krive

Neka funkcijaf ima neprekidan prvi izvod nga, b]. DuZina lukal date krive
od tatke A(a, f (a)) do taCke B(b, f (b)) odreduje se pomeu odr&lenog integrala
na sledéi nacin (sl. 7.11).

Neka je? podelaintervalda, b], tj. nekajea=Xp <x1 <X <...<Xp—1 <X =Db

i neka jeA(?) parametar podel®. Kao i ranije, stavimaAx; za duZinui— tog
intervala[xi_1,]. Odredimo u deonim ttkamax; ordinatef(x;), koje na krivoj
odreduju ta&€ke Q;, i = 0,1,...,n. Posmatraemo izlomljenu linijuQpQ1Q>. .. Qn,
sa delovima;_1Q;, €ije su duZines. Tada je duzina luka krive od t&e A do B
priblizno jednaka duzini izlomljene linij@yQ1Q:...Qn. Zbog toga se za duzinu
luka nad intervalom uzima grairia vrednost

n
{= lim i\
A(?)HOigos

ako ta granica postoji. Kako je

s =/(F(x) — f(x1))2+ ¢, (7.17)

to na osnovu Lagranzove teoreme srednje vrednosti postijata € [x_1, %]
takva da vaZi

f(x) — f(%i-1) = '(0a) - Ax;.
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4y

Xio1 X; X1 x,=b

Slika 7.11.

Tako relacija (7.17) postag = 1/ (f/(wy))2+ 1-Ax. Odatle je

n n
(=i = lim Y /(F2() + 18,
A0 2 = Ao 2, V (@) +1-4%

Prema tome se duZzina luka krive odoge po formuli

(= /ab,/1+(f/(x))2dx (7.18)

7.29 Primer. Odrediti duZinu luka krivef (x) = 3x%/2 — 10 od tatkeA(8,2) do tatke
B(27,17).

Resenje. Kako je f/(x) = 2x /3, to je traZzena duZina luka

27 27 27 /A1 2/3
4:/ \/1+(2x—1/3)2dx:/ 1/1+2idx:/ VAKX 4y
8 8 x2/3 8 x1/3

- " 2 _ . .
Posledniji integral se reSava smenbr x%/3 + 4, dt = §X Y3dx, pri éemu je za
x=8,t =8, azax= 27t = 13. Tako se dobija

13 13
g_gf \/fdt:t3/2‘8 — V1B VB~ 24245 »
8

7.30 Primer. Odrediti duzinu luka krive (x) = Inx od tatkeA(1,0) do tatkeB (v/3, 123) .

/3 V3 ./ 2
ReSenje. Kako je f'(x) = 1/x, to je ¢ = / \/1+X—12dx: / 1)_('_)( dx. Smenom
J1 J1

x=tgt, dx= C(()j;t’ pricemu jey1+x% = %, a nove granice integracije postaju
/41 1/3. Tako dobijamo

_/"/3 dt /‘"/3sin2t+coszt B w3

1 1
— = 2T = [ —— 2 =2-v2-ZIn3—
w4 Sintcoft Jwya  sintcogt dt (cost +inltg(t/ )> V2 2 n3

/4
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s
Intg —.
98 >

Neka je kriva data u parametarskom oblke= g(t), y = h(t), t € (O(,B), gde su
funkcijegi h neprekidno diferencijabilne ndd, ] i vazig(a) = a, g(p) = b. Tada
se duzina luka te krive nad intervalom izteava kada, f3] i racunava kao

(= /B\/g’(t)2+h’(t)2dt. (7.19)

7.31 Primer. Odrediti duZinu luka astroide = asin’t, y=acost, t e [0,2r], ako

je a pozitivan parametar.

ReSenje. Kako jex; = 3asir’tcost i V. ¢ = —3acog’tsint, to je

L

- 4/ 1+ (yo)2dx= 4/n/2\/ yi)2dt
sirtt |2

/2 /2
= 4/ \/9a2(sin4tco§t+sin2tco§t)dt = 12a/ sintcostdt = 12a——
0 0

0

= 6a. »

7.8.7 PovrSina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem nenegativne kyive f(x) oko x—ose nada, b,
nad kojim funkcijaf ima neprekidan prvi izvod. Podelinia,b] na podintervale
[Xi—1,%], 1 =1,2,...,n, i, kao i ranije, oznéimo saAx; = x; — Xi_1. Na svakom
od podintervala posmatrajmo trapez ogtam sa intervalonix;_1, x| nax—osi,
ordinatama duZind (x_1) i f(x), i duZz s koja spaja téke na krivoj odrdene
ordinatama u t&kamax; i x;_1. Svaki od tih trapeza pri rotaciji oko—0se obrazuje
zarubljenu kupiji su polupré&nici osnovaf (x;) i f(Xxi—1), aizvodnicas. Povrsina
omotda takve zarubljene kupe &, = (f(x_1) + f(X)) - 5. Prema tome, ako
je A(P) parametar podele, tada je povrSina omiatsl posmatranog obrtnog tela
jednaka

n

M :A(I;)r)rLOi: (f(x-—1+f(X)) s = 2n'/abf(x) 1+ (f/(x))2dx.

7.32 Primer. Odrediti povrSinu omotaca tela koje nastaje obrtanjem rkose krive

y? = 12x od tatkex = 0 do tackex = 3.
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ReSenje. Kako je2yy = 12 tj. y = 6/y, to je trazena povrSina jednaka

3 3 /36+y2 3
M = Zn/ 1+ 2dx:2n/ 7dx:2n/ V364 12xdx
0y\/ ) A v A
3
3/2
= ZH.i.z.M =242y2-1)1t »
12 3 o

7.33 Primer. Proveriti da je povrsina lopte polupretnikajednakaM = 4ma?.

ReSenje. Posmatraemo samo gornji deo kruznice date u parametarskom okliku
acos, y=asint, 0<t < Tt koja se obte okox-ose. Tako dobijamo lopt€ija
je povrSina

Tt I
M = /stint\/azsin2t+azco§tdt:2rra2/ sint dt
0 0
I
= —2Tra2cost‘0:—2na2(—1—1):4T[a2. >

7.34 Primer. Odrediti povrSinu omotaca tela koje nastaje rotacijom gkense krive
x = y® od tatkex = 0 do tatkex = 8.

ReSenje. Odgovarajée vrednosti za=0i x=8su redony=0iy =2, paje trazena
povrSina jednaka:

M :211/08x,/1+(x§,)2dy:2n/02y3\/1+9y4dy= %/1145ﬁdu: 2—n7 (\/@— 1) >

7.9 Nesvojstveni integrali

7.9.1 Nesvojstveni integrali prve vrste
7.35 Definicija. Ako je funkcijaf neprekidna na intervalla, +), tada jenesvojstveni
integral prve vrste funkcije f na intervaluja, +) grani¢na vrednost

oo T
/ fx)dx:= lim [ f(x)dx (7.20)

T—+4w Ja

Ako granica u (7.20) postoji, kaZze se da nesvojstveni integral

+o0
/ £(x) dx (7.21)

konvergira, a ako ne postoji, da taj integrdivergira.
Ako je, dodatno, neprekidna funkcifai nenegativna na interval@a, +~), tada je
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T
za fiksiranoT > a integral/ f(x) dx povrSina izmdu krive i intervalaja, T] na

X—0si, ograntena ordinatama u&&amaa i T. Prelaskom na graémnu vrednost
kadaT — 4o, nesvojstveni integral prve vrste iz (7.21) predstavlja povrSinu dela
ravni ograntene sa intervalorfa, +) nax—osi, ordinatom u téki a i grafikom
funkcijey = f(x) nad[a, +).

Analogno se za neprekidnu funkciju fiac, b] uvodi nesvojstveni integral prve
vrste na tom intervalu:

b b
/_ f)dx=_lim [ f(x)dx

Tp——00 Ty

Konatno, po definiciji je za neprekidnu funkcijunaR :

,/_:m”)‘)dx—/_if(X)dXJr/:mf(x)dx

(Moie se pokazati da ova definicija ne zavisi od b@@R.) Nesvojstveni inte-
gral/ X) dx konvergira po definiciji ako oba nesvojstvena integrala na desnoj
strani konvergiraju.

7.36 Primer. Odrediti da li dati nesvojstveni integrali konvergiraju

+o dx °°dx Fo
a) / (x—12’ b) / ©) / 4+x2’
+00
d) / % aeR; e) / eXdx f) / e ®dx, acR.
J—o0 JO

ReSenja. Konvergenciju datih integrala provéamo direktnim izrdunavanjem.

a) Po definiciji 7.35 je
/+°° X im /de— im L - (- 1)
2 (X=1)2 Totefz (X—=1)2 Totex—1|, Toto\T-1 2-1) 7
= lim 2\/?(‘ =

Dakle, dati integral konvergira
T~>+00 / 7 T—+w

b) Datiintegral divergira, jerje
1

c) Dati integral konvergira, jer va2|

e _dx / = lim 1(arct )T—l lim | arct T
o 4+ X2 THJroo 4—{—X2 To4ow 2 9% 0 T 2T4w g2
1
=7

d) Neka je prvoo = 1. Tada dati integral divergira, jer je

tedx Tdx T .
/ — = _lim / — = _lim Inx’ =_lim (InNT—In1) =
1 X T—+oJ1 X T—+oe 1 T+t



220 Glava 7. Odrdeni integral

T TR g
— _lim ).
1 TH+0°<1—G 1—0)

. - N . - .1
Zadnja grartna vrednost postoji za—a < 0, tj. zaa > 1, |Jednakajeﬁ7 dok

Xfa+1

. T dx
Zaa;«élje/l a

=_lim
To+o —0 41

. . . o dx ,
zada < 1 ne postoji. Dakle nesvojstveni integral a konvergira zao > 1, a
1

divergira zao < 1.
0

0 0 X 1
e) Dati integral konvergira,jerje/ e¥dx= lim [ eXdx= lim — | =Z.
—o T——oc JT To—w 3 T 3
f) Ocevidno je da dati integral divergira za= 0.
Neka je sada # 0. Tada je
+oo T T
/ e ¥dx=_lim e ¥dx= “1 im (e®) 1 iim (e2T -1
0 T—+w /o a T—+w 0 a T—+w

Ako je a > 0, tada zadnja gradina vrednost postoji i jednaka }ie, tj. tada dati
integral konvergira, dok za < 0 on divergira.»

7.9.2 Nesvojstveni integrali druge vrste

7.37 Definicija. Ako je funkcijaf neprekidna na intervalya,b), i vazi bar jedna od
sledecih jednakosti:

lim f(x) =+,  lim f(x)= o,

X—b— X—b—

(tj. ako je f neogranitena u svakoj okolini tack®, tada jenesvojstveni integral
druge vrste funkcije f na intervalu[a, b] po definiciji jednak

b b—¢
/ f(x)dx= lim £(x) dx (7.22)
a e—0+Ja
b
Kao i u slutaju nesvojstvenih integrala prve vrste, integyal f (x) dx konvergira
(resp. divergira), ako gratma vrednost u (7.22) postoiji (re%p. ne postoji).

Ako je neprekidna funkcija i nenegativna na intervub), tada nesvojstveni in-
tegral druge vrste predstavlja povrSinu afeu sa intervalorfa, b) nax—osi, or-
dinatom u t&ki a (tj. delom pravex = a) i grafikom krive nad tim intervalom.

Analogno se uvodi sle@enesvojstveni integral druge vrste:

b b
/ fodx= lim [ f(x)dx

e—0+ Jate
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pri cemu je funkcijaf neprekidna na interval(a, b] i nije ograntena u bilo kojoj
okolini taCkea.

Konatno, ako jef neprekidna na skupa, c) |J(c, b], ali nije ogran€ena ni u jednoj
okolini tatkec, tada je po definiciji

b c—¢1 b
/ fF(x)dx=lim F(x)dx+ lim £(x) dx
a

€—0+/a €2—0+ Jcrep

7.38 Primer. Ispitati konvergenciju sledecih nesvojstvenih integrala:

O s Do Oy Ok oc®

Resenja.
a) Po definiciji 7.37 je

/2 dx i '2-€  dx i X\ |2¢
= lim = lim (arc&m)‘
0 V4—x2 e-0+Jo  \A—x2 &0+ 2/ o

. 2—¢ . . T
= lim arcsin—— — arcsin0) = arcsin1= —.
€0+ 2 2

Dakle, dati integral konvergira.
b) Dati integral ne konvergira, jer vazi

2 dx 2—¢ dx
—— = |im —— = |im (=In(2—x
0 2—X £-0+Jo 2—X &m+( ( ))

2—¢

0

= lim (In2—1Ing) = 4.
e—0+

c) Datiintegral je jednak

3 dx i 1-&  dx 3 dx
[ [T
0 vV1—X e—0+.Jo 1-x 6&-0+J1+5 \/ —X

3 1-¢ 3 3
= —lim S1-x%¥ - lim Z(1-x?3
e—0+ 2 0 50+ 146
B . 3 23 .3 2/3 2/3
= ‘JL’BL(z(s ‘”)}'E&z((‘z) ~(-57")

X—a+l

1 e —a+1
=lim
e—0 4*0‘+71 e—0

Dakle, dati integral konvergira Za—a > 0 '[j zaa a divergira zao > 1.

l
d) Za(x;élje/ Xa_n
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1
Ostavljamctitaocu da pokaze da je integrjgl d—xx takade divergentan.
0

+o

Na osnovu primera 7.36 d) i 7.38 d) sledi da je nesvojstveni inteﬁral X—GX di-
0

vergentan zavakirealan brop. »

Dva kriterijuma za konvergenciju nesvojstvenih integrala

Neka je funkcijaf neprekidna nga, b) i neka je neogragena u svakoj okolini
tackeb.

a) Pretpostavimo, dodatno, da postoji neprekidna funk€iga osobinom
[F)| <F(x), x€[ab).

Tada vazi: X

b
ako integral/ F (x) dx konvergira, onda konvergira i integr?[l f(x), dx kao i
a a
b
integral/ |f(X)|dx
a

b b
ako integral/ f(x) dx divergira, onda divergira i integrﬁ[ F(x)dx.
a a

b) Pretpostavimo, dodatno, da postoji neprekidna i pozitivha funkoijad|a,b) sa

f(x)

osobinom da za nelg # Ovazi Iim —— =K.
x—b- g(X)
Tada piSemof (x) ~ K-g(x), x— b—, i kazemo da se& ponaSa kaay kada

X — b—. Tada vazi: A

b

ako integral/ g(x)dx konvergira, onda konvergiraiintegrja f(x)dx;
a a
b b

ako integral/ g(x)dxdivergira, ondadivergiraiintegr;?[ f(x)dx.

a a
Razumljivo, postoje i analogni kriterijumi za konvergenciju nesvojstvenih integrala
prve vrste iz (7.21), samo Sto se uGiju 2. koristi ponaSanje funkcije kada—
+00. Prepor@ujemocitaocu da ih sam formuliSe.

7.39 Primer. Ispitati konvergenciju sledetih nesvojstvenih integrala:

tedx teodx e 2
a) /1 B2 b) /o Ve C) /0 e ~cogx°)dx.
ReSenja.

a) Podintegralna funkcija se ponasa kao funkiiil?ﬁ kadax — +o0, U 0znaci
1
1 1 « “ - . . X3/2—|—1 B

32
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—+o0
Prema primeru 7.36 d), nesvojstveni integ/al a2 konvergira, jer jex :=3/2> 1.
1

Na oshovu kriterijuma analognog shju 2., sledi da i nesvojstveni integral prve vrste
T dx
——-—— konvergira.
/1 x3/241 g

Konvergencija ovog integrala se moZe pokazati i na osnovu toga &to- davaZzi:
1
21" W
b) Pre svegaje

pa se moze primeniti shaj 1.

+eodx 1 dx +o o dx
/ —_— = / + . (7.23)
0 X+ x3 0 VX+x3 J1 Vx+x3
Prvi nesvojstveni integral je druge vrste i konvergira na osnovu ponas ~
J gral ] g g p %

1
1 1 . . . A/ X+x3 . . .
— =—, X—0+, jerje Iim =1, i primera 7.38 d)(1/2 < 1). Drugi
R X o derje lim 1 p N1/ ). Drug

. . . . . 1
nesvojstveniintegral u 7.23 je prve vrste i konvergira zbog ponaé\?a;t ~— X—
X+x3  x3/2

1
4o, jerje lim Xl“s =1, i primera 7.36 d)3/2 > 1). Znai, dati nesvojstveni inte-

X— 400 —_—

X372

gral konvergira.

00

+
c) Kako je |e¥cogx?)| < e x¢c[0,+%), a integral e Xdx konvergira jer je
a:=3> 0, (videti primer 7.36 f)), to i dati nesvojstveni integral talkeokonvergiray

7.4Q Primer. Ispitati za koje vrednosti realnih parametapai g > 0 konvergiraju sledeci inte-

grali:
400 v /2
/ X arctgxd)c b) / _ dx ;
0 1+xd o sinPxcogix
ReSenja.
+o0 yP p +00 yP
a) Iz / X arctgx x_/ X arctgxd / X arctgxdx I1+15, sledi da treba odred-
o 1+xd 1 1+xd

arct
it pi gq> 0 tako da svaki od integrally i I> konvergira. Na osnovu lim ng =

x—0+

xP arCth Xer]_7
14+xd

. 1 1 dx . .

Posto mtegral/ xPldx = / peCEE konvergira za—p—1< 1, tj. zap > —2, to sledi

0
konvergencija integrala zap > —2iq> 0.
arct . - ..
Na osnovu jednakosthT T?X 1, vaziarctgx ~ Tt/4, X — oo, Sto povi&i
X— 400

1, pavaZi arctgx~ X, X— 0+ zaq>0:sledi——— X— 0+.

xP arct I S . : .
1+qux pr*q, X — 4o, sledi da integral, konvergira ako i samo ako konvergira
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. + o dx . . .
integral / xP—4 = / T Na osnovu primera 7.20 d), zadnji integral konvergira
1 1

za—p+qg> 1 pails konvergiraza-p+q> 1.

Skup upgravni, uz dodatni uslog > 0, na kome dati integral konvergira je presek skupova
na kojima konvergirajui; i 1. Zn&€i, dati integral konvergira ako istovremeno vaze nejed-
nakostip>qgq—2, —p+qgq>1iqg>0.

Dati integral moZemo napisati kao
/2 dx /4 dx 2 dx
o sin"xcodlx Jo sin"xcodx Jma sin” xcosix

Xx— 0+, a integral/

0
B 1 1
sifPxcodlx  codlx  sini(m/2—x)  (T/2—x)%’
x — T/2—, sledi da drugi integral konvergira ze< 1.

Prviintegrall; k i 1,jerj "4 dx
rvi integrall; konvergira zep < 1, jer je ——— ~ — —
grafy 9 @ Jer) sinPx cod! x1 XP’ xP

konvergira zap < 1. Na osnovu

Zn&i dati integral konvergiraza<1,g< 1. »
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Prilog

Programski pakeScientific Workplace (SWRastao je péetkom devedese-
tih godina kao kombinacija wepostoj€ih paketaWordi LaTeXradi jednostavni-
jeg unosa i formatiranja teksta koji sadrzi matertiadi formule i slike. Naime,
tadaSnje verzije spomenuta dva programa su bile ne samo mnogo komplikovanije
za upotrebu, nego i nekompletne u odnosu na prve vesx\{®-a.Verzija 3.0 pro-
gramskog paketa SWP imala je kao potprogram jednu verAjaplea, koja je,
uz ostalo, omogtavala simbolBka izr&unavanja, reSavanje odredjenih jecina,
crtanje i analizu grafika funkcija. Za poznavadaETeXa veoma je korisna bila
Cinjenica da je program automatski generigaX fajl koji se mogao, sa malom
izmenom sintakse, Kkoristiti kao deo nekog drud@JeX fajla. Sa verzijom 5.0,
ti. od 2005. godine je dodata i mognost jednostavnog dobijanja PDF fajla, ali
je potprogramMaple bio zamenjen sa jednom verzijom prograMapad U nas-
tavkucemo objasniti neke od glavnih osobina SWP5.

Pre svega, u programskom pak@WPpostoje dva néna rada: tekstualni
i matemattki. Ako je prvom redu tulbara slovol™, onda smo u tekstualnom
modu, u kome mozemo kucati @ain tekst kao u pakeword, ukljuCujuci i srpska
latinicna slova koja ne postoje u engleskom jeziku. U tekstualnom modu su stan-
dardna slova na ekranu crne boje. Boja se menja ako se promémaelip slova,
Sto se postize klikom na zadnju strelicu uteen pravougaoniku dole. Matenizki
mod se dobija zamenom crnog slovi 'sa crvenim slovomM*, obi¢nim klikom
na v& spomenutu ikonu u gornjem prvom redu. Slova u matdtkatn modu su
na ekranu crvene boje; naravno ovaj na@mo Koristiti kod unosa matemékih
formula.
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Abelova grupa, 4
algebarski komplement, 45
apsolutna vrednost, 6
argument kompleksnog broja, 12
Arhimedova teorema, 6
asimptota

horizontalna, 115

kosa, 115

vertikalna, 116
astroida, 213

Bernulijeva lemniskata, 212
Bernulijeva nejednakost, 9
bijekcija, 17
binarna operacija, 3
binomna formula, 9
brojevi

celi, 5

iracionalni, 5

prirodni, 4

racionalni, 5

cikloida, 212

definicioni skup funkcije, 15
Dekartov proizvod, 2
diferencijal funkcije, 129
divergentan niz, 91
domen funkcije, 15
drugi izvod funkcije

u tacki, 142

eksponencijalna funkcija, 21

elementarna funkcija, 21
elipsa, 87

funkcija, 15
neopadajba, 20
nerastéa, 20
opadajiéa, 20
rastwca, 20

diferencijabilna na intervalu, 122

diferencijabilna u téki, 122
eksponencijalna, 21
ekstremna vrednost, 20, 146
granitna vrednost, 104
integrabilna, 199
logaritamska, 21
neprekidna na skupu, 118
neprekidna u t&ki, 117
stepena, 20
trigonometrijska, 21

grafik funkcije, 18
konkavan odozdo, 154
konkavan odozgo, 154

granitna vrednost funkcije
desna, 104
leva, 104

granitna vrednost niza, 90

grupa, 3

hiperbola, 87
Hornerova shema, 22

imaginarna jedinica, 10
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injekcija, 16
integralna suma, 199
intenzitet vektora, 73
interval, 3
neogranten, 3
otvoren, 3
zatvoren, 3
inverzna funkcija, 18
inverzna trigonometrijska funkcija, 21
izvod
implicitne funkcije, 139
inverzne funkcije, 141
parametarske funkcije, 141
izvod funkcije
desni, 122
levi, 122

Kantorova teorema, 6
kardioide, 212
Kosijev niz, 99
KoSijeva teorema, 151
kodomen funkcije, 15
kofaktor, 45
kompleksan broj, 10
eksponencijalni oblik, 12
trigonometrijski oblik, 12
kompozicija funkcija, 17
komutativna grupa, 4
konvergentan niz, 90
Kramerovo pravilo, 62
kriticna ta&ka funkcije, 145
krive drugog reda, 86
krivolinijski trapez, 197
Kroneker-Kapelijeva teorema, 72

LagranZova teorema, 149
linearna jednéina, 56
logaritamska funkcija, 21
lokalni maksimum, 20
lokalni minimum, 20

Lopitalovo pravilo, 158

Maklorenov polinom, 152
Maklorenova formula, 152
maksimum

globalni, 146

lokalni, 20

strogi lokalni, 20
matemaittka indukcija, 5
matrica

adjungovana, 50

dijagonalna, 44

inverzna, 51

jedinitna, 44

kvadratna, 38

nula, 40

regularna, 51

simetrtna, 50

singularna, 52

transponovana, 50
matrica sistema, 71
mesoviti proizvod vektora, 80
minimum

globalni, 146

lokalni, 20

strogi lokalni, 20
moduo kompleksnog broja, 12

najveti ceo, 91
neodreleni integral, 178
neparna funkcija, 18
neprekidnost funkcije

u tacki, 117
nesvojstveni integral

druge vrste, 220

prve vrste, 218
nezavisno promenljiva, 15
niz, 89

neopadajai, 100

opadaj@i, 100
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nerast@ai, 100

rastici, 100

divergentan, 91

divergentan ut-c, 91

divergentan u-, 91

granitna vrednost, 90

konvergentan, 90

limes inferior, 94

limes superior, 94

ogranten, 92

ogranten odozdo, 93

ogranten odozgo, 93

opsticlan, 89

taCka nagomilavanja, 93
Njutn—Lajbnicova formula, 203
normala grafika funkcije, 132
nula polinoma, 21

odredeni integral, 198, 199
ogranten niz, 92
ograntena funkcija, 19
ortovi, 74

osnovni period funkcije, 19

parabola, 88
parametar podele, 199
parna funkcija, 18
partitivni skup, 2
period funkcije, 19
periodtna funkcija, 19
podintegralna funkcija , 200
polinom, 21
polje, 4
pravac vektora, 73
prekid

druge vrste, 120

prve vrste, 120
prekidna funkcija u téki, 118

prevojna téka grafika funkcije, 155

primitivna funkcija, 178

prirastaj
argumenta, 130
funkcije, 130
prividan prekid, 120
prsten, 4
prvi izvod funkcije, 122
na intervalu, 122
u tacki, 122

racionalna funkcija, 27
rang matrice, 55

red matrice, 38
Rolova teorema, 148

Sarusovo pravilo, 46
skalarni proizvod vektora, 75
skup, 1

skup celih brojeva, 2

skup kompleksnih brojeva, 2
skup prirodnih brojeva, 2
skup racionalnih brojeva, 2
skup realnih brojeva, 2

skup vrednosti funkcije, 15
sloZena funkcija, 17

smer vektora, 73

surjekcija, 16

taCka nagomilavanja

niza, 93

skupa, 104
tangenta grafika funkcije, 132
Tejlorov polinom, 152
Tejlorova formula, 152
trigonometrijska funkcija, 21

uredeni par, 1

vektor, 73
vektorski proizvod vektora, 77

zavisno promenljiva, 15



