
Predgovor

Knjiga ”ELEMENTI VIŠE MATEMATIKE ” objavjuje se kao udžbenik za
predmetOpšta matematikaza studente hemije na Prirodno-matematičkom fakul-
tetu u Novom Sadu. Naravno, nadamo se daće knjiga biti pristupǎcna i studentima
prve godine naših univerziteta, koji treba da savladaju osnovne elemente tzv. više
matematike, i to nezavisno od njihovog predznanja.

Način pisanja ove knjige predstavlja, pre svega, rezultat iskustva autora u tome
kakva i kako prezentirana nastava omogućuje studentima prve godine kvalitetno i
brzo ovladavanje novim oblastima matematike i navikavanje na univerzitetski nivo
izlaganja. Rukovodéci se time, odabrana je i takva koncepcija izlaganja da se sa
što više primera objasne uvedeni pojmovi i argumentuje sadržaj teorema.

Iskustvo pokazuje da se bez pažljivog rešavanja zadataka ne mogu savladati rela-
tivno složeni pojmovi više matematike.

Knjiga se sastoji od sedam glava, dodatka i priloženog kompakt diska. Svaka
glava, odnosno odeljak počinje sa pregledom osnovnih pojmova i tvrdjenja i nji-
hovih dokaza. Posle toga, dati su primeri i zadaci koji su, u principu, poredjani po
srodnosti i težini. Njihov najvéci broj je detaljno rešen; naravno, preporučujemo
čitaocima da data rešenja koriste tek posle pokušaja rešavanja.

Izvestan broj zadataka je bio dat na pismenim ispitima iz matematike na Prirodno-
matematǐckom, Tehnološkom i Poljoprivrednom fakultetu u Novom Sadu, Fakul-
tetu tehnǐckih nauka u Novom Sadu, kao i na Mašinskom fakultetu u Beogradu.

U Dodatku je dat kratak opis programskog paketaScientific WorkPlace, amerǐcke
kompanijeMacKichan Software, kao i uputstvo za koriš́cenje njegovih glavnih
mogúcnosti sa tipǐcnim primerima. Primeri su dati i na priloženom kompakt disku,
kao vizuelizacija sadržaja knjige. Dodajmo da je delom, u tekstu, kako i kod izrade
slika koriš́cen spomenuti programski paketScientific WorkPlace.

Na kompakt disku uradjeni su zadaci u programskim paketimaScientific Work-
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Placei GeoGebra, koji se danas koristi u nastavi.

Prijatna nam je dužnost da se zahvalimo recenzentima: dr Mirjani Stojanović, re-
dovnom profesoru Prirodno matematičkog fakulteta u Novom Sadu i dr Stojanu
Radenovícu, redovnom profesoru Mašinskog fakulteta u Beogradu, koji su svojim
savetima i primedbama bitno poboljšali kvalitet ove knjige.

Unapred smo zahvalni svima koji nam pošalju svoje primedbe, odnosno ukažu na
greške ili propuste u ovoj knjizi. Konačno, zahvaljujemo se Departmanu za matem-
atiku i informatiku Prirodno–matematičkog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu
koji nam je pomogao pri tehničkoj obradi ove knjige.
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4.2 Granǐcna vrednost funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.2.1 Osnovni pojmovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
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Glava 1

Uvod

1.1 Skupovi

Skup je osnovni pojam u matematici. Skupovi se obeležavaju velikim slovima
latinice, na primerA,B,C, . . . ,X,Y, . . . . Skup je poznat ako je poznato pravilo,
ogranǐcenje ili osobina na osnovu koje možemo odrediti sve njegove elemente. El-
emente skupa obeležavamo malim slovima latinice, na primera,b,c, . . . ,x,y, . . . .
Ako elementx pripada (resp. ne pripada) skupuX, to pišemox∈ X (resp.x 6∈ X).
Ako elementx ima osobinuP, tada to oznǎcavamo saP(x). Skup elemenatax sa
osobinomP pišemo

{
x
∣∣ P(x)

}
.

Čestoćemo koristiti kvantifikatore "∀"i "∃", koje čitamo”svaki” i ”postoji” .

SkupX je podskupskupaY, što pišemoX⊂Y, ako svaki element skupaX pripada
skupuY, tj. (X ⊂Y) ⇐⇒

(
(∀x) (x∈ X ⇒ x∈Y)

)
.

Ako je X ⊂Y i Y ⊂ X, tada kažemo da suX i Y jednaki skupovi, tj.

(X = Y) ⇐⇒
(
(∀x) (x∈ X ⇐⇒ x∈Y)

)
.

Prazan skup, u oznaci /0, tj. skup koji nema elemenata, se može definisati kao
/0 = {x| x 6= x}. Za proizvoljan skupX važi /0⊂ X.

Osnovne operacije sa skupovima su:

• unija skupova: X∪Y =
{

x
∣∣ x∈ X

∨
x∈Y

}
;

• presek skupova X∩Y =
{

x
∣∣ x∈ X

∧
x∈Y

}
;

• razlika skupova X \Y =
{

x
∣∣ x∈ X

∧
x 6∈Y

}
;

• komplement skupa C(X) =
{

x
∣∣ x∈U

∧
x 6∈ X

}
,

gde jeU univerzalni skup, tj. onaj koji sadrži sve skupoveX, sa kojima radimo.

SkupoviX i Y sudisjunktni ako je X∩Y = /0.

Neka su dati neprazni skupoviX i Y. Tada jeured̄eni par (x,y) elemenatax∈ X i

1



2 Glava 1. Uvod

y∈Y definisan kao skup sa dva elementa na sledeći nǎcin: (x,y) =
{
{x},{x,y}

}
.

Dekartov proizvod skupovaX i Y, u oznaciX×Y, je skup svih urēdenih parova
(x,y), gde jex∈ X i y∈Y, tj. X×Y =

{
(x,y)

∣∣∣ x∈ X, y∈Y
}

.

Partitivni skup datog skupaA, u oznaciP(A) jeste skup svih podskupova datog
skupa (ukljǔcujući i prazan skup), tj.P(A) =

{
X

∣∣∣ X ⊂ A
}

.

Za naśce najvažniji bitiskupovi brojeva:

• skupprirodnih brojeva N=
{

1,2,3,4, . . .
}

;

• skupcelih brojeva Z=
{

0,1,−1,2,−2,3,−3,4,−4, . . .
}

;

• skupracionalnih brojeva Q=
{m

n

∣∣∣ m∈ Z, n∈ N
}

;

• skuprealnih brojeva R;
• skupkompleksnih brojevaC.

Za skupove brojeva važe relacije:

N⊂ Z⊂Q⊂ R⊂ C. (1.1)

Kažemo da se izmēdu skupovaX i Y može uspostavitiuzajamno jednoznǎcno
preslikavanje ako svakom elementu skupaX odgovara jedan i samo jedan element
skupaY i, obrnuto, svakom elementu skupaY odgovara jedan i samo jedan element
skupaX. U tom slǔcaju su su skupoviX i Y ekvivalentni, što pišemoX ∼Y.

SkupX je konačanako postoji takvon∈N da je X ∼ {1,2, . . . ,n}. Skup koji nije
konǎcan jebeskonǎcan; može se pokazati da je skup beskonačan ako i samo ako
je ekvivalentan nekom svom pravom podskupu.

SkupX je prebrojiv ako jeX ∼ N. Svi skupovi brojeva u (1.1) su beskonačni,
skupoviN, Z i Q su prebrojivi, a skupoviR i C nisu prebrojivi.

1.1. Definicija. Relacija ρ na nepraznom skupuA je podskup skupaA×A, tj. elementi
ρ su urēdeni parovi čiji su i prvi i drugi element iz skupaA.

Ako ured̄eni par(x,y) pripada skupuρ, gde jeρ⊂A×A, tada pišemoxρy i kažemo
da sux i y u relaciji ρ. Relacijaρ može imati i neke od sledećih važnih osobina:

• refleksivnost: (∀x∈ A) xρx;
• simetrǐcnost: (∀x,y∈ A) (xρy)⇒ (yρx);
• antisimetrǐcnost: (∀x,y∈ A) (xρy

∧
yρx)⇒ (x = y);

• tranzitivnost: (∀x,y,z∈ A) (xρy
∧

xρz)⇒ (xρz).
Relacijaρ na skupuA je relacija ekvivalencije ako je refleksivna, simetrična i
tranzitivna. U svim skupovima brojeva, jednakost(=) je relacija ekvivalencije.
Kongruencija po modulum, zam∈ N, je takōde relacija ekvivalencije naN.
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Relacijaρ na skupuA je relacija poretka ako je refleksivna, antisimetrična i tranz-
itivna. U skupu realnih brojevaR, relacijemanje ili jednako(≤) i veće ili jednako
(≥) su relacije poretka.
Ako je istovremenox≤ y i x 6= y, tada pišemox < y ili, ekvivalentno,y > x.

Važni podskupovi skupa realnih brojeva,R, su intervali sa krajnjim tǎckamaa i b,
gde jea < b.
Otvoren interval je (a,b) := {x∈ R| a < x < b}.
Zatvoren interval je [a,b] := {x∈ R| a≤ x≤ b}.
Intervali su i skupovi (a,b] := {x∈R| a< x≤ b} i [a,b) := {x∈R| a≤ x< b}.
Primetimo da su svi ovi intervali ograničeni.
Neogranǐceni intervali su sledéci skupovi:

(a,+∞) := {x∈ R| x > a} i [a,+∞) := {x∈ R| x≥ a};
(−∞,b) := {x∈ R| x < b} i (−∞,b] := {x∈ R| x≤ b};
(−∞,+∞) := {x∈ R}= R.

Ako je U univerzalni skup, tada važe sledeće osobine operacija sa skupovima:
• zakon idempotencije: X∪X = X, X∩X = X;
• zakon komutacije: X∪Y = Y∪X, X∩Y = Y∩X;
• zakon asocijacije: (X∪Y)∪Z = X∪ (Y∪Z), (X∩Y)∩Z = X∩ (Y∩Z);
• zakoni distribucije:X∪(Y∩Z) = (X∪Y)∩(X∪Z), X∩(Y∪Z) = (X∩Y)∪(X∩Z);
• zakon apsorpcije: X∩ (X∪Y) = X, X∪ (X∩Y) = X;
• X∪ /0 = X, X∪U = U, X∩ /0 = /0, X∩U = X;
• X∪C(X) = U, X∩C(X) = /0;
• De Morganovi zakoni: C(X∪Y) = C(X)∩C(Y), C(X∩Y) = C(X)∪C(Y).

1.2. Odrediti skupoveA∪B, A∩B, A\B i B\A, ako je:

a) A =
{

x| 0 < x < 3}; B = {x| 2≤ x≤ 4
}

;

b) A =
{

x| x2−4x < 0}; B = {x| x2−5x+4≥ 0
}

.

Rezultati.

a) A∪B = {x| 0 < x≤ 4}; A∩B = {x| 2≤ x < 3}; A\B = {x| 0 < x < 2};
B\A = {x| 3≤ x≤ 4}.

b) Kako je A = {x| 0 < x < 4} i B = C∪D, gde jeC = {x| −∞ < x≤ 1} i D = {x| 4≤
x < ∞}, to je A∪B = A∪ (C∪D) = {x| −∞ < x < +∞} = R, A∩B = A∩ (C∪D) =
(A∩C)∪ (A∪D) = {x| 0 < x < 1}, A\B = A\ (C∪D) = {x| 1 < x < 4}. I

1.2 Grupa, prsten, polje

1.3. Definicija. Binarna operacija ∗ na skupuA je preslikavanje∗ : A×A→ A.
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1.4. Definicija. Ured̄en par(A,∗), gde je∗ binarna operacija naA, je grupa ako su
ispunjeni sledeći uslovi:

a) (∀x,y,z∈ A)(x∗y)∗z= x∗ (y∗z), tj. operacija∗ je asocijativna,

b) (∃e∈ A)(∀x ∈ A) e∗ x = x∗e= x, tj. postoji neutralni element e u skupuA u
odnosu na operaciju∗,

c) (∀x∈ A)(∃x′ ∈ A)x′ ∗x = x∗x′ = e, tj. za svaki elementx iz skupaA postoji njegov
inverzni elementx′ takod̄e izA u odnosu na operaciju∗.
Grupa(A,∗) u kojoj važi komutativni zakon,(∀x,y ∈ A) x∗ y = y∗ x, naziva se
komutativna grupa ili Abelova grupa.

Prsten i polje su urēdene trojke koje se sastoje od skupaA i dve operacije:

1.5. Ured̄ena trojka(A,∗,◦) je prsten ako važi sledeće:

a) (A,∗) je Abelova grupa,

b) (∀a,b∈ A) a◦b∈ A
(∀a,b,c∈ A) (a◦b)◦c = a◦ (b◦c) (asocijativni zakon),

c) (∀a,b,c∈ A) a◦ (b∗c) = (a◦b)∗ (a◦c) (levi distributivni zakon operacije◦ u
odnosu na∗) ,
(∀a,b,c∈ A) (a∗b)◦c = (a◦c)∗ (b◦c) (desni distributivni zakon operacije◦ u
odnosu na∗).

1.6. Ured̄ena trojka(A,∗,◦) je polje ako važi sledeće:

a) (A,∗) je Abelova grupa,

b) (A\ {0},◦), gde je0 neutralni element uA u odnosu na operaciju∗, je Abelova
grupa,

c) (∀a,b,c∈ A) a◦ (b∗c) = (a◦b)∗ (a◦c) (levi distributivni zakon operacije◦ u
odnosu na∗) ,
(∀a,b,c∈ A) (a∗b)◦c = (a◦c)∗ (b◦c) (desni distributivni zakon operacije◦ u
odnosu na∗).

1.3 Polje realnih brojeva

Najvažniji skup na kome se razvija viša matematika, jeste skup realnih brojeva
R. U toku školovanja prvo se upoznajemo sa skupovima prirodnih (N), pa zatim
celih (Z), racionalnih (Q) realnih (R) i, na kraju, kompleksnih (C), brojeva.

Prirodni brojevi
Skupprirodnih brojeva N je najmanji podskup skupaR koji sadrži1 i koji ima
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osobinu da akon ∈ N, tada i n+ 1 ∈ N. Na osnovu ove definicije važi princip
matematǐcke indukcije, koji sěcesto koristi kada treba pokazati tačnost neke for-
mule za sve prirodne brojeve.

Princip matematičke indukcije.
Ako podskupE skupa prirodnih brojevaN zadovoljava sledeća dva uslova:

1) 1∈ E;
2) akon∈ E, tada in+1∈ E,

tada jeE = N, tj. skupE se poklapa sa skupom prirodnih brojevaN.

Često se koristi i skupN0 := N
⋃{0}.

Celi brojevi
Skupcelih brojeva, Z, sadrži sve prirodne brojeve,0, kao i brojeve oblika−n, n∈
N, koji su inverzni (ili: suprotni) prirodnim brojevima u odnosu na operaciju sabi-
ranja. Primetimo da operacija“ − ” , oduzimanje,definisana sab−a := b+(−a),
izvodi iz skupa prirodnih brojeva, ali je dobro definisana uZ (tj., razlika dva cela
broja je ceo broj). SkupZ je komutativna grupa u odnosu na sabiranje.

Racionalni brojevi
Skupracionalnih brojeva,Q, sadrži sve elemente oblikap·q−1, gdep∈Z i q∈N,
i njegove elemente obično nazivamorazlomcima. Operacija“/” , deljenje,defin-
isana saa/b := a·b−1, b 6= 0, izvodi iz skupa celih brojeva, ali je dobro definisana
u Q. SkupQ je komutativna grupa u odnosu na sabiranje, skupQ \ {0} komuta-
tivna grupa u odnosu na množenje i važi distributivni zakon množenja u odnosu na
sabiranje, pa je skupQ polje u odnosu na operacije sabiranja (+) i množenja (·).
Važno je znati da racionalan broj napisan u decimalnom obliku ima ili samo kon-
ačno decimala različitih od nule, ili se, pǒcev od nekog decimalnog mesta, pojav-
ljuje grupa cifara koja se beskonačno ponavlja.

Realni brojevi
Postupkom kompletiranja skupa racionalnih brojevaQ (koji ovde nécemo objaš-
njavati), dolazimo od skupa realnih brojevaR. Novi elementi koji se dodaju skupu
Q su iracionalni brojevi , i ako njihov skup obeležimo saI, onda je

Q
⋃
I= R, Q

⋂
I= /0.

Primeri iracionalnih brojeva su
√

2,
√

3, 3
√

5, π(≈ 3,1416), e(≈ 2,718).
Realan broj napisan u decimalnom obliku je iracionalan ako i samo ako ima beskon-
ačno mnogo decimala različitih od nule, koje se ne ponavljaju periodično.

Važno je znati da postoji obostrano jednoznačna korespodencija izmēdu elemenata
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skupaR i skupa tǎcaka proizvoljne prave linije.

Skup realnih brojevaR je, kao i skupQ, polje u odnosu na operacije sabiranja (+)
i množenja (·). Obzirom da je relacija poretka≤ totalna, tj. za svaka dva različita
realna brojax i y važi ili x≤ y ili y≤ x, to je skupR totalno ured̄eno polje.

U skupu realnih brojeva važne su sledeće dve teoreme:

1.7. Arhimedova teorema. Za bilo koja dva realna brojax > 0 i y postoji prirodan
broj n takav da važinx> y.

1.8. Kantorova teorema. Neka je dat zatvoren interval[an,bn] za svakon∈ N i neka
zam> n važi[am,bm]⊂ [an,bn], tj. an≤ am≤ bm≤ bn. Tada je

⋂

n∈N
[an,bn] 6= /0.

1.4 Apsolutna vrednost

1.9. Definicija. Apsolutna vrednost|x| realnog brojax je data sa |x|=




x, x > 0;
0, x = 0;
−x, x < 0.

Neposredna posledica ove definicije je da za svaki realan brojx važi

|x|= |−x| i −|x| ≤ x≤ |x|.
Apsolutna vrednost realnog broja je uvek nenegativan broj i predstavljarastojanje
izmed̄u datog brojax i 0. Rastojanje izmēdu dva realna brojax i y definiše se kao
|x−y|. Ako je ε pozitivan realan broj, tada važi

|x|< ε ako i samo ako je− ε < x < ε;
|x|> ε ako i samo ako jex > ε ili x <−ε;
|x|= ε ako i samo ako jex = ε ili x =−ε.

1.10. Primer. Pokazati da za proizvoljne realne brojevex i y važe sledeće osobine:

a) |x+y| ≤ |x|+ |y|; b) |x−y| ≥
∣∣∣|x|−|y|

∣∣∣; c) |x·y|= |x| · |y|; d)

∣∣∣∣
x
y

∣∣∣∣ =
|x|
|y| , y 6= 0.

Rešenja.

a) Sabiranjem nejednakosti−|x| ≤ x≤ |x| i −|y| ≤ y≤ |y|, dobijamo

−(|x|+ |y|)≤ x+y≤ |x|+ |y| ili |x+y| ≤ |x|+ |y|.
b) Na osnovu osobine dokazane pod a) imamo

|x|= |x−y+y| ≤ |x−y|+ |y| i |y|= |y−x+x| ≤ |−(x−y)|+ |x|.
Odatle je



1.5. Princip matematičke indukcije 7

−|x−y| ≤ |x|− |y| ≤ |x−y| ⇒
∣∣∣|x|− |y|

∣∣∣≤ |x−y|.
Relacijec) i d) slede neposredno iz definicije apsolutne vrednosti.I
Radi kráceg pisanja koristi se oznaka

n
∑

k=1
xk := x1 +x2 + · · ·+xn,

gde sux1,x2, . . . ,xn proizvoljni realni brojevi. Ostavljamǒcitaocu da pokaže da za

svex1,x2, . . . ,xn ∈ R važi sledéca nejednakost:

∣∣∣∣
n
∑

k=1
xk

∣∣∣∣≤
n
∑

k=1
|xk|.

1.5 Princip matematičke indukcije

1.11. Primer. Korišćenjem principa matematičke indukcije pokazati da za svakon∈ N
važe sledeće formule.

a) 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2
;

b) 1+3+5++ · · ·+(2n−1) = n2;

c) 1+22 +32 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6
;

d) 1+23 +33 + · · ·+n3 =
(

n(n+1)
2

)2

;

e)
1

1·2 +
1

2·3 +
1

3·4 + · · ·+ 1
n(n+1)

=
n

n+1
;

f)
1
3

+
1

3·5 +
1

5·7 + · · ·+ 1
(2n−1)(2n+1)

=
n

2n+1
.

Rešenja.
a) Za1 imamo tǎcnu formulu1 = 1·2

2 . Pod pretpostavkom da je formula tačna zan :

1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2
, dobijamo

n+1

∑
k=1

k =
n

∑
k=1

k+(n+1) =
n(n+1)

2
+(n+1) =

(n+1)(n+2)
2

,

što znǎci da je formula tǎcna i zan+ 1. Na osnovu principa matematičke indukcije sada
možemo tvrditi da je formula tǎcna za sve prirodne brojeve.

b) Za1 imamo tǎcnu formulu1 = 1. Pod pretpostavkom da je formula tačna zan :

1+3+5+ · · ·+(2n−1) = n2, dobijamo
n+1

∑
k=1

(2k−1) =
n

∑
k=1

(2k−1)+(2m+1) = n2 +2n+1 = (n+1)2,



8 Glava 1. Uvod

što daje tǎcnost i zan+1.

c) Za1 imamo tǎcnu formulu1 = 1·2·3
6 . Pod pretpostavkom da je formula tačna zan :

1+22 +32 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6
, dobijamo

n+1

∑
k=1

k2 =
n

∑
k=1

k2 +(n+1)2 =
n(n+1)(2n+1)

6
+(n+1)2 =

(n+1)(2n2 +n+6n+6)
6

=
(n+1)(n+2)(2n+3)

6
,

tj. tačnost i zan+1.

d) Za1 imamo tǎcnu formulu1 =
(

1·2
2

)2
. Pod pretpostavkom da je formula tačna zan :

1+23 +33 + · · ·+n3 =
(

n(n+1)
2

)2

, dobijamo

n+1

∑
k=1

k3 =
n

∑
k=1

k3 +(n+1)3 =
(

n(n+1)
2

)2

+(n+1)3 =
(n+1)2(n2 +4n+4)

4

=
(n+1)2(n+2)2

4
,

odnosno, formula je tǎcna i zan+1.

e) Za1 imamo 1
1·2 = 1

2. Pod pretpostavkom da je formula tačna zan :
1

1·2 +
1

2·3 +
1

3·4 + · · ·+ 1
n(n+1)

=
n

n+1
, dobijamo

n+1

∑
k=1

1
k(k+1)

=
n

n+1
+

1
(n+1)(n+2)

=
n(n+2)+n

n(n+1)(n+2)
=

n2 +2n+1
n(n+1)(n+2)

=
n+1
n+2

,

što znǎci tačnost i zan+1.

f) Za1 imamo 1
1·3 = 1

2·1+1. Pod pretpostavkom da je formula tačna zan

1
3

+
1

3 ·5 +
1

5 ·7 + · · ·+ 1
(2n−1)(2n+1)

=
n

2n+1
, dobijamo

n+1

∑
k=1

1
(2k−1)(2k+1)

=
n

2n+1
+

1
(2n+1)(2n+3)

=
n(2n+3)+1

(2n+1)(2n+3)

=
(n+1)(2n+1)
(2n+1)(2n+3)

=
n+1
2n+3

,

tj. tačnost formule i zan+1. I

1.12. Primer. Pokazati da je zbir prvihn članova geometrijske progresije sa prvim ele-
mentoma i količnikomq 6= 1 jednak

a+aq+aq2 + · · ·+aqn−1 = a
1−qn

1−q
.
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Rešenje. Za1 je a = a
1−q
1−q

. Pod pretpostavkom da je formula tačna zan :

a+aq+aq2 + · · ·+aqn−1 = a
1−qn

1−q
važi

a+aq+aq2 + · · ·+aqn−1 +aqn = a
1−qn

1−q
+aqn = a

1−qn +qn−qn+1

1−q

= a
1−qn+1

1−q
,

tj. formula je tǎcna i zan+1. I

1.13. Bernulijeva nejednakost.
Primenom matematičke indukcije pokazati Bernulijevu nejednakost

(1+h)n > 1+nh, za n≥ 2, h >−1, h 6= 0.

Rešenje.Za2 važi (1+h)2 = 1+2h+h2 > 1+2h, jer jeh2 pozitivan broj. Pod pret-
postavkom da je nejednakost tačna zan≥ 2, (1+h)n > 1+nh, tada iz prethodne
nejednakosti sledi (zbog1+h > 0) :

(1+h)n+1 = (1+h)n ·(1+h) > (1+nh)(1+h) = 1+nh+h+nh2 > 1+(n+1)h,
tj. formula je tǎcna i zan+1, jer jenh2 > 0.

Primetimo da zan = 1 data nejednakost nije tačna, jer tada važi1+ h = 1+ h.
Zapravo je

(1+h)n ≥ 1+nh, za n∈ N, h >−1. I

1.6 Binomna formula

Ako je n prirodan broj, san! (čita se:n faktorijel) se oznǎcava proizvod svih
prirodnih brojeva odn do1, tj. n! = n(n−1) · · ·2·1. Po definiciji uzimamo0! = 1.

Po definicijibinomni koeficijent je

(
n
k

)
:=

n!
k! · (n−k)!

, n∈ N, k∈ N0, 0≤ k≤ n.

Važe sledéce jednakosti (proveriti!):

(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1,

(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
i

(
n
k

)
+

(
n

k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
, n∈ N, k∈ N0, 0≤ k≤ n−1, (1.2)
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1.14. Primer. Na osnovu (1.2) pokazatibinomnu formulu :

(a+b)n =
n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk, a,b∈ R, n∈ N. (1.3)

Rešenje. Za1 formula (1.3) postaje tǎcna jednakost

(a+b)1 =
(

1
0

)
a1−0b1−1 +

(
1
1

)
a1−1b1−0. Pod pretpostavkom da je formula (1.3)

tačna zan, iz a) dobijamo

(a+b)n+1 =

(
n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk

)
(a+b) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
an−k+1bk +

n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk+1

=
(

n
0

)
an+1 +

n

∑
k=1

((
n
k

)
+

(
n

k−1

))
an−k+1bk +

(
n
n

)
bn+1

= an+1 +
n

∑
k=1

(
n+1

k

)
an−k+1bk +bn+1 =

n+1

∑
k=0

(
n+1

k

)
an−k+1bk,

što daje tǎcnost zan+1. I

1.7 Polje kompleksnih brojeva

Skupkompleksnih brojevaC je skup svih urēdenih parova(a,b) realnih bro-
jeva,R×R. Dva kompleksna broja data sa(a1,b1), (a2,b2) ∈ R×R su jednaka
ako i samo jea1 = a2 i b1 = b2.
Za bilo koja dva kompleksna broja data sa(a,b), (c,d) ∈ R×R definišimo

operacijusabiranja (a,b)+(c,d) = (a+c, b+d);
operacijumnoženja(a,b) · (c,d) = (a·c−b·d, a·d+b·c).
Može se pokazati da je skup kompleksnih brojevaC polje u odnosu na gore uve-
dene operacije sabiranja i množenja. Med̄utim, za razliku od skupa realnih brojeva
R, u skupu kompleksnih brojevaC ne može se uvesti relacija poretka≤ .

Podskup skupa kompleksnih brojevačiji su elementi urēdeni parovi(a,0),a∈ R,
identifikujemo sa skupom realnih brojeva, odnosno par(a,0) identifikujemo saa.

Kompleksan broj(0,1) nazivamoimaginarna jedinica i oznǎcavamo ga sai.
Znǎci, i = (0,1). Primetimo da jei2 =−1, jer je

i2 = (0,1) · (0,1) = (0·0−1·1, 0·1+1·0) = (−1,0).

Jednǎcina x2 + 1 = 0 nema rešenja u skupu realnih brojeva. Naime, kvadrat bilo
kog realnog broja je nenegativan broj, pa je ix2 +1 > 0, za svakox∈ R. Rešenja
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jednǎcinex2 +1 = 0 su kompleksni brojevix1 = (0,1) = i i x2 = (0,−1) =−i.

Kompleksni broj(a,b) možemo zapisati i kaoa+ ib. Tada broja nazivamorealni
deo, a brojb imaginarni deo kompleksnog brojaa+ ib.

Ako suz1 = a1 + ib1 i z1 = a2 + ib2 dva kompleksna broja, onda je

zbir z1 +z2 jednak (x1 + iy1)+(x2 + iy2) = (x1 +x2)+ i(y1 +y2);
razlika z1−z2 jednaka(x1 + iy1)− (x2 + iy2) = (x1−x2)+ i(y1−y2);
proizvod z1z2 jednak(x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2−y1y2)+ i(x1y2 +x2y1);
koli čnik z1 : z2 =

z1

z2
= z1z−1

2 jednak

x1 + iy1

x2 + iy2
=

(x1 + iy1)(x2− iy2)
(x2 + iy2)(x2− iy2)

=
x1x2−y1y2

x2
2 +y2

2

+ i
x2y1−x1y2

x2
2 +y2

2

,

akox2 6= 0 ili y2 6= 0.

Na primer, zaz1 = 1+2i, z2 = 1−2i, z3 = 3+5i i z4 = 3−5i, imamo

z1 +z2 = 1+2i +(1−2i) = 2, z3 +z4 = 3+5i +(3−5i) = 6,

z1−z2 = 1+2i− (1−2i) = 4i, z3−z4 = 3+5i− (3−5i) = 10i,

5z1 +
z2

3
−6z3− z4

2
= 5(1+2i)+

1−2i
3

−6(3+5i)− 3−5i
2

=−85
6
− 109

6
i,

z1z3 = (1+2i)(3+5i) =−7+11i, z2z4 = (1−2i)(3−5i) =−7−11i,
z3z4 = (3+5i)(3−5i) = 34,

z1

z3
=

1+2i
3+5i

=
13
34
− 1

34
i,

z1

z2
=

1+ i
1− i

= i,

z3

z4
=

3+5i
3−5i

=− 8
17

+
15
17

i,
z3

z4
z2 =

3+5i
3−5i

(1−2i) =
22
17

+
31
17

i.

Primetimo da je i2 =−1, i3 =−i, i4 = 1, i5 = 1, . . . , odnosno

i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 =−1, i4k+3 =−i, k∈ Z.

Kompleksan broja−bi se nazivakonjugovano kompleksan broj kompleksnog
broja z = a+ bi i oznǎcava se sāz = a− bi. Zbir i proizvod dva konjugovano
kompleksna broja je realan broj, jer je

z+ z̄= (a+bi)+(a−bi) = 2a, z· z̄= (a+bi)(a−bi) = a2 +b2.

Kompleksan brojz= x+ iy odred̄en je urēdenim parom(x,y) realnih brojeva,
pa se tako svakom kompleksnom brojux+ iy može jednoznǎcno pridružiti tǎcka
A(x,y) u xy−ravni , i obrnuto, svakoj tǎcki u xy−ravni odgovara samo jedan kom-
pleksan broj.
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f
x

r
y

O

A(x,y)

Slika 1.1.

Posmatrácemo u Dekartovom koordinatnom sistemu proizvoljnu tačku A, A 6= O,
sa koordinatama(x,y) 6= (0,0). Oznǎcićemo saρ dužinu dužiOA, a saφ ugao koji
poluprava odrēdena tǎckamaO i A zaklapa sa pozitivnim smeromx−ose (slika
1.1). Veza izmēdu ρ i φ prekox i y data je sa

x = ρcosφ, y = ρsinφ. (1.4)

Dužinaρ naziva semoduo kompleksnog brojax+ iy, a ugaoφ argument kom-
pleksnog brojaz= x+ iy, u oznaciφ =argz∈ [0,2π) (glavna vrednost argumenta).
Prema tome, kompleksan brojzse može zapisati:

u trigonometrijskom obliku kao z= ρ(cosφ+ i sinφ). (1.5)

u eksponencijalnom obliku kao z= ρeiφ. (1.6)

Na primer, za kompleksan broj:5 važi ρ = 5, φ = 0, pa je5 = 5e0·i ;
i važi ρ = 1, φ = π/2, pa jei = e(π/2)·i ;
i +1 važi ρ =

√
2, phi = π/4, pa je1+ i =

√
2eiπ/4.

Ako suz= a+bi i z̄= a−bi dva konjugovano kompleksna broja, tada je
zz̄= a2 +b2 = ρ2.

1.15. Teorema.Ako su dati kompleksni brojeviz1 = ρ1(cosφ1+ i sinφ1) i z2 = ρ2(cosφ2+
i sinφ2), tada je

a) (ρ1(cosφ1 + i sinφ1))(ρ2(cosφ2 + i sinφ2)) = ρ1ρ2(cos(φ1 +φ2)+ i sin(φ1 +φ2));

b)
ρ1(cosφ1 + i sinφ1)
ρ2(cosφ2 + i sinφ2)

=
ρ1

ρ2
(cos(φ1−φ2)+ i sin(φ1−φ2));

c) (ρ1(cosφ1 + i sinφ1))n = ρn
1(cos(nφ1)+ i sin(nφ1));

d) n
√

ρ1(cosφ1 + i sinφ1) = n
√ρ1

(
cos

φ1 +2kπ
n

+ i sin
φ1 +2kπ

n

)
, k= 0,1, . . . ,n−1.

Formule uc) i d) se nazivajuMoavrove formule.
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Dokaz.

a) (ρ1(cosφ1 + i sinφ1))(ρ2(cosφ2 + i sinφ2))
= ρ1ρ2(cosφ1cosφ2−sinφ1sinφ2 + i(cosφ1sinφ2 +sinφ1cosφ2))
= ρ1ρ2(cos(φ1 +φ2)+ i sin(φ1 +φ2)).

b)
ρ1(cosφ1 + i sinφ1)
ρ2(cosφ2 + i sinφ2)

=
ρ1

ρ2

(cosφ1 + i sinφ1)(cosφ2− i sinφ2)
cos2 φ2 +sin2 φ2

=
ρ1

ρ2
(cosφ1cosφ2 +sinφ1sinφ2 + i(sinφ1cosφ2−cosφ1sinφ2))

=
ρ1

ρ2
(cos(φ1−φ2)+ i sin(φ1−φ2)). I

1.16. Primer. Odrediti:

a) (1+ i)3; b) (1+ i
√

3)5; c)
(
1+cos

(π
3

)
+ i sin

(π
3

))7
.

Rešenja. Koristićemo Moavrovu formuluc) iz teoreme 1.15.

a) Na osnovu1+ i =
√

2
(

cos
π
4

+ i sin
π
4

)
je

(1+ i)3 = (
√

2)3

(
cos

3π
4

+ i sin
3π
4

)
= (
√

2)3

(
−
√

2
2

+ i

√
2

2

)
=−2+2i.

b) (1+ i
√

3)5 =
(

2
(

cos
π
3

+ i sin
π
3

))5
= 25

(
cos

5π
3

+ i sin
5π
3

)
= 25

(
−1

2
+ i

√
3

2

)

= 24(−1+ i
√

3).

c) Kako je1+cos
π
3

+ i sin
π
3

= 2cos2
π
6

+2i sin
π
6

cos
π
6

to je

(
1+cos

π
3

+ i sin
π
3

)7
=

(
2cos

π
6

(
cos

π
6

+ i sin
π
6

))7
=

(
2

√
3

2

(
cos

π
6

+ i sin
π
6

))7

= (
√

3)7

(
cos

7π
6

+ i sin
7π
6

)
= 37/2

(
−
√

3
2
− i

1
2

)
=−33

√
3

2
(
√

3+ i). I

1.17. Primer. Odrediti: a) 5
√

4i; b) 4
√

1− i; c) 5
√√

3+3i.

Rešenja. Koristićemo Moavrovu formulud) iz teoreme 1.15.

a) 5
√

4i = 5

√
4
(

cos
π
2

+ i sin
π
2

)
= 5
√

4

(
cos

π
2 +2kπ

5
+ i sin

π
2 +2kπ

5

)
, zak = 0,1,2,3,4.

Zak = 0 je 5
√

4i = 5
√

4
(

cos
π
10

+ i sin
π
10

)
.

Zak = 1 je 5
√

4i = 5
√

4

(
cos

5π
10

+ i sin
5π
10

)
= 5
√

4i.



14 Glava 1. Uvod

Zak = 2 je 5
√

4i = 5
√

4

(
cos

9π
10

+ i sin
9π
10

)
.

Zak = 3 je 5
√

4i = 5
√

4

(
cos

13π
10

+ i sin
13π
10

)
.

Zak = 4 je 5
√

4i = 5
√

4

(
cos

17π
10

+ i sin
17π
10

)
.

b) 4
√

1− i = 4

√
√

2

(
cos

7π
4

+ i sin
7π
4

)
= 4

√√
2

(
cos

7π
4 +2kπ

4
+ i sin

7π
4 +2kπ

4

)
,

zak = 0,1,2,3.

Zak = 0 je 4
√

1− i = 8
√

2

(
cos

7π
16

+ i sin
7π
16

)
.

Zak = 1 je 4
√

1− i = 8
√

2

(
cos

15π
16

+ i sin
15π
16

)
.

Zak = 2 je 4
√

1− i = 8
√

2

(
cos

23π
16

+ i sin
23π
16

)
.

Zak = 3 je 4
√

1− i = 8
√

2

(
cos

31π
16

+ i sin
31π
16

)
.

Ako stavimo daljek = 4, dobijamo 4
√

1− i = 8
√

2

(
cos

39π
16

+ i sin
39π
16

)

= 8
√

2

(
cos

7π
16

+ i sin
7π
16

)
, što je isto kao i zak = 0.

c) 5
√√

3+3i = 5

√√
12

(
cos

π
3

+ i sin
π
3

)
= 5

√√
12

(
cos

π
3 +2kπ

5
+ i sin

π
3 +2kπ

5

)
,

zak = 0,1,2,3,4.

Zak = 0 je 5
√√

3+3i = 10
√

12
(

cos
π
15

+ i sin
π
15

)
.

Zak = 1 je 5
√√

3+3i = 10
√

12

(
cos

7π
15

+ i sin
7π
15

)
.

Zak = 2 je 5
√√

3+3i = 10
√

12

(
cos

13π
15

+ i sin
13π
15

)
.

Zak = 3 je 5
√√

3+3i = 10
√

12

(
cos

19π
15

+ i sin
19π
15

)
.

Zak = 4 je 5
√√

3+3i = 10
√

12

(
cos

25π
15

+ i sin
25π
15

)
. I



Glava 2

Funkcije

2.1 Osnovni pojmovi

2.1. Definicija. Neka suA i B dva neprazna skupa. Pridruživanje (korespondencija,
pravilo) f koje svakom elementu skupaA dodeljuje tačno jedan elemenat skupaB
naziva sefunkcija .

Ekvivalentna prethodnoj definiciji je

2.2. Definicija. Neka suA i B dva neprazna skupa. Relacijaf ⊂ A×B je funkcija ako
važe sledeća dva uslova

i) (∀x∈ A) (∃y∈ B) (x,y) ∈ f ;

ii) ((x,y1) ∈ f ∧ (x,y2) ∈ f ) ⇒ y1 = y2.

U oba slǔcaja pišemof : A→ B. SkupA naziva sedomen ili definicioni skup,
a skupB se nazivakodomen funkcije f . Ako (x,y) ∈ f , pisácemoy = f (x). Za
veličinu x ∈ A kažemo da jenezavisno promenljiva(ili: original), a za velǐcinu
y = f (x) ∈ B da jezavisno promenljiva (ili: slika).

Skup vrednosti funkcije f je skup
f (A) = {y∈ B|∃x∈ A, y = f (x)}, što znǎci f (A)⊂ B.

Mi ćemo posmatrati samo one funkciječiji su i domen i kodomen neki podskupovi
skupa realnih brojevaR. Takve funkcije se nazivajurealne funkcije jedne realne
promenljive, a u ovoj knjizićemo ih zvatifunkcijama.

Posledica definicije 2.2 jeste da sudve funkcije f1 : A1→ B1 i f2 : A2→ B2 jed-
nake ako i samo ako imaju jednake domene, tj.A1 = A2, jednake kodomene, tj.

15
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B1 = B2, i, naravno, ako važif1(x) = f2(x) za svex∈ A1 = A2.

Na primer, funkcijef (x) =
√

x2, x∈ (0,+∞) i g(x) = x, x∈ (0,+∞); su jednake,
a funkcije f (x) =

√
x2, x∈R i g(x) = x, x∈R imaju razlǐcite skupove vrednosti,

pa zato nisu jednake (f (R) = [0,+∞) i g(R) = R).

Funkcije f (x) = lnx4, x 6= 0, g(x) = 4lnx, x∈ (0,+∞) nisu jednake.

Prema prethodnom, funkcija je zadata odred̄ivanjem cele trojke(A,B, f ). Med̄u-
tim, često je funkcija data samo analitičkim izrazom (formulom)y = f (x), po-
drazumevajúci pri tom skupoveA i B kojima pripadaju nezavisna i zavisna pro-
menljiva. Onaj podskup skupa realnih brojevaR za koji data formula ima smisla,
zvácemoprirodnim definicionim skupom funkcije f .

2.3. Primer. Odrediti prirodni definicioni skupD f za sledeće funkcije:

a) f (x) =
√

2x−5; b) f (x) =
√

9−x2; c) f (x) = 3
√

x+4;

d) f (x) =
1

x2−4
; e) f (x) =

4
x4 +4

; f) f (x) = ln(x+1);

g) f (x) = ln(x2 +1); h) f (x) = e1/(x+1); i) f (x) = e1/(x2+1).

Rešenja.

a) Kako je2x−5≥ 0 zax≥ 5/2, to je intervalD f = [5/2,+∞) prirodni definicioni
skup za datu funkciju.

b) Dati izraz ima smisla za9−x2 ≥ 0, tj. za(3−x)(3+x)≥ 0. Pošto je

3−x≥ 0 za x≤ 3 i 3+x≥ 0 za x≥−3, to zax∈ [−3,3] važi9−x2 ≥ 0.

Med̄utim, iz nejednakosti

3−x≤ 0 za x≥ 3 i 3+x≤ 0 za x≤−3

sledi da je skupx−ova za koje je u isto vreme3−x≤ 0 i 3+x≤ 0 prazan.

Znǎci da važi9− x2 ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ [−3,3], a skup[−3,3] i jeste traženi prirodni
definicioni skupD f za funkciju f .

c) D f = R. d) D f = R\{−2,2}.
e) D f = R. f)D f = {x∈ R| x+1 > 0}= (−1,+∞).

g) D f = R. h) D f = R\{−1}. i) D f = R. I

Funkcija f : A→ B sa osobinom da za svaki parx1 i x2 iz skupaA važi

x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2) zove seinjekcija (ili funkcija 1 – 1).

Funkcija f : A→ B sa osobinom(∀y∈ B)(∃x∈ A) f (x) = y zove sesurjekcija
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(ili funkcija na).

Drugim rěcima, funkcijaf je surjekcija ako i samo ako jef (A) = B, tj. ako se njen
skup vrednosti poklapa sa njenim kodomenom.

Funkcija f : A→ B je bijekcija ako je i injekcija i surjekcija.

Na primer, funkcijaf : A→ B data sa

a) f (x) = 3x+2, A = B = R, jeste bijekcija;

b) f (x) = 3x2 +2, A = B = R, nije ni injekcija ni surjekcija;

c) f (x) = 3x2 +2, A = R, B = [2,+∞) nije injekcija, ali jeste surjekcija;

d) f (x) = 3x2 +2, A = [5,15], B = R jeste injekcija, ali nije surjekcija;

e) f (x) = 3x2 +2, A = (0,+∞), B = (2,+∞), jeste bijekcija.

Za dve funkcijef : A→ B i g : B→C, funkcija g◦ f : A→C, data sa

(g◦ f )(x) := g( f (x)), x∈ A,

zove sekompozicija funkcija f i g, ili složena funkcijaod f i g.

2.4. Primer. Funkcije f i g su date sa

a) f (x) = x+3, g(x) = 2x−√x; b) f (x) = x2 +1, g(x) = 2x−3.

Odrediti složene funkcije( f ◦g)(x), (g◦ f )(x), ( f ◦ f )(x) i ( f ◦ f ◦ f )(x).

Rešenja.

a) ( f ◦g)(x) = f (g(x)) = (2x−√x)+3 = 2x+3−√x;

(g◦ f )(x) = g( f (x)) = 2(x+3)−√x+3 = 2x+6−√x+3.

Primetimo da je, na primer,( f ◦g)(1) = 4 i (g◦ f )(1) = 6.

( f ◦ f )(x) = f ( f (x)) = (x+3)+3 = x+6;

( f ◦ f ◦ f )(x) = f ( f ( f (x))) = f (x+6) = (x+6)+3 = x+9.

b) ( f ◦g)(x) = f (g(x)) = (2x−3)2 +1 = 4x2−12x+10;

(g◦ f )(x) = g( f (x)) = 2(x2 +1)−3 = 2x2−1;

( f ◦ f )(x) = f ( f (x)) = (x2 +1)2 +1 = x4 +2x2 +2;

( f ◦ f ◦ f )(x) = f ( f ( f (x))) = f (x4 +2x2 +2) = (x4 +2x2 +2)2 +1

= x8 +4x6 +8x4 +8x2 +5. I
Neka je funkcija f : A→ B bijekcija. Tada za svakoy ∈ B postoji tǎcno jedan
elemenatx∈ A, takav da jey = f (x), pa je relacija

f−1 := {(y,x) ∈ B×A| y = f (x)}



18 Glava 2. Funkcije

funkcija sa domenomB i kodomenomA koja se nazivainverzna funkcija za f .
Inverzna funkcija je takōde bijekcija i za nju važi

(∀y∈ B) f−1(y) = x ⇐⇒ f (x) = y.

Važe jednakosti (∀x∈ A) f−1◦ f (x) = x i (∀y∈ B) f ◦ f−1(y) = y.

2.5. Primer. Odrediti inverznu funkcijug za datu funkcijuf , gde je

a) f (x) = 3x+1, x∈ (−∞,+∞); b) f (x) = x2, x∈ (−∞,0);

c) f (x) = x2, x∈ (0,+∞); d) f (x) =
1−x
1+x

, x∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞).

Rešenja.

a) Skup vrednosti date funkcije je interval(−∞,+∞), što postaje definicioni skup za
inverznu funkciju, pa izx = 3y+ 1 (razmenom mestax i y) sledi da je inverzna

funkcijag za funkciju f data sag(x) = f−1(x) =
x−1

3
, x∈ (−∞,+∞).

b) g(x) = f−1(x) =−√x, za x∈ (0,+∞).
c) g(x) = f−1(x) =

√
x, za x∈ (0,+∞).

d) Zax=
1−y
1+y

, posle srēdivanja dobijamo inverznu funkcijug(x) = f−1(x) =
1−x
1+x

,

x∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞). Znǎci, za datu funkcijuf važi da jef (x) = g(x) = f−1(x)
za svex∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞). I
Grafik funkcije f : A→ B je podskupGf skupaR2 = R×R dat sa

Gf =
{(

x, f (x)
)∣∣∣ x∈ A

}
.

SkupA⊂R je simetričan (prema koordinatnom početku) ako za svex∈ A važi da
i −x∈ A.

Funkcija f : A→ B, gde je skupA simetrǐcan, jeparna, ako važi

(∀x∈ A) f (−x) = f (x).

(Geometrijski, to znǎci da je grafik parne funkcije osno simetričan u odnosu na
y–osu.)

Funkcija f : A→ B, gde je skupA simetrǐcan, jeneparna, ako važi

(∀x∈ A) f (−x) =− f (x).

(Geometrijski, to znǎci da je grafik neparne funkcije centralno simetričan u odnosu
na koordinatni pǒcetak.)

Funkcija može biti ili parna, ili neparna, ilini parna ni neparna.
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2.6. Primer. Ispitati parnost, odnosno neparnost sledećih funkcija na njihovim prirod-
nim domenima:
a) f (x) = x2 +1; b) f (x) = sinx+x;

c) f (x) =
√

x2 +x+1−
√

x2−x+1; d) f (x) = ln
1+x
1−x

;

e) f (x) = ex2
+x4 +1; f) f (x) = e1/x +3x.

Rešenja.

a) Kako je za svakox∈ R, f (−x) = (−x)2 +1 = x2 +1 = f (x), to je data funkcija
f parna.

b) Pošto je za svakox∈ R,

f (−x) = sin(−x)+(−x) =−sinx−x =−(sinx+x) =− f (x),

to je funkcija f neparna.

c) Kako za svakox∈ R važi:

f (−x)=
√

(−x)2−x+1−
√

(−x)2 +x+1−(
√

x2 +x+1−√x2−x+1)=− f (x),
to je funkcija f neparna.

d) Za |x|< 1 je

f (−x) = ln
1−x
1+x

= ln(1−x)− ln(1+x) =− ln
1+x
1−x

=− f (x),

pa je funkcijaf neparna.

e) Za svakox∈ R je f (−x) = e(−x)2
+(−x)4 +1 = f (x), pa je data funkcija parna.

f) Funkcija nije ni parna ni neparna, jer je, npr.,f (−1) = e−1−3 6= e1 +3 = f (1), tj.
f nije parna i, npr.,f (−2) = e−1/2−6 6=−e1/2−6 =− f (2), tj. f nije neparna.I

Funkcija f je ograničenana skupuX ⊂ A ako postojiC > 0 sa osobinom

(∀x∈ X) | f (x)| ≤C.

Funkcija f : A→ B je periodičnanaA ako postoji realan brojτ 6= 0 sa osobinom

(∀x∈ A) f (x+ τ) = f (x).

Broj τ se tada nazivaperiod funkcije f : A→ B. Osnovni period funkcije f je
najmanji pozitivni period te funkcije (ako postoji).

Na primer, funkcija f (x) = A · sin(αx+ β), x ∈ R, uz usloveA 6= 0, α 6= 0, je

periodǐcna sa osnovnom periodom
2π
|α| . (Pokažite to!)

2.7. Primer. Ispitati periodičnost sledećih funkcija na njihovim prirodnim domenima:
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a) f (x) = 2sin5x; b) f (x) = sin2x;
c) f (x) =

√
tgx; d) f (x) = cos3x+3sin3x.

Rešenja.

a) Funkcija je periodǐcna sa osnovnom periodom2π
5 .

b) Funkcija je periodǐcna sa osnovnom periodomπ, jer je sin2x= 1−cos2x
2 , a funkcija

f (x) = cos2x je periodǐcna sa periodom2π/2 = π.

c) Funkcija je periodǐcna sa periodomπ.

d) Funkcija je periodǐcna sa periodom
2π
3

. I

Funkcija f : A→ B

raste naA, ako za svaki parx1,x2 tačaka iz skupaA važix1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2);
ne opadanaA, ako za svaki parx1,x2 tačaka iz skupaA važix1 < x2 ⇒ f (x1)≤ f (x2);

ne rastenaA, ako za svaki parx1,x2 tačaka iz skupaA važix1 < x2 ⇒ f (x1)≥ f (x2);

opadanaA, ako za svaki parx1,x2 tačaka iz skupaA važix1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).

Funkcija f : A→ B ima

lokalni maksimum (respektivnostrogi lokalni maksimum) u tǎcki x0 ∈ A ako pos-
toji broj ε > 0 sa osobinom da važi

x∈ (x0− ε,x0 + ε)∩A ⇒ f (x)≤ f (x0)
(

respektivnox∈ (x0− ε,x0 + ε)∩A)∧ (x 6= x0) ⇒ f (x) < f (x0)
)

;

lokalni minimum (respektivnostrogi lokalni minimum ) u tǎcki x0 ∈ A ako postoji
broj ε > 0 sa osobinom da važi

x∈ (x0− ε,x0 + ε)∩A ⇒ f (x)≥ f (x0)(
respektivno(x∈ (x0− ε,x0 + ε)∩A)∧ (x 6= x0) ⇒ f (x) > f (x0)

)
.

Za izraze "maksimum"i "minimum"koristi se i zajednički termin "ekstremna vred-
nost", ili, kráce, "ekstrem".

2.2 Elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcijesu:

stepena funkcija: f (x) = xs, x∈ (0,+∞), za fiksnos∈ R
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(specijalno zas= 0 data funkcija jekonstanta);

eksponencijalna funkcija: f (x) = ax, x∈ R, a > 0 i a 6= 1;

logaritamska funkcija: f (x) = logax, x∈ (0,+∞) a > 0 i a 6= 1;

trigonometrijske funkcije: f (x) = sinx, x∈ R; f (x) = cosx, x∈ R;

f (x) = tgx, x∈ R\
{

(2k+1)π
2

∣∣∣ k∈ Z
}

; f (x) = ctgx, x∈ R\{kπ| k∈ Z};
inverzne trigonometrijske funkcije (sa eventualnom restrikcijom domena).

Elementarne funkcijese dobijaju primenom konačnog broja algebarskih operacija:
sabiranja, oduzimanja, množenja i deljenja, kao i (konačno mnogo) operacija kom-
pozicije, na osnovne elementarne funkcije.

2.2.1 Polinomi

Funkcija

Pn(x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0, x∈ R, (2.1)

gde su koeficijentia j , j = 0,1, . . . ,n, realni brojevi, naziva sepolinom stepena
n ∈ N, ako je koeficijentan 6= 0. Po definiciji uzimamo da jekonstanta polinom
nultog stepena.

Dva polinoma su jednaka ako su istog stepena i ako su koeficijenti uz iste stepene
jednaki.

Broj x0 je nula polinomaPn(x) iz (2.1), ako jePn(x0) = 0. Ako je broj x0 nula
polinomaPn(x), koji je racionalan, realan odn. kompleksan broj, tu nulućemo
zvati racionalnom, realnom odn. kompleksnom nulom tog polinoma.

2.8. Osnovni stav algebre.Za svaki polinom stepenan ∈ N postoji tačnon (realnih
i/ili kompleksnih) nula, mēdu kojima može biti i jednakih.

Ako je x0 realna nula polinomaPn(x), tada postoji polinom sa realnim koefici-
jentimaQn−1(x), gde jeQn−1(x) = bn−1xn−1 +bn−2xn−2 + · · ·+b1x+b0, stepena
n−1, tako da važi

Pn(x) = (x−x0)Qn−1(x). (2.2)

Broj x0∈R je realnanula m–tog reda polinomaPn(x) iz (2.1), ako postoji polinom
sa realnim koeficijentimaRn−m(x), stepenan−m, takav da jeRn−m(x0) 6= 0 i važi

Pn(x) = (x−x0)mRn−m(x).
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Uopšte, svaki se polinomPn(x) sa realnim koeficijentima, oblika (2.1), stepenan,
može na jedinstven način napisati kao proizvod

Pn(x) = an(x−x1)m1 · · ·(x−xr)mr · (x2 +b1x+c1)l1 · · ·(x2 +bsx+cs)ls, (2.3)

gde za prirodne brojevemj , j = 1, . . . , r, i prirodne brojevelk, k = 1, . . . ,s, važi

n = m1 + · · ·+mr +2(l1 + · · ·+ ls).

U relaciji (2.3) x j su mēdusobno razlǐcite realne nule polinomaPn(x), redamj ,
j = 1, . . . , r, dok su nule kvadratnih trinomax2 +bkx+ck, k = 1, . . . ,s. konjugova-
no–kompleksne nule polinomaPn(x).

Naći realne nule polinoma iz (2.1) je, u opštem slučaju, složen zadatak. Što se
tiče racionalnih nula tog polinoma, uz dodatni uslov da su svi koeficijentia j ,
j = 0,1, . . . ,n, celi brojevi, važi sledéce jednostavno tvr̄denje.

2.9. Teorema. Neka je dat polinomPn(x) iz (2.1) sa celim koeficijentima. Ako je ra-
zlomakp/q nula polinomaPn(x), gde sup∈ Z i q∈ N relativno prosti brojevi (tj.
razlomakp/q se ne može uprostiti), tada važi:

imenilacp je činilac slobodnog članaa0;

brojilac q je činilac koeficijentaan.

Teorema 2.9 daje potencijalne racionalne nule datog polinoma sa celim koeficijen-
tima. Postupak koji omogućava da se odrede koeficijentib0,b1, . . . ,bn−1 polinoma
Qn−1(x) iz (2.2) i proveri da li su potencijalne vrednosti zaista nule datog poli-
noma, naziva seHornerova shema.

Objasnícemo u opštem slǔcaju primenu Hornerove sheme. Neka jex = x0 mogúca
racionalna nula datog polinoma, odred̄ena na osnovu teoreme (2.9). Stavimo (jedan
od faktora izrazaa0/an)

bn−1 = an, bn−2 = x0bn−1 +an−1, . . . , b0 = x0b1 +a1,

odnosno, u opštem slučaju,

bk = x0bk+1 +ak+1, k = 0,1, . . . ,n−1.

Osim toga, neka je

r = x0b0 +a0.

Sada postoje dve mogućnosti:

(i) ako jer = 0, tada jex = x0 nula posmatranog polinoma;
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(ii) ako je, mēdutim, r 6= 0, tada pretpostavljena vrednostx = x0 nije nula posma-
tranog polinoma.

U praksi, to se proverava na sledeći nǎcin:

Prvo se ispišusvi koeficijenti datog polinoma, tj. ukljǔcujući i one koji su jednaki
nuli. Na osnovu gornjih jednakosti za koeficijentebk, k = 0,1, ...,n− 1, i broj r
pravi se sledéca shema:

an an−1 an−2 ... ak ... a0 | x = x0

bn−1 bn−2 ... bk ... b0 | r

i primeni gornja analiza o odnosu brojevar i 0.

2.10. Primer. Odrediti racionalne nule sledećih polinoma:

a) P2(x) = 2x2 +4x−6;

b) P3(x) = x3 +3x2−4x−12;

c) P4(x) = 2x4−13x3 +28x2−23x+6;

d) P5(x) = x5−x3 +x2−1;

e) P7(x) = x7 +6x5−5x4 +9x3−10x2 +4x−5.

Rešenje.
a) Dati polinom je drugog stepena, pa se nule mogu odrediti rešavanjem kvadratne jednačine

po formuli

x1,2 =
−4±

√
42−4·2 · (−6)

2·2 =
−4±8

4
.

Racionalne nule polinomaP2(x) sux1 = −3, x2 = 1. Osnovni stav algebre (teorema 2.8)
kaže da su to i jedine nule tog polinoma.

Prema tome, možemo pisati2x2 +4x−6 = 2(x−1)(x+3).
b) Za dati polinom posmatrajmo delitelje broja12, jer jea0 = 12. To su brojevi

±1,±2,±3,±4,±6,±12.

Kako jean = a3 = 1, to su ovi celi brojevi i jedine mogúce racionalne nule datog polinoma.
Ispitácemo da li jex = 1 nula posmatranog polinoma:

1 3 −4 −12 | x = 1
1 4 0 | −12.

(Drugi red u ovoj shemi je dobijen u skladu sa prethodno objašnjenom Hornerovom she-
mom:
Prvi broj u drugom redu,1, se prepiše iz prvog reda i upiše u drugu kolonu. Zatim se nalaze
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brojevi 4 = 1·1+3, 1 ·4+(−4) = 0 i konǎcno se dobija ostatak1 ·0+(−12) =−12.)

Kako je zadnja cifra u drugom redu−12(tj. r =−12), to x = 1 nije nula datog polinoma.

Ispitácemo da li jex = 2 nula posmatranog polinoma:

1 3 −4 −12 | x = 2
1 5 6 | 0.

Kako je zadnja cifra u drugom redu0, (tj. r = 0), to je x = 2 nula datog polinoma. Prema
tome možemo pisati

x3 +3x2−4x−12= (x−2)(x2 +5x+6).

Postupak se dalje nastavlja, tako što je sada dovoljno tražiti nule novog polinoma drugog
stepena. To se sada može uraditi ili rešavanjem kvadratne jednačine

Q2(x) := x2+5x+6= 0, ili, kao štoćemo mi to uraditi, ponovo pomoću Hornerove sheme.
Ako proverimo da li jex =−2 nula polinomaQ2(x), tada imamo

1 5 6 | x =−2
1 3 | 0,

što znǎci da je druga nula polinomaP3(x), broj x=−2. Tablica takōde pokazuje da je treća
nula−3. Prema tome, možemo pisati

x3 +3x2−4x−12= (x−2)(x+2)(x+3).
c) Za ovaj polinom posmatramo delitelje broja6. To su±1,±2,±3,±6. Delitelji broja 2 su

brojevi±1,±2, pa su mogúce racionalne nule datog polinoma±1,±2,±3,±6,±1
2

,±3
2
.

Ispitácemo da li sux = 1, x = 2 i x = 3 nule posmatranog polinoma:

2 −13 28 −23 6 | x = 1
2 −11 17 −6 | 0 x = 2

2 −7 3 | 0 x = 3
2 −1 | 0.

Primetimo da je u ovom slǔcaju Hornerova shema bila primenjena tri puta: prvi put na dati
polinomP4(x) zax= 1, pa za polinom2x3−11x2+17x−6 zax= 2, i konǎcno na polinom
2x2−7x+3 zax = 3.

Kako je zadnja cifra u drugom, trećem ičetvrtom redu0, (tj. odgovarajúcer = 0), to znǎci
da su ova tri pretpostavljena broja zaista nule posmatranog polinoma. Dalje, poslednja
vrsta gornje sheme pokazuje da ječetvrta nula posmatranog polinoma brojx= 1/2. Znǎci,
važi

2x4−13x3 +28x2−23x+6 = (x−1)(x−2)(x−3)(2x−1).
d) U ovom slǔcaju mogúce racionalne nule polinoma su1 i −1, pa je

1 0 −1 1 0 −1 | x = 1
1 1 0 1 1 | 0 x =−1

1 0 0 1 | 0 x =−1
1 −1 1 | 0.
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Prema tome jeP5(x) = x5−x3 +x2−1 = (x+1)2(x−1)(x2−x+1). Posmatrani polinom
nema drugih racionalnih nula. U stvari, ostale dve nule su konjugovano – kompleksni
brojevi, pa je dobijena faktorizacija polinomaP5(x) oblika (2.2).

e) Moguće racionalne nule polinomaP7(x) su±1 i ±5, pa je

1 0 6 −5 9 −10 4 −5 | x = 1
1 1 7 2 11 1 5 | 0 x = 1

1 2 9 11 22 23 | 28.

Znǎci x= 1 je samo jednostruka nula (nije dvostruka), jer je u trećem redu poslednje tablice
zadnji broj28. Ostavljamočitaocu da pokaže da vrednostix = −1, x = 5 i x = −5 nisu
nule datog polinoma, što znači da drugih racionalnih nula ovaj polinom nema. U stvari,
polinomP7(x) drugih realnih nula i nema, i važi sledeća faktorizacija oblika (2.2):

P7(x) = x7 +6x5−5x4 +9x3−10x2 +4x−5 = (x−1)(x2 +x+5)(x2 +1)2. I

2.11. Primer. U istom koordinatnom sistemu nacrtati grafike sledećih funkcija:

a) f (x) = x2, g(x) = x4, h(x) = x6;

b) f (x) =−x2, g(x) =−x4 h(x) =−x6;

c) f (x) = x, g(x) = x3, h(x) = x5;

d) f (x) =−x, g(x) =−x3, h(x) =−x5.

f

g

h

1

1

O

y

x f

g
h

1

-1

x

y

O

Slika 2.1. Slika 2.2.
Rešenja. Sve funkcije u ovom zadatku imaju za svoje prirodne definicione skupove

isti skup, naime ceo skup realnih brojeva i imaju jednu nulu u tački x = 0.

a) Skup vrednosti sve tri funkcije je interval[0,+∞) i parne su. Sve tri funkcije
opadaju nad(−∞,0), a rastu nad(0,+∞), pa imaju (lokalni i globalni) minimum
u tǎcki x = 0 (sl. 2.1).

b) Skup vrednosti ove tri funkcije je interval(−∞,0] i parne su. Sve tri funkcije rastu
nad (−∞,0), a opadaju nad(0,+∞), pa imaju (lokalni i globalni) maksimum u
tački x = 0 (sl. 2.2).

c) Skup vrednosti ovih funkcija je ceo skupR. Sve tri date funkcije su neparne, ras-
tuće funkcije naR. (sl. 2.3).
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f
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Slika 2.3. Slika 2.4.
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Slika 2.5. Slika 2.6.

d) Skup vrednosti ovih neparnih opadajućih funkcija je(−∞,+∞) (sl. 2.4).I

2.12. Primer. Rešiti sledeće nejednačine:

a) x2−1≥ 0; b) 6x2 +13x−5 < 0; c) x2 +4≥ 0;

d) x2 +4≤ 0; e) (x2−4x)(−x2 +2x+3) < 0; f)
x2 +2x−3

x2−4
≤ 0.

Rešenja.

a) Data nejednǎcina se može rešiti na sledeća dva nǎcina.
I način: Pre svega važix2−1 = (x−1)(x+ 1), a zadnji proizvod je nenegativan
ako i samo ako je ili

(x−1≥ 0 ∧ x+1≥ 0) ⇐⇒ (x≥ 1 ∧ x≥−1) ⇒ x≥ 1, ili,

(x−1≤ 0 ∧ x+1≤ 0) ⇐⇒ (x≤ 1 ∧ x≤−1) ⇒ x≤−1.

Nejednakostx2−1≥ 0 važi ako i samo ako jex∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞).
II na čin: Ova nejednǎcina se može rešiti i pomoću grafika parabole i njenog znaka.
Funkcija f (x) = x2−1 data je na sl. 2.5 i nenegativna je zax∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞),
što i predstavlja skup rešenja date nejednačine.

b) Funkcija f (x) = 6x2+13x−5 ( sl. 2.6), ima nule u tǎckamax1 = 1
3 i x2 =−5

2, i ima
negativnu vrednost zax∈ (−5

2, 1
3

)
. Zadnji interval i jeste rešenje date nejednačine.
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c) Iz x2 +4 > 0 za svakox∈ (−∞,+∞), sledi da je rešenje date nejednačine skupR.

d) Nema rešenja.

e) Na osnovu grafika funkcijaf (x) = x2−4x i g(x) =−x2 +2x+3, (sl. 2.7), je

x2−4x< 0 za x∈ (0,4) i −x2+2x+3> 0 za x∈ (−1,3). Ovo znǎci da važi

(∀x∈ (0,3)) (x2−4x)(−x2 +2x+3) < 0.

Takod̄e je x2−4x > 0 za x∈ (−∞,0)∪ (4,+∞), i −x2+2x+3< 0 za x∈
(−∞,−1)∪ (3,+∞), što povlǎci

x∈ (−∞,−1)∪ (4,+∞)⇒ (x2−4x)(−x2 +2x+3) < 0.

Skup rešenja date nejednačine je unija intervala(−∞,−1)∪ (0,3)∪ (4,+∞).
f) Na osnovu grafika funkcijaf (x) = x2 +2x−3 i g(x) = x2−4 (sl. 2.8), sledi

x2 +2x−3≥ 0 zax∈ (−∞,−3]∪ [1,+∞) i x2−4 < 0 za x∈ (−2,2).

Prema tome,x∈ [1,2)⇒ (x2−4x)(x2 +2x−3)≤ 0. Dalje je

x2 +2x−3≤ 0 zax∈ [−3,1] i x2−4 > 0 zax∈ (−∞,−2)∪ (2,+∞).

Prema tome je
x2 +2x−3

x2−4
≤ 0 ⇐⇒ x∈ [−3,−2)∪ [1,2). I

4O 3

-1

3

x

y

-3

-2

2O

-4

1 x

y

Slika 2.7. Slika 2.8.

2.2.2 Racionalne funkcije

Funkcija

R(x) =
Pn(x)
Qm(x)

, x∈ R\{x∈ R|Qm(x) = 0}, (2.4)

gde suPn(x) i Qm(x) polinomi stepenan odnosnom, naziva seracionalna funk-
cija.

Posebno znǎcajni primeri racionalnih funkcija suelementarne racionalne funk-
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cije
A

(x−a) j , j ∈ N, i
Bx+C

(x2 +bx+c)k , k∈ N, (2.5)

gde su nule polinomax2 +bx+c konjugovano–kompleksne.

2.13. Teorema. Racionalna funkcija oblika (2.4) se može na jedinstven način napisati
kao zbir elementarnih racionalnih funkcija oblika (2.5), i, ako jen≥m, još jednog
polinoma stepenan−m.

2.14. Primer. U istom koordinatnom sistemu nacrtati grafike sledećih funkcija:

a) f (x) =
1
x
, g(x) =

1
x3 , h(x) =

1
x5 ;

b) k(x) =
1
x2 , l(x) =

1
x4 , m(x) =

1
x6 .

Rešenja. Svih šest funkcija su definisane na intervalu(−∞,0)∪ (0,+∞), i nemaju
ekstremnih vrednosti.

a) Funkcije f , g i h su neparne i opadajuće na intervalima(−∞,0) i (0,+∞).
b) Funkcijek, l i msu parne, rastúce na(−∞,0), a opadajúce na intervalu(0,+∞). I

2.15. Primer. Rastaviti na elementarne racionalne funkcije sledeće racionalne funkcije:

a)
2

x2−1
; b)

x3−2x−35
x2−2x−15

; c)
x+1

x3−2x2 +x−2
;

d)
x+3

x4−5x2 +4
; e)

x2 +1
x(x−1)3 ; f)

2x2−4x+3
x4−6x3 +13x2−12x+4

.

Rešenja.
a) Nule polinoma u imeniocu,x2− 1, su x = 1 i x = −1, pa prema teoremi 2.13, datu

racionalnu funkciju možemo rastaviti na zbir sledećih parcijalnih razlomaka:
2

x2−1
=

A
x−1

+
B

x+1
.

Iz ove jednakosti dobijamo konstanteA i B tako što se prvo saberu poslednja dva razlomka

A
x−1

+
B

x+1
=

A(x+1)+B(x−1)
x2−1

=
(A+B)x+A−B

x2−1

i brojilac dobijenog razlomka izjednači sa brojiocem pǒcetnog (datog) razlomka. Tako do-
bijamo 2 = (A+ B)x+(A−B), odnosno sistem jednačina A+ B = 0, A−B = 2, sa

rešenjimaA = 1, B =−1, što znǎci da je
2

x2−1
=

1
x−1

− 1
x+1

.

b) Stepen brojioca je véci od stepena imenioca, pa se prvo moraju izvršiti sledeće transfor-
macije:
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x3−2x−35
x2−2x−15

=
x3−2x2−15x+2x2 +13x−35

x2−2x−15
=

x(x2−2x−15)+2x2 +13x−35
x2−2x−15

= x+
2x2 +13x−35
x2−2x−15

= x+2+
17x−5

x2−2x−15
.

(Umesto ovih transformacija, može se podeliti polinomx3−2x− 35 iz brojioca sa poli-

nomomx2−2x−15 iz imenioca, što daje polinomx+2 i ostatak
17x−5

x2−2x−15
.) Dalje je

17x−5
x2−2x−15

=
A

x−5
+

B
x+3

=
A(x+3)+B(x−5)

x2−2x−15
,

odakle se dobija sistem jednačinaA+B = 17, 3A−5B =−5, pa jeA = 10, B = 7. Prema

tome je
x3−2x−35
x2−2x−15

= x+2+
10

x−5
+

7
x+3

.

c) Polinom u imeniocu se može napisati kaox3−2x2 +x−2 = (x−2)(x2 +1), postoje kon-
stanteA, B i C, takve da važi

x+1
x3−2x2 +x−2

=
A

x−2
+

Bx+C
x2 +1

=
Ax2 +A+Bx2−2Bx+Cx−2C

(x−2)(x2 +1)
, odnosno

x+1
x3−2x2 +x−2

=
(A+B)x2 +(C−2B)x+A−2C

x3−2x2 +x−2
.

Izjednǎcavanjem brojilaca dobija se sistem jednačina A+B= 0, C−2B= 1, A−2C= 1,
odakle jeA = 3/5, B =−3/5 i C =−1/5, pa je konǎcno

x+1
x3−2x2 +x−2

=
3

5(x−2)
− 3x+1

5(x2 +1)
.

d) Vrednostix = 1, x = 2, x =−1 i x =−2 su nule polinoma koji se nalazi u imeniocu, pa je
x+3

x4−5x2 +4
=

A
x−1

+
B

x+1
+

C
x−2

+
D

x+2
, što znǎci da posle srēdivanja data racionalna

funkcija ima oblik

(A+B+C+D)x3 +(A−B+2C−2D)x2− (4A+4B+C+D)x−4A+4B−2C+2D
x4−5x2 +4

Na osnovu toga se dobija sistem jednačinaA+B+C+D = 0, A−B+2C−2D = 0,
− (4A+4B+C+D) = 1, −4A+4B−2C+2D = 3, sa rešenjimaA =−2/3, B = 1/3,
C = 5/12 i D =−1/12.

Prema tome, može se pisati
x+3

x4−5x2 +4
=

−2
3(x−1)

+
1

3(x+1)
+

5
12(x−2)

− 1
12(x+2)

.

e) Broj 1 je trostruka nula imenioca. Zbog toga, data racionalna funkcija se može pisati kao
x2 +1

(x−1)3 =
A

x−1
+

B
(x−1)2 +

C
(x−1)3 =

Ax2−2Ax+A+Bx−B+C
(x−1)3 ,

odakle se posle srēdivanja dobija sistem jednačinaA = 1, −2A+B = 0, A−B+C = 1,
čija su rešenjaA = 1, B = 2 i C = 2. Tako dobijamo jednakost
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x2 +1
(x−1)3 =

1
x−1

+
2

(x−1)2 +
2

(x−1)3 .

f) U ovom slǔcaju su vrednostix = 1 i x = 2 dvostruke nule polinoma koji se nalazi u ime-
niocu, pa se može pisati

2x2−4x+3
x4−6x3 +13x2−12x+4

=
A

x−1
+

B
(x−1)2 +

C
x−2

+
D

(x−2)2

=
Ax3−5Ax2 +8Ax−4A+Bx2−4Bx+4B

x4−6x3 +13x2−12x+4
+

Cx3−4Cx2 +5Cx−2C+Dx2−2Dx+D
x4−6x3 +13x2−12x+4

.

Odavde se dobija sistem jednačina A+C = 0, −5A+B−4C+D = 2,

8A−4B+ 5C−2D = −4, −4A+ 4B−2C+ D = 3. Rešenja ovog sistema suA = 2,

B = 1, C =−2, i D = 3, pa imamo
2x2−4x+3

x4−6x3 +13x2−12x+4
=

2
x−1

+
1

(x−1)2 +
−2

x−2
+

3
(x−2)2 . I

2

x
O

1

y y

x

1O

Slika 2.9. f (x) = ax Slika 2.10. f (x) = logax

2.2.3 Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Eksponencijalna funkcijaf (x) = ax, x∈R, raste zaa > 1 (slika 2.9 zaa = 2) i
opada za0< a< 1 (slika 2.9 zaa= 1/2 - isprekidana linija). Funkcija je pozitivna
za svex∈ R, pa nema nula. Eksponencijalna funkcija bijektivno preslikavaR na
(0,+∞).

Logaritamska funkcijaf (x) = logax, x> 0, je inverzna za eksponencijalnu funkciju
y = ax. Funkcija raste zaa > 1 (slika 2.10 zaa = 2) i opada za0 < a < 1 (slika
2.10 zaa = 1/2 - isprekidana linija). Nula funkcije jex = 1.

2.2.4 Trigonometrijske funkcije

U ovom potpoglavljuk uvek oznǎcava ceo broj, tj.k∈ Z.

Funkcija f (x) = sinx je definisana za svex ∈ R, i njen skup vrednosti je in-
terval [−1,1]. Neparna je i periodična sa osnovnom periodom2π. Nule su u
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tačkamax = kπ. Na intervalu oblika(−π/2+2kπ,π/2+2kπ) raste, a opada na
intervalu oblika(π/2+2kπ,3π/2+2kπ). Funkcija ima maksimume u tačkama
x = (4k+1)π/2, a minimume u tǎckamax = (4k+3)π/2 (slika 2.11).

x

1
p

0

y

x

1

0

p

y

Slika 2.11. f (x) = sinx Slika 2.12. f (x) = cosx

Funkcija f (x) = cosx je definisana za svex∈ R, i njen skup vrednosti je interval
[−1,1]. Funkcija je parna i periodična sa osnovnom periodom2π. Nule funkcije su
u tǎckamax= π/2+kπ. Na intervalu oblika(2kπ,(2k+1)π) opada, a na intervalu
oblika ((2k+1)π,(2k+2)π) raste. Funkcija ima maksimume u tačkamax = 2kπ,
a minimume u tǎckamax = (2k+1)π (slika 2.12).

Funkcijatgx =
sinx
cosx

je definisana za svex∈ R za koje jecosx 6= 0, tj. na skupu

2

O p
x

y

O
x

y

p

2

Slika 2.13. f (x) = tgx Slika 2.14. f (x) = ctgx

R \ {(2k+ 1)π/2| k ∈ Z}. Skup vrednosti jeR. Funkcija je neparna i periodična
sa osnovnom periodomπ. Nule funkcije su u tǎckamax = kπ. Nema ekstremnih
vrednosti, i na intervalu oblika(−π/2+kπ,π/2+kπ) raste. Vertikalne asimptote
grafika su pravex = (2k+1)π/2 (slika 2.13).

Funkcijactgx =
cosx
sinx

je definisana za svex∈ R za koje jesinx 6= 0, tj. na skupu

R\{kπ | k∈ Z}. Skup vrednosti jeR. Funkcija je parna i periodična sa osnovnom
periodomπ. Nule funkcije su u tǎckamax = (2k+1)π/2. Funkcija nema ekstrem-
nih vrednosti, i na intervalu oblika(2kπ,(2k+ 1)π) opada. Vertikalne asimptote
grafika su pravex = kπ (slika 2.14).

2.16. Primer. Nacrtati grafike sledećih funkcija:

a) f (x) =
1

x2 +1
; b) g(x) = e−(x−m)2

, m∈ R (Gausova kriva).
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1

1

O x

y

1

mO x

y

Slika 2.15. Slika 2.16.

a) Funkcija je definisana naR nenegativna je, parna ima (lokalni i globalni) maksi-
mum ux = 0, čija je vrednostf (0) = 1 (sl. 2.16).

b) Funkcija je definisana na intervalu(−∞,+∞,), skup vrednosti interval(0,1), ima
maksimum u tǎcki x = m i ograničenaje na svom definicionom skupu, jer je0 <
k(x)≤ 1, x∈ R (sl 2.15).

2.2.5 Inverzne trigonometrijske funkcije

Osnovne trigonometrijske funkcijenisu monotone na svojim definicionim sku-
povima. Zbog toga, da bi se uopšte mogla definisati inverzna funkcija bilo koje od
njih, potrebno je prvo izvršiti restrikciju polazne osnovne trigonometrijske funk-
cije na interval (po mogúcstvu što véci!) na kome ona jeste monotona. Inverzne
funkcije trigonometrijskih funkcija dobijaju prefiks "arc", tj.arcsin, arccos, arctgi
arcctg.

Funkcija f (x) = arcsinx je, po definiciji, inverzna funkcija za funkcijuF1(x) =
sinx, x∈ [−π/2,π/2], koja je restrikcija funkcijeF(x) = sinx, x∈ R, saR na in-
terval[−π/2,π/2]. Važno je primetiti da na intervalu[−π/2,π/2] funkcijaF1 raste,
a da je njen skup vrednosti interval[−1,1]. Zbog toga je definicioni skup funkcije
f interval [−1,1], a njen skup vrednosti interval[−π/2,π/2]. Dalje, funkcija f je
neparna, rastúca i ima nulu ux = 0 (slika 2.17).

1O

p 2/

x

y

p 2/

y=x

x

1O

p 2/

p

y

y=x

1

2p/

Slika 2.17. f (x) = arcsinx Slika 2.18. f (x) = arccosx

Funkcija f (x) = arccosx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju

F1 : [0,π]→ [−1,1] datu sa F1(x) = cosx, koja je bijekcija. (Proveriti!) Defini-
cioni skup funkcijeg jeste interval[−1,1], skup vrednosti je interval[0,π], i opada
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(slika 2.18).

Funkcija f (x) = arctgx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju
F1 : (−π/2,π/2)→R, datu sa F1(x) = tgx. Funkcija f je definisana na celom
skupuR, njen skup vrednosti je(−π/2,π/2), rastúca je i neparna (slika 2.19).

x
1O

y

y=x

p 2/

p 2/

p=y

O 1
x

y

p 2/y=

p 2/y=

y=x

Slika 2.19. f (x) = arctgx Slika 2.20. f (x) = arcctgx

Funkcija f (x)= arcctgx je, po definiciji inverzna za monotonu funkcijuF1 : (0,π)→
R, datu sa F1(x) = ctgx. Funkcija f je definisana na celom skupuR, njen skup
vrednosti je(0,π), i opadajúca je. Ova funkcija nije ni parna ni neparna (slika
2.20).

2.2.6 Razni zadaci

2.17. Primer. Nacrtati grafike sledećih funkcija:

a) f (x) = x+
√

x2; b) f (x) =
1

x+
√

x2
; c) f (x) = cosx+ |cosx|.

Uputstva. a)Data funkcija se može izraziti kaof (x) =
{

2x, x≥ 0,
0, x < 0.

b) Iz a) sledi da je data funkcija definisana samo zax > 0, i važi f (x) = 1/(2x).

c) Funkcija f je jednaka f (x) =
{

2cosx, cosx≥ 0;
0, cosx < 0.

Znǎci, f (x) = 2cosx ako

je x ∈ ⋃
k∈Z

[−π/2+ 2kπ,π/2+ 2kπ], odnosno f (x) = 0 ako je x ∈ ⋃
k∈Z

(π/2+

2kπ,3π/2+2kπ). I

2.18. Primer. Konstruisati grafike sledećih funkcija:

a) f (x) = x+sinx; b) f (x) = xsinx; c) f (x) =
sinx

x
;

d) f (x) =
1

sinx
; e) f (x) = sin

(
1
x

)
; f) f (x) = xsin

(
1
x

)
.
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Rešenja. Grafici ovih funkcija su dati na slikama 2.21–2.26.

y=-x

xx

y

1
p

y=x

5

x

O

5

y y=x

Slika 2.21. f (x) = x+sinx Slika 2.22. f (x) = xsinx

5

1

y

O
x

p

5

O

y

0

y

x

Slika 2.23. f (x) =
sinx

x
Slika 2.24. f (x) =

1
sinx

x

y=1

y=-1

1

y y

0.5

y=x y=-x

x

Slika 2.25. f (x) = sin1
x Slika 2.26. f (x) = xsin1

x

2.19. Primer. Konstruisati grafike hiperboličnih funkcija:

a) f (x) = shx =
ex−e−x

2
; b) f (x) = chx =

ex +e−x

2
;

c) f (x) = thx =
ex−e−x

ex +e−x ; d) f (x) = cthx =
ex +e−x

ex−e−x .

Rešenja. Traženi grafici su dati na slikama 2.27–2.30.I
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1

1

x

y

O

y

1

1

x
O

Slika 2.27. f (x) = shx Slika 2.28. f (x) = chx

y=1

O 1

y

y=-1

x

y=1

x

O
y=-1

y

1

Slika 2.29. f (x) = thx Slika 2.30. f (x) = cthx

2.2.7 Parametarsko zadavanje krivih

Neka su na intervaluI = [α,β] date dve funkcijex= φ(t) i y= ψ(t), t ∈ I . Skup
svih tǎcaka ravni koje su odrēdene koordinatama(φ(t),ψ(t)), t ∈ I (uz dodatne
uslove o diferencijabilnosti funkcijaφ i ψ), predstavlja krivu datuparametarski.

2.20. Primer. Nacrtati krive date parametarski, ako jea > 0, t ∈ R:

a)

{
x = a(t−sint);

y = a(1−cost),
b)

{
x = acos3 t;

y = asin3 t,
c)

{
x = at/(1+ t3);
y = at2/(1+ t3).

Prva kriva se nazivacikloida, drugaastroida, a trećaDekartov list.

x
1

O 2ap1

y

a

a

O
x

y

Slika 2.31. Cikloida. Slika 2.32. Astroida.
Rešenje.

a) Funkcija jey = f (x) definisana na skupuR, i po t periodǐcna sa periodom2π. Na
osnovu sledéce tabele, možemo nacrtati cikloidu (slika 2.31 za a=1):
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t 0 π/4 π/2 3π/4 π 3π/2 2π
x 0 a

(
π/4−√2/2

)
a(π/2−1) a

(
3π/4−√2/2

)
aπ a(3π/2+1) 2aπ

y 0 a
(

1−√2/2
)

a a
(

1+
√

2/2
)

2a a 0

x

2

y

2

x+y=1

y

O 1

1

x

Slika 2.33. Dekartov list. Slika 2.34. Arhimedova spirala.

b) Ako je 0≤ t ≤ π/2, tada je0≤ x≤ a (t = 0, x= a, y= 0, t = π/2, x= 0, y= a).
Ako je π/2≤ t ≤ π, tada je−a≤ x≤ 0 (t = π, x = −a, y = 0) (slika 2.32 za
a=1).

c) Slika 2.33 zaa = 3. I

2.2.8 Krive date u polarnim koordinatama

Za svaku tǎcku A(x,y) ravni, izuzev koordinatnog početkaO(0,0) , postoje
jednoznǎcno odrēdeni polarni ugao ϕ ∈ [0,2π[ i polarni radijus ili poteg ρ ∈
[0,+∞[ takvi da je

x = ρcosϕ,y = ρsinϕ.

Za par(ρ,ϕ) se kaže da su polarne koordinate tačkeA. Skup svih tǎcaka ravni koje
su odrēdene sa(ρ(ϕ) ,ϕ) ,ϕ ∈ (α,β) predstavlja krivu zadatu u polarnim koordi-
natama.

2.21. Primer. Nacrtati sledeće krive zadate u polarnim koordinatama(a > 0) :

a) ρ = aφ (Arhimedova spirala); b) ρ = eφ (logaritamska spirala);

c) ρ = a(1+cosφ) (kardioida); d) ρ = a2cos(2φ),

gde se kriva d) zoveBernulijeva lemniskata.

Rešenje.

a) Na slici 2.34. predstavljena je Arhimedova spirala zaa = 1.

Primetimo da kada polarni ugaoφ raste od0 do +∞, tada i polarni radijusρ raste
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od0 do+∞.

c) Na osnovu sledéce tabele možemo nacrtati krivu (slika 2.35 zaa = 1):

φ 0 π/4 π/2 3π/4 π 3π/2 2π
ρ 2a a

(
1+

√
2/2

)
a a

(
1−√2/2

)
0 a 2a

d) Funkcijaρ = ρ(φ) je definisana zacos2φ≥0, tj. za φ∈ [−π/4,π/4]∪[3π/4,5π/4]
(slika 2.36).I

x
2a

a
y

O
x

a

y

Slika 2.35. Kardioida. Slika 2.36. Bernulijeva lemniskata.



Glava 3

Elementi linearne algebre

3.1 Matrice

Matrice se pojavljuju u mnogobrojnim primerima iz fizike i tehnike.

Matrica tipa m× n je pravougaona šema brojeva koja imam vrsta i n kolona i
zapisuje se u obliku 



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn


 . (3.1)

Matrice se oznǎcavaju velikim slovimaA,B,C, . . ..

Na primer, matrica:A =
[

2
√

5
2 −1

]
je tipa 2× 2, B =




7 −1 3
1 0 2

3
√

5 −1 2


 je tipa

3×3, C =




3 cosπ
e3 2
1 5


 je tipa3×2, a D =



−1,2

ln3
−1


 je tipa3×1.

Brojevi ai j , i, j = 1,2, . . . ,n, su elementi matrice (3.1). Elementai j je u i−toj vrsti
i j−toj koloni matrice.

Kvadratne matrice su one matrice kod kojih je broj vrsta jednak broju kolona.
Redkvadratne matrice je broj njenih vrsta odnosno kolona. U prethodnom primeru
matriceA i B su kvadratne matrice. MatricaA je reda2, a matricaB je reda3.

Dve matriceA i B su jednake ako su istog tipa i ako su elementi jedne matrice
jednaki odgovarajúcim elementima druge matrice.

3.1. Primer. Odrediti koje su od sledećih matrica jednake:

38
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A =




−1 0 5
1 2 −1√

2/2 3 1


 , B =

[
1 0 5
1 2 −1

]
, C =

[
ln12 e0

tg(π/4) −2log22

]
,

D =




sin(3π/2) cos(π/2) eln5

tg(π/4) 2sin(π/2) −1
sin(π/4) −6ln(

√
e) 22−2


 , H =

[
0 1
1 −2

]
, F =

[
1 0
1 −2

]
.

Rešenje. Matrica B ima dve vrste i tri kolone, te je tipa2× 3 i nije istog tipa ni sa
jednom od matricaA,C,D,H i F, pa nije ni jednaka ni sa jednom od tih matrica.

Preostale matrice su kvadratne i toA i D su reda3, dok suC,H i F reda2.

Matrice A i D su jednake, jer je svaki element matriceA jednak odgovarajúcem
elementu matriceD i obrnuto.

Na primer, element−1 u prvoj vrsti i prvoj koloni matriceA jednak je elementu
sin(3π/2) iz prve vrste i prve kolone matriceD; element0 u prvoj vrsti i drugoj
koloni matriceA jednak je elementucos(π/2) iz prve vrste i druge kolone matrice
D i tako dalje.

MatriceC i H su jednake, a nisu jednake sa matricomF, jer je, na primer, element
tg(π/4) u drugoj vrsti i prvoj koloni matriceC jednak je elementu1 u drugoj vrsti
i prvoj koloni matriceH, a element−2ln22 u drugoj vrsti i drugoj koloni matrice
C jednak je elementu−2 iz druge vrste i druge kolone matriceH.

MatricaF nije jednaka sa matricomC, a takōde ni sa matricomH (elementi u prvoj
vrsti razmenili su mesta).I

3.1.1 Sabiranje matrica

Neka suA i B dve matrice istog tipam×n. Tada jezbir matrica A i B matrica
C tipam×n, čiji su elementi jednaki zbiru odgovarajućih elemenata matricaA i B.
Veoma je važno naglasiti da semogu sabirati samo matrice istog tipa.

3.2. Primer. Date su matrice

A =




3 2 1
12 −12 1
2 −0.3 12


 , B =

[ −1 2 −3
10 −2 0

]
, C =

[
7 −5 8

−3 −12 3

]
,

D =




7 6 5
2 1 −1

−15 9 55


 , H =

[
4 −3
1 2

]
, F =




22 6
−9 4
−18 3


 .

Utvrditi koje se od datih matrica mogu sabrati.
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Rešenje. Matrice H i F ne mogu se sabrati ni sa jednom od datih matrica, ni med̄u
sobom. Mogu se sabrati matriceA i D kao i matriceB i C na sledéci nǎcin:

A+D =




3 2 1
12 −12 1
2 −0.3 12


+




7 6 5
2 1 −1

−15 9 55




=




3+7 2+6 1+5
12+2 −12+1 1−1

2+(−15) −0.3+9 12+55


 =




10 8 6
14 −11 0

−13 8.7 67


 ,

B+C =
[ −1 2 −3

10 −2 0

]
+

[
7 −5 8

−3 −12 3

]

=
[ −1+7 2−5 −3+8

10−3 −2−12 0+3

]
=

[
6 −3 5
7 −14 3

]
. I

Za sabiranje matrica istog tipa važi

zakon komutativnosti, tj. A+B = B+A.

zakon asocijativnosti, tj. (A+B)+C = A+(B+C).

Na primer, ako su date matriceA=
[

1 −1
2 7

]
, B=

[
5 −10
1 3

]
, C=

[
0 3

−1 4

]
.

Tada je

(A+B)+C =
([

1 −1
2 7

]
+

[
5 −10
1 3

])
+

[
0 3

−1 4

]

=
[

6 −11
3 10

]
+

[
0 3

−1 4

]
=

[
6 −8
2 14

]
,

odnosno

A+(B+C) =
[

1 −1
2 7

]
+

([
5 −10
1 3

]
+

[
0 3

−1 4

])

=
[

1 −1
2 7

]
+

[
5 −7
0 7

]
+

[
6 −8
2 14

]
.

Nula matrica tipa m× n je matricačiji su svi elementi nule. Nula matrica je
neutralni element za operaciju sabiranja u skupu matrica istog tipa.

Na primer, neutralni elementi za operaciju sabiranja matrica tipa

3×3 je




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 , 2×3 je

[
0 0 0
0 0 0

]
, 2×2 je

[
0 0
0 0

]
.

Skup matrica istog tipa u odnosu na operaciju sabiranja matricačini komutativnu
grupu.
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Množenje matrica brojem

Matrica se množi nekim brojem tako što sesvaki element te matrice množi
tim brojem. Za proizvoljne realne brojeveλ i µ i proizvoljnu matricuA važi da je

(λµ)A = λ(µA), (λ+µ)A = λA+µA.
Na primer,

2 ·
[

3 −1 1
0 −3 1

]
=

[
6 −2 2
0 −6 2

]
,

1
2




12 −6 4
10 8 2
18 −6 0


 =




6 −3 2
5 4 1
9 −3 2


 .

Matrica−1 ·A oznǎcava se sa−A i važi A+(−A) = −A+ A = O, gde jeO nula
matrica istog tipa kao i matricaA.

Oduzimanje matrica definiše se na sledeći nǎcin: A−B = A+(−B).

3.1.2 Množenje matrica

Neka su date dve matrice, matricaA tipa2×2 i matricaB tipa2×3

A =
[

a11 a12

a21 a22

]
, B =

[
b11 b12 b13

b21 b22 b23

]
.

Proizvod matrica A i B je matricaC čiji se elementi dobijaju na sledeći nǎcin:

C =
[

c11 c12 c13

c21 c22 c23

]
=

[
a11 a12

a21 a22

]
·
[

b11 b12 b13

b21 b22 b23

]

=
[

a11 ·b11+a12 ·b21 a11 ·b12+a12 ·b22 a11 ·b13+a12 ·b23

a21 ·b11+a22 ·b21 a21 ·b12+a22 ·b22 a21 ·b13+a22 ·b23

]
.

Svaki element matriceC se može izraziti kao

ci j = ai1b1 j +ai2b2 j , i = 1,2, j = 1,2,3.

U opštem slǔcaju množenje matrica definiše se na sledeći nǎcin.
Neka je matricaA tipam×n i matricaB tipan× p. Proizvod A·B matricaA i B je
matricaC tipam× p takva da je

ci j = ai1b1 j +ai2b2 j + . . .+ainbn j, i = 1,2, . . . ,m, j = 1,2, . . . , p.

Primetimo da se mogu množiti samo one matrice kod kojih je

broj kolona prve matrice A u proizvodu A·B jednak broju vrsta druge matrice
B u proizvodu A·B.
Kvadratne matrice istog reda se uvek mogu množiti. Na primer, imamo

A·B =
[ −1 2

3 −5

]
·
[

2 4
−7 11

]
=

[ −1·2+2· (−7) −1·4+2·11
3 ·2+(−5) · (−7) 3 ·4+(−5) ·11

]

=
[ −16 18

41 −43

]
.
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C ·D =




1 2 −1 0
7 −5 8 3
0 2 −3 0


 ·




1 3 5
6 4 2

−9 0 0
6 −1 −2




=




1+12+9+0 3+8+0+0 5+4+0+0
7−30−72+18 21−20+0−3 35−10+0−6
0+12+27+0 0+8+0+0 0+4+0+0


 =




22 11 9
−77 −2 19

39 8 4


 .

MatriceA i B su tipa2×2, pa je i matricaA·B istog tipa.

MatricaC je tipa3×4, dok je matricaD tipa 4×3, i one se mogu množiti.Naime,
matricaC ima tri vrste i četiri kolone i ona, kao prvi faktor u proizvodu,može se
množiti sa svakom matricom koja imǎcetiri vrste, a takva je matricaD (ima četiri
vrste i tri kolone). Dobijena matricaC ·D ima tri vrste i tri kolone, znǎci onoliko
vrsta koliko ima matricaC (tri) i onoliko kolona koliko ima matricaD (tri).

Zakon komutativnosti za množenje matricane važi.

Ako matrice nisu kvadratne, tada je očigledno, a na sledećem primerúcemo pokazati
da komutativnost ne važi ni za kvadratne matrice.

A·B =




2 −1 1
−7 −2 0

0 −4 2


 ·




0 1 5
−7 −4 1

0 0 −4


 =




7 6 5
14 1 −37
28 16 −12


 ,

B·A =




0 1 5
−7 −4 1

0 0 −4


 ·




2 −1 1
−7 −2 0

0 −4 2


 =



−7 −22 10
14 11 −5
0 16 −8


 .

3.3. Primer. Odrediti koje se matrice mogu množiti i izmnožiti ih.

a) A =
[ −1 6

3 −3

]
; b) B =




0 2 −3
−9 0 5

3 1 4


 ; c)C =

[
1 0 −2
3 −1 4

]
;

d) D =




4 −6
5 0
3 5


 ; e)J =

[
10 −12 −2
3 −1 4

]
; f) F =



−5

2
1


 ;

g) G =




2 0 3
−2 0 7

3 −5 2
1 0 4


 ; h) H =




8 5 0 1
1 −4 −2 3
0 0 4 −2


 .

Rešenje.MatricaA ima dve kolone, pa se može množiti samo sa matricama koje imaju
dve vrste a to su matriceC i J. Imamo da je

A·C =
[

1 6
3 −3

]
·
[

1 0 −2
3 −1 4

]
=

[
17 −6 26
−6 3 −18

]
,

A·J =
[ −1 6

3 −3

]
·
[

10 12 −2
3 −1 4

]
=

[
8 6 26

21 −33 −18

]
.

Dobijene matrice imaju dve vrste kao i matricaA i tri kolone kao matriceC i J.

MatricaB ima tri kolone i može se množiti sa matricama koje imaju tri vrste, a to
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su matriceD,F i H.

B ·D =




0 2 −3
−9 0 5

3 1 4


 ·




4 −6
5 0
3 5


 =




1 −15
−21 79

29 2


 ,

B ·F =




0 2 −3
−9 0 5

3 1 4


 ·



−5

2
1


 =




1
50
−9


 ,

B ·H =




0 2 −3
−9 0 5

3 1 4


 ·




8 5 0 1
1 −4 −2 3
0 0 4 −2


 =




2 −8 −16 12
−72 −45 20 −19

25 11 14 −2


 .

Dobijene matrice imaju tri vrste kao i matricaB. Prva matrica ima dve kolone,
druga jednu a trécačetiri kolone kao i matriceD,F i H u proizvodimaB·D,B·F i
B·H, respektivno. Dalje je

C ·B =
[

1 0 −2
3 −1 4

]
·



0 2 −3
−9 0 5

3 1 4


 =

[ −6 0 −11
21 10 2

]
,

C ·D =
[

1 0 −2
3 −1 4

]
·



4 −6
5 0
3 5


 =

[ −2 −16
19 2

]
,

C ·F =
[

1 0 −2
3 −1 4

]
·



5
2
1


 =

[ −7
−13

]
,

C ·H =
[

1 0 −2
3 −1 4

]
·



8 5 0 1
1 −4 −2 3
0 0 4 −2


 =

[
8 5 −8 5

23 19 18 −8

]
,

D ·A =




4 −6
5 0
3 5


 ·

[ −1 6
3 −3

]
=



−22 42
−5 30
12 3


 ,

D ·C =




4 −6
5 0
3 5


 ·

[
1 0 −2
3 −1 4

]
=




14 6 −32
5 0 −10

18 −5 14


 ,

D ·J =




4 −6
5 0
3 5


 ·

[
10 −12 −2
3 −1 4

]
=




22 −42 −32
50 −60 −10
45 −41 14


 . I

Ako suA,B i C takve matrice da su proizvodiA·B i B·C definisani, tada su defini-
sani i proizvodi(A·B) ·C i A· (B·C) i važi asocijativnost

(A·B) ·C = A· (B·C),
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što ilustruje sledéci primer.

(A·B) ·C =







0 −2
6 4
−5 2


 ·

[
0 −3
−2 1

]
 ·

[
2 4 −2
−5 3 1

]

=




4 −2
−8 14
−4 17


 ·

[
2 4 −2
−5 3 1

]
=




18 10 −10
54 −74 2

−93 35 25


 ,

A· (B·C) =




0 −2
6 4
−5 2


 ·

([
0 −3
−2 1

][
2 4 −2
−5 3 1

])

=




0 −2
6 4
−5 2


 ·

[ −15 −9 −3
−9 −5 5

]
·=




18 10 −10
54 −74 2

−93 35 25


 .

Za svake tri matriceA,B i C važi

A · (B+C) = A ·B+ A ·C (leva distributivnost množenja matrica u odnosu na
sabiranje matrica);

(B+C) ·A = B ·A+C ·A (desna distributivnost množenja matrica u odnosu na
sabiranje matrica);

k(A·B) = (kA) ·B = A· (kB), k∈ R,

pod uslovom da su proizvodi koji se gore pojavljuju definisani.

Proizvod matricaA i B može biti nula matrica i kada su matriceA i B različite od
nula matrice.

Skup kvadratnih matrica redan čini u odnosu na operacije sabiranja i množenja
matricaprsten.

Kvadratna matrica redan čiji su elementi na glavnoj dijagonali jednaki jedinici, a
ostali nuli, naziva sejedini čna matrica i oznǎcava saE ili I .

Važi jednakostA ·E = E ·A, gde jeE jedinična matrica redan, a A proizvoljna
kvadratna matrica redan.

Kvadratna matrica redan čiji su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli
naziva sedijagonalna matrica. Na primer, jedinǐcna matrica reda3, je

E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , a A =




3 0 0
0 −2 0
0 0 5


 je dijagonalna matrica.
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3.2 Determinante

Determinanta drugog redakoja je pridružena matrici

[
a11 a12

a21 a22

]
jeste broj

D =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 ·a22−a21 ·a12.

Determinanta trećeg reda detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
(3.2)

je broj pridružen matriciA =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 .

Vrste, kolone, glavna i sporedna dijagonala determinante su istovremeno vrste,
kolone, glavna i sporedna dijagonala matrice kojoj je pridružena determinanta.
Matrice i determinante i pored toga što slično izgledaju suštinski se razlikuju. De-
terminante uvek predstavljaju broj, dok matricenemaju brojnu vrednost.
Elementi determinante su označeni kao i kod matrice saai j , gde prvi broji odred̄uje
vrstu, a drugi brojj odred̄uje kolonu u kojoj seai j nalazi. Tako, na primer, element
a23 pripada drugoj vrsti i trécoj koloni. Zbir brojevai i j tj. broj i + j može biti
paran ili neparan, što odrēdujeparno odnosnoneparno mestoelementaai j u de-
terminanti. Tako se elementa23 nalazi na neparnom mestu (jer je2+3 = 5), dok
se elementa33 nalazi na parnom mestu (jer je3+3 = 6). Ako sa+ i − oznǎcimo
respektivno parna i neparna mesta, tada je njihov raspored u determinanti trećeg

reda dat sa

∣∣∣∣∣∣

+ − +
− + −
+ − +

∣∣∣∣∣∣
.

Determinanta drugog reda, u oznaciMi j , zove seminor ili subdeterminanta za
elementai j , i, j = 1,2,3, i obrazuje se tako što se iz polazne determinante trećeg
reda (3.2) izostavii−ta vrsta i j−ta kolona u kojoj se elementai j nalazi, pa pre-
ostali elementi obrazuju determinantu drugog redaMi j . Tako se minorM11 =∣∣∣∣

a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ dobija eliminacijom prve vrste i prve kolone u kojima se nalazi ele-

menta11.

Kofaktor ili algebarski komplementelementaai j je izrazAi j = (−1)i+ jMi j tj. to
je minor za dati elementai j pomnožen sa+1 ili −1 u zavisnosti od parnosti mesta
na kome seai j nalazi.
Na osnovu toga determinanta trećeg reda iz relacije (3.2) jednaka je (razvijanje
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determinante po i−toj vrsti )
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 +ai2Ai2 +ai3Ai3, za svakoi = 1,2,3.

Na primer, važi
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11 ·

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−a12 ·
∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+a13 ·
∣∣∣∣

a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ .

Neka je data determinanta

D =

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
3 1 4
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣
. (3.3)

Odredícemo njenu vrednost razvijanjem po elementima prve vrste.

D =

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
3 1 4
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣
= 1·

∣∣∣∣
1 4

−1 3

∣∣∣∣−2·
∣∣∣∣

3 4
2 3

∣∣∣∣−1 ·
∣∣∣∣

3 1
2 −1

∣∣∣∣

= 1 · (3− (−4))−2 · (9−8)− (−3−2) = 7−2+5 = 10.

Razvijanjem po elementima treće kolone dobijamo

D =

∣∣∣∣∣∣

1 2−1
3 1 4
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣
=−1 ·

∣∣∣∣
3 1
2 −1

∣∣∣∣−4·
∣∣∣∣

1 2
2 −1

∣∣∣∣+3·
∣∣∣∣

1 2
3 1

∣∣∣∣

= −1· (−5)−4· (−5)+3· (−5) = 10.

Determinante tréceg reda mogu se izračunavati i pomócuSarusovog pravila:

Iza tréce kolone polazne determinante trećeg reda dopišu se prva i druga kolona, pa
se izmnože elementi na”silaznim” dijagonalama↘ i dobijeni rezultati saberu. Od
toga se oduzme zbir proizvoda elemenata po”uzlaznim” dijagonalama↗. Dakle,

− − −
↗ ↗ ↗∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
↘ ↘ ↘

↗ ↗
a21 a22 a23

↘ ↘
↗ ↗ ↗

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12
↗

a21 a22
↘

a31 a32

↘ ↘ ↘
+ + +
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= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32− (a13a22a31+a11a23a32+a12a21a33).

Na primer, po Sarusovom pravilu determinanta (3.3) je jednaka

D =

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
3 1 4
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣

1 2
3 1
2 −1

= 1 ·1·3+2·4 ·2+(−1) ·3· (−1)

−(2 ·1· (−1)+(−1) ·4·1+3·3·2) = 22−12= 10.

3.2.1 Osobine determinanti

1. Vrednost determinante se ne menja ako sevrste zamene kolonamane me-
njajući poredak.

Prema tome, vrednost determinante se može dobiti razvijanjem po elemen-
tima bilo koje vrste ili kolone, a ne samo razvijanjem po elementimai−te
vrste.

2. Ako dve vrste (ili kolone)zamene mestadeterminanta menja znak.

3. Determinanta semnoži nekim brojem tako što se elementi jedne vrste (ili
kolone) množe tim brojem.

4. Vrednost determinanteje jednaka nuli

ako su bilo koje dve vrste (ili dve kolone)jednake,

ako su elementi jedne njene vrste (ili kolone)proporcionalni odgovarajúcim
elementima druge vrste (ili kolone),

ako je jedna vrsta (ili kolona) jednakalinearnoj kombinaciji drugih vrsta
(ili kolona).

5. Vrednost determinante se ne menja ako se elementima jedne njene vrste (ili
kolone)dodaju odgovarajúci elementi druge vrste (ili kolone)prethodno
pomnoženi nekim brojem.

Navedena osobina sečesto koristi pri izrǎcunavanju determinanti.

6. Vrednost determinantěciji su svi elementi ispod (iznad) glavne dijagonale
jednaki nuli, jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.

7. Ako je svaki elementk−te vrste determinante trećeg reda (3.2) prikazan kao

ak j = bk j +ck j, j = 1,2,3,
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tada je determinanta (3.2) jednaka zbiru determinantiD1 + D2, čije su sve
vrste, izuzevk−te, jednake vrstama determinante (3.2),k−tu vrstu deter-
minanteD1 obrazuju elementibk1,bk2,bk3 a k−tu vrstu determinanteD2

obrazuju elementick1,ck2,ck3.

Analogna osobina važi i za kolone, što sledi iz osobine 1. determinanti.

Navedeno pravilo se još naziva i pravilo sabiranja determinanti.

Na primer, zbir dve determinante je
∣∣∣∣∣∣

1 3 0
1 2 3
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

1 3 0
5 7 9
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 3 0
6 9 12
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
.

Primetimo da determinante koje se sabiraju imaju prvu i treću vrstu jednake, a
razlikuju im se samo druge vrste. Zato determinanta koja predstavlja njihov zbir
ima jednaku prvu i trécu vrstu kao date determinante, a druga vrsta je jednaka zbiru
odgovarajúcih elemenata druge vrste datih determinanti.

Primetimo da je

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
= 0. Elementi tréce vrste su linearne kombinacije

elemenata prve i druge vrste tj.7 = 2·4−1, 8 = 2·5−2 i 9 = 2·6−3.

3.2.2 Determinante višeg reda

Determinanta redan data je sa
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11A11+a12A12+ . . .+a1nA1n (3.4)

odnosno,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 +ai2Ai2 + . . .+ainAin, (3.5)

za svei = 2, . . . ,n. Pri tome jeA1 j , j = 1,2, . . . ,n kofaktor ili algebarski komple-
ment elementaa1 j , j = 1,2, . . . ,n, i definisan je analogno kao i kod determinante
trećeg reda. Dakle,Ai j = (−1)i+ jMi j , gde suMi j minori ili subdeterminante za
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elementai j , j = 1,2, . . . ,n. Dakle, izrǎcunavanje determinante redan se svodi na
izračunavanjen determinanti redan−1.

Determinante redan imaju analogne osobine kao i determinante trećeg reda.

3.4. Primer. Izračunati sledeće determinante:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 10 2002 11
1 9 2003 3
1 10 0 −1
1 10 2002 12

∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 1 3
1 4 0 4
1 −1 −1 −1
2 2 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Rešenja.

a) Ako prvu vrstu pomnožimo sa−1 i dodamo drugoj, trécoj i četvrtoj vrsti dobijamo
determinantǔciji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, te je

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 10 2002 11
1 9 2003 3
1 10 0 −1
1 10 2002 12

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 10 2002 11
0 −1 1 −8
0 0 −2002 −12
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−1 1 −8
0 −2002 −12
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 2002.

b) Dodavanjem prve kolone drugoj, trećoj i četvrtoj koloni dobijamo

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 1 3
1 4 0 4
1 −1 −1 −1
2 2 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 3 5
1 5 1 5
1 0 0 0
2 4 7 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 3 5
5 1 5
4 7 5

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 3 5
4 −2 0
3 4 0

∣∣∣∣∣∣

= 5·
∣∣∣∣

4 −2
3 4

∣∣∣∣ = 110.

c) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1
−1 2 0 0 0
−1 0 3 0 0
−1 0 0 4 0
−1 0 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=−

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

+5·

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
−1 2 0 0
−1 0 3 0
−1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 24+5




∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 0 0
0 3 0

∣∣∣∣∣∣
+4·

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
−1 2 0
−1 0 3

∣∣∣∣∣∣


 = 394. I
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3.2.3 Inverzna matrica

Ako je matricaA tipam×n data sa

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn


 , tada je A′ =




a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

...
...

...
a1n a2n . . . amn




transponovana matricamatriceA.

Primetimo da je matricaA′ tipa n×m, odnosno, elementi vrsta matriceA su ele-
menti kolona matriceA′ i obrnuto. Na primer,

za matricuA =




4 3 1
−1 0 1

2 0 5


 , transponovana matrica jeA′ =




4 −1 2
3 0 0
1 1 5


 ,

a za matricuB =
[

1 −3 1
−7 0 1

]
transponovana matrica jeB′ =




1 −7
−3 0

1 1


 .

Ako je kvadratna matricaA jednaka svojoj transponovanoj matrici, tada za takvu
matricu kažemo da jesimetrična matrica.

Izraz”simetrǐcna” potiče odčinjenice da je za kvadratne matriceA tipan×n, koje
su simetrǐcne,ai j = a ji , za svei, j = 1,2, . . . ,n.

Na primer, matricaA=




5 1 −2
1 4 7

−2 7 −6


 je simetrǐcna, jer je jednaka svojoj transpono-

vanoj matriciA′.

Neka je matricaA data saA =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann


 i neka jeAi j algebarski

komplement (kofaktor) elementaai j u determinanti matriceA, Tada se matrica

A∗ =




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2
...

...
...

...
A1n A2n . . . Ann


 , nazivaadjungovana matrica matriceA. Prime-

timo da se kofaktoriA ji u adjungovanoj matriciA∗ nalaze na istom mestu kao i
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njihovi odgovarajúci elementia ji u transponovanoj matriciA′ matriceA.

Na primer, za matricuA =
[

7 3
−1 5

]
je A′ =

[
7 −1
3 5

]

Kofaktor za element7 je 5; za element−1 je−3; za element3 je 1; za element5

je 7. Prema tome, adjungovana matrica jeA∗ =
[

5 −3
1 7

]
.

Za B =



−1 2 −5

3 0 −2
6 −1 4


 , i B′ =



−1 3 6

2 0 −1
−5 −2 4


 imamo

B∗ =




∣∣∣∣
0 −1
−2 4

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣

2 −1
−5 4

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2 0
−5 −2

∣∣∣∣

−
∣∣∣∣

3 6
−2 4

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−1 6
−5 4

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−1 3
−5 −2

∣∣∣∣

∣∣∣∣
−3 6

0 −1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−1 6
2 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 3
2 0

∣∣∣∣




=




−2 −3 −4
−24 26 −17
−3 11 −6


 .

Jedinǐcna matrica je simetrična, pa je jednaka svojoj transponovanoj matrici, a
takod̄e je jednaka i svojoj adjungovanoj matrici.

3.5. Teorema.Ako jeA kvadratna matrica tada jeA·A∗ = A∗ ·A = detA·E.

U prethodnom primeru jeA·A∗ =
[

7 3
−1 5

]
·
[

5 −3
1 7

]
=

[
38 0
0 38

]
=−38E,

detA = 38, detB =−31 i

B·B∗ =



−1 2 −5

3 0 −2
6 −1 4,


·




−2 −3 −4
−24 26 −17
−3 11 −6


=



−31 0 0

0 −31 0
0 0 −31


=−31E.

Kvadratna matricaA je regularna ako postoji kvadratna matricaB takva da je

A·B = E.

Može se pokazati da za kvadratne matrice važi sledeća ekvivalencija:

A·B = E ⇐⇒ B·A = E.

Inverzna matrica matriceA je kvadratna matrica, koja se označava saA−1 i koja
zadovoljava uslovA·A−1 = A·A−1 = E.

Kvadratna matrica za koju ne postoji inverzna matrica naziva sesingularna ma-
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trica .

Svaka regularna matrica ima jedinstvenu inverznu matricu.

Kvadratna matrica je regularna ako i samo ako jedetA različita od nule.

Inverzna matrica A−1 za regularnu matricuA odred̄uje se na sledeći nǎcin:

A−1 =
1

detA
·A∗.

Inverzna matrica jedinične matrice je jedinična matrica istog reda.

Inverzna matrica inverzne matrice je data matrica, tj., važi relacija(A−1)−1 = A.

MatriceA i A−1 su uzajamno inverzne.

MatriceA i A−1 su komutativne.

3.6. Primer. Odrediti inverzne matrice sledećih matrica:

a) A =




1 −2 3
3 0 1
4 0 2


 ; b) B =



−1 −2 2

6 3 −1
−2 1 −2


 ; c) D =




0 0 −3 0
−2 2 0 −2
−2 0 −3 0

4 −2 1 0


 .

Rešenja. a)detA = 4, a transponovana matrica matriceA je A′ =




1 3 4
−2 0 0

3 1 2


 . Ad-

jungovana matrica matriceA je

A∗ =




∣∣∣∣
0 0
1 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−2 0

3 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−2 0

3 1

∣∣∣∣

−
∣∣∣∣

3 4
1 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 4
3 2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣

1 3
3 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

3 4
0 0

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣

1 4
−2 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 3
−2 0

∣∣∣∣




=




0 4 −2
−2 −10 8

0 −8 6


 .

Prema tome inverzna matricaA−1 matriceA je

A−1 =
1

detA
·A∗ =

1
4




0 4 −2
−2 −10 8

0 −8 6


 =




0 1 −1/2
−1/2 −5/2 2

0 −2 3/2


 .

Zaista jeA·A−1 =




1 −2 3
3 0 1
4 0 2


 ·




0 1 −1/2
−1/2 −5/2 2

0 −2 3/2


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

b) U ovom slǔcaju je

detB =

∣∣∣∣∣∣

−1 −2 2
6 3 −1

−2 1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 1, B′ =



−1 6 −2
−2 3 1

2 −1 −2


 ,
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B∗ =




∣∣∣∣
3 1

−1 −2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−2 1

2 −2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−2 3

2 −1

∣∣∣∣

−
∣∣∣∣

6 −2
−1 −2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−1 −2

2 −2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−1 6

2 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

6 −2
3 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−1 −2
−2 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−1 6
−2 3

∣∣∣∣




=



−5 −2 −4
14 6 11
12 5 9


 .

Prema tome je

B−1 =
1

detB
·B∗ = 1·



−5 −2 −4
14 6 11
12 5 9


 =



−5 −2 −4
14 6 11
12 5 9


 .

c) Determinanta matriceC jednaka je nuli tako da ne postoji inverzna matricaC−1 za
matricuC.

d) detD =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 −3 0
−2 2 0 −2
−2 0 −3 0

4 −2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 24, D′ =




0 −2 −2 4
0 2 0 −2

−3 0 −3 1
0 −2 0 0


 ,




∣∣∣∣∣∣

2 0 −2
0 −3 1

−2 0 0

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

0 0 −2
−3 −3 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

0 2 −2
−3 0 1

0 −2 0

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

0 2 0
−3 0 −3

0 −2 0

∣∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣∣

−2 −2 4
0 −3 1

−2 0 0

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

0 −2 4
−3 −3 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

0 −2 4
−3 0 1

0 −2 0

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

0 −2 −2
−3 0 −3

0 −2 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

−2 −2 4
2 0 −2

−2 0 0

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

0 −2 4
0 0 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

0 −2 4
0 2 −2
0 −2 0

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

0 −2 −2
0 2 0
0 −2 0

∣∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣∣

−2 −2 4
2 0 −2
0 −3 1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

0 −2 4
0 0 −2

−3 −3 1

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

0 −2 4
0 2 −2

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

0 −2 −2
0 2 0

−3 0 −3

∣∣∣∣∣∣




pa je D∗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

12 0 −12 0
20 0 −24 −12
−8 0 0 0

8 −12 −12 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1/2 0 −1/2 0
−5/6 0 −1 −1/2
−1/3 0 0 0
−1/3 −1/2 −1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣
. I

3.7. Primer. Rešiti, tamo gde je to moguće, matrične jednačineA ·X = B, X ·A = B,
ako suA i B date matrice, aX nepoznata matrica, gde je

a) A =




2 0 3
5 −1 0

−3 0 −4


 , B =




1 2 3
0 −1 0
1 0 1


 ;

b) A =




1 −1 1
−1 1 −2
−3 7 −4


 , B =




1
1
0


 ;
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c) A =




1 −1 2
2 0 5

−1 3 0


 , B =




0 3 1
2 1 −2

−3 −1 0


 ;

d) A =




3 −4 2
−3 0 3
−3 2 1


 , B =




0 1 3 0
2 1 0 0
0 1 0 2


 .

Rešenja. Ako je A·X = B, tada jeX = A−1 ·B, a ako jeX ·A= B, tada jeX = B·A−1,
što znǎci da treba prvo odrediti matricuA−1.

a) MatricaA je tipa3×3, te je i njena inverzna matrica istog tipa. MatricaB je takod̄e
istog tipa, pa se mogu odrediti proizvodiA−1 ·B kao iB·A−1.

Ovde jedetA =

∣∣∣∣∣∣

2 0 3
5 −1 0
−3 0 4

∣∣∣∣∣∣
= −1, A−1 =




−4 0 −3
−20 −1 −15

3 0 2


 , te je rešenje

jednǎcineA·X = B dato sa

X = A−1 ·B =




−4 0 −3
−20 −1 −15

3 0 2


 ·




1 2 3
0 −1 0
1 0 1


 =




−7 −8 −15
−35 −39 −75

5 6 11


 .

Rešenje jednǎcineX ·A = B je

X = B·A−1 =




1 2 3
0 −1 0
1 0 1


 ·




−4 0 −3
−20 −1 −15

3 0 2


 =



−35 −2 −27

20 1 15
−1 0 −1


 .

Obratiti pažnju da je A−1 ·B 6= B·A−1.

b) Iz detA = 4, A−1 =




5
2

3
4

1
4

1
2 −1

4
1
4

−1 −1 0


 , te je

X = A−1 ·B =




5
2

3
4

1
4

1
2 −1

4
1
4

−1 −1 0


 ·




1
1
0


 =




13
4
1
4
−2


 .

ProizvodB·A−1 se ne može odrediti.

c) U ovom slǔcaju je detA = 2, A−1 =



−15

2 3 −5
2

−5
2 1 −1

2
3 −1 1


 ,
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X = A−1 ·B =



−15

2 3 −5
2

−5
2 1 −1

2
3 −1 1


 ·




0 3 1
2 1 −2

−3 −1 0


 =




27
2 −17 −27

2
7
2 −6 −9

2
−5 7 5


 ,

X = B·A−1 =




0 3 1
0 −1 2

−5 −2 2


 ·



−15

2 3 −5
2

−5
2 1 −1

2
3 −1 1


 =




−9
2 2 −1

2
−47

2 9 −15
2

25 −10 8


 .

d) Sada je detA =−6, A−1 =
1
2
·



1 0 0
−3 2 0
−1 0 2


 ,

X = A−1 ·B =
1
2
·



1 0 0
−3 2 0
−1 0 2


 ·




0 1 3 0
2 1 0 0
0 1 0 2


 =



−8

3
5
3 3 4

−3 2 3 5
−2 2 3 4


 .

I u ovom slǔcaju proizvodB·A−1 se ne može odrediti.I

3.2.4 Rang matrice

Neka je data matricaA tipam×n. Kvadratnapodmatrica matriceA, reda man-
jeg ili jednakog odmin(m,n), je matrica do koje se dolazi precrtavanjem odred̄enih
vrsta i kolona matriceA.

Na primer, matricaA=




5 2 −1
1 −3 3
0 6 1

−1 4 3


 imačetiri podmatrice reda tri i jedna od

njih je




5 2 −1
1 −3 3

−1 4 3


 , do koje se dolazi precrtavanjem treće vrste matriceA.

Matrica, reda dva,
[

5 2
1 −3

]
, je jedna od podmatrica matriceA koja se dobija pre-

crtavanjem tréce i četvrte vrste i tréce kolone matriceA.
Rang matriceA je red njene regularne kvadratne podmatrice, takve da su sve
kvadratne podmatrice većeg reda, ako postoje, singularne.

Rang matrice oznǎcava se sa rangA.

Rang matrice je broj koji je manji ili jednak od broja vrsta ili kolona te matrice.

3.8. Primer. Odrediti rang matriceA =




1 0 0 0
0 0 0 0
0 2 3 4


 .
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Rešenje.Na primer, ako u matriciA izostavimo drugu kolonu, tada dobijena kvadratna

podmatrica ima determinantudet




1 0 0
0 0 0
0 3 4


 =

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 0 0
0 3 4

∣∣∣∣∣∣
= 0. Analogno se po-

kazuje da su i sve druge podmatrice trećeg reda matriceA singularne. Postoji,
med̄utim, regularna kvadratna podmatrica drugog redačija je determinanta različita

od nule. Naime,det

[
1 0
0 3

]
=

∣∣∣∣
1 0
0 3

∣∣∣∣ = 3 6= 0.

Prema tome je rangA = 2. I

3.3 Sistemi linearnih jednǎcina

Jednǎcina oblika

a1x1 +a2x2 + . . .+anxn = b, (3.6)

gde su nepoznatex1,x2, . . . ,xn, jeste linearna jednačina. Realni brojevia1,a2,
. . . ,an sukoeficijenti, a realan brojb je slobodni član linearne jednǎcine (3.6).
Linearna jednǎcina (3.6) jehomogenaako jeb = 0.

Često se nepoznate u jednačini (3.6) oznǎcavaju sax,y,z,u, . . . , .

Na primer, jednǎcine

5x1 +2x2−8x3 = 0,
2x
5
−0.7y = 4, 2x+

√
5y+12z= −0.5 jesu linearne jed-

nǎcine;

xy+ y−√z= 8, 3x + 3y+ 3z= 3, 5sin(2x)+ 3y− xz2 = 5 nisu linearne jed-
nǎcine.

Sistem odm linearnih jednačina san nepoznatihx1,x2, . . . ,xn je sistem

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1 +am2x2 + . . .+amnxn = bm.

(3.7)

Ako su sve jednǎcine u (3.7) homogene, odnosno ako jeb1 = b1 = . . . = bn = 0,
tada jesistem(3.7)homogen.

Rešenje sistema(3.7) je urēdenan−torka realnih brojeva(x1,x2, . . . , xn), takva da
njene komponentex1,x2, . . . ,xn zadovoljavaju sve jednačine sistema (3.7).

Rešenje(a1,a2, . . . ,an) sistema (3.7)́cemo zapisivati u obliku
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x1 = a1, x2 = a2, . . . , xn = an.

Sistem linearnih jednǎcina je

saglasan (mogúc, rešiv, konzistentan)ako ima bar jedno rešenje,

nesaglasan (nemogúc, nerešiv, kontradiktoran, protivre čan) ako nema nijedno
rešenje.

Ako sistem ima tǎcno jedno rešenje tj.jedinstveno rešenje, tada se kaže da je
odred̄en.

Na primer, sistem
x−y = 1
x−y = 1

je odrēden, jer ima jedinstveno rešenjex= 2, y= 1.

Sistem
3x−2y = 2
6x−4y = 5

je protivrěcan, jer nema rešenja.

Sistem
2x+y = 0
x−2y = 0

je homogen i ima samo trivijalno rešenjex = 0, y = 0.

Sistem
3x+y−z=−2
6x+2y+2z=−4

je saglasan, jer ima rešenjex = 1, y =−3, z= 2.

Lako se proverava da sistem nije odred̄en, jer jex = t, y = 5−8t, z= 5−3t, za
svakot ∈ R, takod̄e rešenje datog sistema.

Homogen sistem
x+2y+3z= 0
4x+5y+6z= 0
7x+8y+9z= 0

ima trivijalno rešenjex = 0, y = 0, z= 0, a

takod̄e i netrivijalna rešenjax = t, y =−2t, z= t, za svakot ∈ R.
Dva sistema linearnih jednačina suekvivalentna ako je svako rešenje prvog sis-
tema i rešenje drugog sistema i svako rešenje drugog sistema je i rešenje prvog
sistema.

Sistemi
2x +y = 7
x −2y = −4

,
−x +5y = 13
8x −4y = 4

su ekvivalentni, jer imaju

isto rešenjex = 2, y = 3.

Za svaka dva protivrěcna sistema kažemo da su ekvivalentni. Ako se u datom sis-

temu izvrše sledécetransformacije sistema:

med̄usobna zamenabilo koje dve jednǎcine sistema;

množenjebilo koje od jednǎcina sistema brojem različitim od nule;

jedna jednǎcina sistema sepomnoži nekim brojem i doda nekoj drugoj jed-
načini sistema,

dobija se ekvivalentan sistem jednačina.



58 Glava 3. Elementi linearne algebre

3.3.1 Gausov metod eliminacije

Gausov metod eliminacije sastoji se u tome da se pomoću gore pomenutih
transformacija izvrši eliminacija jedne po jedne nepoznate iz jednačina sistema.
Pokazácemo to prvo na sistemu od tri jednačine sa tri nepoznate. Sistem jednačina

x −y +2z = 8
−2x +y +z = −5

4x −y −3z = 7
(3.8)

transformišimo na sledeći nǎcin.

Prvu jednǎcinu sistema ne transformišemo, ali je pomnožimo sa2 i dodamo drugoj
jednǎcini ( tako eliminišemo nepoznatux iz druge jednǎcine). Ako prvu jednǎcinu
pomnožimo sa−4 i dodamo trécoj jednǎcini tadaćemo eliminisatix iz treće jed-
nǎcine. Posle togaekvivalentan sistem je oblika

x −y +2z = 8
−y +5z = 11
3y −11z = −25

.

Sada drugu jednačinu pomnožimo sa3, a zatim je dodamo trécoj, koja sada ima
samo nepoznatuz. Tada imamo sistem

x −y +2z = 8
−y +5z = 11

4z = 8
.

Ovako dobijen sistem je ekvivalentan sa polaznim sistemom. Iz poslednje jed-
nǎcine dobijaz= 2. Iz druge jednǎcine jey = −1, a iz prve jex+ 1+ 4 = 8, tj.
x = 3.

Prikažimo sada Gausov metod eliminacije u opštem slučaju. Neka je dat sistem od
m jednǎcina san nepoznatih

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1 +am2x2 + . . .+amnxn = bm.

(3.9)

takav da je koeficijenta11 6= 0. (Ako je, na primer, u prvoj jednǎcini a11 = 0, tada
se za prvu jednǎcinu može uzeti ona jednačina kod koje je koeficijent uzx1 različit
od nule.)

Pomnožimo prvu jednǎcinu sistema (3.9) sa−a21

a11
i dodajmo je drugoj. Nas-

tavimo ovaj postupak i na kraju prvu jednačinu pomnožimo sa−am1

a11
i dodaj-
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mo je poslednjoj. Tako dobijene koeficijente u drugoj, trećoj, . . . , m−toj jed-
nǎcini ekvivalentnog sistema označimo respektivno sac22, . . . ,c2n, c32, . . . ,c3n, . . . ,
cm2, . . . ,cmn, a slobodněclanove sad2,d3, . . . ,dm. Tako dobijamo sistem

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

c22x2 + . . . + c2nxn = d2
...

...
...

...
cm2x2 + . . . + cmnxn = dm.

(3.10)

U sistemu (3.10) može postojati jednačina čiji su svi koeficijenti na levoj strani
jednaki nuli, a slobodaňclan razlǐcit od nule. Tada je sistemprotivre čan i postupak
rešavanja se obustavlja. Ako se, med̄utim, dobije jednǎcinačiji su svi koeficijenti
na levoj strani kao i slobodaňclan jednaki nuli tada se ta jednačina odbacuje. Ako
sistem (3.10) ima više od dve jednačine nastavljamo postupak. Neka jec22 6= 0.
Tada prva i druga jednačina sistema (3.10) ostaju nepromenjene. Dalje, drugu

jednǎcinu pomnožimo sa−c32

c22
i dodajemo je trécoj i tako dalje. Tako dobijamo

sistem

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1

c22x2 + c23x3 + . . . + c2nxn = d2

e33x3 + . . . + e3nxn = f3
...

...
...

...
em3x3 + . . . + emnxn = fm,

(3.11)

gde smo sae33,e34, . . . ,emn oznǎcili novodobijene koeficijente a saf3, f4, . . . , fm
novodobijene slobodněclanove u ekvivalentnom sistemu (3.11).

Nastavljajúci postupak možemo doći do jednog od sledéca dva sistema:

g11x1 + g12x2 + g13x3 + . . . + g1nxn = h1

g22x2 + g23x3 + . . . + g2nxn = h2
...

...
...

...
gnnxn = hn,

(3.12)

p11x1 + p12x2 + . . . + p1kxk + . . . + p1nxn = q1

p22x2 + . . . + p2kxk + . . . + p2nxn = q2
...

...
...

...
...

pkkxk + . . . + pknxn = qk.

(3.13)

Ako smo u dosadašnjem postupku dobili sistem (3.12), pričemu jegii 6= 0, i =
1,2, . . . ,n, tada se vrlo jednostavno izračunavaju nepoznatex1,x2, . . . ,xn počev od
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xn. Nepoznatuxn nalazimo rešavanjem poslednje jednačine

gnnxn = hn

u sistemu (3.12). Zamenjujući tako dobijenu vrednost nepoznatexn u pretposled-
nju jednǎcinu sistema (3.12) dobijamo vrednost nepoznatexn−1 i tako dalje. To
znǎci da imamo jedinstveno rešenje, pa je dati sistemsaglasani odred̄ensistem.

Ako na kraju navedenog postupka dobijamo sistem (3.13), napišimo ga u sledećem
obliku:

p11x1 + p12x2 + . . . + p1kxk = q1− p1k+1xk+1− . . .− p1nxn

p22x2 + . . . + p2kxk = q2− p2k+1xk+1− . . .− p2nxn
...

...
...

pkkxk = qk− pkk+1xk+1− . . .− pknxn.
Sada umesto nepoznatihxk+1, . . . ,xn stavljamo proizvoljne brojeve i na taj način
dobijamo sistem oblika (3.12), koji rešavamo na navedeni način. Odavde zakljǔcu-
jemo da sistem (3.9) u ovom slučaju ima beskonǎcno mnogo rešenja.

Na primer, sistem jednačina

2x −y +z = 9
x +4y +2z = −9

3x +y −2z = 19
(3.14)

se rešava pomoću Gausovog metoda eliminacije na sledeći nǎcin:

Zamenom mesta prve i druge jednačine sistema (3.14) dobijamo ekvivalentan sis-
tem

x +4y +2z = −9
2x −y +z = 9
3x +y −2z = 19

. (3.15)

Pomnožimo prvu jednǎcinu sistema (3.15) sa−2, i dodajmo drugoj jednǎcini, a
zatim sa (-3) dodajmo trećoj. Tako dobijamo sistem

x +4y +2z = −9
−9y −3z = 27
−11y −8z = 46

, odnosno
x +4y +2z = −9

−3y −z = 9
−11y −8z = 46

. (3.16)

Ako sada drugu pomnožimo sa−11
3 dobijamo

x +4y +2z = −9
−9y −3z = 27

(−8+11/3)z = 13
.

Iz poslednje jednǎcine dobijamoz=−3. Iz druge jednǎcine jey =−2, a iz prve je
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x = 5. Na primer, ako u sistemu jednačina
x +y +2z = 1

5x +5y +10z = 2
3x −3y +6z = 7

pomnožimo prvu jednǎcinu sa−5 i dodajmo drugoj jednǎcini, a zatim pomnožimo
prvu jednǎcinu sa−3 i dodajmo trécoj, dobijamo sistem

x +y +2z = 1
0 = −3

−6y = 4
.

Dalje se postupak ne nastavlja, jer smo u drugoj jednačini dobili 0 = −3, što je
protivrěcnost. Prema tome dati sistem nema rešenja tj.protivre čan je.

U prethodnom primeru smo videli da prilikom primene Gausove metode elimi-
nacije možemo dóci do jednǎcine, kao što je bila druga,̌ciji su svi koeficijenti
jednaki nuli, a slobodaňclan je bio razlǐcit od nule. U tom slǔcaju dati sistem je
protivrěcan. Ako do takvog slǔcaja ne dōdemo, dati sistem je saglasan.

3.9. Primer. Odrediti rešenje sistema

x +y +2z +2u = 5
2x +y −z −u = 0
3x +2y +z +u = 5
−x −y +2z +u = 3

pomoću Gausovog metoda eliminacije.

Rešenje. Pomnožimo prvu jednǎcinu datog sistema sa−2 i dodajmo je drugoj jed-
nǎcini, zatim pomnožimo prvu jednačinu sa−3 i dodajmo trécoj i na kraju doda-
jmo prvu jednǎcinu četvrtoj jednǎcini. Tako dobijamo ekvivalentan sistem

x +y +2z +2u = 5
−y −5z −5u = −10
−y −5z −5u = −10

4z +3u = 8

.

Primetimo da su druga i treća jednǎcina jednake, pa se jedna izostavlja. Tako do-
bijamo sistem od tri jednǎcine sǎcetiri nepoznate

x +y +2z = 5−2u
−y −5z = −10+5u

4z = 8−3u
.

Ako umesto nepoznateu stavimo odrēden realan broj dobijamo sistem koji ima
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jedinstveno rešenje po promenljivimx,y i z. Med̄utim, kako jednu promenljivuu
možemo da biramo proizvoljno, to sistem ima beskonačno mnogo rešenja.I

3.3.2 Kramerovo pravilo

Rešenje sistemaodn jednǎcina san nepoznatih

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2
...

...
...

...
an1x1 +an2x2 + . . .+annxn = bn.

(3.17)

pomócuKramerovog pravila , ako jeD 6= 0, formira se na sledéci nǎcin:

x1 =
Dx1

D
, x2 =

Dx2

D
, . . . , xn =

Dxn

D
,

gde je determinanta sistemaD data saD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

DeterminanteDxi , i = 1,2, . . . ,n, formiraju se tako što se u determinanti sistemaD
i−ta kolona zameni kolonom kojǔcine slobodnǐclanovi. Tako dobijamo da je

Dx1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n
...

...
...

...
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, Dx2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 . . . a1n

a21 b2 . . . a2n
...

...
...

...
an1 bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

Dxn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . b1

a21 a22 . . . b2
...

...
...

...
an1 an2 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dokaz. Pokazácemo da jex1 ·D = Dx1, a analogno se pokazuje da je i za sve
i = 2,3, . . . ,n

xi ·D = Dxi . (3.18)
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S obzirom na osobine determinanti imamo da je

x1 ·D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11x1 a12 a13 · · a1n

a21x1 a22 a23 · · a2n

a31x1 a32 a33 · · a3n

· ·
· ·
an1x1 an2 an3 · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Pomnožimo sada drugu, treću, . . . i poslednju kolonu redom sax2,x3, ...,xn i tako
dobijene kolone dodamo prvoj koloni, dobijamo

x1 ·D = Dx1

jer je onda svakǐclan u prvoj koloni redom jednakb1,b2, ...,bn. I

3.10. Primer. Pomoću Kramerovog pravila rešiti sisteme jednačina

a)
x +y −z = 7

−2x +3y +2z = 6
5x −y −2z = −4

; b)

x
6 − y

3 + z
2 = 2

− x
2 + y

3 + z
4 = −3

x
4 + y

2 −2z = −2

.

Rešenja. a)Determinanta sistema jeD =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
−2 3 2

5 −1 −2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−2 5 0

5 −6 3

∣∣∣∣∣∣
= 15.

Determinanta sistema je različita od nule. Prema tome, sistem ima jedinstveno
rešenje. DeterminanteDx, Dy i Dz su

Dx =

∣∣∣∣∣∣

7 1 −1
6 3 2

−4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 0 −1
20 5 2

−18 −3 −2

∣∣∣∣∣∣
=−30,

Dy =

∣∣∣∣∣∣

1 7 −1
−2 6 2

5 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 7 −1
0 6 2
3 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
= 60,

Dz =

∣∣∣∣∣∣

1 1 7
−2 3 6

5 −1 −4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−2 5 20

5 −6 −39

∣∣∣∣∣∣
=−75.
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Prema tome, rešenje sistema jex =
Dx

D
=−2, y =

Dy

D
= 4, z=

Dz

D
=−5.

b) Sistem jednǎcina ekvivalentan datom sistemu je
x −2y +3z = 12

−6x +4y +3z = −36
x +2y −8z = −8.

Kako je

D =

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
−6 4 3

1 2 −8

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
0 −8 21
0 4 −11

∣∣∣∣∣∣
= 4,

Dx =

∣∣∣∣∣∣

12 −2 3
−36 4 3
−8 2 −8

∣∣∣∣∣∣
= 8 ·

∣∣∣∣∣∣

3 −2 3
−9 4 3
−1 1 −4

∣∣∣∣∣∣
= 8 ·

∣∣∣∣∣∣

1 −2 −5
−5 4 19

0 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 48,

Dy =

∣∣∣∣∣∣

1 12 3
−6 −36 3

1 −8 −8

∣∣∣∣∣∣
= 4·3 ·

∣∣∣∣∣∣

1 3 3
−2 −3 1

1 −2 −8

∣∣∣∣∣∣
= 12·

∣∣∣∣∣∣

1 3 3
0 3 7
0 −5 −11

∣∣∣∣∣∣
= 24,

Dz =

∣∣∣∣∣∣

1 −2 12
−6 4 −36

1 2 −8

∣∣∣∣∣∣
= 4 ·2·

∣∣∣∣∣∣

1 −1 3
−6 2 −9

1 1 −2

∣∣∣∣∣∣
= 8·

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−6 −4 9

1 2 −5

∣∣∣∣∣∣
= 16,

imamo da je rešenje sistemax = 12, y = 6, z= 4. I

3.3.3 Diskusija sistema linearnih jednǎcina

Posmatrácemo sistema od tri jednačine sa tri nepoznate i tada na osnovu (3.18)
imamo da je

x ·D = Dx, y·D = Dy, z·D = Dz, (3.19)

se može izvršiti diskusija sistema na sledeći nǎcin: Iz (3.19) sledi:

Sistem jeodred̄en, odnosno imajedinstveno rešenjeako jeD 6= 0.

Ako je D = 0, tada

ako je(Dx 6= 0)
∨

(Dy 6= 0)
∨

(Dz 6= 0) sistem jeprotivre čan, jer iz (3.19) sledi da
je tada0 6= 0;

ako je (Dx = 0)
∧

(Dy = 0)
∧

(Dz = 0) sistem može da imabeskonǎcno mnogo
rešenja, a može da bude iprotivre čan, što rešava naknadna analiza primenom
Gausovog algoritma.

Na primer, sistem jednačina 3x+3y+3z= 4, 5x+5y+5z= 4, 2x+2y+2z= 7.
je takav da sve tražene determinante imaju vrednost nulu, jer imaju bar po dve iste
kolone, te je
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D =

∣∣∣∣∣∣

3 3 3
5 5 5
2 2 2

∣∣∣∣∣∣
= 0, Dx =

∣∣∣∣∣∣

4 3 3
4 5 5
7 2 2

∣∣∣∣∣∣
= 0,

Dy =

∣∣∣∣∣∣

3 4 3
5 4 5
2 7 2

∣∣∣∣∣∣
= 0, Dz =

∣∣∣∣∣∣

3 3 4
5 5 4
2 2 7

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Med̄utim , sistem je protivrěcan, jer ako se prva i treća saberu i oduzmu od druge
jednǎcine dobija se da je0 =−7.

3.11. Primer. Rešiti i diskutovati sistem jednačina
ax +y +z = 1
x +ay +z = a
x +y +az = a2

.

Rešenje.Determinanta sistema jeD =

∣∣∣∣∣∣

a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣
. Dodavanjem druge i treće kolone

prvoj koloni, a zatim izdvajanjem faktoraa+2 ispred determinante dobijamo da je

∣∣∣∣∣∣

a+2 1 1
a+2 a 1
a+2 1 a

∣∣∣∣∣∣
=(a+2)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣
=(a+2)

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1−a a 1

0 1 a

∣∣∣∣∣∣
=(a+2)(a−1)(a−1).

Dalje, ako u determinantiDx oduzmemo prvu kolonu od druge kolone dobijamo

Dx =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a a 1

a2 1 a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
a 0 1

a2 1−a2 a

∣∣∣∣∣∣
= (a2−1) · (1−a) =−(a−1)2(a+1).

Množenjem tréce kolone sa−a i dodajúci je drugoj determinantaDy postaje

Dy =

∣∣∣∣∣∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a 1−a 1
1 0 1
1 0 a

∣∣∣∣∣∣
=−(1−a) · (a−1) = (a−1)2.

Oduzimanjem tréce kolone od druge uDz dobijamo

Dz =

∣∣∣∣∣∣

a 1 1
1 a a
1 1 a2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a 0 1
1 0 a
1 1−a2 a2

∣∣∣∣∣∣
= (a2−1) · (a2−1) = (a−1)2 · (a+1)2.
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Znǎci D = (a+2) · (a−1)2, Dx =−(a+1) · (a−1)2, Dy = (a−1)2, Dz =
(a+1)2 · (a−1)2. Prema tome, ako jeD 6= 0 tj. a 6=−2, a 6= 1, rešenje sistema je

x =
Dx

D
=
−(a+1) · (a−1)2

(a+2) · (a−1)2 , y =
Dy

D
=

(a−1)2

(a+2) · (a−1)2 ,

z =
Dz

D
=

(a+1)2 · (a−1)2

(a+2) · (a−1)2 .

(3.20)

Diskusija sistema

Determinanta sistema je jednaka nuli zaa = −2 i a = 1. Za sve ostale realne
brojevea 6=−2, a 6= 1, sistem ima jedinstveno rešenje. Na primer,zaa= 2, sistem
je oblika

2x +y +z = 1
x +2y +z = 2
x +y +2z = 4

.

Determinante su:D = 4, Dx =−3, Dy = 1, Dz = 9, pa iz (3.20) sledi da je rešenje
sistema

x =−3/4, y = 1/4, z= 9/4. (3.21)

Rešícemo isti sistem Gausovom metodom eliminacije. Ako prva i druga jednačina
zamene mesta dobijamo sistem

x +2y +z = 2
2x +y +z = 1
x +y +2z = 4

.

Pomnožimo prvu jednǎcinu sa−2 i dodajmo je drugoj, a zatim pomnožimo prvu
jednǎcinu sa−1, i dodajmo je trécoj. Tako dobijamo sistem

x +2y +z = 2
−3y −z = −3
−y +z = 2

.

Sabiranjem druge i tréce jednǎcine dobijamo

x +2y +z = 2
−3y −z = −3

−4y = −1
.

Odavde dobijamo iste vrednosti zax,y i z, kao i pomócu determinanti, date u (3.21).

Ako je a = 1, tada jeD = 0, Dx = 0, Dy = 0, Dz = 0. Sistem ima beskonačno
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mnogo rešenja, jer u stvari imamo jednu jednačinu sa tri nepoznate. Znači, ako
dve od njih, na primerx i y izaberemo proizvoljno, tada je treća od njihz potpuno
odred̄ena.

Ako je a = −2, tada jeD = 0, Dx 6= 0, Dy 6= 0, Dz 6= 0. Sistem je protivrěcan.
Zaista, zaa = 2 imamo −2x+ y+ z= 1, x−2y+ z= −2, x+ y−2z= 4.
Ako saberemo ove tri jednačine dobijamo0 = 3, što je kontradikcija.I

3.12. Primer. Rešiti i diskutovati sistem jednačina
ax −y −2z = 1
4x −3ay +5z = −3
2x +y −az = −1

.

Rešenje. Imamo da je

D =

∣∣∣∣∣∣

a −1 −2
4 −3a 5
2 1 −a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a−3 −1 −2
9−3a −3a 5
3−a 1 −a

∣∣∣∣∣∣
= (a−3) ·

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −2
−3 −3a 5
−1 1 −a

∣∣∣∣∣∣

= (a−3) ·
∣∣∣∣∣∣

0 −1 −2
3(1+a) −3a 5

0 1 −a

∣∣∣∣∣∣
= 3(a−3)(2+a)(1+a) ,

Dx =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −2
−3 −3a 5
−1 1 −a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −2
−3 −3a 5

0 0 −a−2

∣∣∣∣∣∣
= 3(1+a)(a+2),

Dy =

∣∣∣∣∣∣

a 1 −2
4 −3 +5
2 −1 −a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a 1 −2
4 −3 +5

2+a 0 −a−2

∣∣∣∣∣∣
= 3(a+2)(a+1),

Dz =

∣∣∣∣∣∣

a −1 1
4 −3a −3
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a −1 0
4 −3a −3−3a
2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 3(a+1)(a+2).

Prema tome, rešenje sistema jex = y = z=
3(a+1)(a+2)

3(a−3)(1+a)(a+2)
, ako je

a 6=−2, a 6=−1,a 6= 3.

Diskusija sistema
Determinanta sistema je jednaka nuli zaa=−2, a=−1 i a= 3. Zaa 6= 2, a 6=−1
i a 6= 3 sistem ima jedinstveno rešenje.
Ako je a =−1, tada jeD = 0, Dx = 0, Dy = 0, Dz = 0. Sistem je neodrēden, za
a =−1 imamo
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−x−y−2z= 1, 4x+3y+5z=−3, 2x+y+z=−1.

Ako prvu jednǎcinu pomnožimo sa−2 i dodamo trécoj dobijamo drugu jednǎcinu.

Ako je a =−2, tada jeD = 0, Dx = 0, Dy = 0, Dz = 0. Sistem je neodrēden, za
a =−2 imamo

−2x−y−2z= 1, 4x+6y+5z=−3, 2x+y+2z=−1.

Prva i tréca jednǎcina su iste.

Ako je a = 3, tada jeD = 0, Dx 6= 0, Dy 6= 0, Dz 6= 0. Sistem je protivrěcan.
Zaista, zaa = 3 imamo

3x−y−2z= 1, 4x−9y+5z=−3, 2x+y−3z=−1.

Sabiranjem prve i tréce jednǎcine dobijamo5x−5z= 0, tj. x = z, a množéci treću
jednǎcinu sa9 i dodajúci je drugoj jednǎcini dobijamo22x−22z= −12, što je u
suprotnosti sax = z. I

3.13. Primer. Odrediti konstantuk tako da sistemi

a)
x +y −k = 0

−2x −3y +3 = 0
3x +2y = 4k+1

; b)
x −y +2k = 2

2x −3y = −2
−x −y +k = −3

;

c)
x +y +2k−3 = 0

−2x −3y = 1−3k−k2

3x +2y = 4k−2
,

budu rešivi.

Rešenja. Ovde imamo tri jednǎcine sa dve nepoznatex i y, pa da bi sistem bio rešiv
bar jedna jednǎcina mora biti linearna kombinacija ostalih dveju jednačina i tada
jedna od jednǎcina sistema može da se izostavi. Znači determinanta sistema mora
biti jednaka nuli.

a) Iz

∣∣∣∣∣∣

1 1 −k
−2 −3 3

3 2 −4k−1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 k
0 −1 3−2k
0 −1 −k−1

∣∣∣∣∣∣
= 4−k = 0, sledi da jek = 4.

Zaista, ako u dati sistem jednačina zamenimo dobijenu vrednostk dobijamo
x+y = 4, −2x−3y =−3, 3x+2y = 17.

Ako prvu jednǎcinu pomnožimo sa5 i dodamo drugoj dobijamo treću jednǎcinu.
Znǎci, imamo dve jednǎcine x+ y = 4 i 2x+ 3y = 3, sa dve nepoznate. Rešenje
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sistema jex = 9, y =−5.

b) Kako je

∣∣∣∣∣∣

1 −1 2k−2
2 −3 2

−1 −1 k+3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −1 2k−2
0 −1 −4k+6
0 −2 3k+1

∣∣∣∣∣∣
=−11k+11= 0,

zak = 1, zamenomk = 1 u dati sistem dobija se

x−y = 0, 2x−3y =−2, −x−y =−4.

Ako se druga jednǎcina pomnoži sa6, a tréca sa−3 dobijaju se jednǎcine 12x−
18y = −12, 3x+ 3y = 12. Njihov zbir je 15x− 15y = 0, što je prva jednǎcina
pomnožena sa5, pa je ona nepotrebna. Rešenje sistema jex = 2, y = 2.

c) Sledi da je

∣∣∣∣∣∣

1 1 2k−3
−2 −3 k2 +3k−1

3 2 −4k+2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −1 2k−3
0 −1 k2 +7k−7
0 −1 −10k+11

∣∣∣∣∣∣
= k2+17k−18=

0 zak =−18 i k = 1. Ako je k =−18 imamo

x+y = 39, 2x+3y = 269, 3x+2y =−74.

Sabiranjem druge i tréce jednǎcine dobijamo prvu jednǎcinu pomnoženu sa5.
Rešenje sistema jex =−152, y = 191.
Ako je k = 1, tada dobijamo sistemx+ y = 1, 2x+ 3y = 3, 3x+ 2y = 2. Sabi-
ranjem druge i tréce jednǎcine dobijamo prvu jednǎcinu pomnoženu sa5. Rešenje
sistema jex = 0, y = 1. I

3.14. Primer. Da li se može odrediti konstantaa tako da sistemi

a)
2x +y −2az = 0
x −y +az = 0

ax −y +z = 0
; b)

−3x −y +3az = 0
x +2y −az = 0

ax −y +z = 0
;

c)

x +ay +z −t = 0
−x +y +z +at = 0
ax −y +z +t = 0
−x +y +az +t = 0

,

imaju i netrivijalna rešenja.

Rešenja. U ovom primeru sistemi su homogeni, jer su svi slobodničlanovi jednaki
nuli. Prema tome u a) i b)x= y= z= 0, i u c) x= y= z= t = 0 su sigurno rešenja,
ali trivijalna. Med̄utim, ako je još i determinanta sistema jednaka nuli, tada sistem
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može da ima i beskonačno mnogo rešenja.

a) Determinanta sistema je

∣∣∣∣∣∣

2 1 −2a
1 −1 a
a −1 1

∣∣∣∣∣∣
= (1−a)(a−3),te je ona jednaka nuli

zaa = 1, a = 3.

Ako je a = 1 imamo sistem2x+y−2z= 0, x−y+z= 0, x−y+z= 0.
Druga i tréca jednǎcina su iste pa imamo dve jednačine 2x+y = 2z, x−y =−z,
sa tri nepoznate,̌cija je determinanta sistema−3 6= 0. Birajući zproizvoljno i reša-
vajući sistem pox i y dobijamox = z/3, y = 4z/3.

Ako je a = 3 imamo sistem 2x+ y−6z= 0, x− y+ 3z= 0, 3x− y+ z= 0.
Sabiranjem prve i druge jednačine dobijamo3x−3z= 0, tj. x = z, što zamenom u
prvu dajey = 4z.

b) Iz

∣∣∣∣∣∣

−3 −1 3a
1 2 −a
a −1 1

∣∣∣∣∣∣
=−5−5a2 6= 0, a∈ R, sledi je da sistem protivrečan.

c) Determinanta sistema je
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a 1 −1
−1 1 1 a

a −1 1 1
−1 1 a 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a 1 −1
1 1 1 a
1 −1 1 1
1 1 a 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a+1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a 1 −1
0 1 1 a
0 −1 1 1

1−a 1 a 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+1)(1−a) ·

∣∣∣∣∣∣

a 1 −1
1 1 a

−1 1 1

∣∣∣∣∣∣

= (a+1)(1−a) · (a2 +3).

Za a =−1 imamo sistem
x−y+z− t = 0, −x+y+z− t = 0, −x−y+z+ t = 0, −x+y−z+ t = 0.
Četvrta jednǎcina je ista kao i prva pa se izostavlja. Sabiranjem prve i druge jed-
nǎcine dobija sez = t, a sabiranjem prve i tréce dobija sex = t, odakle sledi da
sistem ima rešenjex = y = z∈ R.

Ako je a = 1 dobijamo sistem
x+y+z− t = 0, −x+y+z+ t = 0, x−y+z+ t = 0, −x+y+z+ t = 0,
čija su rešenjay = t = x =−z∈ R. I
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3.3.4 Rešavanje sistema jednačina pomócu matrica

Neka je dat sistem odn linearnih jednǎcina san nepoznatih

a11x1 +a12x2 + . . .+a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2nxn = b2
...

...
...

...
an1x1 +an2x2 + . . .+annxn = bn.

(3.22)

Sistem (3.22) možemo zapisati kao matričnu jednǎcinu

AX = B, (3.23)

gde je A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann


 , X =




x1

x2
...
xn


 , B =




b1

b2
...
bn


 .

MatricaA naziva sematrica sistema, a matrica

Ā =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...
...

an1 an2 . . . ann bn




se nazivaproširena matrica sistema.

Ako matricaA ima inverznu matricuA−1, tada je rešenje matrične jednǎcine (3.23)
dato sa

X = A−1 ·B. (3.24)

Zbog nekomutativnosti množenjamora se pazitisa koje strane se matricaB množi
matricomA−1.

3.15. Primer. Rešiti sisteme jednačina

a)
x −y +2z = 8

−2x +y +z = −5
4x −y −3z = 7,

b)
−x +2y −3z = −1
2x −4y +6z = 2
x −y +2z = 3

pomoću matrica.

Rešenje.

a) Umesto datog sistema jednačina posmatrácemo ekvivalentnu matričnu jednǎcinu

AX = B,
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gde je matrica sistemaA =




1 −1 2
−2 1 1

4 −1 −3


 , a B =




8
−5

7


 . Determinanta

sistema je−4 i inverzna matricaA−1 je A−1 =




1
2

5
4

3
4

1
2

11
4

5
4

1
2

3
4

1
4


 . Prema tome rešenje

matrǐcne jednǎcineAX = B je

X =




x
y
z


 =




1
2

5
4

3
4

1
2

11
4

5
4

1
2

3
4

1
4


 ·




1
12
1


 =




3
−1

2


 .

Odatle sledi da jex = 3, y =−1, z= 2.

b) Matrica sistema je singularna, pa ne možemo primeniti prethodno opisani postupak
rešavanja.I
Važi sledéca teorema.

3.16. Kroneker-Kapelijeva teorema. Sistem linearnih jednačina (3.22) je saglasan
(rešiv) ako je rang matrice sistema jednak rangu proširene matrice sistema.

U primeru 3.15 pod a) matrica sistema ima rang3, a takōde i proširena matrica

sistemaĀ =




1 −1 2 8
−2 1 1 −5

4 −1 −3 7


 ima rang3.

U prethodnom primeru pod b) matrica sistema kao i proširena matrica sistema
imaju rang2. Sistem je rešiv i ima beskonačno mnogo rešenjax = 5− z, y =
2+z, z= z, gde jezproizvoljan realan broj.

Sistem
x +y +z = 1

2x +2y +2z = 3
x −y +2z = 3

ima matricu sistema ranga2, med̄utim, proširena

matrica sistemaĀ =




1 1 1 1
2 2 2 4
1 −1 2 3


 je ranga3, jer je

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 2 4
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 2 6= 0.

Pri rešavanju sistema linearnih jednačina pomócu inverzne matrice broj potrebnih
operacija je velik i stoga je Gausova metoda podesnija za primenu.

3.4 Vektorska algebra

Veličine koječesto srécemo u matematici, fizici i hemiji karakteriše samo jedan
broj. Na primer, dužina, površina, zapremina i temperatura potpuno su odred̄ene
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jednim brojem. Takve veličine nazivaju se skalarima. Za razliku od njih, veličine
koje zovemo vektorima, odrēduju tri faktora: pravac, smer i intenzitet. To su na
primer, brzina kretanjǎcestice, ubrzanje i sila koja deluje u nekoj tački.

Radi reprezentacije vektora, pod̄imo od dve tǎcke A i B koje odrēduju dužAB.
Dužina duži jeskalar i to pozitivan, ako se tǎcke A i B razlikuju. Med̄utim, ako
odredimo da je tǎcka A prva a tǎcka B druga tǎcka, onda smo u stvari uveli ori-
jentaciju na pravojAB, i to od tǎckeA ka tǎcki B. U tom slǔcaju možemo govoriti
o ured̄enom paru(A,B), u oznaci

−→
AB, koji ćemo zvati vektor

−→
AB. Dakle, vektor−→

AB je odrēdenpravcem ("nosǎcem"vektora
−→
AB), smeromna pravojAB (od A ka

B) i dužinom dužiAB tj. intenzitetom vektora
−→
AB, koji ćemo obeležavati sa|−→AB|.

Vektori
−→
AB i

−→
CD suistogsmera (suprotnogsmera) istog pravca tj. ako su praveAB

i CD paralelne i tǎcke B i D nalaze se saiste (respektivnosuprotne) strane prave
AC.
Vektori

−→
AB i

−→
CD su jednaki ako imaju isti pravac, imaju isti smer i isti intenzitet

tj. |−→AB| = |−→CD| (AB i CD su podudarne duži). Geometrijski, vektori
−→
AB i

−→
CD su

jednaki ako postoji translacija koja prevodi vektor
−→
ABu vektor

−→
CD.

Ako se tǎcke A i B poklapaju tada
−→
AB obrazuje nula vektor i označava se sa

−→
0 .

B

A

C

B

A

C

D

Slika 3.1. Slika 3.2.

Nula vektor nema ni pravac ni smer.

Vektori
−→
AB i

−→
BC sabiraju se na sledeći nǎcin (sl. 3.1.):

−→
AB+−→BC=−→

AC.
Razlika dva vektora

−→
AB−−→BC se posmatra kao zbir vektora

−→
AB i −−→BC.

Osobine operacije sabiranja vektora

Zbir dva vektora je vektor tj.−→a +−→b =−→c .

Za sabiranje vektora važi zakonasocijacije, tj. (−→a +−→b )+−→c =−→a +(−→b +−→c ).

Za svaki vektor−→a važi−→a +−→0 =−→
0 +−→a =−→a .

Svaki vektor−→a ima suprotan vektor−−→a , za koji je−→a +(−−→a )= (−−→a )+−→a =−→0 .

Za svaka dva vektora važi zakon komutacije tj.−→a +−→b =−→
b +−→a .
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Dakle, skup vektorǎcini komutativnu grupu u odnosu na operaciju sabiranja.

Ako je m∈R i −→a vektor, tada jem−→a vektorčiji je intenzitet|m||−→a |, pravac je jed-
nak pravcu vektora−→a a smer je jednak smeru vektora−→a zam> 0, a suprotnom
smeru vektora−→a zam< 0. Ako je m= 0 tada je0−→a =−→

0 .

Osobine operacije množenja vektora realnim brojem (skalarom)

Za svaka dva vektora−→a i
−→
b važe sledéce relacije:

1−→a =−→a ;

m(n−→a ) = (mn)−→a , za svem,n∈ R;

(m+n)−→a = m−→a +n−→a , za svem,n∈ R;

m(−→a +−→b ) = m−→a +m
−→
b , za svem∈ R.

3.4.1 Vektori u Dekartovom koordinatnom sistemu

Neka je dat Dekartov pravougli koordinatni sistem sa osamax,y i z i tačkom
O kao koordinatnim pǒcetkom (sl. 3.3.). Neka tačka A ima koordinate(1,0,0),

i

k

j

A

B

C

0

z

y

x x
ax

i

k

j

0

z

y

M(x,y,z)

az

ay

Slika 3.3. Slika 3.4.

tačkaB ima koordinate(0,1,0) i tačkaC ima koordinate(0,0,1). Vektori−→i ,
−→
j i−→

k su definisani sa−→i = −→
OA,

−→
j = −→

OB,
−→
k = −→

OC. Vektori −→i ,
−→
j i

−→
k se nazivaju

koordinatni vektori ili ortovi.
Za svaki vektor−→a postoji jedinstvena tǎckaM(ax,ay,az) (sl 3.4.) za koju je−−→

OM = ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k =−→a .

Na taj nǎcin se uspostavlja obostrano jednoznačna korespondencija izmēdu vek-
tora−→a i ured̄ene trojke realnih brojeva(ax,ay,ay) ∈ R3. Tako, na primer,

vektoru−→i odgovara urēdena trojka(1,0,0),
vektoru−→j odgovara urēdena trojka(0,1,0),
a vektoru

−→
k odgovara urēdena trojka(0,0,1).
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Intenzitet vektora −→a , u oznaci|−→a |, je dat relacijom

|−→a |=
∣∣∣−−→OM

∣∣∣ =
√

(ax)2 +(ay)2 +(az)2.

Ako su vektori−→a i
−→
b dati sa−→a = ax

−→
i +ay

−→
j +az

−→
k ,

−→
b = bx

−→
i +by

−→
j +cz

−→
k ,

tada jezbir vektora−→a i
−→
b vektor

−→a +−→b = (ax +bx)
−→
i +(ay +by)

−→
j +(az+bz)

−→
k .

Ako je−→a = ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k , tada jem−→a = max

−→
i +may

−→
j +maz

−→
k , m∈R,

što se može zapisati u prostoruR3 na sledéci nǎcin:

m(ax,ay,az) = (max,may,maz).

Na primer, za vektore−→a = 3−→i −2−→j +6
−→
k i

−→
b =−→

i −8−→j +4
−→
k , je

|−→a |=
√

32 +(−2)2 +62 =
√

49= 7, |−→b |=
√

12 +(−8)2 +42 =
√

81= 9, i

−→a +−→b = (3−→i −2−→j +6
−→
k )+(−→i −8−→j +4

−→
k ) = 4−→i −10−→j +10

−→
k ,

3−→a −2
−→
b = 3(3−→i −2−→j +6

−→
k )−2(−→i −8−→j +4

−→
k ) = 7−→i +10−→j +10

−→
k .

3.4.2 Skalarni proizvod vektora

Skalarni proizvod dva vektora −→a i
−→
b , u oznaci−→a · −→b , definiše se kao

proizvod intenziteta vektora−→a i
−→
b i kosinusa ugla koji obrazuju vektori−→a i

−→
b i

oznǎcava sa−→a ·−→b . Znǎci da je

−→a ·−→b = |−→a ||−→b |cos(∠(−→a ,
−→
b )). (3.25)

Primetimo da je rezultat skalarnog proizvoda realan broj (skalar).

Ne nulti vektori−→a i
−→
b su ortogonalni, ako i samo ako je njihov skalarni proizvod

jednak nuli. Na primer, vektori−→a = 2
−→
i −4

−→
j −3

−→
k , i

−→
b = 5

−→
i +4

−→
j −2

−→
k su

ortogonalni jer,je važi

−→a ·−→b = (2−→i −4
−→
j −3

−→
k ) · (5−→i +4

−→
j −2

−→
k ) = 10−16+6 = 0.

Osobine skalarnog proizvoda

Za svaka tri vektora−→a ,
−→
b i −→c važe sledéce relacije:

a) −→a ·−→a = |−→a |2;

b) −→a ·−→b =−→
b ·−→a ;

c) −→a · (−→b +−→c ) =−→a ·−→b +−→a ·−→c ;

d) (k−→a ) ·−→b = k(−→a ·−→b ) =−→a · (k−→b ), za svakok∈ R;

e)
−→
0 ·−→a = 0.
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Na primer, pokazácemo da važe osobine a) i b) skalarnog proizvoda.

a) Po definiciji skalarnog proizvoda je
−→a ·−→a = |−→a ||−→a |cos(∠(−→a ,−→a )) = |−→a ||−→a |cos0= |−→a |2.

b) −→a ·−→b = |−→a ||−→b |cos(∠(−→a ,
−→
b )) = |−→b ||−→a |cos(∠(−→b ,−→a )) =−→

b ·−→a .

3.17. Teorema.Ako su vektori−→a i
−→
b dati sa−→a = ax

−→
i +ay

−→
j +az

−→
k , i−→

b = bx
−→
i +by

−→
j +bz

−→
k , tada je

−→a ·−→b = axbx +ayby +azbz. (3.26)

Dokaz. Vektori −→i ,
−→
j i

−→
k su uzajamno ortogonalni i intenziteta1 tako da iz

definicije skalarnog proizvoda, odnosno iz relacije (3.25) sledi
−→
i ·−→i = 1,

−→
j ·−→j = 1,

−→
k ·−→k = 1,

−→
i ·−→j = 0,

−→
j ·−→k = 0,

−→
k ·−→i = 0.

Prema tome je

−→a ·−→b = (ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k ) · (bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k )

= axbx(
−→
i ·−→i )+ayby(

−→
j ·−→j )+azbz(

−→
k ·−→k ) = axbx +ayby +azbz. I

Na osnovu relacija (3.25) i (3.26) važi

|−→a ||−→b |cos(∠(−→a ,
−→
b )) = axbx +ayby +azbz, (3.27)

odakle se kosinus ugla izmēdu dva vektora izražava kao

cos(∠(−→a ,
−→
b )) =

axbx +ayby +azbz

|−→a ||−→b |
=

axbx +ayby +azbz√
a2

x +a2
y +a2

z ·
√

b2
x +b2

y +b2
z

. (3.28)

3.18. Primer. Odrediti ugao izmēdu vektora−→a i
−→
b ako su

a) −→a = 2
−→
i +−→j −−→k ,

−→
b =−→i +−→j b) −→a = 4

−→
i −2

−→
j +2

−→
k ;

−→
b =−−→i −−→k .

Rešenja.

a) Iz cos(∠(−→a ,
−→
b )) =

−→a ·−→b
|−→a ||−→b |

= 2+1√
22+12+(−1)2

√
12+12

= 3√
6
√

2
=

√
3

2 , sledi da je ugao

izmed̄u vektora−→a i
−→
b jednakπ

6 .

b) Iz cos(∠(−→a ,
−→
b )) = −6√

42+(−2)2+22
√

(−1)2+(−1)2
=− −6√

24
√

2
, sledi da je ugao izmēdu

vektora−→a i
−→
b jednakarccos

(
−
√

3
2

)
=−π

6 . I
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Ako je vektor−→a dat sa−→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k i

−→
i ,

−→
j , i

−→
k su ortovi tada

važi

−→a ·−→i = |−→a |cos(∠(−→a ,
−→
i )) = ax, −→a ·−→j = |−→a |cos(∠(−→a ,

−→
j )) = ay,

−→a ·−→k = |−→a |cos(∠(−→a ,
−→
k )) = az, |−→a |=

√
a2

x +a2
y +a2

z.

Uglovi koje vektor−→a zaklapa sa koordinatnim osama su prema tome dati sa

cos(∠(−→a ,
−→
i )) =

ax√
a2

x +a2
y +a2

z

, cos(∠(−→a ,
−→
j )) =

ay√
a2

x +a2
y +a2

z

,

cos(∠(−→a ,
−→
k )) =

az√
a2

x +a2
y +a2

z

.

Kako je−→a ·−→b = |−→a ||−→b |cos(∠(−→a ,
−→
b )) i |cos(∠(−→a ,

−→
b ))| ≤ 1, to je

|−→a ·−→b | ≤ |−→a ||−→b |.

Na osnovu osobina a) i b) skalarnog proizvoda je

|−→a +−→b |2 =(−→a +−→b )·(−→a +−→b )=−→a ·−→a +2−→a ·−→b +−→b ·−→b = |−→a |2+2−→a ·−→b +|−→b |2.

Kako je−→a ·−→b ≤ |−→a ·−→b | ≤ |−→a | · |−→b | to je

|−→a +−→b |2 ≤ |−→a |2 +2|−→a |||−→b |+ |−→b |2 = (|−→a |+ |−→b |)2,

odakle se dobija
|−→a +−→b | ≤ |−→a |+ |−→b |.

3.4.3 Vektorski proizvod vektora

Vektorski proizvod vektora −→a i
−→
b , koji su razlǐciti od vektora

−→
0 , definiše se

kao vektor−→c , u oznaci−→c =−→a ×−→b , čiji je

pravac odrēden normalom na ravan koju obrazuju vektori−→a i
−→
b ;

smer odrēden po pravilu desnog zavrtnja;

intenzitet|−→c |= |−→a ||−→b |sin(∠(−→a ,
−→
b )) (sl.3.5.).

Ako je bar jedan od vektora−→a ili
−→
b jednak vektoru

−→
0 tada je−→a ×−→b =−→

0 .
Ako su vektori−→a i

−→
b kolinearni, tada jesin(∠(−→a ,

−→
b )) = 0, pa je−→a ×−→b =−→

0 .

Vektori−→i ,
−→
j i
−→
k su uzajamno normalni, intenziteta1, te iz definicije vektorskog
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b

a

c a bx=

c

q

a

b

d

H

a

Slika 3.5. Slika 3.6.

proizvoda sledi
−→
i ×−→i =−→

0 ,
−→
j ×−→j =−→

0 ,
−→
k ×−→k =−→

0 ,−→
i ×−→j =−→

k ,
−→
j ×−→k =−→

i ,
−→
k ×−→i =−→

j , odnosno

−→
j ×−→i =−−→k ,

−→
k ×−→j =−−→i ,

−→
i ×−→k =−−→j .

Ako su vektori−→a i
−→
b dati sa−→a = ax

−→
i +ay

−→
j +az

−→
k ,

−→
b = bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k ,

tada je

−→a ×−→b = (ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k )× (bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k )

= axby(
−→
i ×−→j )+axbz(

−→
i ×−→k )+aybx(

−→
j ×−→i )+aybz(

−→
j ×−→k )

+azbx(
−→
k ×−→i )+azby(

−→
k ×−→j )

= axby
−→
k +axbz(−−→j )+aybx(−−→k )+aybz

−→
i +azbx

−→
j +azby(−−→i )

= (aybz−azby)
−→
i − (axbz−azbx)

−→
j +(axby−aybz)

−→
k .

Na osnovu toga se vektorski proizvod može izraziti pomoću determinanti na sledeći
nǎcin:

−→a ×−→b =
∣∣∣∣

ay az

by bz

∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣
ax az

bx bz

∣∣∣∣
−→
j +

∣∣∣∣
ax ay

bx by

∣∣∣∣
−→
k .

Dakle, simbolǐcki −→a ×−→b se može zapisati pomoću d̄eterminante"

−→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
. (3.29)

Osobine vektorskog proizvoda
Za svaka tri vektora−→a ,

−→
b i −→c važe sledéce relacije:

a) −→a ×−→b =−(−→b ×−→a );
b) (m−→a )×−→b = m(−→a ×−→b ), za svakom∈ R;

c) −→a × (−→b +−→c ) =−→a ×−→b +−→a ×−→c ;

d) −→a × (m−→a ) = 0, za svakom∈ R.
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3.19. Primer. Dati su vektori

a) −→a =−2−→i +3−→j −4
−→
k ,

−→
b =−−→i +−→j −−→k ;

b) −→a = 5−→i −3−→j +5
−→
k ,

−→
b =−−→i +3−→j −7

−→
k .

Odrediti−→a ×−→b i
−→
b ×−→a i pokazati da važi−→a ×−→b =−−→b ×−→a .

Rešenje.

a) −→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−2 3 −4
−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= −→

i + 2−→j +−→k (razvijali smo determinantu po ele-

mentima prve vrste),

−→
b ×−→a =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 1 −1
−2 3 −4

∣∣∣∣∣∣
=−−→i −2

−→
j −−→k =−(−→a ×−→b )

b) −→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

5 −3 5
−1 3 −7

∣∣∣∣∣∣
= 6−→i +30−→j +12

−→
k ,

−→
b ×−→a =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 3 −7
5 −3 5

∣∣∣∣∣∣
=−6−→i −30−→j −12

−→
k =−(−→a ×−→b ).I

3.20. Primer. Za vektore−→a =−→
i −2−→j +−→k ,

−→
b = 2−→i +3−→j −5

−→
k , −→c = 7−→i −−→j −

4
−→
k i skalarm=−3 proveriti tačnost osobinab), c) i d) vektorskog proizvoda.

Rešenje.

b) (m−→a )×−→b = (−3(−→i −2−→j +−→k ))× (2−→i +3−→j −5
−→
k ) =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−3 6 −3
2 3 −5

∣∣∣∣∣∣

=−3(−→a ×−→b ) = m(−→a ×−→b ).

c) −→a ×(−→b +−→c )=

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 −2 1
2+7 3−1 −5−4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 −2 1
2 3 −5

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 −2 1
7 −1 −4

∣∣∣∣∣∣

= (−→a ×−→b )+(−→a ×−→c ).
d) Sledi na osnovu toga što je determinanta koja ima dve iste vrste jednaka nuli.I

3.21. Primer. Ako je−→a = ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k i

−→
b = bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k , izvesti obrazac

za odrēdivanje ugla izmēdu vektora−→a i
−→
b pomoću vektorskog proizvoda.
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Rešenje. Intenzitet vektorskog proizvoda je|−→a ×−→b |= |−→a ||−→b |sin(∠(−→a ,
−→
b )). Prema

tome je

sin(∠(−→a ,
−→
b )) =

|−→a ×−→b |
|−→a ||−→b |

=

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
√

a2
x +a2

y +a2
z

√
b2

x +b2
y +b2

z

. I

Intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora−→a =−→
AB i

−→
b =−→

AC jednak je površini
paralelograma kojeg odrēduju ova dva vektora. Neka jeha visina paralelograma
koja odgovara straniciAB= a. Iz pravouglog trouglaBD′D sledi da jeha = |−→b |sinθ,
gde jeθ ugao izmēdu vektora−→a i

−→
b . Dakle,

|−→a ×−→b |= |−→a ||−→b |sin(∠(−→a ,
−→
b )) = |−→a |ha = P.

Može se pokazati da za svaka tri vektora−→a ,
−→
b i −→c važi relacija

−→a × (−→b ×−→c ) = (−→a ·−→c )−→b − (−→a ·−→b )−→c . (3.30)

3.22. Primer. Pokazati na primeru vektora−→a =−−→i +2−→j −−→k ,
−→
b = 5−→i −3−→j −−→k ,

−→c = 4−→i −2−→j −6
−→
k tačnost relacije (3.30).

Rešenje. Odredícemo prvo−→a × (−→b ×−→c ). Sledi da je

−→a × (−→b ×−→c ) = −→a ×
∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

5 −3 −1
4 −2 −6

∣∣∣∣∣∣
= (−−→i +2−→j −−→k )× (16−→i +26−→j +2

−→
k )

=

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 2 −1
16 26 2

∣∣∣∣∣∣
= 30−→i −14−→j −58

−→
k .

S druge strane je

(−→a ·−→c )−→b − (−→a ·−→b )−→c = ((−−→i +2−→j −−→k ) · (4−→i −2−→j −6
−→
k ))(5−→i −3−→j −−→k )

−((−−→i +2−→j −−→k ) · (5−→i −3−→j −−→k ))(4−→i −2−→j −6
−→
k )

=−2(5−→i −3−→j −−→k )− (−10)(4−→i −2−→j −6
−→
k ) = 30−→i −14−→j −58

−→
k . I

3.4.4 Mešoviti proizvod vektora

Neka su data tri vektora−→a ,
−→
b i −→c . Ako prvo vektorski pomnožimo vek-

tore−→a i
−→
b , odnosno odredimo vektor−→a ×−→b = −→

d , pa tako dobijeni vektor
−→
d

skalarno pomnožimo sa trećim vektorom−→c dobijamo mešoviti proizvod vektora
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(−→a ×−→b ) ·−→c . Dakle, mešoviti proizvod vektora je skalar.

Ako su vektori−→a ,
−→
b i −→c dati u trodimenzionalnom Dekartovom koordinatnom

sistemu
−→a = ax

−→
i +ay

−→
j +az

−→
k ,

−→
b = bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k , −→c = cx

−→
i +cy

−→
j +cz

−→
k ,

tada je na osnovu relacije (3.29)

(−→a ×−→b ) ·−→c = ((ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k )× (bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k )) · (cx

−→
i +cy

−→
j +cz

−→
k )

=
(∣∣∣∣

ay az

by bz

∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣
ax az

bx bz

∣∣∣∣
−→
j +

∣∣∣∣
ax ay

bx by

∣∣∣∣
−→
k

)
· (cx

−→
i +cy

−→
j +cz

−→
k )

=
∣∣∣∣

ay az

by bz

∣∣∣∣cx−
∣∣∣∣

ax az

bx bz

∣∣∣∣cy +
∣∣∣∣

ax ay

bx by

∣∣∣∣cz,

te je (−→a ×−→b ) ·−→c =

∣∣∣∣∣∣

cx cy cz

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
.

Analogno se pokazuje da je−→a · (−→b ×−→c ) =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
.

Na osnovu osobine determinante da se njena vrednost ne menja ako prvo prva i
druga vrsta, a zatim druga i treća vrsta zamene mesta, dobija se

−→a · (−→b ×−→c ) = (−→a ×−→b ) ·−→c =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
.

Primetimo da se ne može izvršiti ni množenje(−→a ·−→b )×−→c , niti −→a × (−→b ·−→c ),
jer je skalarni proizvod skalar, a ne vektor.

3.23. Primer. Odrediti mešoviti proizvod vektora

−→a = 2−→i +−→j −2
−→
k ,

−→
b =−−→i +3−→j +5

−→
k i −→c = 4−→i +3−→j −4

−→
k .

Rešenje. −→a · (−→b ×−→c ) =

∣∣∣∣∣∣

2 1 −2
−1 3 5

4 3 −4

∣∣∣∣∣∣
=−8. I

Geometrijsko tumačenje mešovitog proizvoda

Pokazácemo da je |(−→a ×−→b ) · −→c | = V, gde jeV zapremina paralelopipeda
kojeg obrazuju tri vektora−→a ,

−→
b i −→c .

Neka su dati vektori−→a ,
−→
b i −→c i −→a =−→

AB,
−→
b =−→

AC i −→c =−→
AD.
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Zapremina paralelopipeda odred̄enog dužimaAB, AC i AD je V = BH, gde je
B površina osnove koju obrazuju vektori−→a i

−→
b , a H visina paralelopipeda. Po

definiciji skalarnog proizvoda je

(−→a ×−→b ) ·−→c = |−→a ×−→b ||−→c |cos(∠(−→d ,−→c )),

gde je
−→
d = −→a ×−→b . Geometrijski, intenzitet vektorskog proizvoda−→a i

−→
b je

površina paralelograma kojeg obrazuju dužiAB i AC, te je

|−→a ×−→b |= B.

Vektor
−→
d (koji predstavlja vektorski proizvod vektora−→a i

−→
b ) je vektor koji je

normalan na ravan osnove paralelopipeda, odnosno vektor
−→
d se nalazi u pravcu

visine paralelopipeda. Neka jeθ ugao izmēdu vektora−→c i
−→
d . Ako je taj ugao

oštar, tada jecosθ > 0, pa se visina paralelopipedaH može predstaviti kao (sl.3.6.)
H = |−→c |cosθ,

odakle sledi da je mešoviti proizvod tri vektora jednak zapremini paralelopipeda
kojeg obrazuju ta tri vektora tj.

(−→a ×−→b ) ·−→c = |−→a ×−→b ||−→c |cos(∠(−→d ,−→c )) = BH.

Ako je θ tup ugao, tada jecosθ < 0, pa je visina paralelopipedaH = −|−→c |cosθ,
odnosno

(−→a ×−→b ) ·−→c = |−→a ×−→b ||−→c |cos(∠(−→d ,−→c )) =−BH,

što znǎci da je apsolutna vrednost mešovitog proizvoda(−→a ×−→b ) ·−→c jednaka za-
premini paralelopipeda kojeg obrazuju tri vektora−→a ,

−→
b i −→c , odnosno

|(−→a ×−→b ) ·−→c |= V.

3.24. Primer. Dati su vektori
1) −→a = 2−→i +−→j +−→k ,

−→
b =−→

j −2
−→
k , −→c =−−→i +−→j +−→k ;

2) −→a =−→
i −−→j −−→k ,

−→
b = 2−→i +−→j −−→k , −→c = 3−→i +3−→j −2

−→
k .

Odrediti

a) kosinuse uglove izmēdu svaka dva data vektora;

b) vektorske proizvode svaka dva data vektora;

c) površine trouglova koje obrazuju svaka dva data vektora;

d) visine paralelograma koje obrazuju svaka dva data vektora;

e) zapremine paralelopipeda koje obrazuju vektori−→a ,
−→
b i −→c .

Rešenja.
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1) a) cos(∠(−→a ,
−→
b )) =

−→a ·−→b
|−→a ||−→b | =

0+1−2√
6
√

5
=− 1√

30
, cos(∠(−→b ,−→c )) =

1−2√
5
√

3
=

− 1√
15

, cos(∠(−→a ,−→c )) =
−2+1+1√

6
√

3
= 0, pa je ∠(−→a ,−→c ) =

π
2
.

b) −→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣

−→i −→j −→
k

2 1 1
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣
= −3−→i + 4−→j + 2

−→
k , −→a ×−→c =

∣∣∣∣∣∣

−→i −→j −→
k

2 1 1
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

−3−→j +3
−→
k ,

−→
b ×−→c =

∣∣∣∣∣∣

−→i −→j −→
k

0 1 −2
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 3−→i +2−→j +−→k .

c) Površina paralelograma kojeg obrazuju vektori−→a i
−→
b je Pab = |−→a ×−→b | = √

29, a

površina trougla jePTab =
1
2
|−→a ×−→b |=

√
29
2

.

Za vektore−→a i −→c površina paralelograma jePac = |−→a ×−→c |= 3
√

2,

a površina trougla jePTac =
1
2
|−→a ×−→c |= 3

√
2

2
.

Za vektore
−→
b i −→c je površina paralelogramaPbc = |−→b ×−→c | = √

14, a površina

trougla jePTbc =
1
2
|−→b ×−→c |=

√
14
2

.

d) Visina paralelograma odrēdenog vektorima−→a = −→
AB i

−→
b = −→

AC, na stranicua, koja je
odred̄ena tǎckamaA i B, dobija se kao kolǐcnik površine paralelograma i intenziteta

vektora−→a te jehab =
Pab

|−→a | =
√

29√
6

.

U slučaju paralelograma odrēdenog vektorima−→a i −→c imamohac =
Pac

|−→a | =
3
√

2√
6

.

U slučaju paralelograma odrēdenog vektorima
−→
b i −→c sledi da jehbc =

Pbc

|−→c | =
√

14√
3

.

e) V = (−→a ×−→b ) ·−→c =

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
0 1 −2

−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 9.

2) a) cos(∠(−→a ,
−→
b )) =

2−1+1√
3
√

6
=

2

3
√

2
, cos(∠(−→a ,−→c )) =

3−3+2√
3
√

22
=

2√
66

,

cos(∠(−→b ,−→c )) =
6+3+2√

6
√

22
=− 11

2
√

33
.

b) −→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣

−→i −→j −→
k

1 −1 −1
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2−→i −−→j +3

−→
k ,
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−→a ×−→c =

∣∣∣∣∣∣

−→i −→j −→
k

1 −1 −1
3 3 −2

∣∣∣∣∣∣
= 5−→i −−→j +6

−→
k ,

−→
b ×−→c =

∣∣∣∣∣∣

−→i −→j −→
k

2 1 −1
3 3 −2

∣∣∣∣∣∣
=

−→i +−→j +3
−→
k .

c) U ovom slǔcaju jePab = |−→a ×−→b |=√
14 i površina trouglaPTab =

1
2
|−→a ×−→b |=

√
14
2

.

Za vektore−→a ,−→c je Pac = |−→a ×−→c |=√
62, PTac =

1
2
|−→a ×−→c |=

√
62
2

.

Za vektore
−→
b ,−→c je Pbc = |−→b ×−→c |=√

11, PTbc =
1
2
|−→b ×−→c |=

√
11
2

.

d) Analogno kao u 1) sledi da je

hab =
Pab

|−→a | =
√

14√
3

, hac =
Pac

|−→a | =
√

62√
3

, hbc =
Pbc

|−→c | =
√

11√
22

.

e)V =
∣∣∣(−→a ×−→b ) ·−→c

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1
2 1 −1
3 3 −2

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = |−3|= 3. I

3.5 Analiti čka geometrija

3.5.1 Translacija i rotacija sistema.

Pretpostavimo da su data dva pravougla koordinatna sistemaOxy i O′x′y′ u istoj ravni
(dvodimenzionalnom prostoru) (sl.3.7.). Ako jeM neka tǎcka te ravni onda ona ima ko-
ordinatex i y u odnosu na sistemOxy i koordinatex′ i y′ u odnosu na sistemO′x′y′. Jasno
je da su koordinate(x,y) i (x′,y′)tačke M u nekoj vezi. Pokušácemo da ustanovimo tu
vezu i samim tim vezu izmēdu osa ta dva pravougla sistema iste ravni. Pretpostavimo da

0

y

x

y
,

x
,

0
,

Slika 3.7. Slika 3.8.

je pravougli sistemO′x′y′ dobijen pomeranjem-translacijom x i y osa paralelno svojim
položajima, tako što je koordinatni početakO pomeren u pǒcetakO′ ( sl.3.8.). To znǎci da
su jedinǐcni vektori paralelnih osa jednaki. Označimo ih uobǐcajeno sa−→i i −→j .

Neka su−→r i −→r ′ respektivno radijus vektori tačke M u odnosu na pǒcetkeO i O′ datih
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pravouglih koordinatnih sistemaOxy i O′x′y′ ( sl.3.9.). Tada imamo

−→r = x−→i +y−→j i −→r ′ = x′−→i +y′−→j , kao i
−−→
OO′ = α−→i +β−→j ,

gde suα i β koordinate tǎckeO′ u odnosu na sistemOxy.
Pošto je

−→r =−→r ′+−−→OO′, to je x−→i +y−→j =
(
x′−→i +y′−→j )

+
(
α−→i +β−→j )

.

Odatle su x = x′+α i y = y′+β,

veze izmēdu koordinata(x,y) i (x′,y′)tačkeM u odnosu na sistemeOxy i O′x′y′.

0

y

i

j

x x

i

y,

j

,

0
, ,

,

Slika 3.9. Slika 3.10.

Pretpostavimo sada da su osex′ i y′ dobijene respektivnorotacijom osax i y za ugaoϕ oko
koordinatnog pǒcetkaO sistemaOxy. Ovo znǎci da koordinatni sistemiOxy i O′x′y′ imaju
zajednǐcki početakO = O′ (sl.3.10.).

Sadaćemo náci koordinate jedinǐcnih vektora−→i ′ i −→j ′ u odnosu na sistemOxy (sl.3.10.).
Lako se vidi da su koordinate jediničnog vektora−→i ′ kosinusi uglovaϕ i π

2 −ϕ koje ih on
respektivno gradi sax i y osom. Zato možemo pisati

−→i ′ =−→i cosϕ+−→j sinϕ.

Slično, koordinate jediničnog vektora−→j ′ su kosinusi uglovaϕ+ π
2 i ϕ tako da imamo

−→j ′ =−−→i sinϕ+−→j cosϕ.

Pošto su za proizvoljnu tačku M njeni radijus vektori−→r = x−→i + y−→j i −→r ′ = x−→i ′+ y−→j ′
jednaki, tj. x−→i + y−→j = x−→i ′ + y−→j, ′ onda zamenjujúci izraze za−→i ′ i −→j ′ u poslednju
jednakost, dobijamo

x−→i +y−→j = x′
(−→i cosϕ+−→j sinϕ

)
+y′

(−−→i sinϕ+−→j cosϕ
)

=
(
x′ cosϕ−y′ sinϕ

)−→i +
(
x′ sinϕ+y′ cosϕ

)−→j .

Odatle su
x = x′ cosϕ−y′ sinϕ i y = x′ sinϕ+y′ cosϕ,

veze koordinata(x,y) i (x′,y′)tačkeM u odnosu na stari i novi pravougli sistem.

3.25. Primer. Koju liniju u ravni xOypredstavlja jednačinax2 +y2−2x−2y−7 = 0?
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x
,

0

y
,

0
,

j

j

x

y

0

0

r

M

,

r
,

Slika 3.11. Slika 3.12.

Rešenje. Grupisanjemčlanova (dopunjavanjem do potpunog kvadrata) imamo(x−1)2 +
(y−1)2 = 9. Ako uzmemo da jex = x′+1,y = y′+1 onda data jednǎcina postaje

x′2 +y′2 = 32,

tj. ona predstavlja krug poluprečnika 3 sa centrom u koordinatnom početkuO′ sistema
O′x′y′ koji je dobijen translacijom sistemaOxy. I

3.26. Primer. Date su jednačine a) x2−y2 = 1; b) y = x.

Kako glase ove jednačine u sistemuOx′y′ koji je dobijen rotacijom sistemaOxyoko tačke
O za π

4 .

Rešenja. Najpre imamo veze starihx i y sa novim koordinatamax′ i y′ :

x = x′ cos
π
4
−y′ sin

π
4

=
1√
2

(
x′−y′

)

y = x′ sin π
4 +y′ cos

π
4

=
1√
2

(
x′+y′

)
.

a) Jednǎcinax2−y2 = 1 postajex′y′ =−1
2. b) Jednǎcinay = x postajey′ = 0.

Vidimo da isti skup tǎcaka u jednom sistemu ima ”komplikovaniju” ili ”jednostavniju”
jednǎcinu nego u drugom sistemu.I

3.5.2 Krive drugog reda

Pretpostavimo da u ravni imamo pravougli koordinatni sistemOxy. Skup tǎcaka ravni
čije koordinate zadovoljavaju jednačinu

F (x,y) = 0, (3.31)

gde jeF funkcija sa dve promenljive, zove se ravna kriva. Jednačina (3.31) je jednǎcina te
ravne krive.

Na primer, jednǎcina x+ y = 0 je jednǎcina linije koja deli drugi ičetvrti kvadrant na
jednake delove, ix2+y2−1= 0 je jednǎcina kružnice sa centrom u koordinatnom početku
i poluprěcnikom jednakim jedan.
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Posmatrajmo sada polinom drugog stepena sa dve promenljivex i y :

F (x,y) = a11x
2 +2a12xy+a22y

2 +2a13x+2a23y+a33 (3.32)

gde jea2
11+a2

22+a2
12 > 0.

JednǎcinaF (x,y) = 0 se zovejednačina krive drugog reda. Poznata je u literaturi i kao
algebarska jednǎcina drugog stepena sa dve promenljive.

Navedena jednǎcina predstavlja u ravni razne skupove tačaka (/0; dve paralelne prave;
dve prave koje se poklapaju; dve prave koje se seku; kružnicu; elipsu; hiperbolu i
parabolu) i to sve u zavisnosti od datih koeficijenataai j , i, j = 1,2,3. Da bismo znali koji
od navedenih skupova tačaka u ravniOxypredstavlja jednǎcinaF (x,y) = 0, najprećemo
navesti kanonske (kanoničke) jednǎcine i glavne osobine standardnih krivih drugog reda
(koje se još i zovu-konusni preseci).

-a/e x

y

c-c 0

M

a/e

j

y
,

0 0

x

x
,

y

j

j

i

j
i

,

,
,

Slika 3.13. Slika 3.14.

Elipsa

Standardna jednačina elipse je

x2

a2 +
y2

b2 = 1, a > 0, b > 0.

Brojevi a i b se redom zovu poluose elipse. Ako jea> b onda se žiže elipse nalaze nax osi,
u suprotnom one su nay osi. ŽižeF1 i F2 su respektivno date koordinatama(−c,0) i (c,0) ,

gde jec=
√

a2−b2. Koli čnik c
a =

√
a2−b2

a = ezove seekscentricitetelipse. Ǒcigledno je

za elipsu0< e< 1, u slǔcaju da jee= 0 (a = b) elipsa postaje krug. Pravex=±a
e =±a2

c
se zovudirektrise elipse (sl.3.14.). Ako je0< a< b onda su žiže elipse na ordinatnoj osi.

Hiperbola

Hiperbola je kriva u ravnǐcija je jednǎcina

x2

a2 −
y2

b2 = 1, a > 0, b > 0.

Pri ovakvoj jednǎcini (temena hiperbole su nax osi) a se zove realna ab imaginarna polu-
osa. ŽižeF1 i F2 su respektivno date koordinatama(−c,0) i (c,0) , gde jec =

√
a2 +b2.
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Koli čnik c
a =

√
a2+b2

a = e zove seekscentricitet hiperbole.. Ǒcigledno je za hiperbolu

e > 1. Pravex = ±a
e = ±a2

c se zovudirektrise hiperbole, dok pravey = ±b
ax su njene

asimptote( sl.15). Ako jednǎcina ima oblik− x2

a2 + y2

b2 = 1 onda su žiže hiperbole nay osi.

0

y

x

M
y=

bx/a
y=

-
bx/a

0

y

x

F(p/2,0)

M

x
=

-
p
/2

x
=

a
/e

x
=

-
a

/e

M'

F (c,0)1F (-c,0)
2

a

b

Slika 3.15. Slika 3.16.

Parabola

Parabola je skup tačaka u ravnǐcija je jednǎcina y2 = 2px, p 6= 0. Žiža F parabole
ima koordinate

( p
2 ,0

)
a jednǎcinadirektrise je x = − p

2 . Teme parabole je tačkaO(0,0) .
Napomenimo da jeekscentricitet parabolee = 1 ( sl.3.16.). Ako je jednǎcina parabole
data sax2 = 2qyonda jey osa njena osa simetrije i žiža se onda nalazi nay osi.

3.5.3 Opšta jednǎcina krive drugog reda

Za navedenu algebarsku jednačinu drugog stepena sa dve promenljive imamo postupak
na osnovu koga se dobija skup tačaka ravniOxykoje zadovoljavaju datu jednačinu.

3.27. Teorema. Neka je u ravni dat pravougli koordinatni sistemOxyi neka je

F (x,y) = a11x
2 +2a12xy+a22y

2 +2a13x+2a23y+a33 (3.33)

polinom drugog stepena sa dve promenljivex i y.

Tada postoji pravougli koordinatni sistemO′x′y′ tako da se koristeći veze izmed̄ux,y i x′,y′
polinomF (x,y) svodi na polinomF (x′,y′) koji može imati jedan od sledeća tri oblika:

a′11x
′2 +a′22y

′2 +a33, a′11 ·a′22 6= 0;

a′22y
′2 +2a′13x

′, a′22 ·a′13 6= 0;

a′22y
′2 +a′33, a′22 6= 0.
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Grani čna vrednost i neprekidnost

Raspravljajúci različite aspekte realnog broja, primećujemo da se pri merenju
realnih fizǐckih veličina dobija niz njihovih približnih vrednosti, sa kojima zatim
radimo. Takvo stanje stvari odmah postavlja tri sledeća pitanja:

a) Kakav odnos ima dobijeni niz aproksimacija prema izmerenoj veličini? Imamo u
vidu matematǐcku stranu stvari, tj. želimo da dobijemo tačan opis, šta uopšte znači
”niz približnih vrednosti” i u kojoj meri takav niz opisuje vrednosti veličine; da
li je to opisivanje jednoznǎcno i da li taj niz može odgovarati raznim vrednostima
izmerenih velǐcina.

b) U kakvoj su vezi operacije sa približnim vrednostima, i operacije sa tačnim vred-
nostima, ičime se te operacije karakterišu pri opisivanju nekih dopustivih zamena
tačnih vrednosti približnim?

c) Kako je sam niz brojeva definisan, može li on biti niz dovoljno tačnih približnih
vrednosti neke veličine? Odgovor na ta i slična pitanja daje pojamgranične vred-
nosti funkcije jedan od osnovnih pojmova analize.

Izlaganje teorije graničnih vrednosti pǒcinjemo razmatranjem granične vrednosti
funkcija definisanih na skupu prirodnih brojeva (nizova).

4.1 Nizovi

4.1.1 Osnovni pojmovi

4.1. Definicija. Niz je funkcijaa : N→ R.

Uobičajeno je da se pišean := a(n), n∈N, i a= (an)n∈N. Broj an se zoveopšti
član nizaa. U ovoj glavin uvek oznǎcava neki prirodan broj.

89



90 Glava 4. Granǐcna vrednost i neprekidnost

U sledécoj tabeli dato je nekoliko nizova sa opštimčlanom i izrǎcunato je nekoliko
njihovih prvih članova.

Opštičlan Članovi niza Opštǐclan Članovi niza

an = 1
n, 1, 1

2, 1
3, 1

4, . . . , bn = 1− 1
n, 0, 1

2, 2
3, 3

4, . . . ,

cn = (−1)n

n , −1, 1
2,−1

3, 1
4, . . . , dn = n, 1,2,3,4, . . . ,

en = (−1)nn, −1,2,−3,4, . . . , fn =
(

1
2

)n
, 1

2, 1
4, 1

8, 1
16, . . . ,

Tabela 4.1.

Definicija grani čne vrednosti niza

4.2. Definicija. Realan brojL je granična vrednost niza(an)n∈N ako za svakoε > 0
postojin0 ∈ N sa osobinom da za svakon > n0 važi|an−L|< ε, tj.

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀n∈ N) n > n0 ⇒ |an−L|< ε.

Ako je L granǐcna vrednost (kráce: granica) niza (an)n∈N, tada još kažemo da
(an)n∈N konvergira ka brojuL i to pišemolim

n→∞
an = L.

4.3. Teorema.Granica konvergentnog niza je jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da niz(an)n∈N ima dve granice, označimo ih saa
i b, i neka je, recimo,a > b. Tada zaε := (a−b)/3 postojin0 takvo da važi

(∀n∈ N) n > n0 ⇒ |an−a|< ε.

To znǎci da u intervalu
(
b− ε

3,b+ ε
3

)
ima najviše konǎcno mnogočlanova niza

(an)n∈N (ne više odn0), pa tǎckab ne može biti granica tog niza.I

4.4. Primer. Koristeći definiciju 4.2, pokazati da je svaki od sledećih nizova datih sa
opštim članom

a) an =
1
n

; b) bn =
1
nα , α > 0,

konvergentan ka 0.

Rešenja.

a) Treba pokazati da za svako unapred dato pozitivnoε postoji prirodan brojn0 takav
da važi implikacija

n > n0 ⇒ |an−0|< ε, odnosno n > n0 ⇒ 1
n

< ε. (4.1)
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Kako za svakon sa osobinomn > 1
ε važi 1

n < ε, to možemo uzetin0 =
[

1
ε
]
+1, pa

je (4.1) zadovoljeno.

Napomena. Broj [x] (čita se: "najvéci ceo odx”) po definiciji je najvéci ceo broj manji
ili jednak od realnog brojax.

b) Za datoε > 0 odredícemo prirodan brojn0 tako da za svakon > n0 važi
∣∣∣∣

1
nα −0

∣∣∣∣ =
1
nα < ε.

Ako je α pozitivan racionalan broj, tada iz zadnje nejednakosti sledin >
1

α
√

ε
, pa

možemo uzeti da jen0 =
[

1
α√ε

]
+1.

Ako je, mēdutim,α pozitivan iracionalan broj, tada postoji racionalan brojβ takav

da važi0< β < α, odnosnonβ < nα, tako da je

∣∣∣∣
1
nα −0

∣∣∣∣ =
1
nα <

1

nβ , pa možemo

uzetin0 =
[

1
β√ε

]
+1. I

4.5. Primer. Pokazati po definiciji 4.2 da niz čiji je opšti član dat saan =
n+1
n+2

, ima

granicu jednaku 1.

Rešenje. Iz relacija
∣∣n+1

n+2−1
∣∣ = 1

n+2 < ε sledi da za datoε > 0, važi n+ 2 >
1
ε

ili n >
1
ε
− 2. Za n0 se može uzeti bilo koji prirodan broj veći od broja

1
ε
−2. Da bismo bili sigurni da je izabrani brojn0 prirodan, uzécemo (na primer)

n0 = [1/ε−2]+3. Tada za svakon > n0 važi
∣∣n+1

n+2−1
∣∣ < ε.

Za niz koji ne konvergira, kažemo dadivergira . Izdvojićemo dve klasediver-
gentnih nizova.I

4.6. Definicija. Niz (an)n∈N

divergira u plus beskonǎcno, u oznaci lim
n→∞

an = +∞, ako za svaki realan broj

M > 0 postoji brojn0 ∈ N takav da za svakon > n0 važian > M;

divergira u minus beskonǎcno, u oznaci lim
n→∞

an = −∞, ako za svaki realan broj

M > 0 postoji brojn0 ∈ N takav da za svakon > n0 važian <−M.

Niz sa opštim̌clanomdn = n divergira u plus beskonačno (to je, u stvari, niz prirod-
nih brojeva), dok niz sa opštim̌clanomen = (−1)nn jeste divergentan (tj. nije kon-
vergentan), ali niti divergira u minus beskonačno niti u plus beskonǎcno.
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4.7. Definicija. Niz a = (an)n∈N je ograničen ako postoji pozitivan realan brojM
takav da za svakon∈ N važi |an| ≤M.

Očevidno da niz koji divergira u plus beskonačno ili u minus beskonǎcno ne može
biti ogranǐcen. Mēdutim, važi

4.8. Teorema.Svaki konvergentan niz je ograničen.

Dokaz. Neka je dat niz(an)n∈N koji konvergira ka brojuL, odnosno neka jelim
n→∞

an =
L. To znǎci da za proizvoljnoε > 0, pa i zaε := 1, postojin0 ∈ N, takvo da za sve
n > n0 važi

|an−L|< 1, tj. L−1 < an < L+1.

Izmed̄u konǎcno mnogo brojevaa1,a2, · · · ,an0,L−1 i L+1 možemo odrediti onaj
koji ima najvécu apsolutnu vrednost, obeležimo ga saM. Tada za svakon∈N važi
|an| ≤M. Prema definiciji 4.7, niz(an)n∈N je ogranǐcen. I

4.9. Primer. Da li važi tvrd̄enje obrnuto teoremi 4.8, tj. da je svaki ograničen niz i
konvergentan?

Rezultat. Ne. Niz koji je ogranǐcen ne mora biti konvergentan, kako se vidi na primeru
niza sa opštim̌clanoman = (−1)n. I

4.10. Primer. Odrediti koji su nizovi iz tabele 4.1 ograničeni.

Rezultati. Nizovi (an)n∈N, (bn)n∈N i (cn)n∈N su ogranǐceni sa1; niz ( fn)n∈N ogranǐcen
je sa1

2, dok nizovi(dn)n∈N i (en)n∈N nisu ogranǐceni.I

4.11. Primer. Na brojnoj pravoj odrediti prvih pet tačaka koje odgovaraju članovima
sledećih nizova, datih svojim opštim članom:

a) an =
1√
n

; b) bn = 1− (−1)n

n
; c) cn = 1+(−1)n; d) dn = n· (1+(−1)n) .

Grafičkim prikazimačlanova nizova iz primera 4.11, vidi se da sečlanovi niza
(an)n∈N nagomilavaju oko tǎcke 0 sa desne strane, dok sečlanovi niza(bn)n∈N
nagomilavaju oko tǎcke 1, ali sa obe strane.̌Clanovi niza(cn)n∈N uzimaju samo
dve vrednosti, naime važi

cn = 1+(−1)n =
{

2, ako je n = 2k za neko k∈ N;
0, ako je n = 2k+1 za neko k∈ N0.

Za sve neparne brojeven, članovi niza(dn)n∈N uzimaju vrednost0, dok se za parne
brojeven udaljuju u desno (ka+∞).
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4.12. Definicija. Realan broj` je tačka nagomilavanja niza (an)n∈N, ako za svako
ε > 0 i svakom∈ N postoji bar jednon∈ N, n > m, takvo da je|an− `|< ε.

Ekvivalentan iskaz za definiciju 4.12 jeste da je realan broj` tačka nagomilavanja
niza (an)n∈N ako i samo ako za svakoε > 0 postoji beskonǎcno mnogo prirodnih
brojevan sa osobinoman ∈ (`− ε, `+ ε).

4.13. Primer. Odrediti tačke nagomilavanja nizova datih u primeru 4.11.

Rešenja.

a) Niz (an)n∈N ima jednu tǎcku nagomilavanja,0 i prema primeru 4.4 b) ima granicu
jednaku nuli.

b) Niz (bn)n∈N ima jednu tǎcku nagomilavanja,1, konvergentan je i granica mu je 1.

c) Niz (cn)n∈N ima dve tǎcke nagomilavanja, i to0 i 2. Ovaj niz je ogranǐcen, ali nije
konvergentan.

d) Niz (dn)n∈N ima jednu tǎcku nagomilavanja,0. U stvari, za sve neparne brojeve
n = 2k+ 1, k ∈ N0, je d2k+1 = 0, pa za proizvoljnoε > 0 i za svek ∈ N0 važi
d2k+1 ∈ (0− ε,0+ ε). Med̄utim, niz(dn)n∈N nije ogranǐcen, pa prema teoremi 4.8
nije konvergentan.I
Ostavljamǒcitaocu da pokaže da jegranica konvergentnog niza i njegova jedina
tačka nagomilavanja. Sa druge strane, niz(dn)n∈N iz primera 4.11 d) pokazuje
da ako niz ima tǎcno jednu tǎcku nagomilavanja, ipak ne mora biti i konvergentan.
Ustvari, važi sledéca

4.14. Teorema. Potreban i dovoljan uslov da niz konvergira jeste da je ograničen i da
ima tačno jednu tačku nagomilavanja.

Iz teoreme 4.8 sledi da je ograničenost potreban uslov za konvergenciju niza. Dalje,
teorema 4.3) daje jedinstvenost granice niza, što znači da konvergentan niz ne može
imati više od jedne tǎcke nagomilavanja. Dokaz dovoljnosti uslova za konvergen-
ciju niza u teoremi 4.14 ovde izostavljamo; recimo samo da je ona posledica Kan-
torove teoreme 1.3.

Niz (an)n∈N ograničen odozgoako postoji realan brojM sa osobinom

(∀n∈ N) an ≤M.

Niz (an)n∈N ograničen odozdoako postoji realan brojM sa osobinom

(∀n∈ N) an ≥M.

Očevidno je nizograničen (videti definiciju 4.7) ako i samo ako je ograničen i
odozgo i odozdo.
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Najvéca tǎcka nagomilavanja odozgo ograničenog niza(an)n∈N naziva se
limes superior i oznǎcava se salimsup

n→∞
an.

Najmanja tǎcka nagomilavanja odozdo ograničenog niza(an)n∈N naziva se
limes inferior i oznǎcava se saliminf

n→∞
an.

Ako je niz (an)n∈N odozgo ogranǐcen, tada postojilimsup
n→∞

an,

a ako je odozdo ograničen, tada postojiliminf
n→∞

an.

U primeru 4.11 c) tǎcka2 jeste limes superior, dok je tačka0 limes inferior niza sa
opštimčlanomcn = 1+(−1)n.
Iz teoreme 4.14 sledi da ako niz(an)n∈N konvergira ka brojuL, tada je

limsup
n→∞

an = liminf
n→∞

an = L.

Ako niz (an)n∈N ima sledécu osobinu:

(∀M > 0) (∃n∈ N) an > M, tadaćemo pisatilimsup
n→∞

an = +∞

Analogno, ako za niz(an)n∈N važi

(∀M > 0) (∃n∈ N) an <−M, tadaćemo pisatiliminf
n→∞

an =−∞
Na primer, za niz dat saan = (−1)nn važi limsup

n→∞
an = +∞ i liminf

n→∞
an =−∞.

4.1.2 Osobine granǐcne vrednosti niza

4.15. Teorema. Ako su(an)n∈N i (bn)n∈N konvergentni nizovi, i ako postojin0 ∈ N sa
osobinom(∀n∈ N) n > n0 ⇒ an ≤ bn, tada važi

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

Dokaz. Obeležimo saa i b granice nizova(an)n∈N i (bn)n∈N respektivno, i pretposta-
vimo da je, suprotno tvr̄denju teoreme,a > b.
Iz konvergencije nizova(an)n∈N i (bn)n∈N sledi da zaε = a−b

2 > 0 postoje prirodni
brojevin1 i n2 takvi da važi

(∀n∈ N) n > n1 ⇒ |an−a|< ε i (∀n∈ N) n > n2 ⇒ |bn−b|< ε,
odnosno

(∀n∈N) n> n1 ⇒ a−ε < an < a+ε i (∀n∈N) n> n2 ⇒ b−ε < bn < b+ε.
Prema tome zan > n3 := max{n0,n1,n2} važi

bn < b+ ε = b+
a−b

2
= a− a−b

2
= a− ε < an,

što je u suprotnosti sa pretpostavkom da jean ≤ bn za svakon≥ n3 ≥ n0. I

4.16. Teorema. Ako za nizove(an)n∈N, (bn)n∈N i (cn)n∈N postoji brojn0 ∈ N sa osobi-
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nom n > n0 ⇒ an ≤ bn ≤ cn, tada važi implikacija
(

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L
)
⇒

(
lim
n→∞

bn = L
)

.

Dokaz. Prema pretpostavci, za datoε > 0 postoje prirodni brojevin1 i n2 takvi da važe
implikacije

(∀n∈ N) n > n1 ⇒ |an−L|< ε i (∀n∈ N) n > n2 ⇒ |cn−L|< ε.

Na osnovu toga zan > n3 := max{n0,n1,n2} važi

L− ε < an ≤ bn ≤ cn < L+ ε, te je |bn−L|< ε,

što znǎci da je lim
n→∞

bn = L. I

4.17. Teorema.Ako nizovi(an)n∈N i (bn)n∈N konvergiraju, tada važi

a) lim
n→∞

(an±bn) = lim
n→∞

an± lim
n→∞

bn,

tj. granica zbira (respektivno razlike) konvergentnih nizova postoji i jednaka je
zbiru (respektivno razlici) njihovih granica;

b) lim
n→∞

(an ·bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn,

tj. granica proizvoda konvergentnih nizova postoji i jednaka je proizvodu njihovih
granica;

c) lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
, uz uslovbn 6= 0 za svakon∈ N i lim

n→∞
bn 6= 0,

tj., pod gornjim uslovima, granica količnika konvergentnih nizova postoji i jednaka
je količniku njihovih granica.

Dokaz. Neka su brojevia i b granice nizova(an)n∈N i (bn)n∈N, respektivno.

a) Kako su nizovi(an)n∈N i (bn)n∈N konvergentni, to za proizvoljnoε > 0 postoje
prirodni brojevin1 i n2 takvi da važe implikacije

(∀n∈ N) n > n1 ⇒ |an−a|< ε/2 i (∀n∈ N) n > n2 ⇒ |bn−b|< ε/2.

Na osnovu toga, zan > n0 := max{n1,n2} možemo pisati

|(an + bn)− (a+ b)| = |(an− a) + (bn− b)| ≤ |an− a|+ |bn− b| < ε
2

+
ε
2

= ε,
odakle sledi tvr̄denje.

b) Prema teoremi 4.8 je svaki konvergentan niz ograničen, pa postoji konstantaM1 >
0 sa osobinom da za sven ∈ N je |bn| ≤ M1. Stavimo sadaM := max{|a|,M1};
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jasno, mora bitiM > 0. Tada za proizvoljnoε > 0 postoje prirodni brojevin1 i n2

takvi da važe nejednakosti:

(∀n∈ N) n > n1 ⇒ |an−a|< ε
2M

, i (∀n∈ N) n > n2 ⇒ |bn−b|< ε
2M

.

Na osnovu toga zan > n3 := max{n1,n2} možemo pisati

|an ·bn−a·b| = |an ·bn−a·bn +a·bn−a·b|= |bn(an−a)+a(bn−b)|
= |bn||an−a|+ |a||bn−b| ≤M

ε
2M

+M
ε

2M
≤ ε.

c) Pod pretpostavkom da granicab niza (bn)n∈N nije nula, pokažimo da se može
odrediti prirodan brojn0 takav da važi

(∀n∈ N) n > n0 ⇒ |bn| ≥ |b|/2.

Ovo sledi direktno iz definicije granične vrednosti niza (definicija 4.2). Drugim
rečima, u intervalu(−|b|/2, |b|/2) ima najviše konǎcno mnogǒclanova niza(bn)n∈N.
Iz konvergencije nizova(an)n∈N i (bn)n∈N sledi da za proizvoljnoε > 0 postoje
prirodni brojevin1 i n2 takvi da važe nejednakosti

(∀n∈ N) n > n1 ⇒ |an−a|< |b|ε
4

i (∀n∈ N) n > n2 ⇒ |a|
|b| · |bn−b|< |b|ε

4
.

Na osnovu toga zan > n3 := max{n0,n1,n2} možemo pisati
∣∣∣∣
an

bn
− a

b

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
an ·b−a·bn

b ·bn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
an ·b−a·b+a·b−a·bn

b ·bn

∣∣∣∣ =
|b||an−a|+ |a||bn−b|

|bn| · |b|

≤ 1
|bn|

(
|an−a|+ |a|

|b| |bn−b|
)

<
1

|b|/2

( |b|
4

ε+
|b|
4

ε
)
≤ ε. I

4.18. Teorema.Ako je(an)n∈N konvergentan niz, tada važe sledeće jednakosti:

a) lim
n→∞

(A·an) = A· lim
n→∞

an, gde jeA proizvoljna konstanta različita od nule;

b) lim
n→∞

(an)k = ( lim
n→∞

an)k, gde jek prirodan broj;

c) lim
n→∞

k
√

an = k

√
lim
n→∞

an gde jek ∈ N. Ako je k paran broj, mora se dodatno pret-

postaviti da su članovi niza(an)n∈N nenegativni.

Dokaz.

a) Sledi iz teoreme 4.17 b), ako se stavibn = A, n∈ N.

b) Sledi primenom matematičke indukcije na tvr̄denje iz teoreme 4.17b).

c) Sledi izb) posle smenek
√

an = bn, tj. an = (bn)k, n∈ N. I
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4.19. Primer. Koristeći teoremu 4.16, odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
n→∞

1
n!

; b) lim
n→∞

n2

n!
; c) lim

n→∞

1
2n ; d) lim

n→∞
qn, |q|< 1.

Rešenja.

a) Kako je 0 < 1
n! ≤ 1

n, to je 0≤ lim
n→∞

1
n! ≤ lim

n→∞
1
n. Na osnovu primera 4.4 a) i

teoreme 4.16 sledilim
n→∞

1
n!

= 0. Primetimo da je ulogu niza(an)n∈N iz teoreme 4.16

preuzeo niz sa opštim̌clanoman = 0.

b) Na osnovu relacija n2

n! = n
n−1 · 1

(n−2)···1 < n
n−1 · 1

n−2, n > 2, i jednakosti

lim
n→∞

n
n−1

· 1
n−2

= 0, sledi (̌clanova datog niza su pozitivni) da jelim
n→∞

n2

n!
= 0.

c) Po binomnom obrascu važi

2n = (1+1)n = 1+n+
n(n−1)

2
+ · · ·+1 > n, dakle

1
2n <

1
n
, pa je

lim
n→∞

1
2n ≤ lim

n→∞

1
n
. Na osnovu teoreme 4.16 sledilim

n→∞

1
2n = 0.

d) Posmatrácemo prvo slǔcaj kada je0 < q < 1. Tada jeq = 1
1+h, h > 0, pa jeqn =

1
(1+h)n . Na osnovu Bernulijeve nejednakosti:

(1+h)n ≥ 1+nh, h > −1, i njene posledice(1+h)n > nh, h > 0, važi da je

qn =
1

(1+h)n <
1
nh

.

Kako je lim
n→∞

1
nh = 0, to je 0≤ lim

n→∞
qn = 0, za0 < q < 1.

Ako je−1< q< 0, tada zaq1 =−q važi0< q1 < 1, pa je lim
n→∞

qn = lim
n→∞

(−1)nqn
1 =

0.

Napomena. Niz sa opštim̌clanomqn divergira za|q| ≥ 1 (dokažite to!).I

4.20. Primer. Koristeći primer 4.4 b) i osnovne osobine granične vrednosti, odrediti
sledeće granične vrednosti:

a) lim
n→∞

2n5−3n2 +1
n5 +3n+2

; b) lim
n→∞

3n4 +2n2 +1
n3 +1

; c) lim
n→∞

8n2 +3n+1
n3 +2

;

d) lim
n→∞

(2n+1)3−8n3

n2 +1
; e) lim

n→∞

(
n2 +2n+3

n+1
− n3 +1

n2 +2n+1

)
; f) lim

n→∞

(√
n+2−√n

)
;

g) lim
n→∞

(√
n2 +2n−n

)
; h) lim

n→∞

√
n+1√

n+2+
√

n+3
.
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Rešenja.

a) lim
n→∞

2n5−3n2 +1
n5 +3n+2

= lim
n→∞

n5
(

2− 3
n3 + 1

n5

)

n5
(

1+ 3
n4 + 2

n5

) = 2.

b) lim
n→∞

3n4 +2n2 +1
n3 +1

= lim
n→∞

n4
(

3+ 2
n2 + 1

n4

)

n3
(

1+ 1
n3

) = +∞.

c) lim
n→∞

8n2 +3n+1
n3 +1

= lim
n→∞

n2
(

8+ 3
n + 1

n2

)

n3
(

1+ 1
n3

) = lim
n→∞

1
n
· 8+ 3

n + 1
n2

1+ 1
n3

= 0 ·8 = 0.

d) lim
n→∞

(2n+1)3−8n3

n2 +1
= lim

n→∞

8n3 +12n2 +6n+1−8n3

n2 +1
= 12.

e) lim
n→∞

(
n2 +2n+3

n+1
− n3 +1

n2 +2n+1

)
= lim

n→∞

n3 +3n2 +5n+3−n3−1
(n+1)2

= lim
n→∞

3n2 +5n+2
(n+1)2 = lim

n→∞

n2
(

3+ 5
n + 2

n2

)

n2
(
1+ 1

n

)2 = 3.

f) Racionalizacijom brojioca dobija se

lim
n→∞

(√
n+2−√n

)
= lim

n→∞

(√
n+2−√n

)(√
n+2+

√
n
)

√
n+2+

√
n

lim
n→∞

2√
n+2+

√
n

= 0.

g) lim
n→∞

(√
n2 +2n−n

)
= lim

n→∞

(√
n2 +2n−n

)(√
n2 +2n+n

)
√

n2 +2n+n
= lim

n→∞

2n

n · (
√

1+ 2
n +1)

= 1.

h) lim
n→∞

√
n+1√

n+2+
√

n+3
lim
n→∞

=

√
n·

√
1+ 1

n

√
n ·

(√
1+ 2

n +
√

1+ 3
n

) =
1
2
. I

4.21. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
n→∞

1+2+3+ · · ·+n
n2 ; b) lim

n→∞

12 +22 +32 + · · ·+n2

n3 ;

c) lim
n→∞

1+ 1
2 +

(
1
2

)2 +
(

1
2

)3 + · · ·+ (
1
2

)n−1

1+ 1
3 +

(
1
3

)2 +
(

1
3

)3 + · · ·+ (
1
3

)n−1 .

Rešenja.

a) Kako je 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2
(zbir prvihn članova aritmetǐcke progresije), to je

lim
n→∞

1+2+3+ · · ·+n
n2 = lim

n→∞

n(n+1)
2n2 =

1
2
.
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b) Kako je 12 +22 +32 + · · ·+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6
to je

lim
n→∞

1+22 +32 + · · ·+n2

n3 = lim
n→∞

n(n+1)(2n+1)
6n3 =

1
3
.

c) Zbir prvih n članova geometrijske progresije je1+q+q2+q3+ · · ·+qn−1 =
1−qn

1−q
q 6= 1,

tako da za|q|< 1 važi

lim
n→∞

(1+q+q2 +q3 + · · ·+qn−1) = lim
n→∞

1−qn

1−q
=

1
1−q

(koristili smo primer 4.19 d)). Zbog toga je

lim
n→∞

1+
1
2

+
(

1
2

)2

+ · · ·+
(

1
2

)n−1

1+
1
3

+
(

1
3

)2

+ · · ·+
(

1
3

)n−1 = lim
n→∞

1− (1/2)n

1−1/2
1− (1/3)n

1−1/3

= 4/3. I

4.1.3 Košijevi nizovi

4.22. Definicija. Niz (an)n∈N je Košijev, ako zadovoljava uslov

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀m∈ N) (∀n∈ N) m,n > n0 ⇒ (|am−an|< ε). (4.2)

Uslov (4.2) se može zameniti sa uslovom

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀n∈ N) (∀p∈ N) n > n0 ⇒ |an+p−an|< ε. (4.3)

Lako je videti da je svaki konvergentan niz i Košijev (dokažite to). Može se
pokazati da važi i obrnuto, tj.:

4.23. Teorema. Potreban i dovoljan uslov da niz realnih brojeva konvergira jeste da je
Košijev.

4.24. Primer. Ispitati da li su sledeći nizovi Košijevi:

a) fn = 1+
1
4

+
1
9

+ · · ·+ 1
n2 ; b) gn = 1+

1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

(harmonijski niz).

Rešenja. a) Pokazácemo da je niz( fn)n∈N Košijev po definiciji 4.22.

| fn+p− fn| =
∣∣∣∣1+

1
22 + · · ·+ 1

n2 +
1

(n+1)2 + · · ·+ 1
(n+ p)2 −

(
1+

1
22 + · · ·+ 1

n2

)∣∣∣∣

=
1

(n+1)2 +
1

(n+2)2 + · · ·+ 1
(n+ p)2

<
1

n(n+1)
+

1
(n+1)(n+2)

+ · · ·+ 1
(n+ p−1)(n+ p)

=
1
n
− 1

n+1
+

1
n+1

− 1
n+2

+ · · ·+ 1
n+ p−1

− 1
n+ p

=
1
n
− 1

n+ p
<

1
n
.
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Prema tome, za svakon >
[

1
ε
]
+1 i proizvoljno p∈ N važi: | fn+p− fn|< 1

n
< ε,

pa možemo uzetin0 =
[

1
ε
]
+1. Znǎci, niz ( fn)n∈N je Košijev, pa je prema teoremi

4.23 i konvergentan.

b) Dokazácemo da harmonijski niznije Košijev. Naime, pokazácemo da postoji
takvo ε > 0, da za svakon0 ∈ N postoji prirodan brojn > n0 i postoji p ∈ N sa
osobinom da je |gn+p−gn| ≥ ε.

Neka jeε = 1/3. Tada je zan > n0 :

|gn+p−gn|= 1
n+1

+
1

n+2
+ · · ·+ 1

n+ p
>

p
n+ p

.

Ako stavimop = n, za svakon∈N važi |gn+n−gn|= |g2n−gn|> 1/2 > 1/3. I

4.1.4 Monotoni nizovi

4.25. Definicija. Niz (an)n∈N je

rastući ako za svakon∈ N važian < an+1;

neopadajúci ako za svakon∈ N važian ≤ an+1;

nerastući ako za svakon∈ N važian > an+1

opadajući ako za svakon∈ N važian > an+1.

Ako niz zadovoljava jednu od četiri navedene definicije, onda jemonoton.

Znǎcaj monotonih nizova pokazuje sledeće tvrd̄nje.

4.26. Teorema.Neopadajući niz ograničen odozgo je konvergentan.

Nerastući niz ograničen odozdo je konvergentan.

Dokaz. Neka je niz( fn)n∈N neopadajúci, tj. (∀n∈ N) fn≤ fn+1 i neka je ogranǐcen
odozgo, tj. neka postoji konstantaM > 0 takva da važi(∀n∈ N) fn ≤M. Prema
tome, skup vrednostiX datog nizaX = { fn| n∈ N} je takod̄e ogranǐcen odozgo,
pa postoji najmanje gornje ograničenjes:= supX. Pokazácemo da je brojsgranica
niza( fn)n∈N. Broj s je gornje ogranǐcenje skupaX, pa važi

(∀n∈ N) fn ≤ s. (4.4)

Budúci da je brojsnajmanje gornje ogranǐcenje skupaX, to za svakoε > 0 postoji
član fn0 datog niza takav da je

s− ε < fn0. (4.5)
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Niz ( fn)n∈N je neopadajúci, pa iz relacija (4.5) i (4.4) sledi

(∀n∈ N) n > n0 ⇒ s− ε < fn0 ≤ fn ≤ s< s+ ε.

To znǎci da za svakoε > 0 postojin0 ∈ N takvo da važin > n0 ⇒ |s− fn| < ε,
odakle sledi konvergencija niza( fn)n∈N.

Slično se pokazuje da odozdo ograničen nerastúci niz ima infimum. I

4.27. Pokazati da je niz dat opštim članoman =
(

1+
1
n

)n

a) rastući;

b) ograničen odozgo.
(Na osnovu teoreme 4.26 sledi da ovaj niz konvergira. Njegova granica je ira-
cionalan broje= 2,71828... .)

Rešenja.

a) Pokazácemo da je kolǐcnik
an

an+1
manji od jedinice, štóce znǎciti da dati niz

(an)n∈N raste. Pre svega je

an

an+1
=

(
1+ 1

n

)n

(
1+ 1

n+1

)n+1 =

(
n+1

n
n+2
n+1

)n

· 1
n+2
n+1

=
1(

n(n+2)
(n+1)2

)n ·
n+1
n+2

.

Na osnovu Bernulijeve nejednakosti(1+h)n ≥ 1+nh, h >−1, n∈ N, važi(
n(n+2)
(n+1)2

)n

=
(

1− 1
(n+1)2

)n

≥ 1− n
(n+1)2 , pa je

an

an+1
≤ 1

1− n
(n+1)2

· n+1
n+2

=
n3 +3n2 +3n+1
n3 +3n2 +3n+2

< 1.

b) Na osnovu binomne formule je
(

1+
1
n

)n

= 1+1+
n(n−1)

2!n2 +
n(n−1)(n−2)

3!n3 + · · ·+ n(n−1)(n−2) · · ·(n− (n−1))
n!nn .

Sabirke na desnoj stranićemo majorirati na sledeći nǎcin:
n(n−1)

2n2 =
1
2

(
1− 1

n

)
<

1
2
,

n(n−1)(n−2)
3! ·n3 =

1
3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
<

1
3!

,

· · · · · · · · · · · ·
n(n−1) · · ·(n− (n−1))

n! ·nn =
1
n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− n−1

n

)
<

1
n!

.

Tako dobijamo
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(
1+

1
n

)n

< 1+1+
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

< 1+1+
1
2

+
1
22 + · · ·+ 1

2n−1

= 1+
1− (

1
2

)n

1− 1
2

< 1+2 = 3. I

4.28. Primer. Znajući da jelim
n→∞

(
1+

1
n

)n

= e, odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
n→∞

(
1+

1
n

)3n

; b) lim
n→∞

(
2n+3

2n

)3n+2

; c) lim
n→∞

(
n+1
n−1

)n

; d) lim
n→∞

(
n2−1
n2 +1

)n2

;

e) lim
n→∞

(
n−1
n+1

)n2

; f) lim
n→∞

ln
√

n+1− ln
√

n
n

; g) lim
n→∞

n·
(

ln
√

n+1− ln
√

n
)

.

Rešenja.

a) lim
n→∞

(
1+

1
n

)3n

=
(

lim
n→∞

(
1+

1
n

)n)3

= e3.

b) lim
n→∞

(
2n+3

2n

)3n+2

= lim
n→∞

(
1+

3
2n

)3n

· lim
n→∞

(
1+

3
2n

)2

= lim
n→∞

(
1+

1
2n
3

) 2n
3 · 92

·1

=


 lim

n→∞

(
1+

1
2n
3

)2n/3



9/2

= e9/2.

c) lim
n→∞

(
n+1
n−1

)n

= lim
n→∞

(
n
(
1+ 1

n

)

n
(
1− 1

n

)
)n

=
lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n

lim
n→∞

(
1− 1

n

)(−n)(−1) = e2, ili

lim
n→∞

(
n+1
n−1

)n

= lim
n→∞

(
1+

2
n−1

)n−1

lim
n→∞

(
1+

2
n−1

)
= lim

n→∞

(
1+

2
n−1

) 2(n−1)
2

=

(
lim
n→∞

(
1+

2
n−1

) n−1
2

)2

= e2.

d) lim
n→∞

(
n2−1
n2 +1

)n2

= lim
n→∞

(
1− 1

n2

)n2

(
1+ 1

n2

)n2 =
1
e2 .

e) lim
n→∞

(
n−1
n+1

)n2

= lim
n→∞

((
1− 1

n

)n

(
1+ 1

n

)n

)n

=
(
e−2

) lim
n→∞

n
= 0.

f) lim
n→∞

ln
√

n+1− ln
√

n
n

= lim
n→∞

1
2

ln

(
n+1

n

)1/n

=
1
2

ln lim
n→∞

(
1+

1
n

)1/n

=
1
2

ln1 = 0.

g) lim
n→∞

n · (ln
√

n+1− ln
√

n
)

= lim
n→∞

1
2

ln

(
n+1

n

)n

= 1/2.
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U zadacima f), g) i h) koriš́cena je neprekidnost eksponencijalne i logaritamske
funkcije na njihovim definicionim skupovima.I

4.29. Primer. Pokazati da je niz( fn)n∈N dat sa

f1 =
√

2, fn =

√
2+

√
2+ · · ·+

√
2

︸ ︷︷ ︸
n korena

=
√

2+ fn−1, n = 2,3, ...,

konvergentan i odrediti njegovu granicu.

Rešenje. Pokazácemo prvo pomócu matematǐcke indukcije da je niz( fn)n∈N rastúci.

Pre svega jef2 =
√

2+
√

2 >
√

2 = f1. Ako pretpostavimo da jefn > fn−1, tada
sledi

√
fn +2 >

√
fn−1 +2, tj. fn+1 > fn.

Ova povlǎci da je dati niz rastúci. Sadaćemo pokazati da je dati niz ograničen
odozgo, i to brojem

√
2+ 1. Pre svega, važif1 =

√
2 <

√
2+ 1. Iz pretpostavke

fn <
√

2+1, sledi da je

fn+1 =
√

2+ fn <
√

2+
√

2+1<
√

2+2
√

2+1=
√

(
√

2+1)2 =
√

2+1.

Time smo pokazali da je dati niz ograničen.

Dakle, niz je rastúci i ogranǐcen odozgo, te je prema teoremi 4.26 konvergentan.
Dakle, postoji realan brojL takav da važi

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

fn−1 = L.

Na osnovulim
n→∞

fn = lim
n→∞

√
2+ fn−1, odnosnolim

n→∞
fn =

√
2+ lim

n→∞
fn, dolazimo do

jednǎcineL =
√

2+L. Kvadriranjem zadnje jednačine dolazimo do kvadratne jed-
nǎcine, L2−L−2 = 0, čija su rešenjaL1 = 2 i L2 =−1. Pošto su svǐclanovi niza
( fn)n∈N pozitivni, jasno je da njegova granica ne može da bude negativna. Prema

tome važilim
n→∞

√
2+

√
2+ · · ·+

√
2

︸ ︷︷ ︸
n korena

= 2. I

4.2 Granična vrednost funkcije

4.2.1 Osnovni pojmovi

Za definiciju granǐcne vrednosti funkcije u tǎcki, moramo imati pojam tǎcke
nago-milavanja skupa.
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4.30. Definicija. Neka skupA⊂ R ima beskonačno mnogo članova. Tačkax0 je tačka
nagomilavanja skupaA⊂ R, ako za svakoε > 0 interval (x0− ε,x0 + ε) sadrži
bar jedan elemenat iz skupaA, različit odx0.

Ostavljamǒcitaocu da pokaže da tada u skupu(x0− ε,x0 + ε)∩A ima beskonǎcno
mnogo elemenata skupaA.
Svaka tǎcka zatvorenog intervala[a,b] jeste i njegova tǎcka nagomilavanja, mēdu-
tim tačke nagomilavanja otvorenog intervala(a,b) su sve njegove tǎcke, ali i tǎcke
a i b koje mu ne pripadaju.

4.31. Definicija. Neka je tačkax0 tačka nagomilavanja domenaA funkcije f : A→ R.
Broj L je f u tačkix0 ako za svakoε > 0 postojiδ > 0, tako da za svakox∈ A koje
zadovoljava uslov0 < |x−x0|< δ važi | f (x)−L|< ε.

Tada pišemo lim
x→x0, x∈A

f (x) = L ili f (x)→ L kada x→ x0, x∈ A.

Korišćenjem logǐckih simbola može se prethodna definicija iskazati kao
lim

x→x0,x∈A
f (x) = L ⇐⇒

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x∈ A) 0 < |x−x0|< δ ⇒ | f (x)−L|< ε.

Primetimo da tǎckax0 može, ali ne mora, pripadati definicionom skupuA funkcije
f , ali mora biti tačka nagomilavanjaskupaA, odnosno u svakom intervalu koji
sadrži tǎcku x0 mora postojati beskonačno mnogo elemenata definicionog skupa
funkcije f . Obratimo pažnju i nǎcinjenicu da iz nejednakosti0 < |x−x0| sledi da
su tǎckex koje se "približavaju"tǎcki x0 uvek različite od same tačkex0 u kojoj se
traži granǐcna vrednost.

4.32. Primer. Pokazati po definiciji 4.31 da je granična vrednost funkcijef (x) =−x2+
4x, x∈ R, u tačkix0 = 1 jednaka 3, tj. da važi lim

x→1,x∈R
(−x2 +4x) = 3.

Rešenje. Neka jeε > 0 dato. Ako jex∈ (0,2), x 6= 1, tada važi|x−3|< 3, pa sledi

| f (x)−3|= |−x2 +4x−3|= |x−3||x−1|< 3· |x−1|.
Dakle, ako sada izaberemoδ := ε/3, tada je

0 < |x−1|< δ = ε/3 ⇒ | f (x)−3|< 3· |x−1|< 3· ε
3

= ε. I

Desna granǐcna vrednost(respektivnoleva granična vrednost) funkcije f u tǎcki
x0 dobija se ako u definiciji 4.31 posmatramo samo one vrednostix ∈ A koje su
veće (respektivno manje) odx0. Ako ona postoji, oznǎcava se sa

lim
x→x0,x∈A+

f (x) (respektivno lim
x→x0,x∈A−

f (x)),

gde jeA+ = A∩ (x0,+∞) i A+ = A∩ (−∞,x0).
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4.33. Teorema. Ako postoje leva i desna granična vrednost funkcijef : A→ R u tački
x0, potreban i dovoljan uslov da funkcijaf ima graničnu vrednost u tačkix0 jeste
da važe jednakosti:

lim
x→x0,x∈A+

f (x) = lim
x→x0,x∈A−

f (x) = lim
x→x0,x∈A

f (x).

4.2.2 Osobine granǐcne vrednosti funkcije

4.34. Teorema. Neka su realne funkcijef i g definisane na skupuA⊂ R i neka jex0

tačka nagomilavanja skupaA. Ako pretpostavimo da postoje

lim
x→x0,x∈A

f (x) = L, lim
x→x0,x∈A

g(x) = K,

tada važe sledeće jednakosti:
lim

x→x0,x∈A
( f (x)±g(x)) = L±K;

granična vrednostzbira (respektivno razlike) dve funkcije jednaka je zbiru (re-
spektivno razlici) graničnih vrednosti funkcija, tj.

lim
x→x0,x∈A

( f (x) ·g(x)) = L ·K;

granična vrednostproizvoda dve funkcije jednaka je proizvodu graničnih vred-
nosti funkcija, tj.

lim
x→x0,x∈A

f (x)
g(x)

=
L
K

, g(x) 6= 0, x 6= x0, x∈ (x0− ε,x0 + ε)∩A, ε > 0, K 6= 0,

granična vrednostkoli čnika dve funkcije jednaka je količniku graničnih vrednosti
funkcija.

4.35. Teorema. Neka su realne funkcijef i g definisane na skupuA⊂ R i neka jex0

tačka nagomilavanja skupaA. Ako postoje granične vrednosti

lim
x→x0,x∈A

f (x) = L i lim
x→x0,x∈A

g(x) = K, i za svex∈ A\{x0} važi nejednakost

f (x)≤ g(x), tada jeL≤ K.

4.36. Teorema. Neka su realne funkcijef i g definisane na skupuA⊂ R i neka jex0

tačka nagomilavanja skupaA. Ako postoje granične vrednosti

lim
x→x0,x∈A

f (x) = lim
x→x0,x∈A

g(x) = L, i važi

f (x)≤ h(x)≤ g(x), za svex∈ A\{x0}, tada je lim
x→x0

h(x) = L.

Često se koristi sledeća teorema o graničnoj vrednosti kompozicije funkcija po-
sebno kada se granična vrednost funkcije nalazi pomoćusmene.



106 Glava 4. Granǐcna vrednost i neprekidnost

4.37. Teorema. Ako postoje granične vrednostilim
x→a

f (x) = L i lim
y→L

g(y) = K i za

x 6= a u nekoj okolini(a− ε, a+ ε) važi da je f (x) 6= L, tada postoji granična
vrednost lim

x→a
g◦ f (x), koja je jednaka

lim
x→a

g◦ f (x) = K. (4.6)

U praksi, ako je skupA prirodni definicioni skup funkcijef , ili se domenA podra-
zumeva, pisácemo samo

lim
x→x0

f (x), lim
x→x0+

f (x) i lim
x→x0−

f (x)

za granǐcnu vrednost, desnu i levu graničnu vrednost funkcijef u tǎcki x0.

4.38. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→3

x2−9
x−3

; b) lim
x→2

2x3−3x2−x−2
x−2

; c) lim
x→4

x2−4x
x2−x−12

;

d) lim
x→5

3x2−13x−10
2x2−7x−15

; e) lim
x→1

(
x2

x−1
− 1

x−1

)
; f) lim

x→0

(
2x+3
x2−x

−3
x+1
x3−x

)
;

g) lim
x→2

x3−8
x2−4

; h) lim
x→−3

x3 +27
x2−9

; i) lim
x→1

x7 +12x5−13x4 +5x2 +4x−9
x5−4x4 +3x3−2x2 +x+1

;

j) lim
x→2

x5−3x4 +5x3−7x2 +4
x5−5x4 +8x3 +x2−12x+4

.

Rešenja.

a) lim
x→3

x2−9
x−3

= lim
x→3

(x−3)(x+3)
x−3

= lim
x→3

(x+3) = 6.

b) lim
x→2

2x3−3x2−x−2
x−2

= lim
x→2

(x−2)(2x2 +x+1)
x−2

= lim
x→2

(2x2 +x+1) = 11.

c) lim
x→4

x2−4x
x2−x−12

= lim
x→4

x(x−4)
(x−4)(x+3)

=
4
7
.

d) lim
x→5

3x2−13x−10
2x2−7x−15

= lim
x→5

(x−5)(3x+2)
(x−5)(2x+3)

=
17
13

.

e) lim
x→1

(
x2

x−1
− 1

x−1

)
= lim

x→1

x2−1
x−1

= 2.

f) lim
x→0

(
2x+3
x2−x

−3
x+1
x3−x

)
= lim

x→0

2x2 +2x
x(x−1)(x+1)

=−2.

g) lim
x→2

x3−8
x2−4

= lim
x→2

(x−2)(x2 +2x+4)
(x−2)(x+2)

=
12
4

= 3.

h) lim
x→−3

x3 +27
x2−9

= lim
x→−3

(x+3)(x2−3x+9)
(x−3)(x+3)

=
27
−6

=−9/2.

i) Ako je x = x0 nula polinomaPn(x), tada važiPn(x) = (x−x0)Qn−1(x), gde se koeficijenti
polinomaQn−1(x) odred̄uju pomócu Hornerove sheme. Za polinom iz brojioca važi
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1 0 12 −13 0 5 4 −9 | x = 1
1 1 13 0 0 5 9 | 0.

Prema tome jex7 +12x5−13x4 +5x2 +4x−9 = (x−1)(x6 +x5 +13x4 +5x+9).
Za polinom iz imenioca je

1 −4 3 −2 1 1 | x = 1
1 −3 0 −2 −1 | 0,

pa sledix5−4x4 +3x3−2x2 +x+1 = (x−1)(x4−3x3−2x−1). Tako dobijamo

lim
x→1

x7 +12x5−13x4 +5x2 +4x−9
x5−4x4 +3x3−2x2 +x+1

= lim
x→1

(x−1)(x6 +x5 +13x4 +5x+9)
(x−1)(x4−3x3−2x−1)

=−29
5

.

j) Za polinom iz brojioca važi
1 −3 5 −7 0 4 | x = 2

1 −1 3 −1 −2 | 0.

Dakle važix5−3x4 + 5x3−7x2 + 4 = (x−2)(x4− x3 + 3x2− x−2). Za polinom
iz imenioca važi

1 −5 8 1 −12 4 | x = 2
1 −3 2 5 −2 | 0.

Prema tome jex5− 5x4 + 8x3 + x2− 12x+ 4 = (x− 2)(x4−3x3 + 2x2 + 5x−2).
Znǎci važi

lim
x→2

x5−3x4 +5x3−7x2 +4
x5−5x4 +8x3 +x2−12x+4

= lim
x→2

(x−2)(x4−x3 +3x2−x−2)
(x−2)(x4−3x3 +2x2 +5x−2)

= 2. I

4.39. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→9

√
x−3

x−9
; b) lim

x→3

√
x+6−3
x−3

; c) lim
x→2

x−2√
x+2−2

;

d) lim
x→8

√
8+x−4
3
√

x−2
; e) lim

x→0

√
x2 +x+1−x−1

x
.

Rešenja.

a) lim
x→9

√
x−3

x−9
= lim

x→9

(
√

x−3)(
√

x+3)
(x−9)(

√
x+3)

= lim
x→9

x−9
(x−9)(

√
x+3)

=
1
6
.

Ovaj zadatak se mogao rešiti i korišćenjem jednakostix−9=(
√

x+3)(
√

x−3), x > 0.

b) lim
x→3

√
x+6−3
x−3

= lim
x→3

(
√

x+6−3)(
√

x+6+3)
(x−3)(

√
x+6+3)

= 1/6.

c) lim
x→2

x−2√
x+2−2

= lim
x→2

(x−2)(
√

x+2+2)
(
√

x+2−4)(
√

x+2+2)
= lim

x→2

(
√

x+2+2)(x−2)
x−2

= 4.
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d) lim
x→8

√
8+x−4
3
√

x−2
= lim

x→8

(
√

8+x−4)(
√

8+x+4)( 3
√

x2 +2 3
√

x+4)

( 3
√

x−2)( 3
√

x2 +2 3
√

x+4)(
√

8+x+4)

= lim
x→8

(x−8)( 3
√

x2 +2 3
√

x+4)
(x−8)(

√
8+x+4)

=
12
8

=
3
2
.

e) lim
x→0

√
x2 +x+1−x−1

x
= lim

x→0

(
√

x2 +x+1−x−1)(
√

x2 +x+1+x+1)
x(
√

x2 +x+1+x+1)

= lim
x→0

−x

x(
√

x2 +x+1+x+1)
=

−1
1+1

=−1/2. I

4.40. Definicija. Neka domenA funkcije f : A→R sadrži interval(a,+∞) za neki realan
broj a. Broj L je granična vrednost funkcije f u plus beskonǎcno, ako za svako
ε > 0 postojiT > a, tako da važi implikacija x > T ⇒ | f (x)−L|< ε.

U tom slǔcaju pišemo

lim
x→+∞

f (x) = L. (4.7)

Analogno se definiše i granična vrednost funkcijef : A → R u −∞, u oznaci
lim

x→−∞
f (x), samo što tada domenA mora da sadrži interval(−∞,b) za neki realan

broj b.

4.41. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→+∞

3x2 +2x+5
x2 +1

; b) lim
x→+∞

5x3 +3x2 +2x+5
5x3 +x2 +x+3

; c) lim
x→+∞

5x3 +3x2 +2x+5
5x4 +x2 +x+3

;

d) lim
x→+∞

5x4 +3x2 +2x+5
5x3 +x2 +x+3

; e) lim
x→+∞

√
x+1√

x+
√

x+
√

x
; f) lim

x→+∞

(√
x2−1−

√
x2 +1

)
;

g) lim
x→+∞

(√
16x2 +x−1−4x

)
.

Rešenja.

a) lim
x→+∞

3x2 +2x+5
x2 +1

= lim
x→+∞

x2
(

3+ 2
x + 5

x2

)

x2
(

1+ 1
x2

) = 3.

b) lim
x→+∞

5x3 +3x2 +2x+5
5x3 +x2 +x+3

= lim
x→+∞

x3
(

5+ 3
x + 2

x2 + 5
x3

)

x3
(

5+ 1
x + 1

x2 + 3
x3

) = 1.
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c) lim
x→+∞

5x3 +3x2 +2x+5
5x4 +x2 +x+3

= lim
x→+∞

x3
(

5+ 3
x + 2

x2 + 5
x3

)

x4
(

5+ 1
x2 + 1

x3 + 3
x4

) = 0.

d) lim
x→+∞

5x4 +3x2 +2x+5
5x3 +x2 +x+3

= lim
x→+∞

x4
(

5+ 3
x + 2

x2 + 5
x3

)

x3
(

5+ 1
x + 1

x2 + 3
x3

) = +∞.

e) lim
x→+∞

√
x+1√

x+
√

x+
√

x
= lim

x→+∞

√
x ·

√
1+ 1

x

√
x ·

√
1+

√
1
x +

√
1
x3

= 1.

f) lim
x→+∞

(√
x2−1−

√
x2 +1

)
= lim

x→+∞

(√
x2−1−

√
x2 +1

)(√
x2−1+

√
x2 +1

)
√

x2−1+
√

x2 +1

= lim
x→+∞

−2√
x2−1+

√
x2 +1

= 0.

g) lim
x→+∞

(√
16x2 +x−1−4x

)
= lim

x→+∞

(√
16x2 +x−1−4x

)(√
16x2 +x−1+4x

)
√

16x2 +x−1+4x

= lim
x→+∞

x−1√
16x2 +x−1+4x

=
1
8
. I

4.2.3 Neke granǐcne vrednosti funkcija

4.42. Primer. Pokazati da jelim
x→0

sinx
x

= 1.

Rešenje.Posmatrajmo jediničnu kružnicu sa centrom u tački O(0,0) i neka je dat ugao

0 < x <
π
2
, čiji kraci seku kružnicu u tǎckamaA(1,0) i M(x,y). Tangenta kružnice

u tǎcki A neka sěce krakOM u tǎcki N, i neka jeM′ podnožje normale iz tǎckeM
nax−osu (sliku 4.1).

U tom slǔcaju važi ǒcevidna nejednakost

P4OAM < Pi(OAM) < P4OAN, (4.8)

gde, na primer,P4OAM oznǎcava površinu trouglaOAM, aPi(OAM) oznǎcava površinu
kružnog isěcka OAM. Visina trouglaOAM koja odgovara straniciOA je MM′ =

sinx, pa je P4OAM =
1
2
· 1 · sinx =

sinx
2

. Slično, pošto je katetaNA pravouglog

trouglaOAN jednakatgx, to jeP4OAN =
1
2
·1· tg x=

tgx
2

. Konǎcno, iz elementarne

matematike je poznato da je površina kružnog isečka jednaka polovini proizvoda
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Slika 4.1. Slika 4.2.

dva poluprěcnika i zahvácenog ugla (jasno, izraženog u radijanima):

Pi(OAM) =
1
2

(
OA·OM ·x) =

x
2
.

Relacija (4.8) se može zapisati na sledeći nǎcin:
sinx

2
<

x
2

<
tgx
2

. Odatle je

sinx < x < tgx ⇒ 1 <
x

sinx
<

tgx
x

⇒ 1 >
sinx

x
> cosx. (4.9)

jer smo pretpostavili da jex∈ (0,π/2), što povlǎci da su isinx> 0 i tgx> 0. Kako
zbog neprekidnosti funkcijeg(x) = cosx, x∈ R, u tǎcki x = 0 važi lim

x→0+
cosx =

cos0= 1, to iz teoreme 4.36 sledi da je

lim
x→0+

sinx
x

= 1.

Funkcija f (x) =
sinx

x
, x 6= 0, je parna, pa važi da je ilim

x→0−
sinx

x
= 1, što konǎcno

dajelim
x→0

sinx
x

= 1. I

4.43. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→0

tgx
x

; b) lim
x→1

sin(7x−7)
x−1

; c) lim
x→0

2x
sin5x

;

d) lim
x→0

1−cosx
x2 ; e) lim

x→0

1−cosx
xsin2x

; f) lim
x→0

x2
√

1+xsinx−√cosx
.

Rešenja.

a) Korišćenjem neprekidnosti funkcijef (x) = cosx, x∈ R, u tǎcki x = 0 dobija se

lim
x→0

tgx
x

= lim
x→0

sinx
x
· lim

x→0

1
cosx

= 1.
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b) Funkcijah(x) =
sin7(x−1)

x−1
, x 6= 1, se može napisati kao složena funkcijah = g◦ f , gde

je f (x) = 7(x−1), x∈ R i g(y) =
siny
y/7

, y 6= 0. Kako je

lim
x→0

f (x) = lim
x→1

(7(x−1)) = 0, lim
y→0

g(y) = lim
y→0

siny
y/7

= 7 lim
y→0

siny
y

= 7·1 = 7,

to su zadovoljeni uslovi teoreme 4.37, te sledi

lim
x→1

g◦ f (x) = lim
y→0

g(y) = 7, pa je lim
x→0

sin7(x−1)
x−1

= 7.

c) lim
x→0

2x
sin5x

= lim
x→0

1
sin5x

5x

· 2
5

=
2
5
.

d) Na osnovu identiteta1−cosx = 2sin2 x
2
, x∈ R, dobija se

lim
x→0

1−cosx
x2 = lim

x→0

2sin2 x
2

x2 = lim
x→0

2sinx
2 ·sin

x
2

4· x
2 · x

2
=

1
2
.

e) Na osnovu primera pod d) jelim
x→0

1−cosx
xsin2x

= lim
x→0

1−cosx
x2

2sin2x
2x

=
1
4
.

f) Oslobādanjem od korena u imeniocu dobija se:lim
x→0

x2
√

1+xsinx−√cosx

= lim
x→0

x2(
√

1+xsinx+
√

cosx)
1+xsinx−cosx

= lim
x→0

√
1+xsinx+

√
cosx

1−cosx
x2 + sinx

x

=
2

1
2 +1

= 4/3. I

4.44. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→1

sin4πx
sin3πx

; b) lim
x→a

sinx−sina
x−a

; c) lim
x→a

tg x− tg a
x−a

; d) lim
x→0

arctgx
x

.

Rešenja.

a) Posle uvōdenja smenet = x−1, x = t +1, pri čemut → 0 kadax→ 1, dobija se

lim
x→1

sin4πx
sin3πx

= lim
t→0

sin4π(t +1)
sin3π(t +1)

= lim
t→0

sin(4πt +4π)
sin(3πt +3π)

= lim
t→0

sin4πt
−sin3πt

=
lim
t→0

sin4πt
4πt

lim
t→0

−sin3πt
3πt

· lim
t→0

4πt
3πt

=
1
−1

· 4
3

=−4
3
.

b) lim
x→a

sinx−sina
x−a

= lim
x→a

2sinx−a
2 ·cosx+a

2

x−a
= lim

x→a

sin x−a
2

x−a
2

·cos
x+a

2
= cosa.
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c) lim
x→a

tgx− tga
x−a

= lim
x→a

sinx
cosx− sina

cosa

x−a
= lim

x→a

sin(x−a)
cosxcosa· (x−a)

=
1

cos2a
.

d) Posle uvōdenja smenet = arctgx, gde t → 0 kada x→ 0, sledi (videti zadatak pod c))

lim
x→0

arctgx
x

= lim
t→0

t
tg t

= 1. I

4.45. Primer. Pokazati da je lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x

= e.

Rešenje. Ako oznǎcimo san = [x], tada važin≤ x < n+1, odnosno

1
n+1

<
1
x
≤ 1

n
⇒ 1+

1
n+1

< 1+
1
x
≤ 1+

1
n
.

Prema tome je

(
1+

1
n+1

)x

<

(
1+

1
x

)x

≤
(

1+
1
n

)x

,

odakle je

(
1+

1
n+1

)n

<

(
1+

1
x

)x

<

(
1+

1
n

)n+1

, tj.

(
1+

1
n+1

)n+1(
1+

1
n+1

)−1

<

(
1+

1
x

)x

<

(
1+

1
n

)n(
1+

1
n

)
.

Ako x→+∞, tada in→ ∞, pa je

lim
n→∞

(
1+

1
n+1

)n+1

· lim
n→∞

(
1+

1
n+1

)−1

≤ lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x

,

lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x

≤ lim
n→∞

(
1+

1
n

)n

lim
n→∞

(
1+

1
n

)
.

Iz lim
n→∞

(
1+

1
n

)n

= lim
n→∞

(
1+

1
n+1

)n+1

= e, i teoreme 4.36 sledi tvrdjenje.I

4.46. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→0

(1+x)1/x; b) lim
x→+∞

(
x+1
x−1

)x

; c) lim
x→+∞

(
2x+3
2x+2

)x+2

;

d) lim
x→+∞

(
ln
√

x+1− ln
√

x
) ·x; e) lim

x→0
(1+sinx)ctgx ; f) lim

x→0

ex−1
x

;

g) lim
x→0

ex−1
sinx

; h) lim
x→0

eax−ebx

x
, a,b∈ R.

Rešenja.

a) Odredícemo prvo levu graničnu vrednost date funkcije u nuli, tj.lim
x→0−

(1+x)1/x.

Ako stavimot = 1/x, tj. x = 1/t, tadat →−∞ kadax→ 0− . Tako dobijamo
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lim
x→0−

(1+x)1/x = lim
t→−∞

(
1+

1
t

)t

= lim
s→+∞

(
1+

1
−s

)−s

= e.

Analogno se dobija da je i desna granična vrednost date funkcije u nuli jednakae.
Dakle, i tražena granična vrednost je jednakae, tj. lim

x→0
(1+x)1/x = e.

b) lim
x→+∞

(
x+1
x−1

)x

= lim
x→+∞

(
x(1+ 1

x)
x(1− 1

x)

)x

= lim
x→+∞

(
1+ 1

x

)x

(
1− 1

x

)x

= lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x

· lim
x→+∞

(
1+

1
x−1

)x

= e2.

c) lim
x→+∞

(
2x+3
2x+2

)x+2

= lim
x→+∞

((
1+

1
2(x+1)

)2(x+1)
)1/2

· lim
x→+∞

(
1+

1
2x+2

)
= e1/2.

d) lim
x→+∞

(
ln
√

x+1− ln
√

x
) ·x = lim

x→+∞

1
2

ln

(
x+1

x

)x

=
1
2

ln lim
x→+∞

(
1+

1
x

)x

=
1
2
.

e) lim
x→0

(1+sinx)ctg x = lim
x→0

(
(1+sinx)1/sinx

)cosx
=

(
lim
t→0

(1+ t)1/t

) lim
x→0

cosx

= e1 = e.

f) Smenomt = ex−1, tj. x = ln(t +1), pri čemut → 0 kadax→ 0, dobija se

lim
x→0

ex−1
x

= lim
t→0

t
ln(t +1)

= lim
t→0

1
1
t

ln(t +1)
= lim

t→0

1

ln(t +1)1/t
= 1.

g) lim
x→0

ex−1
sinx

= lim
x→0

ex−1
x

sinx
x

=
lim
x→0

ex−1
x

lim
x→0

sinx
x

= 1.

h) Pokazácemo lim
x→0

eax−1
x

= a, a∈ R, jer je lim
x→0

eax−ebx

x
= lim

x→0

(
eax−1

x
− ebx−1

x

)
.

Smenomt = eax−1, (t → 0 kadax→ 0), tj. x =
ln(t +1)

a
, dobija se

lim
x→0

eax−1
x

= lim
t→0

t
ln(t +1)

a

= lim
t→0

a
1
t

ln(t +1)
= lim

t→0

a

ln(t +1)1/t
= a.

Prema tome jelim
x→0

eax−ebx

x
= a−b. I
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4.47. Primer. Odrediti sledeće desne granične vrednosti:

a) lim
x→0+

(2+
√

x) ; b) lim
x→0+

(√
x3− lnx

)
; c) lim

x→−5+

(√
x+5+x

)
;

d) lim
x→0+

1
x

; e) lim
x→3+

1
x−3

; f) lim
x→0+

2

1
x ;

g) lim
x→0+

e−1/x; h) lim
x→0+

1

1+e1/x
; i) lim

x→0+
ln

(
1+2−1/x

)
.

Rezultati.

a) lim
x→0+

(2+
√

x) = 2. b) lim
x→0+

(√
x3− lnx

)
= 0− (−∞) = +∞.

c) lim
x→−5+

(√
x+5+x

)
=−5. d) lim

x→0+

1
x

= +∞.

e) lim
x→3+

1
x−3

= +∞. f) lim
x→0+

21/x = +∞. g) lim
x→0+

e−1/x = lim
x→0+

1

e1/x
= 0.

h) lim
x→0+

1

1+e1/x
= 0. i) lim

x→0+
ln

(
1+2−1/x

)
= 0. I

4.48. Primer. Odrediti sledeće leve granične vrednosti:

a) lim
x→0−

(
2+

√−x
)

; b) lim
x→0−

(√
(−x)5 + ln(1+x)

)
; c) lim

x→1−
1−x√
1−x2

;

d) lim
x→−1−

√
1−x

1−x2 ; e) lim
x→0−

1
x

; f) lim
x→3−

1
3−x

; g) lim
x→0−

21/x;

h) lim
x→0−

e−1/x; i) lim
x→0−

1

1+e1/x
; j) lim

x→0−
ln

(
1+21/x

)
.

Rešenja.

a) Funkcija f (x) = 2+
√−x je definisana zax < 0, pa važi lim

x→0−
(
2+

√−x
)

= 2.

U prethodnom primeru pod a) nije bilo moguće tražiti levu granǐcnu vrednost, dok
se u ovom slǔcaju ne može tražiti desna granična vrednost date funkcije.

b) Funkcija je definisana zax >−1 : lim
x→0−

(√
(−x)5 + ln(1+x)

)
= 0+0 = 0.

c) lim
x→1−

1−x√
1−x2

= lim
x→1−

√
(1−x)2

√
(1−x)(1+x)

= lim
x→1−

√
1−x√
1+x

= 0.
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d) lim
x→1−

√
1−x

1−x2 = lim
x→1−

√
1−x(√

(1−x)(1+x)
)2 = lim

x→1−
1

(x+1)
√

1−x
= +∞.

e) lim
x→0−

1
x

=−∞. f) lim
x→3−

1
3−x

= +∞. g) lim
x→0−

21/x = 0.

h) lim
x→0−

e−1/x = lim
x→0−

1

e1/x
= +∞. i) lim

x→0−
1

1+e1/x
= 1.

j) lim
x→0−

ln(1+21/x) = 0. I

4.2.4 Asimptote

4.49. Definicija. Asimptota grafika funkcijef : A→ B u +∞, (respektivno u−∞) je
prava linija y = kx+n za koju važi

lim
x→+∞

( f (x)− (kx+n)) = 0 (respektivno lim
x→−∞

( f (x)− (kx+n)) = 0). (4.10)

Ako je u (4.10)k = 0, tj. ako f ima granǐcnu vrednostn u +∞ (respektivno u−∞),
tada grafik funkcijef imahorizontalnu asimptotu u +∞ (respektivno u−∞), čija
je jednǎcinay = n.

Ako je u (4.10)k 6= 0, tada se pravay= kx+nzovekosa asimptotagrafika funkcije
f u +∞ odn. u−∞. Brojevi k i n se u tom slǔcaju odrēduju pomócu granǐcnih
vrednosti

k = lim
x→+∞

f (x)
x

i n = lim
x→+∞

( f (x)−kx).

Ako za nekoa, domen funkcijef sadrži interval(a,+∞) i za svakoM > 0 postoji
T > a, sa osobinom da zax > T, važi f (x) > M, tada kažemo daf teži ka plus
beskonǎcno kadax→+∞ i to pišemo lim

x→+∞
f (x) = +∞.

Analogna znǎcenja imaju i oznake

lim
x→+∞

f (x) =−∞, lim
x→−∞

f (x) = +∞ i lim
x→−∞

f (x) =−∞.

Za ispitivanje grafika neke funkcijef , a posebno da bi definisalivertikalnu asimp-
totu grafika funkcije, važno je sledéce proširenje pojma granične vrednosti funk-
cije u tǎcki.

Neka domenA funkcije f sadrži interval(x0,b) za nekob > x0. Ako za svako
M > 0 postojiδ > 0, takvo da važi implikacija

(∀x∈ A) 0 < x−x0 < δ ⇒ f (x) > M,

tada kažemo da funkcijaf teži ka plus beskonǎcno kadax→ x0+, što se oznǎcava
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sa
lim

x→x0+
f (x) = +∞. (4.11)

Odgovarajúca znǎcenja imaju i oznake

lim
x→x0+

f (x) =−∞, lim
x→x0−

f (x) = +∞, lim
x→x0−

f (x) =−∞. (4.12)

4.50. Definicija. Vertikalna asimptota grafika funkcijef : A→ B u tačkix0 je prava
linija x = x0 ako f teži bilo ka+∞ ili ka −∞ kada bilox→ x0+ ili x→ x0− .

Drugim rěcima, vertikalna pravax = x0 je vertikalna asimptota ako u proširenom
smislu postoji bar jedna oďcetiri granǐcne vrednosti iz (4.11) i (4.12).

4.51. Primer. Odrediti asimptote grafika sledećih funkcija:

a) f (x) =
2

1−x2 ; b) f (x) = ln
1−x
1+x

; c) f (x) =
x2 +1
x−3

;

d) f (x) =
√

x+1−√x−1; e) f (x) =
√

x+
√

4−x; f) f (x) = arcsine−x.

x

0

y

x
=

3

y=x+3

3

3x
=

1

x
=

-
1

2
2 x

0

y

Slika 4.3. f (x) =
2

1−x2 Slika 4.4. f (x) =
x2 +1
x−3

Rešenja.

a) Prirodni domen funkcijef je skup R \ {1,−1}. Njen grafik, dat na slici 4.3, ima
vertikalne asimptotex = 1 i x =−1, jer je

lim
x→1+

2
1−x2 =−∞ i lim

x→−1+

2
1−x2 = +∞.

(Primetimo da je lim
x→1−

2
1−x2 = +∞ i lim

x→−1−
2

1−x2 =−∞.)

Grafik funkcije ima horizontalnu asimptotuy = 0 kadx→ +∞ i kad x→−∞, jer
je

lim
x→+∞

2
1−x2 = 0 i lim

x→−∞

2
1−x2 = 0.

b) Funkcija f je definisana na intervalu(−1,1). Iz

lim
x→−1+

ln
1−x
1+x

= +∞, i lim
x→1−

ln
1−x
1+x

=−∞,
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sledi da grafik funkcijef ima dve vertikalne asimptote:x = 1 i x =−1.

c) Grafik funkcije f ima vertikalnu asimptotux = 3 i kosu asimptotuy = x+ 3 kad
x→+∞ i kadx→−∞ (slika 4.4).

d) Funkcija f je definisana na intervalu[1,+∞). Grafik funkcije f nema vertikalnu
asimptotu, jer je lim

x→1+
(
√

x+1−√x−1) =
√

2.

Grafik f ima horizontalnu asimptotuy = 0 kadx→+∞, jer je
lim

x→+∞
(
√

x+1−√x−1) = 0.

e) Funkcija f je definisana na intervalu[0,4]. Njen grafik nema asimptota.

f) Funkcija f je definisana na intervalu[0,+∞). Nema vertikalnih asimptota, jer funk-

cija f ima konǎcnu desnu graničnu vrednosti u0: lim
x→0+

arcsine−x =
π
2
.

Kako je lim
x→∞

arcsine−x = 0, to sledi da grafik funkcijef ima horizontalnu asimptotu

y = 0 kadx→+∞. I

4.3 Neprekidnost funkcije

4.3.1 Osnovni pojmovi i osobine

4.52. Definicija. Funkcija f : A→ R je neprekidna u tački x0 ∈ A ako za svakoε > 0
postoji brojδ > 0 tako da važi implikacija

(∀x∈ A) |x−x0|< δ ⇒ | f (x)− f (x0)|< ε.

Iz ove definicije sledi da se neprekidnost funkcije ispituje samo u onim tačkama
u kojima je ona definisana. Mēdutim, nije obavezno (kao kod granične vrednosti
funkcije) da posmatrana tačka bude i tǎcka nagomilavanja domena funkcije. Važi

4.53. Teorema.Neka je tačkax0 ∈ A tačka nagomilavanja domena funkcijef : A→ R.
Tada je f neprekidna u tačkix0 ako i samo ako je

lim
x→x0, x∈A

f (x) = f (x0).

U praksi, se obǐcno pojavljuju sledéca tri slǔcaja.

I Neka je realna funkcijaf definisana na intervalu(a,b) ⊂ A i neka tǎckax0 pri-
pada(a,b). Funkcija f je neprekidna u tǎcki x0 ako

postoji lim
x→x0

f (x) i važi jednakost lim
x→x0

f (x) = f (x0).

II Neka je realna funkcijaf definisana na skupu koji sadrži interval[x0,b). Funk-
cija f je neprekidna sa desna u tǎcki x0 ako važe sledéca dva uslova:
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postoji lim
x→x0+

f (x) i važi jednakost lim
x→x0+

f (x) = f (x0).

III Neka je realna funkcijaf definisana na skupu koji sadrži interval(a,x0]. Funk-
cija f je neprekidna sa leva u tǎcki x0 ako važe sledéca dva uslova:

postoji lim
x→x0−

f (x) i važi jednakost lim
x→x0−

f (x) = f (x0).

Funkcija f : A→ R je neprekidna na skupu B⊂ A ako je neprekidna u svakoj
tački skupaB.
Posebno, funkcijaf : A→ R je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] ⊂ A
ako je neprekidna na otvorenom intervalu(a,b) i ako važi (videti slǔcajeve II i III):

lim
x→a+

f (x) = f (a) i lim
x→b−

f (x) = f (b).

4.54. Teorema.Ako su funkcijef i g neprekidne u tačkix0, tada su u toj tački neprekidne
i funkcije koje predstavljaju njihov

zbir f +g; razliku f −g; proizvod f ·g; koli čnik
f
g
, ako jeg(x0) 6= 0.

Dokaz. Pokazácemo samo da je zbir dve neprekidne funkcije u tački x0 neprekidan u
toj tački, i to za slǔcaj kada jex0 tačka nagomilavanja njihovih domena.

Dakle, neka su funkcijef i g neprekidne u tǎcki x0. Prema teoremi 4.53 tada važi

lim
x→x0

f (x) = f (x0) i lim
x→x0

g(x) = g(x0).

Kako je( f +g)(x) = f (x)+g(x) i granǐcna vrednost zbira jednaka zbiru graničnih
vrednosti (ako postoje), to je

lim
x→x0

( f +g)(x) = lim
x→x0

( f (x)+g(x)) = lim
x→x0

f (x)+ lim
x→x0

g(x)

= f (x0)+ f (x0) = ( f +g)(x0). I
Takod̄e jekompozicija neprekidnih funkcija neprekidna funkcija.

Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na celom njihovom definicionom
skupu:

polinom je neprekidna funkcija na celom skupu realnih brojevaR (sledi iz neprekid-
nosti naR funkcije f (x) = x i prethodne teoreme);

racionalna funkcija R(x) =
P(x)
Q(x)

je neprekidna na skupu{x∈ R|Q(x) 6= 0};

sinusna i kosinusnafunkcija su neprekidne na celom skupuR;

funkcija f (x) = tgx je neprekidna na skupuR\{
2k+1

2 π| k∈ Z}
, dok je funkcija
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f (x) = ctgx neprekidna na skupuR\{kπ| k∈ Z};
eksponencijalna funkcija f (x) = ax, a > 0, a 6= 1, je neprekidna na skupuR;

logaritamska funkcija f (x) = logax, a > 0, a 6= 1, je neprekidna na(0,+∞).

Na osnovu prethodnog, ielementarne funkcije su neprekidne na svom prirod-
nom definicionom skupu.

Na primer,

a) Funkcija f (x) = 1
x−1 nije definisana u tǎcki x = 1, tako da se ne može ni ispitivati

neprekidnost ove funkcije u tački 1. (Pogrešno bi bilo réci da je funkcijaf prekidna
u tǎcki 1.)

b) Funkcija f (x) =

{
x2−1
x−1 za x 6= 1,

2 za x = 1;
je neprekidna u tǎcki x = 1, jer je

lim
x→1

x2−1
x−1 = lim

x→1
(x+1) = 2 = f (1).

c) Funkcija f (x)=

{
x2−1
x−1 za x 6= 1,

5 za x = 1;
nije neprekidna u tǎcki x= 1, jer je lim

x→1
f (x) =

2 6= 5 = f (1), (uporediti sa zadatkom pod b)).

d) Funkcija f (x) =





sinx
x

za x 6= 0,

10 za x = 0;
je prekidna u tǎcki x = 0, jer je

lim
x→0

f (x) = 1 6= 10= f (0),

Primetimo da je funkcijaf definisana u tǎcki 0 i ima u njoj granǐcnu vrednost
jednaku 1. Prema slučaju I iz uvoda, da je funkcijaf bila definisana u tǎcki 0 sa
vrednoš́cu 1, bila bi u njoj i neprekidna.

e) Funkcija f (x) = |x|, x∈ R; je neprekidna u tǎcki x = 0, jer važi (sl.4.2.)
lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+
x = 0 i lim

x→0−
f (x) = lim

x→0−
(−x) = 0,

a u isto vreme jef (0) = 0.

f) Funkcija f (x) = sgnx :=





1 za x > 0,
0 za x = 0,
−1 za x < 0.

je prekidna u tǎcki x = 0, jer je

lim
x→0+

f (x) = 1 6= −1 = lim
x→0−

f (x).

Za razliku od zadatka pod c) ili d), ovde je potpuno svejedno kako je funkcija
definisana u tǎcki x = 0 (videti sliku 4.5).
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4.3.2 Prekidi funkcija

Ako funkcija f : A→R nije neprekidna u nekoj tački x0 ∈ A, kažemo da funk-
cija u toj tǎcki imaprekid i to

prividan prekid ako postoji lim
x→x0

f (x) = L i važi L 6= f (x0);

prekid prve vrste ako postoje lim
x→x0+

f (x) = L1 i lim
x→x0−

f (x) = L2, ali L1 6= L2;

prekid druge vrste ako nije ni prividan ni prekid prve vrste.
Funkcija f (x) = [x] dodeljuje broju x ∈ R najvéci ceo broj koji nije véci od x.
Dakle, zak∈ Z je lim

x→k+
f (x) = k i lim

x→k−
f (x) = k−1, pa f ima prekid prve vrste

u svakom celom brojuk (slika 4.6).

Posmatrajmo funkcijuf datu sa: f (x) =
{

x, x≤ 1;
x+1, x > 1

Ona je neprekidna

x

0

y

1

-1

1

x

0

y

1

1

-2

Slika 4.5. Slika 4.6.

na skupuR\{1}, ali ima prekid prve vrste u tački 1. Grafik ove funkcije je dat na
slici 4.7.

x

2

y

0
x

1

y

0

2

Slika 4.7. Slika 4.8.

Funkcija f data saf (x) =




−x2 +4x−5, x < 2;

0, x = 2;
x2−4x+5, x > 2,

slika 4.8, ima prekid prve
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vrste u tǎcki x0 = 2, i neprekidna je na skupuR\{2}.

Neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu

4.55. Teorema. Neprekidna funkcije na zatvorenom intervalu dostiže svoj maksimum i
minimum.

4.56. Primer. Za funkcijuf (x) = x2+1, x∈R, odrediti njen infimum, supremum, i, ako
postoje, minimum i maksimum na datom intervaluI :

a) I = [−2,0); b) I = [1,3); a) I = [−2,3];

Rešenja.

a) Funkcija f (x) = x2+1 nad intervalom[−2,0) ima infimum u tǎcki 0, koji je jednak
1. Ova funkcija ima maksimum (dakle i supremum) nad(−2,0), koji je dostignut
u tǎcki −2, i taj maksimum je jednakf (−2) = 5.

b) inf
x∈[1,3)

f (x) = 2, min
x∈[1,3)

f (x) = 2, sup
x∈[1,3)

f (x) = 10, ne postoji max
x∈[1,3)

f (x).

c) inf
x∈[−2,3]

f (x) = min
x∈[−2,3]

f (x) = f (0) = 1, sup
x∈[−2,3]

f (x) = max
x∈[−2,3]

f (x) = f (3) = 10.

Teorema 4.55 se primenjuje samo u slučajuc); primeri a) i b) pokazuju da ta teo-
rema nije tǎcna bez uslova o zatvorenosti posmatranog intervala.I
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Izvod funkcije

5.1 Osnovni pojmovi

5.2 Definicija prvog izvoda funkcije

5.1. Definicija. Neka je realna funkcijaf definisana na intervalu(a,b) i neka jex0

jedna tačka intervala(a,b). Granična vrednost

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 +h)− f (x0)
h

, (5.1)

ako postoji, naziva seprvi izvod funkcije f u tački x0.

Poredf ′(x0), za prvi izvod funkcijef u tǎcki x0 koristi se i oznakaf ′x(x0), čime se
naglašava promenljiva po kojoj se traži izvod.

Funkcija f : (a,b) → R je diferencijabilna u tački x0 ∈ (a,b) ako ona ima prvi
izvod u tǎcki x0.

Funkcija f je diferencijabilna na intervalu (a,b) ako je diferencijabilna u svakoj
tački intervala(a,b). U tom se slǔcaju funkcijaf ′ : (a,b)→R, koja brojux∈ (a,b)
dodeljuje brojf ′(x), zoveizvodna funkcija ili prvi izvod funkcije f .

Funkcija f je diferencijabilna na zatvorenom intervalu[a,b] ako je diferencijabilna
na otvorenom intervalu(a,b) i ako postoje sledéce granǐcne vrednosti

lim
h→0+

f (a+h)− f (a)
h

i lim
h→0−

f (b+h)− f (b)
h

.

Levi izvod funkcije f u tački x0 je definisan saf ′−(x0) = lim
h→0−

f (x0 +h)− f (x0)
h

.

122
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Desni izvod funkcije f u tački x0 je definisan saf ′+(x0)= lim
h→0+

f (x0 +h)− f (x0)
h

.

Funkcija ima izvod u tǎcki x0 ako postoje i levi i desni izvod u toj tački i ako su oni
jednaki, tj.

f ′−(x0) = f ′+(x0).

5.2. Primer. Po definiciji, odrediti prvi izvod date funkcijef u tačkix0 njenog defini-
cionog skupa:

a) f (x) = 3x2−2x+5, x∈ R; b) f (x) =
3
x
, x 6= 0;

c) f (x) =
√

x, x > 0; d) f (x) = 3
√

x, x 6= 0.
Odrediti najveći podskup odR na kome taj izvod postoji.

Rešenja.
a) Po definiciji je zax0 ∈ R :

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 +h)− f (x0)
h

= lim
h→0

3(x0 +h)2−2(x0 +h)+5− (3x2
0−2x0 +5)

h

= lim
h→0

3x2
0 +6x0h+3h2−2x0−2h+5−3x2

0 +2x0−5
h

= lim
h→0

h(6x0 +3h−2)
h

= 6x0−2.

b) Zax0 6= 0 važi: f ′(x0) = lim
h→0

3
x0+h− 3

x0

h
= lim

h→0

3(x0−x0−h)
x0(x0+h)

h
= lim

h→0

−3h
x0(x0 +h)h

=
−3

x2
0

.

c) Zax0 > 0 važi:

f ′(x0) = lim
h→0

√
x0 +h−√x0

h
= lim

h→0

(√
x0 +h−√x0

)(√
x0 +h+

√
x0

)

h
(√

x0 +h+
√

x0
)

= lim
h→0

h

h
(√

x0 +h+
√

x0
) =

1
2
√

x0
.

d) Zax0 ∈ R, x0 6= 0, važi:

f ′(x0) = lim
h→0

3
√

x0 +h− 3
√

x0

h
= lim

h→0

(
3
√

x0 +h− 3
√

x0
)(

3
√

(x0 +h)2 + 3
√

(x0 +h)x0 + 3
√

x2

)

h
(

3
√

(x0 +h)2 + 3
√

(x0 +h)x0 + 3
√

x2
)

= lim
h→0

h

h
(

3
√

(x0 +h)2 + 3
√

(x0 +h)x0 + 3
√

x2
) =

1

3x2/3
0

. I

5.3 Tablica prvih izvoda

U sledécoj tablici dajemo prve izvode najčeš́ce koriš́cenih elementarnih funk-
cija, kao i skupove na kojima ti prvi izvodi postoje.
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• (xn)′ = nxn−1, n∈ N, x∈ R;

• (xα)′ = αxα−1, α ∈ R\{0}, x > 0;

• (sinx)′ = cosx, x∈ R;

• (cosx)′ =−sinx, x∈ R;

• (tgx)′ =
1

cos2x
, x∈ R\

{
(2k+1)

π
2

∣∣∣ k∈ Z
}

;

• (ctgx)′ =
−1

sin2x
, x∈ R\{kπ| k∈ Z};

• (ax)′ = ax · lna, a > 0, x∈ R,

• (ex)′ = ex, x∈ R;

• (logax)′ =
1

x · lna
, a > 0, a 6= 1, x > 0;

• (lnx)′ =
1
x
, x > 0;

• (arcsinx)′ =
1√

1−x2
, |x|< 1;

• (arccosx)′ =
−1√
1−x2

, |x|< 1;

• (arctgx)′ =
1

1+x2 , x∈ R;

• (arcctgx)′ =
−1

1+x2 , x∈ R.

5.3. Primer. Korišćenjem definicije prvog izvoda 5.1 pokazati da su navedeni prvi
izvodi osnovnih elementarnih funkcija tačni.

Rešenja. Pokazácemo samo neke od gornjih jednakosti;čitaocu ostavljamo da pokaže
ostale.

Neka jen∈ N. Tada je prvi izvod funkcijef (x) = xn u tǎcki x∈ R po definiciji jednak:

f ′(x) = lim
h→0

(x+h)n−xn

h
= lim

h→0

xn +nxn−1h+ n(n−1)
2 h2 + · · ·+hn−xn

h
= nxn−1.
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Neka jeα =−n, n∈ N. Tada je prvi izvod funkcijef (x) = x−n u tǎcki x > 0 jednak:

f ′(x) = lim
h→0

1
(x+h)n − 1

xn

h
= lim

h→0

xn−(x+h)n

xn(x+h)n

h

= lim
h→0

1
xn(x+h)n ·

xn−xn−nxn−1h− (n
2

)
xn−2h2−·· ·−hn

h
=

1
x2n · (−nxn−1) =

−n
xn+1 .

Za f (x) = sinx i x∈ R imamo po definiciji

f ′(x) = lim
h→0

sin(x+h)−sinx
h

= lim
h→0

2sin
(

h
2

)
cos

(
2x+h

2

)

h

= lim
h→0

sin
(

h
2

)
cos

(
2x+h

2

)
h
2

= 1· lim
h→0

cos

(
2x+h

2

)
= cosx.

Za f (x) = ctgx imamo zax /∈ {kπ| k∈ Z} :

f ′(x) = lim
h→0

ctg(x+h)−ctgx
h

= lim
h→0

cos(x+h)
sin(x+h) − cosx

sinx

h

= lim
h→0

cos(x+h)sinx−cosxsin(x+h)
sin(x+h)sinx

h
=− lim

h→0

sin(−x+(x+h))
h

· lim
h→0

1
sin(x+h)sinx

= − lim
h→0

sinh
h
· lim

h→0

1
sin(x+h)sinx

=− 1

sin2x
.

Za funkciju f (x) = ax prvi izvod u tǎcki x∈ R po definiciji 5.1 je

f ′(x) = lim
h→0

ax+h−ax

h
= lim

h→0
ax ah−1

h
.

Posle smenet = ah−1, h =
ln(t +1)

lna
, pri čemut → 0 kadah→ 0, dobijamo

lim
h→0

ah−1
h

= lim
t→0

t
ln(t+1)

lna

= lna lim
h→0

1

ln(1+ t)1/t
= lna

Tako dobijamof ′(x) = lim
h→0

ax ah−1
h

= ax lna, a > 0, a 6= 1.

Za funkciju f (x) = lnx prvi izvod u tǎcki x > 0 je

f ′(x) = lim
h→0

ln(x+h)− lnx
h

= lim
h→0

ln x+h
x

h
= lim

h→0

1
x

ln

(
1+

h
x

)x/h

=
1
x
. I

U prethodnim dokazima korišćena je neprekidnost osnovnih elementarnih funkcija
na njihovom definicionom skupu.

5.4. Primer. Data je funkcija f (x) = 3x2−5x+ 2, x ∈ R. Odrediti: domen izvodne
funkcije f ′; prvi izvod funkcijef ′ u tačkix∈ R; vrednosti f ′(1), f ′(2), f ′(−√2),
f ′(a), a∈ R.
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Rešenje.Domen izvodne funkcijef ′ je ceo skupR. f ′(x) = 6x−5, x∈R. f ′(1) =
6·1−5 = 1, f ′(2) = 6·2−5 = 7. f ′(−√2) = 6· (−√2)−5
=−6·√2−5 i f ′(a) = 6a−5. I

5.5. Teorema.Ako je funkcijaf : (a,b)→ R diferencijabilna u tačkix0 ∈ (a,b), tada
je ona neprekidna u tačkix0.

Dokaz. Ako x pripada definicionom skupu funkcijef i x 6= x0, x−x0 = h, tada se
funkcija f može zapisati kao

f (x) = f (x0)+
f (x)− f (x0)

x−x0
· (x−x0) = f (x0)+

f (x)− f (x0)
h

·h.

Prema tome je

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

f (x0)+ lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x−x0

· lim
x→x0

(x−x0)

= f (x0)+ f ′(x0) ·0 = f (x0). I
Ako je funkcija f neprekidna u tǎcki x0, tada ona ne mora biti i diferencijabilna u
tački x0 (videti sledéci primer). Dakle, neprekidnost je potreban (ali ne i dovoljan)
uslov za diferencijabilnost funkcije. Drugim rečima, ako funkcija u nekoj tǎcki
nije neprekidna, onda ona ne može imati izvod u toj tački.

5.6. Primer. Pokazali smo (videti primer 4.4) da je funkcijaf (x) = |x|, x ∈ R (slika
4.2), neprekidna u svakoj tačkix∈R, pa i u tački 0. Pokazati da ova funkcijanema
prvi izvod u tački nula.

Rešenje. Pokazácemo da za funkcijuf (x) = |x| ne postojilim
h→0

f (0+h)− f (0)
h

, tako

štoćemo potražiti levu i desnu graničnu vrednost gornjeg izraza u 0 (odnosno levi
i desni izvod u 0) i uveriti se da one nisu jednake.

lim
h→0−

f (0+h)− f (0)
h

= lim
h→0−

|0+h|− |0|
h

= lim
h→0−

|h|
h

= lim
h→0−

−h
h

=−1,

dok je desni izvod u0 jednak1 :

lim
h→0+

f (0+h)− f (0)
h

= lim
h→0+

|0+h|− |0|
h

= lim
h→0+

|h|
h

= lim
h→0+

h
h

= 1.

Prema tome, ova funkcija nema prvi izvod u tački 0, i pored toga što je neprekidna
u toj tǎcki. I

5.4 Pravila za prvi izvod funkcije

5.7. Teorema. Ako su funkcijef i g definisane na intervalu(a,b) i imaju prve izvode
u tački x ∈ (a,b), tada njihov zbir, razlika, proizvod i količnik takōde imaju prvi
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izvod u tačkix ∈ (a,b); u slučaju količnika mora se dodatno pretpostaviti da je
g(x) 6= 0. Važe sledeća pravila za

a) izvod zbira, odnosnorazlike funkcija: ( f (x)±g(x))′ = f ′(x)±g′(x);

b) izvod linearne kombinacije funkcija: (A f(x)+Bg(x))′ = A f ′(x)+Bg′(x), A i B
su realne konstante;

c) izvod proizvodafunkcija: ( f (x) ·g(x))′ = f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x);

d) izvod količnika funkcija:

(
f (x)
g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)
g2(x)

, g(x) 6= 0.

Dokaz.

b) Ako oznǎcimo saz(x) = A f(x)+Bg(x), tada imamo

z′(x) = lim
h→0

z(x+h)−z(x)
h

= lim
h→0

(A f(x+h)+Bg(x+h))− (A f(x)+Bg(x))
h

= lim
h→0

(
A

f (x+h)− f (x)
h

+B
g(x+h)−g(x)

h

)

= A lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

+B lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

= A f ′(x)+Bg′(x).

Slučaj pod a) sledi iz b), ako stavimoA = 1 i B =±1.

c) Ako stavimop(x) = f (x) ·g(x), tada imamo

p′(x) = lim
h→0

p(x+h)− p(x)
h

= lim
h→0

f (x+h) ·g(x+h)− f (x) ·g(x)
h

= lim
h→0

f (x+h) ·g(x+h)± f (x+h) ·g(x)− f (x) ·g(x)
h

= lim
h→0

(
f (x+h)

g(x+h)−g(x)
h

+g(x)
f (x+h)− f (x)

h

)

= lim
h→0

f (x+h) lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

+ lim
h→0

g(x) lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= f (x)g′(x)+g(x) f ′(x).

d) Ako stavimok(x) =
f (x)
g(x)

, tada je

k′(x) = lim
h→0

k(x+h)−k(x)
h

= lim
h→0

f (x+h)
g(x+h) −

f (x)
g(x)

h
= lim

h→0

f (x+h) ·g(x)− f (x) ·g(x+h)
g(x+h)g(x) ·h

= lim
h→0

f (x+h) ·g(x)±g(x) · f (x)− f (x) ·g(x+h)
g(x+h)g(x) ·h

= lim
h→0

g(x)
(

f (x+h)− f (x)
h

)

g(x+h)g(x)
− lim

h→0

f (x) ·
(

g(x+h)−g(x)
h

)

g(x+h)g(x)
=

f ′(x) ·g(x)− f (x) ·g′(x)
g2(x)

. I
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U sledécim zadacima odrediti prvi izvod za svaku od datih funkcija, korišćenjem
tablice i osnovnih pravila za prvi izvod funkcije, kao i skupove na kojima ti izvodi
postoje.

5.8. Primer.

a) f (x) = x7−4x2 +2x; b) f (x) =
√

x
3

+x
√

x; c) f (s) =
2

3
√

5s2
− 1√

s3
+3

4
√

s3;

d) f (t)=
2t3 + t2−1

t2 ; e) f (x)=
3x2 +4x+sinx√

a2 +b3
; f) f (p)=

aln p
2

+bep+abarctgp,

gde su u zadacima pod e) i f)a i b realni parametri.

Rešenja.

a) Zax∈ R je f ′(x) = 7x6−8x+2.

b) Zax > 0 je f ′(x) =
1

3 · (2√x)
+

3
√

x
2

=
1

6
√

x
+1.5

√
x.

c) Zas> 0, datu funkciju možemo pisati u oblikuf (s) =
2
3
√

5
s−2/3−s−3/2 +3s3/4, pa je

f ′(s) =
−4

3 3
√

5s5
+

3
2

s−5/2 +
9
4

s−1/4.

d) Za t 6= 0, datu funkciju možemo pisati u oblikuf (t) = 2t + 1− 1
t2 , odakle je f ′(t) =

2+2t−3.

e) Zax∈ R je f ′(x) =
6x+4+cosx√

a2 +b3
.

f) Za p > 0 je f ′(p) =
a

2p
+bep +

ab
1+ p2 . I

5.9. Primer.

a) f (x) = (3x−2)(x2 +ex +1) b) f (x) = (
√

x+2x)
(

sinx+cosx+
ctgx

8

)
;

c) (x) = (3x3 +1)(lnx
√

2 +4); d) f (t) = t ·sint ·cost +et · ln t · tg t.

Rešenja.

a) Zax∈ R je f ′(x) = 3(x2 +ex +1)+(3x−2)(2x+ex).

b) Zax > 0 i x 6= kπ, k∈ N, je

f ′(x) =
(

1
2
√

x
+2

)(
sinx+cosx+

ctgx
8

)
+ (

√
x+2x)

(
cosx−sinx− 1

8sin2x

)
.
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c) Data funkcija se zax > 0 može napisati kaof (x) = (3x3 +1)(
√

2lnx+4), pa je

f ′(x) = 9x2(
√

2lnx+4)+(3x3 +1)
√

2
x

, x > 0.

d) U ovom slǔcaju, data funkcija je zbir dva sabirka, pričemu je svaki sabirak proizvod tri
faktora, pa je zat > 0 i t 6= (2k+1)π/2, k∈ N0:

f ′(t) = (t)′ sint cost + t(sint cost)′+(et)′ · ln t · tgt +et(ln t · tgt)′

= sint cost + t ·cos2 t− t sin2 t +et ln t · tgt +
et tgt

t
+et ln t

1
cos2 t

=
sin2t

2
+ t cos2t +et

(
ln t

(
tgt +

1
cos2 t

)
+

tgt
t

)
. I

5.10. Primer.

a)
2x2−3x+1

x2 +1
; b)

sinx+ex tg x
lnx+1

; c)
sinx−cosx
sinx+cosx

; d) f (x) =
sin2x+2xcosx

2x +1
.

Rešenja.

a) Zax∈ R je f ′(x) =
(4x−3)(x2 +1)− (2x2−3x+1)2x

(x2 +1)2 =
3x2 +2x−3
(x2 +1)2 .

b) Zax > 0 ∧ x 6= 1
e
∧ x 6= (2k+1)π

2
, k∈ Z, je

f ′(x) =

(
cosx+ex tgx+

ex

cos2x

)
(lnx+1)− 1

x
(sinx+ex tgx)

(lnx+1)2 .

c) Zax 6= 4k−1
4

π, k∈ Z, je

f ′(x) =
(sinx+cosx)2− (sinx−cosx)(cosx−sinx)

(sinx+cosx)2

=
cos2x+2sinxcosx+sin2x+cos2x−2sinxcosx+sin2x

1+2sinxcosx
=

2
1+sin(2x)

.

d) Zax∈R je f ′(x) =
(2sinxcosx+2cosx−2xsinx)(2x +1)− (sin2x+2xcosx)2x ln2

(2x +1)2 . I

5.5 Diferencijal funkcije

Neka je data diferencijabilna funkcijay = f (x) nad intervalom(a,b) i neka
nezavisno promenljiva uzima vrednosti odx0 dox1, tako dax0,x1 ∈ (a,b). Tada se
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veličina h := ∆x := x1−x0 nazivapriraštaj argumenta x u tǎcki x0, a velǐcina

∆y := f (x1)− f (x0) = f (x0 +h)− f (x0),

koja predstavlja odgovarajuću promenu zavisno promenljivey, nazivapriraštaj
funkcije f u tǎcki x0.

Iz definicije prvog izvodaf ′(x0) = lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)
∆x

= lim
∆x→0

∆y
∆x

, sledi

∆y = f ′(x0)∆x+ r(∆x) ·∆x,

gde jer(∆x) funkcija priraštaja∆x sa osobinomlim
∆x→0

r(∆x) = 0. Dakle, važi prib-

ližna formula f ′(x)≈ ∆y
∆x

kada∆x≈ 0, odnosno

∆y≈ f ′(x0) ·∆x ako ∆x≈ 0. (5.2)

5.11. Definicija. Neka jef diferencijabilna funkcija i∆x priraštaj argumenta. Tada je

diferencijal nezavisno promenljivedx= ∆x;

diferencijal zavisno promenljive (ili:diferencijal funkcije ) dy= f ′(x)dx .

Tako se prvi izvod može izraziti kaof ′(x) =
dy
dx

.

5.12. Primer. Data je funkcijaf (x) = 2x2 +3x−1, x∈ R. Odrediti:

a) priraštaj funkcije u proizvoljnoj tačkix;

b) približnu vrednost funkcijef u tački1,1;

c) približnu vrednost funkcijef u tački1,01;

d) diferencijal funkcijef u proizvoljnoj tačkix.

Rešenja.

a) Priraštaj funkcije u tǎcki x je

∆y = f (x+∆x)− f (x) = 2(x+∆x)2 +3(x+∆x)−1−2x2−3x+1

= 4x∆x+2(∆x)2 +3∆x = (4x+3)∆x+2(∆x)2 = f ′(x)∆x+2(∆x)2.

b) U ovom slǔcaju jex0 = 1, ∆x = 0,1, a f (1) = 4, pa na osnovu relacije 5.2 imamo

∆y= f (x0+∆x)− f (x0)≈ f ′(1) ·∆x, f (1.1)≈ f (1)+ f ′(1)∆x= 4+5·0,1= 4,5.
Inače, tǎcna vrednost jef (1,1) = 4,72.

c) U ovom slǔcaju je x1 = 1, ∆x = 0,01, pa je f (1,01) = f (1) + 4 · 0,01 = 4,04.
Tačna vrednost jef (1,01) = 4,05.

d) Diferencijaldydate funkcijef je dy= (4x+3)dx. I
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5.13. Primer. Odrediti približne vrednosti sledećih brojeva:

a)
√

4,0003 ; b) ln(1,001) ; c) 3
√

1,0003,

koristeći diferencijal funkcije u datoj tački.

Rešenja. U ovom slǔcaju primenícemo relaciju (videti (5.2))

f (x+∆x)≈ f (x)+ f ′(x)∆x, kada ∆x≈ 0.

a) Za funkciju f (x) =
√

x, prvi izvod je f ′(x) =
1

2
√

x
, i x = 4 i ∆x = 0,0003 :

√
4,0003≈√4+

1

2
√

4
0,0003≈ 2+

0,0003
4

= 2,000075.

b) Stavimo∆x = 0,001i x = 1; tada jeln(1,001)≈ ln1+
1
1
·0,001= 0,001.

c) Iz ∆x = 0,0003i x = 1, sledi 3
√

1,0003≈ 3
√

1+
1

3 3
√

1
0,0003= 1,0001. I

5.14. Primer. Odrediti diferencijale sledećih funkcija:

a) y = 2
√

cos1
x + ln(x2 +1); b) y = 5arctg(2x+7)e3x+1 +12x;

c) y =
sinx+ tg x

x3 +3x +3x
; d) y = arcsin(5x4 +2)+

5x +4x2

esinx+cosx .

Rešenja.

a) Iz y′ =
sin

(
1
x

)

x2
√

cos
(

1
x

) +
2x

1+x2 , sledi dy=


 sin

(
1
x

)

x2
√

cos
(

1
x

) +
2x

1+x2


 dx.

b) Kako je prvi izvod date funkcije

y′ = 5
2

1+(2x+7)2e3x+1 +15arctg(2x+5)e3x+1 +12x ln12,

to je traženi diferencijal jednak

dy=
(

5
2

1+(2x+7)2e3x+1 +15arctg(2x+5)e3x+1 +12x ln12

)
dx.

c) dy=
(cosx+1/cos2x)(x3 +3x +3x)− (sinx+ tgx)(3x2 +3x ln3+3)

(x3 +3x +3x)2 dx.

d) dy=

(
20x3

√
1− (5x4 +2)2

+
(5x ln5+8x)− (5x +4x2)(cosx−sinx)

esinx+cosx

)
dx. I
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5.6 Geometrijsko tumǎcenje izvoda i priraštaja funkcije

Neka funkcijaf : (a,b)→R ima prvi izvod u tǎcki x0∈ (a,b). Oznǎcimo tǎcke
P(x0, f (x0)) i Q(x0 + ∆x, f (x0 + ∆x)) (videti sl. 5.1). Koeficijent pravca tetivePQ
krive, odrēdene funkcijomf , dat je sa

tgβ =
f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x
,

gde jeβ ugao prave odrēdene sa dužiPQ i pozitivnog smerax−ose. Ako je funkcija
f neprekidna u tǎcki x0, tada se tǎcka Q približava tǎcki P po datoj krivoj kada
∆x→ 0, tj. kada se tǎckax0+∆x približava tǎcki x0 ostajúci nax−osi. U granǐcnom

xf( ) B

0 ba

A

P

Q

ab

t

f( )

S

T

y

x
0+ xD

x
x

0

s

x
0+D

x
0

Slika 5.1.

slučaju, pravaPQ postaje tangenta krive u tački P i koeficijent pravca tangente
na datu krivu u datoj tǎcki x jednak je prvom izvodu date funkcije u tački x0 :

k = tgα = lim
h→0

f (x0 +h)− f (x0)
h

.

Dakle, prava

y−y0 = f ′(x0)(x−x0), (5.3)

gde jey0 = f (x0), jestetangenta grafika funkcije f u tački P(x0, f (x0)). Ako je
još zadovoljen uslovf ′(x0) 6= 0, prava

y−y0 =− 1
f ′(x0)

(x−x0) (5.4)

je normala grafika funkcije f u tǎcki P(x0, f (x0)).

Neka jeS tačka preseka tangente u tački P sa ordinatom u tǎcki x0 +h nax−osi, a
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T podnožje normale iz tǎckeP na ordinatuSQ.

Tada jeTQ= f (x0 +h)− f (x0) = ∆y priraštaj funkcijef u tǎcki x0;

TS= f ′(x0)∆x vrednost diferencijala funkcijef u tǎcki x0 koja odgovara priraštaju
h = ∆x. Primetimo da jeST priraštaj na tangenti.

Duži TQ i ST su približno jednake, ako je priraštaj∆x mali.

5.15. Primer. Odrediti ugaoα koji zaklapa tangenta grafika funkcijey= x2−x+2, x∈
R, sa pozitivnim smeromx−ose u tački

a) x = 0; b) x = 1; c) x = 1/2.

Rešenja. Kako jey′ = 2x−1, to je

a) y′(0) =−1= tgα, odakle jeα = 3π/4; b) y′(1) = 1= tgα, odakle jeα = π/4;

c) y′(1/2) = 0 = tgα, odakle jeα = 0, ( tangenta u tǎcki x = 1/2 je paralelna sa
x−osom).I

5.16. Primer. Odrediti ugaoα koji u tačkix = 0 zaklapa tangenta grafika funkcije date
sa
a) y = sinx; b) y = sin(

√
3x); c) y = cosx;

d) y = 1− tgx; e) y = ln(x+1); f) y = x2−ex,
sa pozitivnim smeromx−ose.

Rešenja.

a) y′ = cosx, y′(0) = 1 = tgα, odakle je α = π/4.

b) y′ =
√

3cos(
√

3x), y′(0) =
√

3 = tgα, odakle je α = π/3.

c) y′ =−sinx, y′(0) = 0 = tgα, odakle je α = 0.

d) y′ =− 1
cos2x

, y′(0) =−1 = tgα, odakle je α = 3π/4.

e) y′ =
1

1+x
, y′(0) = 1 = tgα, odakle je α = π/4.

f) y′ = 2x−ex, y′(0) =−1 = tgα, odakle je,α = 3π/4. I

5.17. Primer. Napisati jednačine tangente i normale na datu krivu u datoj tački:

a) y = x3−2x2 +2 u tački (2,2); b) x2 +3xy+y2 = 11u tački(1,2);
c) y = sin2x u tački (0,0); d) y = ln(x2 +1) u tački (1, ln2).

Rešenja.

a) Prvi izvod date funkcije jey′ = 3x2− 4x, x ∈ R, pa je prvi izvod date funkcije
u tǎcki x = 2 jednaky′(2) = 3 · 22− 4 · 2 = 4. Prema geometrijskom tumačenju
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izvoda, brojy′(2) predstavlja koeficijenat pravca tangente na datu krivu u tački
(2,2). Prema tome, ako je jednačina tražene tangente oblika

y = kx+n, tada je k = 4.
Slobodaňclann se odrēduje iz uslova da tǎcka(2,2) pripada tangenti.
Iz 2 = 4·2+n sledi da jen =−6, pa je jednǎcina tražene tangentey = 4x−6.
Ako je jednǎcina normale oblikay = k1x+n1, tada uslov da su normala i tangenta
grafika u istoj tǎcki med̄usobno normalne prave povlači

k1 =−1/k,

gde jek koeficijent pravca tangente. Pošto jek= 4, to jek1 =−1/4, pa je jednǎcina
normaley = −1

4 x+n1.
Uslov da tǎcka (2,2) pripada normali daje2 = −1

4 · 2+ n1, tj. n1 = 5/2, pa je
jednǎcina tražene normale4y+x = 10.

b) Iz 2x+3y+3xy′+2yy′ = 0 dobija sey′ =−2x+3y
3x+2y

, tj. y′(1) =−2·1+3·2
3·1+2·2 =−8

7
.

Ako je tangenta oblikay = kx+ n, tada jek = −8/7, pa iz y = −8
7x+ n sledi

2 =−8
7 ·1+n ili n = 22/7. Dakle, tražena jednačina tangente je7y+8x = 22.

Jednǎcina normale dobija se izy = 7
8x+ n1, odakle je2 = 7

8 · 1+ n1, tako da je
jednǎcina tražene normale8y−7x = 9.

c) Iz y′ = 2cos2x, y′(0) = 2, sledi da ako je tražena tangenta oblikay= kx+n, tada za
koeficijent pravca te tangente važik = 2. Iz y = 2x+n i uslova da jey(0) = 0 sledi
n = 0, pa jey = 2x jednǎcina tangente grafika funkcijey = sin2x u tǎcki (0,0).
Jednǎcina tražene normale u tački (0,0) dobija se iz jednǎcine y = −x

2 + n1, od-
nosnon1 = 0. Tražena normala ima jednačinuy =−x/2.

d) Iz y′ = 2x
x2+1 slediy′(1) = 1, pa se izy = x+ n, odnosnoln2 = 1+ n, dobija jed-

nǎcina tangentey = x−1+ ln2. Jednǎcina normale jey+x = ln2+1. I

5.18. Primer. Odrediti jednačine tangente i normale za sledeće funkcije:

a) y =
√

x u tački(4,2); b) y = ex2−1 u tački(1,1);

c) y = arctgx2 u tački(0,0); d) y = arcsin
(

x+2
2

)
u tački(0, π

2).

Rešenja.

a) Iz y′ =
1

2
√

x
sledi y′(4) =

1
4
, pa je jednǎcina tangente oblikay =

1
4

x+ n. Uslov

y(4) = 2 daje2 = 1+n, pa je tražena jednačina tangente4y−x = 4.

Jednǎcina normale jey=−4x+n1, pa iz uslova2=−4·4+n1, slediy+4x = 18.
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b) Iz y′ = 2xex2−1 slediy′(1) = 2, pa je jednǎcina tangente data say = 2x+n. Kako
je 1 = 2+n, to je jednǎcina tangente u tǎcki (1,1) data say = 2x−1.

Jednǎcina normaley =− x
2 +n1, zbog uslova1 =−1

2 +n1, ima oblik2y+x = 3.

c) Iz jednakostiy′ = 2x
1+x4 sledi y′(0) = 0, pa je zbog0 = 0+ n tražena jednǎcina

tangentey = 0. Tangenta se, u stvari, poklapa sax−osom.

Jednǎcina normale u ovom slǔcaju jex = 0, tj. to je y−osa.

d) Iz y′ =
1

2
√

1− (
x+2

2

)2
i lim

x→0−
1

2
√

1− (
x+2

2

)2
= +∞. sledi da levi izvod u tǎcki

nula ne postoji. Tražena tangenta jey−osa,čija je jednǎcinax = 0.

Jednǎcina normale jey = 0, tj. tražena normala se poklapa sex-osom.I

5.19. Primer. Odrediti parametark tako da pravay= kx+1bude tangenta krivey2 = 4x
i odrediti tačku (ili tačke) dodira.

Rešenje.Datu krivu možemo zapisati kaoy(x)=±2
√

x, x≥0. Oznǎcimo saT(x0,y(x0))
tačku u kojoj tangenta dodiruje datu parabolu. Tada je

k = y′(x0) = ± 1√
x0

i y(x0) = ±2
√

x0. Prema tome se ordinata tačke dodira

nalazi iz

y(x0) = y′(x0)x0 +1, tj. ±2
√

x0 =± 1√
x0

x0 +1.

Uzimanjem pozitivnog predznaka u zadnjoj jednakosti dobija sex0 = 1 i tačka
dodira jeT(1,2). Jednǎcina tangente u toj tǎcki je y = x+1.

Druga tangenta sa datim koeficijentom pravcane postoji, jer se iz jednǎcine

−2
√

x0 =− 1√
x0

x0 +1, dobija
√

x0 =−1, što je kontradikcija.I

5.20. Primer. Iz tačkeA(2,−2) povući tangente na paraboluf (x) = x2−3x+1 i naći
tačke dodira.

Rešenje. Oznǎcimo sa(x0, f (x0)) tačku dodira tangente i date parabole. Koeficijent
pravca tangente jek = f ′(x0) = 2x0−3, a jednǎcina tangente jey− f (x0) = k(x−
x0), odnosno zax = 2, y =−2 važi

−2−x2
0 +3x0−1 = (2x0−3)(2−x0).

Tako se dobija jednǎcinax2
0−4x0 +3 = 0, sa rešenjimax0 = 1 i x0 = 3.

Prema tome, tǎcke dodira suB(1,−1) i C(3,1), a koeficijenti pravaca tangenti su
k1 =−1 i k2 = 3. Jednǎcine traženih tangenti suy+x = 0 i y = 3x−8. I
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5.7 Razni izvodi

5.8 Izvod složene funkcije

5.21. Teorema. Neka funkcijag : (a,b) → (c,d) ima izvod u tačkix0 ∈ (a,b) i neka
funkcija f : (c,d)→ R ima izvod u tačkig(x0) ∈ (c,d). Tada složena funkcijak =
f ◦g, k : (a,b)→ R, ima izvod ux0 i važi

k′(x0) = f ′g(g(x0)) ·g′(x0).

Dokaz. Prema pretpostavci, funkcijag ima izvod u tǎcki x0, te je

g′(x0) = lim
h→0

g(x0 +h)−g(x0)
h

i lim
h→0

(
g(x0 +h)−g(x0)

)
= 0.

Dakle ako jeg(x0+h)−g(x0) = l , odnosnog(x0+h) = g(x0)+ l , tadal → 0 kada
h→ 0.

Posmatrácemo dva slǔcaja:g′(x0) 6= 0 i g′(x0) = 0.

I Ako je g′(x0) 6= 0 i, zah dovoljno malo,g(x0 +h)−g(x0) 6= 0, tada važi

k′(x0) = lim
h→0

k(x0 +h)−k(x0)
h

= lim
h→0

f (g(x0 +h))− f (g(x0))
g(x0 +h)−g(x0)

· lim
h→0

g(x0 +h)−g(x0)
h

= lim
l→0

f (g(x0)+ l)− f (g(x0))
l

· lim
h→0

g(x0 +h)−g(x0)
h

= f ′g(g(x0))g′(x0).

II Ako je g′(x0) = 0 i, za sve dovoljno male vrednostih 6= 0, g(x0+h)−g(x0) = 0,

tada jek′(x0) = 0, jer je
k(x0 +h)−k(x0)

h
= 0.

Ako, med̄utim, za dovoljno maloh 6= 0 važig(x0 +h)−g(x0) 6= 0, tada je

k′(x0) = lim
h→0

k(x0 +h)−k(x0)
h

= lim
h→0

f (g(x0 +h))− f (g(x0))
g(x0 +h)−g(x0)

· lim
h→0

g(x0 +h)−g(x0)
h

= 0 = f ′g(g(x0))g′(x0). I
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5.22. Primer. Odrediti izvode sledećih složenih funkcija:

a) f (x) = (x4 +3x2 +3)5; b) f (t) = (t2 +1)2; c) f (s) = 3
√

5s2−s−3;

d) f (x) = (3x−1)6 ·√2x−5; e) f (x) =
(

x
x+1

)5/2

; f) f (x) =
2x+3√
4x2 +9

.

Rešenja.

a) Ako oznǎcimo u = x4 +3x2 +3, tada se data funkcija može zapisati kaof (u) = u5, pa je
njen izvod f ′(x) = f ′uu′x = 5u4 ·u′.
Kako jeu′ = 4x3 +6x, to je prvi izvod date složene funkcije

f ′(x) = 5(x4 +3x2 +3)4(4x3 +6x), x∈ R.

b) f ′(t) = 2(t2 +1) ·2t = 4t(t2 +1), t ∈ R.

c) f ′(s) =
1
3

3
√

(5s2−s−3)−2 · (10s−1) =
10s−1

3 3
√

(5s2−s−3)2
, 5s2−s 6= 3.

d) U ovom slǔcaju zax >
5
2

imamo

f ′(x) = 6 ·3· (3x−1)5 ·√2x−5+(3x−1)6 · 2

2
√

2x−5

= 18(3x−1)5 ·√2x−5+(3x−1)6 · 1√
2x−5

=
(3x−1)6 +18(3x−1)5 · (2x−5)√

2x−5
=

(3x−1)5 · (39x−91)√
2x−5

.

e) Zax > 0 je f ′(x) =
5
2
·
(

x
x+1

)3/2

· x+1−x
(x+1)2 =

5
2(x+1)2 ·

(
x

x+1

)3/2

=
5
√

x3

2
√

(x+1)7
.

f) Zax∈ R je f ′(x) =
2
√

4x2 +9− (2x+3)8x

2
√

4x2+9

4x2 +9
=

−12x+18

(
√

4x2 +9)3
. I

5.23. Primer. Odrediti izvode sledećih funkcija:

a) f (x) = sin2x+cos5x; b) f (x) = 3sin5x+ tg
√

x; c) f (x) = (sinx+cosx)2;

d) f (x) =
√

arctgx+ tg x; e) f (x) =
1√

(5cosx+arccosx)3
; f) f (x) = arctg

1+x
1−x

;

g) f (x) = arcsin
√

x−√arcsinx; h) f (x) = cos(3x)+cos(x3)+cos3x+3cosx.

Rezultati.

a) f ′(x) = 2cos2x−5sin5x. b) f ′(x) = 15sin4xcosx+
1

cos2
√

x
· 1
2
√

x
.

c) f ′(x) = 2(sinx+cosx)(cosx−sinx) = 2(cos2x−sin2x) = 2cos2x.

d) f ′(x) =
1

2
√

arctgx+ tgx
·
(

1
1+x2 +

1
cos2x

)
. e) f ′(x) =

−3
2
·

−5sinx− 1√
1−x2√

(5cosx+arccosx)5
.



138 Glava 5. Izvod funkcije

f) f ′(x) =
1

1+
(

1+x
1−x

)2 ·
1−x− (1+x)(−1)

(1−x)2 =
(1−x)2

2(1+x2)
· 2
(1−x)2 =

1
x2 +1

.

g) f ′(x) =
1√

1−x
· 1
2
√

x
− 1

2
√

arcsinx
· 1√

1−x2
.

h) f ′(x) =−3sin(3x)−3x2sin(x3)−3cos2xsinx−3sinx. I

5.24. Primer. Odrediti izvode sledećih složenih funkcija:

a) f (x) = ex2+3x+1 ; b) f (x) = esinx+cosx ;

c) f (x) = ln
√

x2 +2+
√

ln(x2 +2) ; d) f (t) = 2t2−1 + ln(t2−1) ;

e) f (x) = ln(ex +1)3 + ln3(ex +1) ; f) f (x) = ln

(
1+x
1−x

)
.

Rezultati.

a) f ′(x) = ex2+3x+1(x2+3x+1)′ = (2x+3)ex2+3x+1. b) f ′(x) = (cosx−sinx)esinx+cosx.

c) f ′(x) =
x

x2 +2
+

1√
ln(x2 +2)

· x
x2 +2

. d) f ′(t) = 2t ln2·2t2−1+
2t

(t2−1)
.

e) f ′(x) =
3ex

ex +1
+3ln2(ex+1) · ex

ex +1
. f) f ′(x) =

1−x
1+x

· 2
(1−x)2 =

2
1−x2 . (Uporediti

sa primerom 5.23 f).)I

5.25. Primer. Odrediti prve izvode sledećih funkcija:

a) f (x) = ln
(

tg
(x

2

))
− cosx

sin2x
; b) f (x) =

xarcsinex + ln(sin2x)
arctgx

;

c) f (x) = 6ln
x2 +1
x2−1

+2ln
x−1
x+1

+4 arctgx; d) f (x) =
2x2

cos(x2 +1) arctgx
esinx+2 +cos2x

.

Rezultati.

a) f ′(x) =
1

tg
x
2

· 1

cos2
x
2

· 1
2
− −sin3x−2sinxcos2x

sin4x
=

1

2sin
x
2

cos
x
2

+
1+cos2x

sin3x

=
sin2x+1+cos2x

sin3x
=

2

sin3x
.

b) f ′(x) =

(
arcsinex +x(1−e2x)−1/2ex +

2cos2x
sin2x

)
arctgx

(arctgx)2 −
(xarcsinex + ln(sin2x)) 1

1+x2

(arctgx)2 .
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c) f ′(x) = 6
x2−1
x2 +1

· 2x(x2−1)−2x(x2 +1)
(x2−1)2 +2

x+1
x−1

2
(x+1)2 +4

1
1+x2

= 6
−4x

x4−1
+4

1
x2−1

+4
1

x2 +1
=
−24x+4x2 +4+4x2−4

x4−1
=

8x2−24x
x4−1

.

d) f ′(x) =
2x2x2

ln2cos(x2 +1)arctgx
esinx+2 +cos2x

+
2x2

(−sin(x2 +1))2xarctgx
esinx+2 +cos2x

+
2x2

cos(x2 +1)
(esinx+2 +cos2x)(x2 +1)

− 2x2
cos(x2 +1)arctgx(cosxesinx+2−2sin2x)

(esinx+2 +cos2x)2 . I

5.9 Izvod implicitne funkcije

Ako je funkcijay= y(x) data implicitno jednǎcinom F(x,y) = 0, tada se difer-
enciranjem pox, a koristéci činjenicu da jey funkcija odx, dobija jednǎcina u kojoj
se pojavljujux,y i y′. Rešavanjem te jednačine poy′, nalazimo traženi izvod.

5.26. Primer. Odrediti prvi izvod implicitnih funkcija:

a) x2 +y2 = 4; b) 2x−3y+3 = x2 +2y−6x;

c)
√

x+
√

y = 5x; d) x4 +4x2y2−3xy3 +3x = 0;

e) (y2−9)3 = (2x3 +3x−1)2; f) (2+xy)2 = 3x2−7.

Rešenja.

a) Pre svega je(y2)′x = 2yy′, pa diferenciranjem pox date jednakosti dobijamo
2x+2yy′ = 0, odakle slediy′ =−x/y.

b) Iz jednǎcine2−3y′ = 2x+2y′−6 slediy′ =
−2x+8

5
.

c) Iz jednǎcine
1

2
√

x
+

y′

2
√

y
= 5 slediy′ = 10

√
y−

√
y√
x
.

d) Pre svega važi4x3 +8xy2 +8x2yy′−3y3−9xy2y′+3 = 0, odakle sledi

y′ =
−4x3−8xy2 +3y3−3

8x2y−9xy2 .

e) U ovom slǔcaju je6(y2−9)2yy′=2(2x3 +3x−1)(6x2 +3), odakle sledi

y′ =
(2x3 +3x−1)(2x2 +1)

y(y2−9)2 .

f) Pošto je2(2+xy)(y+xy′) = 6x, to jey′ =
3x−2y−xy2

x(2+xy)
. I
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5.27. Primer. Odrediti prvi izvod sledećih funkcija:

a) y = xx ; b) y = x
√

x ; c) y = (
√

x)x ;

d) y = xsinx ; e) y = (sinx)cosx ,

zax > 0 (zadaci pod a), b), c) i d)), odnosno, u zadatku pod e), zax sa osobinom
sinx > 0.

Rešenja.

a) Datu funkciju možemo zapisati u oblikuy = exlnx, čiji je prvi izvod

y′ = exlnx(lnx+1) = xx(lnx+1), x > 0.

Ovaj zadatak može se rešiti i tako što se prvo data jednakosty = xx logaritmuje, pa
onda potraži izvod:

lny = xlnx ⇒ y′

y
= lnx+1, tj. y′ = y(lnx+1).

Zamenomy = xx u zadnju jednakost ponovo dobijamoy′ = xx(lnx+1).
b) Na osnovu jednakostiy = e

√
xlnx, x > 0, sledi

y′ = e
√

xlnx

(
lnx
2
√

x
+
√

x
x

)
= x

√
x · lnx+2

2
√

x
, x > 0.

c) Kako jey = e(xlnx)/2, to jey′ = e(xlnx)/2

(
1+ lnx

2

)
, x > 0.

d) Iz y = esinxlnx slediy′ = xsinx

(
cosxlnx+

sinx
x

)
, x > 0.

e) Iz y = ecosxlnsinx slediy′ = (sinx)cosx

(
−sinxlnsinx+

cos2x
sinx

)
, sinx > 0. I

5.10 Izvod inverzne funkcije

5.28. Teorema.Ako bijektivna funkcijaf : (a,b)→ (c,d) zadovoljava sledeća tri uslova:

(i) funkcija f je monotona na intervalu(a,b);

(ii) funkcija f ima prvi izvod u tačkix0 ∈ (a,b);

(iii) broj f ′(x0) je različit od nule,

tada funkcija f ima inverznu funkciju f−1 : (c,d)→ (a,b), i njen izvod u tački
y0 = f (x0) je

( f−1)′y(y0) =
1

f ′x(x0)
. (5.5)
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U praksi, izvod inverzne funkcije za datu funkciju može se odrediti ili eksplicitnim
nalaženjem inverzne funkcije, ili pomoću relacije (5.5).

5.29. Primer. Odrediti izvod funkcijef−1, inverzne za datu funkcijuf :

a) f (x) = 2x+3, x∈R; b) f (x) =
√

x+3, x> 0; c) f (x) = x2−2x, x> 1.

Rešenja.

a) Prvi način. Ako stavimoy = f (x) = 2x+ 3, tada važix = y−3
2 . Dakle, funkcija

f−1(x) = x−3
2 je inverzna za datu funkcijuf i njen izvod je( f−1)′(x) = 1/2, x∈R.

Drugi način. Posle zamene mesta promenljivihx i y dobijamox = 2y+ 3, odnosno

f (y) = 2y+3 i f ′(y) = 2. Prema gornjoj formuli važi( f−1)′(x) =
1

f ′(y)
=

1
2
.

b) Kako jex = f (y) =
√

y+3 i f ′(y) =
1

2
√

y
, to je traženi prvi izvod inverzne funk-

cije, f−1, jednak( f−1)′(x) = 2
√

y = 2(x−3), x > 3 (drugi nǎcin).

c) U ovom slǔcaju jex = f (y) = y2− 2y i f ′(y) = 2y− 2, odakle sledi da je izvod
inverzne funkcijef−1 oblika ( f−1)′(x) = 1

2y−2. Pošto je( f−1(x)−1)2 = x+1, to

je konǎcno( f−1)′(x) = 1
2
√

x+1
, x >−1. I

5.11 Prvi izvod funkcije date u parametarskom obliku

Funkcijay = f (x), x∈ (a,b), je data u parametarskom obliku ako je

x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ (α,β), (5.6)

pri čemu jeφ monotona funkcija.

5.30. Teorema. Neka suφ i ψ diferencijabilne funkcije na intervalu(α,β) i neka je
φ′t 6= 0, t ∈ (α,β). Tada se prvi izvod funkcijey = f (x) date u parametarskom
obliku (relacija (5.6)) odrēduje po formuli

f ′(x) =
ψ′t
φ′t

ili
dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

.

5.31. Primer. Odrediti prvi izvod sledećih funkcija datih u parametarskom obliku:

a) x = t2 +2t, y = 2t3−6t, t ∈ R;
b) x = 2(t−sint), y = 2(1−cost), t ∈ (0,2π);
c) x = 2cos3 t, y = sin3 t, t ∈ (0,π/2).
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Rešenja.

a) Pošto jex′t = 2t +2, y′t = 6t2−6, to jey′ =
6t2−6
2t +2

= 3(t−1), t 6=−1.

b) Pošto jex′t = 2(1−cost), y′t = 2sint, to jey′ =
sint

(1−cost)
, t ∈ (0,2π).

c) Pošto jex′t = 6cos2 t(−sint), y′t = 3sin2 t cost, to jey′ =
3sin2 t cost
−6cos2 t sint

=− 1
2 ctgt

,

t ∈ (0,π/2). I

5.12 Izvodi višeg reda

Pretpostavimo da funkcijaf ima prvi izvod f ′ na intervalu(a,b) i neka je
x0 ∈ (a,b). Drugi izvod funkcije f u tački x0 je izvod funkcije f ′ u tǎcki x0 (ako
postoji), i obeležava se saf ′′(x0).
Analogno se definišu treći, četvrti, . . . ,n−ti izvod funkcije f u tǎcki x0, i obeležavaju
se redom saf ′′′(x0), f (4)(x0), . . . , f (n)(x0).

5.32. Primer. Za funkciju

a) f (x) = 4x2−2x+5− 3
x
, odrediti f ′, f ′′, f ′′′, f (4);

b) f (x) =
√

3−5x, odrediti f ′, f ′′, f ′′′;

c) f (x) =
2x−3
3x+1

, odrediti f ′, f ′′, f ′′′;

d) x3−y3 = 2, y = f (x), odrediti f ′, f ′′;

e) y4 +3y−4x3 = 5x+3, y = f (x). odrediti f ′′;

Rešenja.
a) Prvi izvod funkcijef je funkcija f ′ data saf ′(x) = 8x−2+3x−2,x 6= 0, dok je njen

drugi izvod jednakf ′′(x) = ( f ′(x))′ = 8−6x−3, x 6= 0. Dalje je f ′′′(x) = 18x−4,

f (4)(x) =−72x−5, x 6= 0.

b) Zax < 3/5 je f ′(x) =
−5

2
√

3−5x
, f ′′(x) =

−25

4
√

(3−5x)3
i f ′′′(x) =

−375

8
√

(3−5x)5
.

c) Zax 6=−1/3 je f ′(x) =
2(3x+1)−3(2x−3)

(3x+1)2 =
11

(3x+1)2 ,

f ′′(x) =
−66

(3x+1)3 i f ′′′(x) =
594

(3x+1)4 .
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d) Diferenciranjem date jednačine pox dobijamo3x2−3y2y′ = 0, tj. y′ =
x2

y2 . Difer-

enciranjem zadnje jednačine pox i zamenomy′ iz prethodne jednakosti sledi:

y′′ =
2xy−2y′x2

y3 =
2xy−2

(
x2

y2

)
x2

y3 =
2xy3−2x4

y5 .

e) U ovom slǔcaju imamoy′ =
12x2 +5
4y3 +3

i

y′′ =
24x(4y3 +3)− (12x2 +5)12y2y′

(4y3 +3)2 =
24x(4y3 +3)− (12x2 +5)12y2 12x2 +5

4y3 +3
(4y3 +3)2

=
24x(4y3 +3)2−12y2(12x2 +5)2

(4y3 +3)3

= 12
32xy6 +48xy3−144x4y2−120x2y2−25y2 +18x

(4y3 +3)3 . I

5.33. Primer. Za sledeće funkcije:a) f (x) = 6x4+2x3−3x2+5x+1; b) f (x) =
1

1−x
,

odrediti f (0), f ′(0), f ′′(0), f ′′′(0), f (4)(0) i f (5)(0).

Rešenja.

a) Pre svega jef (0) = 1, a zax∈ R važi f ′(x) = 24x3 +6x2−6x+5,
f ′(0) = 5, f ′′(x) = 72x2 +12x−6, f ′′(0) =−6, f ′′′(x) = 144x+12,
f ′′′(0) = 12, f (4)(x) = 144, f (4)(0) = 144, f (5)(x) = 0, f (5)(0) = 0;

Za polinomn−tog stepena

P(x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0, x∈ R, (an 6= 0) važi

P( j)(0) = a j · j! j = 0,1, . . . ,n.

Naravno, ako jej > n, tada za svex∈ R važiP( j)(x) = 0.

b) U ovom slǔcaju je f (0) = 1, a zax 6= 1 važi

f ′(x) =
1

(1−x)2 , f ′(0) = 1 f ′′(x) =
2

(1−x)3 , f ′′(0) = 2,

f ′′′(x) =
2·3

(1−x)4 , f ′′′(0) = 6,

f (4)(x) =
2·3·4
(1−x)5 , f (4)(0) = 24, f (5)(x) =

2·3·4·5
(1−x)6 , f (5)(0) = 120;I
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5.34. Primer. Naći f ( j)(x) za j ∈ N, ako je

a) f (x) = ex; b) f (x) = sinx; c) f (x) = cosx.

Rešenja.

a) Za x∈ R je f ′(x) = ex i f ′′(x) = ex. Ako za nekom∈ N važi f (m)(x) = ex, x∈ R,

tada diferenciranjem ove jednakosti sledi
(

f (m)(x)
)′

= (ex)′ = ex, x ∈ R. Na
osnovu principa matematičke indukcije sledi da za svej ∈ N važi

f ( j)(x) = ex, x∈ R.

b) Pošto je zax∈ R, f (x) = sinx, tada je

f ′(x) = cosx f ′′(x) =−sinx, f ′′′(x) =−cosx, f (4)(x) = sinx,

i za j ∈ N važi:

f (4 j)(x) = sinx, f (4 j+1)(x) = cosx, f (4 j+2)(x) =−sinx, f (4 j+3)(x) =−cosx.

Ove formule se mogu napisati u obliku

sin( j) x = sin

(
x+

jπ
2

)
, j ∈ N, x∈ R.

c) Analogno slǔcaju pod b), imamo zax∈ R :

f (4 j)(x) = cosx, f (4 j+1)(x) =−sinx, f (4 j+2)(x) =−cosx, f (4 j+3)(x) = sinx,

odnosno

cos( j)(x) = cos

(
x+

jπ
2

)
, j ∈ N, x∈ R. I

5.13 Primena izvoda funkcije

5.13.1 Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije

Funkcija f raste (respektivno opada) na intervalu(a,b) ako za svakox1,x2 ∈
(a,b) važi

x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2) (respektivno x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2)) .

5.35. Teorema.Neka je funkcijaf neprekidna na zatvorenom intervalu[a,b] i diferen-
cijabilna na otvorenom intervalu(a,b).

Ako je f ′(x) > 0 za svakox∈ (a,b), tada je funkcijaf rastuća na intervalu[a,b].

Ako je f ′(x) < 0 za svakox ∈ (a,b), tada je funkcija f opadajuća na intervalu
[a,b].



5.13. Primena izvoda funkcije 145

5.36. Teorema. Neka je funkcijaf neprekidna na zatvorenom intervalu[a,b] i diferen-
cijabilna na otvorenom intervalu(a,b).

Ako je funkcijaf rastuća na intervalu[a,b], tada je f ′(x)≥ 0 za svakox∈ (a,b).

Ako je funkcija f opadajuća na intervalu[a,b], tada je f ′(x) ≤ 0 za svakox ∈
(a,b).

Dokaz. Neka jex proizvoljna tǎcka intervala(a,b). Pošto je prema pretpostavci funkcija
f rastúca na(a,b), to za dovoljno maloh važi

f (x+h)− f (x)
h

> 0.

Posle primene graničnog procesa imamo

lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h

= f ′(x)≥ 0, x∈ (a,b),

jer po pretpostavci funkcijaf ima izvod u tǎcki x.

Na primer,

funkcija f (x) = x2 na intervalu(−∞,0) opada i f ′(x) = 2x < 0, a na intervalu
(0,+∞) raste i f ′(x) > 0, dok

funkcija f (x) = x3 raste na intervalu(−∞,+∞). Kako je f ′(x) = 3x2, to je f ′(x) > 0
zax∈ R\{0} i f ′(0) = 0. I
Prethodni primer pokazuje da rastuća funkcija ne mora imati uvek pozitivan izvod.

5.37. Definicija. Tačkac koja pripada domenu funkcijef zove sekriti čna tačka funkcije
f ako je ili f ′(c) = 0 ili f ′(c) ne postoji.

5.38. Primer. Odrediti kritične tačke funkcijef (x) = (x+5)2 3
√

x−4, x∈ R.

Rešenje. Data funkcija je neprekidna za svakox∈ R. Za x 6= 4, prvi izvod funkcije f
je

f ′(x) = 2(x+5)(x−4)1/3 +(x+5)2 1

3(x−4)2/3
=

(x+5)2 +6(x+5)(x−4)
3(x−4)2/3

=
(x+5)(7x−19)

3(x−4)2/3
.

Kako je f ′(x) = 0 zax = −5 i x = 19/7, a prvi izvod ne postoji zax = 4, to data
funkcija ima tri kritične tǎcke: x1 =−5, x2 = 19/7 i x3 = 4.

Podsetimo se da funkcijaf : (a,b)→R ima lokalni maksimum (respektivno lokalni
minimum) u tǎcki x0 ∈ (a,b) ako postoji interval(c,d) koji sadrži tǎcku x0, tako
da za svex∈ (c,d) važi f (x)≤ f (x0) (respektivno f (x)≥ f (x0)). I
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5.39. Teorema.Ako je funkcijaf neprekidna na intervalu(a,b) i ima ekstremnu vred-
nost (tj. lokalni minimum ili lokalni maksimum) u tačkic, c∈ (a,b), tada je tačka
c kritična tačka funkcijef (tj. ili je f ′(c) = 0 ili f ′(c) ne postoji).

Dokaz. Pretpostavimo da funkcijaf ima u tǎcki c ekstremnu vrednost. Akof ′(c)
ne postoji, tada nema šta da se dokazuje. Akof ′(c) postoji, tada je tǎcan samo
jedan od sledéca tri iskaza:

f ′(c) > 0, f ′(c) < 0 ili f ′(c) = 0.

Pretpostavimo da jef ′(c) > 0. Iz definicije prvog izvoda sledi da postoji interval
(c− ε,c+ ε)⊂ (a,b), takav da važi

f (c+h)− f (c)
h

> 0 za sve 0 < |h|< ε.

To znǎci da je f (c+h) > f (c) zah > 0, odnosnof (c+h) < f (c) zah < 0. Prema
tome f (c) nije ni najvéca vrednost (maksimum) ni najmanja vrednost (minimum)
na intervalu(c− ε,c+ ε), suprotno pretpostavci da uc funkcija f ima ekstremnu
vrednost. Analogno se dobija kontradikcija i kada se pretpostavif ′(c) < 0. Prema
tome je f ′(c) = 0. I
Geometrijska interpretacija prethodne teoreme jeste da diferencijabilna funkcija
ima horizontalnu tangentu u tački lokalnog ekstrema.

Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu[a,b] tada jeglobalni mak-
simum (respektivnoglobalni minimum ) na tom intervalu najvéca (respektivno
najmanja) od vrednostif (a), f (b), f (ci), i = 1, . . . ,k, gde suci kriti čne tǎcke
funkcije f , ak njihov broj.

5.40. Primer. Odrediti globalni maksimum i globalni minimum za funkcijuf (x) = x3−
12x+5, na intervalu[−3,5].

Rešenje. Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = 3x2− 12 = 3(x2− 4) = 3(x− 2)(x+ 2).
Prema tome, kritǐcne tǎcke sux1 = −2, x2 = 2, i važi f (−3) = 14, f (−2) =
21, f (2) =−11, f (5) = 70.

Odatle sledi da data funkcijaf ima globalni minimum u tǎcki x2 = 2, a globalni
maksimum u krajnjoj tǎcki intervalax = 5. I

Prvi kriterijum za odre d̄ivanje ekstremnih vrednosti funkcije

5.41. Teorema. Neka je funkcijaf : (a,b) → R neprekidna na zatvorenom intervalu
[a,b], i diferencijabilna na otvorenom intervalu(a,b), izuzev možda u tačkic ∈
(a,b) i neka jec kritična tačka za funkcijuf .

1. Ako je f ′(x) > 0 za x ∈ (a,c), a f ′(x) < 0 za x ∈ (c,b), tada funkcija f ima
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lokalni maksimum u tačkic.

2. Ako je f ′(x) < 0 za x ∈ (a,c), a f ′(x) > 0 za x ∈ (c,b), tada funkcija f ima
lokalni minimum u tačkic.

3. Ako je f ′(x) > 0, ili f ′(x) < 0, za svex ∈ (a,b), osim možda u tačkic, tada
funkcija f nema ekstremne vrednosti u tačkic.

Dokaz. 1. Na osnovu teoreme 5.35 uslovf ′(x) > 0 za x ∈ (a,c), povlǎci da funkcija f
raste na intervalu(a,c), dok uslov f ′(x) < 0 za x ∈ (c,b), znǎci da funkcija f opada na
intervalu(c,b). Prema tome jef (c) > f (x), za svex∈ (a,b), x 6= c, što znǎci da u tǎcki c
funkcija dostiže lokalni maksimum. Delovi 2. i 3. dokazuju se analogno.I

5.42. Primer. Odrediti tačke u kojima date funkcije imaju ekstremne vrednosti i intervale
na kojima one rastu, odnosno opadaju:

a) f (x) = 2−4x−x2, x∈ R; b) f (x) = (x+1)2, x∈ R;

c) f (x) = (x+1)3, x∈ R; d) f (x) = x3 +x2−5x−5, x∈ R;

e) f (x) =
−x

x+2
, x∈ R, x 6=−2; f) f (x) =

x
x2−6x+16

, x∈ R;

g) f (x) =
x
3
− 3
√

x, x∈ R; h) f (x) = x+ lnx, x > 0.

Rešenja.

a) Kako je f ′(x) = −4−2x, x∈ R, to je f ′(x) = 0 zax = −2, gde funkcija f ima
ekstremnu vrednost.

Za−4−2x > 0, tj. zax <−2, funkcija raste.

Za−4−2x < 0, tj. zax >−2, funkcija opada.

Prema tome, u tǎcki x =−2 data funkcija ima lokalni maksimum.

b) Kako je f ′(x) = 2(x+1), x∈R, to u tǎcki x=−1 funkcija ima ekstremnu vrednost.
Zax+1 > 0, tj. zax >−1, funkcija raste.

Zax+1 < 0, tj. zax <−1, funkcija opada.

Prema tome, u tǎcki x =−1 data funkcija ima lokalni minimum.

c) Kako je f ′(x) = 3(x+1)2 > 0 zax∈ (−∞,−1)∪ (−1,+∞), to na tom skupu data
funkcija raste, pa zato u tački x =−1 ona nema ekstremnu vrednost. Dakle, funk-
cija f raste na celomR.

d) Kako je f ′(x) = 3x2 + 2x−5 = (3x+ 5)(x−1), x ∈ R, to su kritǐcne tǎcke x1 =
−5/3 i x2 = 1. Za (3x+5)(x−1) > 0, funkcija raste.

(Poslednja nejednačina rešava se ili pomoću grafika odgovarajúce parabole ili po-
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moću odgovarajúcih intervala na kojima su izrazi3x+5 i x−1 istog znaka.)

Tako se dobija da data funkcija raste na intervalima(−∞,−5/3) i (1,+∞).

Funkcija f opada na intervalu(−5/3,1).

Prema tome, u tǎcki x1 =−5/3 funkcija f ima lokalni maksimum, a u tački x2 = 1
data funkcija ima lokalni minimum.

e) Kako je f ′(x) =
−2

(x+2)2 < 0, x 6= −2, to data funkcija opada na intervalima

(−∞,−2), (−2,+∞) i nema ekstremnih vrednosti.

f) Kako je f ′(x) =
16−x2

(x2−6x+16)2 , to su kritǐcne tǎckex1 =−4, i x2 = 4.

Data funkcija raste zaf ′(x) > 0, tj. za16−x2 > 0, što povlǎci da f raste na inter-
valu (−4,4).

Funkcija f opada na intervalima(−∞,−4) i (4,+∞).

Funkcija f ima lokalni minimum u tǎcki x1 = −4, a lokalni maksimum u tǎcki
x2 = 4.

g) Kako je f ′(x) =
1
3
− 1

3
x−2/3 =

1
3
(1− 1

x2/3
) =

x2/3−1

3x2/3
=

x2−1

3x2/3(x4/3 +x2/3 +1)
,

x 6= 0, to funkcija ima kritǐcne tǎckex1 =−1, x2 = 1 i x3 = 0.

Funkcija f opada zax2−1 < 0, odnosno na intervalima(−1,0) i (0,1).

Funkcija f raste na intervalima(−∞,−1) i (1,+∞).

Funkcija f ima lokalni maksimum u tǎcki x1 = −1, a lokalni minimum u tǎcki
x2 = 1. Tačkax3 = 0 nije ekstrem funkcije.

h) Kako je f ′(x) = 1+
1
x

=
1+x

x
> 0, to funkcija f raste na intervalu(0,+∞) i f

nema ekstremnih vrednosti.I

5.13.2 Teoreme srednje vrednosti

5.43. Rolova teorema.Ako je funkcijaf

neprekidna na zatvorenom intervalu[a,b],

diferencijabilna na otvorenom intervalu(a,b) i

važi f (a) = f (b),

tada postoji tačkaξ ∈ (a,b) za koju jef ′(ξ) = 0.
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Dokaz. Ako je funkcija f konstanta, tj.f (a) = f (x) = f (b), za svex ∈ (a,b), tada je
f ′(x) = 0 za svakox∈ (a,b).

Ako je f (x) > f (a), za neke vrednostix ∈ (a,b), tada funkcijaf dostiže lokalni maksi-
mum u nekoj tǎcki c∈ (a,b). Primetimo da tada važif (c) > f (a) = f (b). Kako je, prema
pretpostavci, funkcijaf diferencijabilna na(a,b), to na osnovu teoreme 5.39 sledi da je u
tački c prvi izvod jednak nuli, tj.f ′(c) = 0.

Analogno, ako jef (x) < f (a) za nekox∈ (a,b), funkcija dostiže lokalni minimum u nekoj
tački c∈ (a,b) za koju zbog diferencijabilnosti važif ′(c) = 0. I

Geometrijsko znǎcenje Rolove teoreme 5.43 je da, za funkciju koja zadovoljava
sva tri njena uslova, postoji bar jedna tačka ξ ∈ (a,b) u kojoj je tangenta grafika
horizontalna prava (sl. 5.3).

B(b,f(b))

b

f(a)

0 a

A(a,f(a))

a

x

b=a

f( )x

x

y

B

x

b

y

0 a

A

f( )x

x

Slika 5.2. Slika 5.3.

5.44. Lagranžova teorema.Ako je funkcijaf

neprekidna na zatvorenom intervalu[a,b] i

diferencijabilna na otvorenom intervalu(a,b),

tada postoji tačkaξ ∈ (a,b), takva da važi
f (b)− f (a)

b−a
= f ′(ξ).

Dokaz. Funkcija

g(x) = f (x)− f (a)−
(

f (b)− f (a)
b−a

)
(x−a), x∈ [a,b],

zadovoljava uslove Rolove teoreme. Naime, funkcijag je neprekidna na intervalu[a,b],
diferencijabilna na intervalu(a,b) i g(a) = g(b) = 0.

Prvi izvod funkcijeg je

g′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)
b−a

.
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Na osnovu Rolove teoreme 5.43 postoji tačkaξ ∈ (a,b) takva da jeg′(ξ) = 0, tj.

0 = f ′(ξ)− f (b)− f (a)
b−a

⇒ f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b−a
. I

Geometrijsko znǎcenje Lagranžove teorema 5.44 je da, za funkcijuf koja zadovol-
java njene uslove, postoji tačkaξ ∈ (a,b), u kojoj je tangenta paralelna sa sečicom
koju odrēduju tǎcke A(a, f (a)) i B(b, f (b)) (sl. 5.2). Naime, koeficijent pravca
sěciceAB je

tgβ =
f (b)− f (a)

b−a
,

što je prema Lagranžovoj teoremi jednako prvom izvodu funkcijef u tǎcki ξ, tj.
koeficijentu pravca tangente funkcijef tački sa apscisomξ.

5.45. Primer. Pokazati da funkcijaf (x) = x(x− 1)(x− 2) zadovoljava uslove Rolove
teoreme na intervalima[0,1] i [1,2], odnosno na intervalu[0,2], i odrediti odgo-
varajuće vrednostiξ.

Rešenje. Data funkcija je neprekidna i diferencijabilna u svakoj tački ovih intervala i
važi f (0) = f (1) = f (2) = 0, što znǎci da ona zadovoljava uslove Rolove teoreme
na intervalima[0,1], [1,2] i [0,2]. Kako je f ′(x) = 3x2− 6x+ 2, to je f ′(x) = 0

za x1,2 = 1±
√

3
3 . Dakle, tǎcke u kojima je prvi izvod funkcije jednak nuli su

ξ1 = 1−
√

3
3 ∈ [0,1] i ξ2 = 1+

√
3

3 ∈ [1,2]. Na intervalu [0,2] funkcijaf ′ ima
dve realne nuleξ1 i ξ2. I
Poslednji primer pokazuje da tačka ξ iz Rolove teoreme nije jedinstvena. Prime-
timo takod̄e da Rolova teorema daje samo postojanje tačkeξ u kojoj je prvi izvod
jednak nuli, ali ne i njenu konstrukciju.

5.46. Primer. Primenom Lagranžove teoreme 5.44 pokazati sledeće nejednakosti

a) |sinx−siny| ≤ |x−y|, x,y∈R; b) |cos(2x)−cos(2y)|< 2|x−y|, x,y∈R;

c) |arctgx−arctgy| ≤ |x−y|, x,y∈ R; d)
x−y

x
< ln

x
y

<
x−y

y
, 0 < y < x.

Rešenja.

a) Primenom Lagranžove teoreme na funkcijuf (t) = sint, t ∈ R, koja je neprekidna
i diferencijabilna na proizvoljnom intervalu[x,y], dobijamo da postoji tǎcka ξ ∈
(x,y) takva da važi

sinx−siny = (x−y)cosξ,
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odakle je|sinx−siny|= |cosξ| · |x−y| ≤ |x−y|.
b) Za funkciju f (t) = cos(2t), t ∈R, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu

[x,y], postoji tǎckaξ ∈ (x,y) sa osobinom

cos(2x)−cos(2y) =−2(x−y)sin(2ξ),

odnosno|cos2x−cos2y|= |−2sin2ξ| · |x−y| ≤ 2|x−y|.
c) Za funkciju f (t) = arctgt, t ∈ R, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu

[x,y], postoji tǎcka ξ ∈ (x,y) sa osobinomarctgx− arctgy =
x−y
1+ξ2 . Odavde je

|arctgx−arctgy|= |x−y|
1+ξ2 ≤ |x−y|.

d) Za funkciju f (t) = ln t, t > 0, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
[y,x], 0< y< x, postoji tǎckaξ∈ (y,x) sa osobinomlnx− lny= ln x

y = x−y
ξ . Odavde

je | lnx− lny|= |x−y|
ξ , odnosno1

x < 1
ξ < 1

y , važi x−y
x < ln x

y < x−y
y . I

5.47. Primer. Pokazati teoremu 5.35.

Dokaz. Pokazácemo samo prvi deo teoreme, odnosno sledeće tvrd̄enje.
Ako je funkcijaf neprekidna na zatvorenom intervalu[a,b], diferencijabilna na otvorenom
intervalu(a,b) i važi f ′(x) > 0 za svakox∈ (a,b), tada je funkcijaf rastuća na intervalu
[a,b].
Neka su date proizvoljne tačke x1,x2 ∈ (a,b) i neka jex1 < x2. Na osnovu Lagranžove
teoreme sledi da postoji tačkaξ ∈ (x1,x2) takva da važi

f (x2)− f (x1)
x2−x1

= f ′(ξ).

Iz f ′(ξ) > 0 i x2−x1 > 0, sledi da je if (x2) > f (x1), pa funkcija f raste.I
Treća teorema srednje vrednosti je

5.48. Košijeva teorema. Ako su funkcijef i g neprekidne na zatvorenom intervalu
[a,b], diferencijabilne na otvorenom intervalu(a,b) i g′(x) 6= 0 za svex∈ (a,b),

tada postoji tačkaξ ∈ (a,b), za koju je
f (b)− f (a)
g(b)−g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Košijeva teorema predstavlja uopštenje Lagranžove teoreme. Naime zag(x) = x,
x∈ (a,b), dobijamo

f (b)− f (a)
b−a

=
f ′(ξ)

1
,

što daje tvr̄denje Lagranžove teoreme.
Drugo važno uopštenje Lagranžove teoreme jeste

5.49. Tejlorova teorema. Ako je funkcija f neprekidna i ima neprekidne sve izvode
do n−tog reda na intervalu[a,b] i ima izvod f (n+1) na intervalu(a,b), tada za
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x∈ [a,b] važiTejlorova formula

f (x) = f (a)+(x−a) f ′(a)+
(x−a)2

2!
f ′′(a)+

(x−a)3

3!
f ′′′(a)

+ · · · +
(x−a)n

n!
f (n)(a)+

(x−a)n+1

(n+1)!
f (n+1)(ξ),

gde jeξ = a+θ · (x−a) i 0 < θ = θ(x) < 1.

Specijalno zaa = 0 i x∈ [0,b] imamoMaklorenovu formulu :

f (x)= f (0)+x f ′(0)+
x2

2!
f ′′(0)+

x3

3!
f ′′′(0)+ · · · +

xn

n!
f (n)(0)+

xn+1

(n+1)!
f (n+1)(ξ),

gde jeξ = θ ·x i 0 < θ = θ(x) < 1.

Polinom

Pn(x)= f (a)+(x−a) f ′(a)+
(x−a)2

2!
f ′′(a)+

(x−a)3

3!
f ′′′(a)+ · · · +

(x−a)n

n!
f (n)(a)

se nazivaTejlorov polinom stepenan za funkciju f u tǎcki a.

Tejlorova teorema pokazuje da važi

lim
x→a

f (x)−Pn(x)
(x−a)n = lim

x→a

(x−a)n+1

(n+1)! f (n+1)(ξ)

(x−a)n = 0.

Ova granǐcnu vrednost pokazuje da je polinomPn(x) aproksimacija funkcijef u
okolini tačkea, što pišemof (x)≈ Pn(x), x≈ a.

Greška ove aproksimacije jeRn(x) =
(x−a)n+1

(n+1)!
f (n+1)(ξ), gde jeξ = a+θ ·(x−a)

i 0 < θ < 1.
Analogno, polinom

Pn(x) = f (0)+x f ′(0)+
x2

2!
f ′′(0)+

x3

3!
f ′′′(0)+ · · · +

xn

n!
f (n)(0)

se nazivaMaklorenov polinom stepenan za funkciju f i on aproksimira funkciju

f sa greškomRn =
xn+1

(n+1)!
f (n+1)(ξ), gde jeξ = θ ·x i 0 < θ < 1.

5.50. Primer. Polinom f (x) = x4−5x3−3x2 + 7x+ 6, x∈ R, razviti po stepenima bi-
nomax−2 (t j. a = 2).

Rešenje. Kako je f (2) =−16 i f ′(x) = 4x3−15x2−6x+7, f ′(2) =−33;

f ′′(x) = 12x2−30x−6, f ′′(2) =−18; f ′′′(x) = 24x−30, f ′′′(2) = 18;

f (4)(x) = 24, f (4)(2) = 24, to je

x4−5x3−3x2 +7x+6 = −16−33(x−2)−18
(x−2)2

2
+18

(x−2)3

3!
+24

(x−2)4

4!

= −16−33(x−2)−9(x−2)2 +3(x−2)3 +(x−2)4.
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U ovom slǔcaju, peti izvod polinomaf identǐcki je jednak nuli.
Uopšte, kod razvoja nekog polinoma stepenan u Tejlorov polinom istog stepena
imamo grešku koja je identički jednaka nuli.I

5.51. Primer. Funkciju f (x) = ex, x∈ R, aproksimirati Maklorenovim polinomom

a) prvog stepena; b) drugog stepena; c) trećeg stepena,

i oceniti grešku na intervalu[0,1].

Rešenja. Pre svega jef ′(x) = ex = f ′′(x) = f ′′′(x) = f (4)(x), x∈ R, i f (0) = f ′(0) =
f ′′(0) = f ′′′(0) = 1.

a) Za n = 1 je ex ≈ 1+x (sl. 5.4 a)) kada jex≈ 0, a ostatak jeR1 = x2

2 eξ, zaξ = θx,

0 < θ < 1. Tada se greška zax∈ [0,1] može oceniti sa|R1(x)| ≤ x2

2 e≤ e
2 ≈ 1,359.

b) Zan = 2 je ex≈ 1+x+ x2

2 (sl. 5.4 b)) kada jex≈ 0 i ostatak jeR2 = x3

3! e
ξ, ξ = θx,

0 < θ < 1. Ocena greške na intervalu[0,1] je |R2(x)| ≤ x3

3! e≤ e
6 ≈ 0,453.

c) Zan= 3 jeex≈ 1+x+ x2

2 + x3

3! , kada jex≈ 0, i greška na intervalu[0,1] je |R3(x)|=
x4

4! e
ξ ≤ e

24 ≈ 0,113, ξ = θx, 0< θ < 1. Primetimo da se sa povećanjem stepena
n greška po apsolutnoj vrednosti smanjuje, tj. aproksimacija funkcije sa njenim
Maklorenovim polinomom je bolja što je njegov stepen viši. Ostavljamočitaocu
da pokaže da funkcijuf (x) = ex na intervalu[0,1] Maklorenov polinom šestog
stepena aproksimira sa greškom manjom od0,00054. I

y

x

y

x

1 10 0

11

Slika 5.4 a). Slika 5.4 b).

5.52. Primer. Odrediti Maklorenove polinome do članax4 za sledeće funkcije:

a) f (x) = sinx; b) f (x) = cosx; c) f (x) =
1

1−x
; d) f (x) = ln(1+x),
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Rešenja.
a) Kako je f (0) = 0, f ′(x) = cosx, f ′(0) = 1, f ′′(x) =−sinx, f ′′(0) = 0,

f ′′′(x) =−cosx, f ′′′(0) =−1, f (4)(x) = sinx, f (4)(0) = 0,

to je traženi Maklorenov polinom za funkcijuf (x) = sinx jednak P4(x) = x− x3

3!
, i važi

sinx≈ x− x3

3!
za x≈ 0.

b) U ovom slǔcaju je f (0) = 1, f ′(x) =−sinx, f ′(0) = 0, f ′′(x) =−cosx,

f ′′(0) =−1, f ′′′(x) = sinx, f ′′′(0) = 0, f (4)(x) = cosx, f (4)(0) = 1.

Maklorenov polinomčetvrtog stepena za funkcijuf (x) = cosx je P4(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
, i

važi cosx≈ 1− x2

2!
+

x4

4!
, x≈ 0.

c) Kako je f (0) = 1, f ′(x) =
1

(1−x)2 , f ′(0) = 1, f ′′(x) =
2

(1−x)3 ,

f ′′(0) = 2, f ′′′(x) =
3!

(1−x)4 , f ′′′(0) = 6, f (4)(x) =
4!

(1−x)5 , f (4)(0) = 4!,

to je traženi Maklorenov polinomP4(x) = 1+x+x2 +x3 +x4 i važi
1

1−x
≈ 1+x+x2 +x3 +x4, x≈ 0.

d) Kako je f (0) = 0, f ′(x) =
1

1+x
, f ′(0) = 1 f ′′(x) =− 1

(1+x)2 ,

f ′′(0) =−1, f ′′′(x) =
2

(1+x)3 , f ′′′(0) = 2, f (4)(x) =− 3!
(1+x)4 , f (4)(0) =−3!,

to je P4(x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
i važi ln(1+x)≈ x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
, x≈ 0. I

5.13.3 Konkavnost grafika funkcije

5.53. Definicija. Neka je funkcijaf diferencijabilna u tačkic.

Grafik funkcije f je konkavan odozgou tačkiP(c, f (c)), ako postoji otvoren in-
terval(a,b) koji sadrži tačkuc sa osobinom da je grafik funkcije na intervalu(a,b)
iznad tangentefunkcije u tačkiP (sl. 5.5.)

Grafik funkcije f je konkavan odozdou tačkiP(c, f (c)), ako postoji otvoren in-
terval(a,b) koji sadrži tačkuc sa osobinom da je grafik funkcije na intervalu(a,b)
ispod tangentefunkcije u tačkiP (sl. 5.6.)

Pored termina konkavan odozgo i konkavan odozdo, koriste se respektivno i ter-
mini konveksani konkavan.
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0 b c

P(c,f(c))

a b0a

P(c,f(c))

c

R

Q

x

Slika 5.5. Slika 5.6.
5.54. Teorema.Ako je funkcijaf dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu koji

sadrži tačkuc, tada je u tačkiP(c, f (c)) grafik funkcije

konkavan odozgo ako jef ”(c) > 0;

konkavan odozdo ako jef ”(c) < 0.

Dokaz. Ako je f ”(c) > 0, tada na osnovuf ”(c) = lim
x→c

f ′(x)− f ′(c)
x−c

sledi da postoji

interval(a,b) koji sadrži tǎckuc takav da je

f ′(x)− f ′(c)
x−c

> 0 za sve x∈ (a,b), x 6= c. (5.7)

Oznǎcimog(x) = f (x)−y, x∈ (a,b), gde jey izabrano tako da je tačkaR(x,y) na tangenti
grafika funkcije f u tǎcki P(c, f (c)). Neka je, dalje,Q(x, f (x)) tačka na grafiku funkcije
f . Ako pokažemo da jeg(x) > 0 za svakox∈ (a,b), x 6= c, tada dobijamo prvo tvr̄denje
teoreme (sl. 4.7).

Jednǎcina tangente u tǎcki P je oblika

y− f (c) = f ′(c)(x−c), odnosno y = f (c)+ f ′(c)(x−c). (5.8)

Pošto funkcijaf zadovoljava uslove Lagranžove teoreme na intervalu[a,b], to postoji tǎcka
ξ ∈ (a,b) takva da važi

f (x)− f (c) = f ′(ξ)(x−c). (5.9)

Iz relacija (5.8) i (5.9) sledi da se funkcijag može zapisati kao

g(x) = f (x)− f (c)− f ′(c)(x−c) = f ′(ξ)(x−c)− f ′(c)(x−c) = ( f ′(ξ)− f ′(c))(x−c),

gde tǎcka ξ ∈ (x,c), a takōde i ξ ∈ (a,b). Iz prethodne relacije, kao i na osnovu relacije
(5.7), sledi da jeg(x) > 0, što je i trebalo pokazati.

Drugi deo se pokazuje analogno.I

5.55. Definicija. Neka je funkcijaf neprekidna i diferencijabilna na intervalu(a,b).
TačkaP(c, f (c)) je prevojna tačka grafika funkcijef ako postoji otvoreni interval
(a,b), c∈ (a,b), takav da važi jedan od sledeća dva uslova:

a) f ”(x) > 0 zax∈ (a,c) i f ”(x) < 0 zax∈ (c,b),
b) f ”(x) < 0 zax∈ (a,c) i f ”(x) > 0 zax∈ (c,b).
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Drugim rěcima, u prevojnoj tǎcki grafik funkcije menja svoju konkavnost.
Neka funkcijaf ima neprekidan drugi izvod na intervalu(a,b). Iz definicije (5.55)
neposredno sledi da je uslov

f ”(c) = 0. (5.10)

potreban da funkcija f ima prevojnu tǎcku u c ∈ (a,b). Naravno, uslov (5.10)
nije dovoljan za postojanje prevojne tačke grafika funkcije u tǎcki c. To se vidi iz
sledéceg primera.

5.56. Primer. Za funkcijuf (x)= x4−1, x∈R, odrediti prevojne tačke, intervale konkavnosti
odozgo i konkavnosti odozdo.

Rešenje. Pošto je f ′(x) = 4x3 i f ”(x) = 12x2, to je tǎcka c = 0 jedina za koju važi
uslov (5.10). Zax 6= 0 je f ′′(x) > 0, pa je data funkcija konkavna odozgo na oba
intervala(−∞,0) i (0,+∞). Dakle, funkcijaf nema prevojnu tǎcku ux= 0, i pored
toga što jef ′′(0) = 0. I

5.57. Primer. Za sledeće funkcije odrediti intervale na kojima su one konkavne odozgo,
konkavne odozdo, kao i njihove prevojne tačke:

a) f (x) = x3−3x2 +1; b) f (x) = (x2−3)2; c) f (x) = 3
√

x−1.

Rešenja.

a) U ovom slǔcaju je f ′(x) = 3x2− 6x i f ”(x) = 6x− 6, pa je f ”(1) = 0. Odavde
sledi da je data funkcija konkavna odozgo zax > 1 i konkavna odozdo zax < 1.
Prevojna tǎcka grafika date funkcije je tačka(1,−1).

b) Pošto jef ′(x) = 4x3−12x i f ”(x) = 12(x2−1), to je f ”(x) = 0 zax1 =−1 i x2 = 1.
Kako je f ”(x) < 0 zax∈ (−1,1), to je funkcija konkavna odozdo u tom intervalu;
f ”(x) > 0 zax∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞), to je funkcija konkavna odozgo na ova dva
intervala. Prevojne tǎcke grafika date funkcije su ux1 =−1 i u x2 = 1.

c) Drugi izvod date funkcije jef ”(x) =
2

9x5/3
, x 6= 0. Funkcija je konkavna odozgo

na(0,+∞). Funkcija je konkavna odozdo na(−∞,0). Prevojna tǎcka grafika date
funkcije je tǎcka(0,−1), i pored toga što u toj tǎcki drugi izvod ne postoji.I

Drugi kriterijum za odre d̄ivanje ekstremnih vrednosti funkcije

5.58. Teorema. Neka je funkcijaf dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
(a,b) koji sadrži tačkuc i neka je f ′(c) = 0.

Ako je f ′′(c) < 0, tada funkcijaf ima lokalni maksimum u tačkic .

Ako je f ′′(c) > 0, tada funkcijaf ima lokalni minimum u tačkic.
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Dokaz. Uslov f ′(c) = 0, povlǎci da je tangenta na datu krivu u tački P(c, f (c))
horizontalna. Ako je još if ”(c) < 0, tada postoji interval(a,b), koji sadrži tǎcku
c takav da je funkcija konkavna odozdo, pa se grafik date funkcije nalazi ispod
tangente u tǎcki P. To znǎci da data funkcija ima lokalni maksimum u tački P.
Analogno se pokazuje tvr̄denje i u slǔcaju kada jef ”(c) > 0. I

5.59. Teorema. Neka je funkcijaf dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
(a,b) koji sadrži tačkuc i neka važe jednakostif ′(c) = 0 i f ′′(c) = 0. Pretposta-
vimo da postoji prirodan brojn > 2 sa osobinomf (n)(c) 6= 0; neka jen i najmanji
takav broj. Tada razlikujemo sledeća dva slučaja.

1. Ako je brojn paran u tačkic, tada funkcijaf ima ekstremnu vrednost i to:
lokalni maksimum ako jef (n)(c) < 0, odnosno
lokalni minimum ako jef (n)(c) > 0.

2. Ako je brojn neparan u tačkic, tada funkcijaf nema ekstremnu vrednost, ali
ima prevojnu tačku.

5.60. Primer. Odrediti ekstremne vrednosti i intervale monotonosti sledećih funkcija
x∈ R:

a) f (x) = x−sinx; b) f (x) = sin2x; c) f (x) = x2ex; d) f (x) = x2/3(x2−8).

Rešenja.

a) Kako je f ′(x) = 1−cosx > 0, to funkcija f raste na skupuR\{2kπ|k∈ Z}. Kako
je f ′′(2kπ) = sin(2kπ) = 0 i f ′′′(2kπ) = cos(2kπ) = (−1)k 6= 0, to funkcija f
u tǎckamaxk = 2kπ, k ∈ Z, ima prevojne tǎcke. Prema tome funkcijaf raste na
intervalu(−∞,+∞).

b) Kako je f ′(x) = 2sinxcosx = sin2x, to je f ′(x) = 0, za xk = kπ
2 , k ∈ Z. Pošto je

f ”(x) = 2cos(2x) i f ”(xk) = 2(−1)k, to data funkcija ima lokalne minimume u
tačkamax2 j , a lokalne maksimume u tačkamax2 j+1, j ∈ Z.

Funkcija f raste kada jef ′(x) > 0, odnosno na svakom od intervala
(

kπ, (2k+1)π
2

)
,

k∈ Z. Funkcija f opada na svakom od intervala
(

(2k+1)π
2 ,(k+1)π

)
, k∈ Z.

Naravno, mogla se koristiti ǐcinjenica da je data funkcijaf periodǐcna sa osnovnom
periodomπ.

c) Kako je f ′(x) = (2x+x2)ex, to je f ′(x) = 0, zax1 = 0 i x2 =−2. Pošto jef ”(x) =
(2+4x+x2)ex, to je f ”(0) > 0 i f ”(−2) < 0. Dakle, funkcija ima lokalni maksi-
mum u tǎcki x2 =−2, a lokalni minimum u tǎcki x1 = 0.



158 Glava 5. Izvod funkcije

Funkcija raste na intervalu(−∞,−2) i na (0,+∞), a opada na intervalu(−2,0).

d) Kako je

f ′(x) = (2x)x2/3 +(x2−8)
(

2
3

x−1/3
)

=
6x2 +2(x2−8)

3x1/3
=

8(x2−2)
3x1/3

,

to je f ′(x) = 0 zax1 =−√2 i x2 =
√

2. Treća kritična tǎcka za funkcijuf je x3 = 0,
jer u njoj prvi izvod date funkcije ne postoji.

Pošto je za svakox 6= 0 : f ”(x) =
8
9
· 5x2 +2

x4/3
> 0, to funkcija f ima lokalni mini-

mum u kritǐcnim tǎckamax1 =−√2 i x2 =
√

2. Pošto je

x2−2 > 0 za x∈ (−∞,−√2)∪ (
√

2,+∞) i x2−2 < 0 za x∈ (−√2,
√

2),

to je f ′(x) > 0 zax∈ (−√2,0)∪ (
√

2,+∞). Na ta dva intervala funkcijaf raste.

Funkcija f opada na intervalima(−∞,−√2) i (0,
√

2), jer je na svakom od njih
f ′(x) < 0.

Najzad, funkcijaf ima lokalni maksimum u tǎcki x3 = 0, jer prvi izvod f ′ menja
znak prolaskom kroz tǎcku0. I

5.13.4 Lopitalovo pravilo

Za odrēdivanje granǐcnih vrednostilim
x→c

f (x)
g(x)

i lim
x→∞

f (x)
g(x)

, 1 često se koristi

5.61. Lopitalovo pravilo. Neka su funkcijef i g diferencijabilne u svakoj tački intervala
(a,b), sem možda u tačkic∈ (a,b). Neka su još ispunjena sledeća tri uslova:

a) g′(x) 6= 0 zax 6= c;

b) obe funkcijef i g teže nuli (respektivno teže ka∞) kadax teži c;

c) postoji lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

.

Tada takōde postoji granična vrednostlim
x→c

f (x)
g(x)

i važi lim
x→c

f (x)
g(x)

= lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

.

Dokaz. Pretpostavimo daf (x)→ 0 i g(x)→ 0 kadax→ c, i da je lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

= L. Pokaza-

ćemo da je tada ilim
x→c

f (x)
g(x)

= L. Definišimo funkcijeF i G na sledéci nǎcin:

1U ovom odeljku∞ oznǎcava bilo koji od simbola+∞ ili +∞.
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F(x) =
{

f (x), x 6= c;
0, x = c,

G(x) =
{

g(x), x 6= c;
0, x = c.

(5.11)

Tada važe jednakosti

lim
x→c

F(x) = lim
x→c

f (x) = 0 = F(c) i lim
x→c

G(x) = lim
x→c

g(x) = 0 = G(c),

Pošto su funkcijef i g neprekidne u svakoj tački intervala(a,b), sem možda u tǎcki c, to
su i funkcijeF i G neprekidne na celom intervalu(a,b). Takod̄e je za svakot iz intervala
(x,c) (ili (c,x)), gde jex∈ (a,b), x 6= c, zadovoljenoF ′(t) = f ′(t) i G′(t) = g′(t), što znǎci
da funkcijeF i G zadovoljavaju uslove Košijeve teoreme 5.48 na svakom od tih intervala.
Dakle, postojiξ ∈ (x,c) takvo da je

F(x)−F(c)
G(x)−G(c)

=
F ′(ξ)
G′(ξ)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Na osnovu relacije (5.11) jeF(c) = 0 i G(c) = 0, pa sledi da je zax 6= c

f (x)
g(x)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

. (5.12)

Primetimo daξ→ c kadax→ c, pa pošto prema uslovu 3 izraz na desnoj strani (5.12) ima

granǐcnu vrednost jednakuL, to i količnik
f (x)
g(x)

mora imati istu granǐcnu vrednost, tj. mora

biti

lim
x→c

f (x)
g(x)

= lim
ξ→c

f ′(ξ)
g′(ξ)

= L.

Analogno se pokazuje i slučaj f (x)→ ∞ i g(x)→ ∞ kadax→ c. I

U praksi, kada treba odrediti graničnu vrednostlim
x→c

f (x)
g(x)

, postupamo na sledeći

nǎcin. Prvo proverimo da li je u pitanju granična vrednost "
0
0

"ili "
∞
∞

", pa ako jeste,

ispitujemo lim
x→c

f ′(x)
g′(x)

. Ako ona postoji, onda postoji i tražena granična vrednost i

obe su mēdusobno jednake.

5.62. Primer. Koristeći Lopitalovo pravilo, odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→0

cosx+3x−1
2x

; b) lim
x→0

ex +e−x−2cosx
xsin2x

; c) lim
x→+∞

3x2 +2x−2
x2−1

;

d) lim
x→+∞

2lnx√
x

; e) lim
x→+∞

e3x

x3 ; f) lim
x→+∞

ln(lnx)
lnx

.

Rešenja.

a) Pokažimo prvo da su ispunjeni uslovi za primenu Lopitalovog pravila. Pre svega, funk-
cije f (x) = cosx+ 3x− 1 i g(x) = 2x su diferencijabilne u proizvoljnom intervalu koji
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sadrži tǎcku nula i dati izraz je oblika”
0
0

” kadax→ 0, jer je f (0) = g(0) = 0. Dalje je

lim
x→0

(cosx+3x−1)′

(2x)′
= lim

x→0

−sinx+3
2

= 3/2. Na osnovu Lopitalovog pravila je

lim
x→0

cosx+3x−1
2x

= 3/2.

b) lim
x→0

ex +e−x−2cosx
xsin2x

= lim
x→0

ex−e−x +2sinx
sin2x+2xcos2x

= lim
x→0

ex +e−x +2cosx
4cos2x−4xsin2x

= 4/4 = 1.

c) Dati izraz je oblika "
∞
∞

,"pa je lim
x→+∞

3x2 +2x−2
x2−1

= lim
x→+∞

6x+2
2x

=
6
2

= 3.

d) lim
x→+∞

2lnx√
x

= lim
x→+∞

2
x
1

2
√

x

= lim
x→+∞

√
x

x
= lim

x→+∞

1√
x

= 0.

e) lim
x→+∞

e3x

x3 = lim
x→+∞

3e3x

3x2 = lim
x→+∞

9e3x

6x
= lim

x→+∞

27e3x

6
= +∞.

f) lim
x→+∞

ln(lnx)
lnx

= lim
x→+∞

1
xlnx

1
x

= lim
x→+∞

1
lnx

= 0.

Proveriti da su ispunjeni uslovi Lopitalovog pravila u prethodnim zadacima.I

5.63. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→0+

xlnx; b) lim
x→0+

sinxlnsinx; c) lim
x→+∞

x(e1/x−1); d) lim
x→+∞

xsin
1
x
.

Rešenja.

a) lim
x→0+

xlnx = lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0.

b) lim
x→0+

sinxlnsinx = lim
x→0+

ln(sinx)
1

sinx

= lim
x→0+

cosx
sinx
−cosx
sin2 x

= lim
x→0+

(−sinx) = 0.

c) lim
x→+∞

x(e1/x−1) = lim
x→+∞

(e1/x−1)
1
x

= lim
x→+∞

e1/x
(
−1
x2

)

−1
x2

= lim
x→+∞

e1/x = 1.

d) lim
x→+∞

xsin
1
x

= lim
x→+∞

sin
(

1
x

)
1
x

= lim
x→+∞

−1
x2 cos

(
1
x

)
−1
x2

= 1. I

5.64. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→0

(1+2x)1/x; b) lim
x→0+

(ex−1)x; c) lim
x→0+

xx; d) lim
x→0

(2x+1)ctgx; e) lim
x→+∞

x1/x.

Rešenja. U ovim zadacima javljaju se neodred̄eni izrazi oblika”00, 1∞ i ∞0. Njihove granǐcne
vrednosti odrēduju se prethodnim logaritmovanjem.

a) Za funkcijuy = (1+2x)1/x važi lny =
1
x

ln(1+2x), odakle je

lim
x→0

lny = lim
x→0

ln(1+2x)
x

= lim
x→0

2
1+2x

1
= 2.
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Na osnovu toga jelim
x→0

(1+2x)1/x = e
lim
x→0

lny
= e2.

b) Za funkcijuy = (ex−1)x važi lny = xln(ex−1), odakle je

lim
x→0+

lny = lim
x→0+

ln(ex−1)
1
x

= lim
x→0+

ex

ex−1
−1
x2

= lim
x→0+

−x2ex

ex−1
= lim

x→0+

−(2xex +x2ex)
ex = 0.

Na osnovu toga jelim
x→0+

(ex−1)x = e
lim
x→0

lny
= e0 = 1.

c) Za funkcijuy= xx važi lny= xlnx, odakle je lim
x→0+

lny= lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

1
x
−1
x2

= lim
x→0+

(−x)=

0. Na osnovu toga jelim
x→0+

xx = e
lim
x→0

lny
= e0 = 1.

d) Za funkciju y = (2x+1)ctgx važi lny = ctgxln(2x+1), pa je

lim
x→0

lny = lim
x→0

(ctgxln(2x+1)) = lim
x→0

ln(2x+1)
tgx

= lim
x→0

2
2x+1

1
cos2 x

= 2. Prema tome jelim
x→0

y =

e2.

e) Iz y = x1/x sledi lny =
lnx
x

, pa je lim
x→+∞

lny = lim
x→+∞

lnx
x

= lim
x→+∞

1
x

= 0. Na osnovu toga

je lim
x→+∞

x1/x = e0 = 1. I

5.65. Primer. Odrediti sledeće granične vrednosti:

a) lim
x→+∞

(
x2

x−1
− x2

x+1

)
; b) lim

x→0

(
1
x
− 1

sinx

)
; c) lim

x→0

(
1

ex−1
− 1

x

)
.

Rešenja. Ovde se javljaju izrazi”∞−∞” , i njihove granǐcne vrednosti se takōde mogu dobiti
primenom Lopitalovog pravila, nakon primena odgovarajućih transformacija.

a) lim
x→+∞

(
x2

x−1
− x2

x+1

)
= lim

x→+∞

2x2

x2−1
= lim

x→+∞

4x
2x

= 2.

b) lim
x→0

(
1
x
− 1

sinx

)
= lim

x→0

sinx−x
xsinx

= lim
x→0

cosx−1
sinx+xcosx

= lim
x→0

−sinx
2cosx−xsinx

= 0;

c) lim
x→0

(
1

ex−1
− 1

x

)
= lim

x→0

x−ex +1
xex−x

= lim
x→0

1−ex

xex +ex−1
= lim

x→0

−ex

xex +2ex =−1/2. I

5.66. Primer. Odrediti graničnu vrednost lim
x→+∞

2x−sinx
2x+sinx

.

Rešenje. Kako je zax > 2

2x−1
2x+1

≤ 2x−sinx
2x+sinx

≤ 2x+1
2x−1

i važi lim
x→+∞

2x−1
2x+1

= lim
x→+∞

2x+1
2x−1

= 1,

to je lim
x→+∞

2x−sinx
2x+sinx

= 1. U ovom slǔcaju, mēdutim, ne može se primeniti Lopitalovo

pravilo, jer ne postoji lim
x→+∞

(2x−sinx)′

(2x+sinx)′
= lim

x→+∞

2−cosx
2+cosx

. I
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5.13.5 Fizǐcki smisao izvoda

Ako funkcijas= s(t), t ≥ 0, opisuje prēdeni put materijalne tǎcke (kao funkciju
vremenat), tada je prvi izvod funkcijes u tǎcki t0 > 0 (ako postoji),trenutna
brzina te materijalne tǎcke u momentut0, dok je drugi izvod funkcijes u tǎcki t0
(ako postoji)trenutno ubrzanje te materijalne tǎcke u momentut0.

5.67. Primer. Telo se kreće pravolinijski, a udaljenost od početne tačke data je zakonom
s= t3−12t2 +36t, gde je vremet dato u sekundama, a putsu metrima.

a) Odrediti vremenski interval u kome se udaljenostsod početnog položaja povećava
i vremenski interval u kome se udaljenostsod početnog položaja smanjuje.

b) Odrediti vremenski interval u kome se brzinav povećava i vremenski interval u
kome se brzinav smanjuje.

c) Odrediti razdaljinu tela od početne tačke posle 7 sekundi.

Rešenja. Prema prethodnom, brzina posmatranog tela jev(t) = s′(t) = 3t2−24t +36,
a ubrzanje jea(t) = s′′(t) = 6t−24.

a) Udaljenostsod pǒcetnog položaja se povećava ako jes′(t) = v(t) > 0, tj. za
3t2−24t +36= 3(t2−8t +12) = 3(t−2)(t−6) > 0.

To se dešava za0 < t < 2 i t > 6. Udaljenosts od pǒcetnog položaja se smanjuje
ako jes′(t) = v(t) = 3(t−2)(t−6) < 0, tj. za2 < t < 6.

b) Brzina se povécava ako jev′(t) = a(t) = 6t−24> 0, tj. ako jet > 4.

Brzina se smanjuje ako jev′(t) = a(t) = 6t−24< 0, tj. ako je0 < t < 4.

t=0

t=6

t=2

t=7

B

5
0

t
2

-
5

0
t

P(0,0) A

Q(0,2)

d

20t

Slika 5.7. Slika 5.8.

c) U početnom trenutkut = 0 je s = 0, tj. telo je u tǎcki O. U vremenu0 < t < 2
dužina puta se povećava, što znǎci da se telo kréce u desno, tj. u pozitivnom smeru
s ose. Zat = 2 je s= 32m. Za sledéce4 sekunde, tj. za2 < t < 6, rastojanje od
tačkeO se smanjuje, tj. telo se kreće u levo (u negativnom smerus−ose). Zat = 6
je s= 0, tj. telo se vratilo u tǎcki O. Ako set dalje povécava, tj. za6 < t < 7, telo
se ponovo kréce u desno i zat = 7 je udaljenos= 7m od tǎckeO (sl. 5.7).I
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5.68. Vertikalan hitac. Projektil se ispaljuje vertikalno u vis brzinom od400m/sec.
Opisati njegovo kretanje tokom vremena. Uzeti da je ubrzanje Zemljine težeg≈
10m/s2. Visina na koju se telo penje data je opštim izrazomh(t) = v0t− gt2

2
, tj.

h(t) = 400t−5t2.

Rešenje.Ovo je tipǐcan primer jednoliko usporenog kretanja. Visina data u funkciji od
vremena jeste parabola okrenuta na dole. Nule ove parabole sut1 = 0s i t2 = 80s.
Prva vrednost predstavlja trenutak lansiranja, a druga odgovara vremenu kada se
projektil vrati na zemlju.

Brzina projektila jev(t) = h′(t) = 400− 10t. Brzina v(t) je pozitivna (usmerena
naviše) sve dot = 40s, a potom postaje negativna (usmerena na niže). Momenat
t = 40s odgovara maksimalnoj visinihmax= h(40) = 400·40−5 ·402 = 8.000m.
Uočimo da jev(80) = −400m/s, što znǎci da je brzina povratka po intenzitetu
jednaka brzini lansiranja (što je posledica zakona o održanju energije).I

5.13.6 Razni zadaci sa primenom izvoda

5.69. Primer. Od kartona pravougaonog oblika dužine21cm i širine16cm, treba iseći
jednake kvadrate oko svakog temena tako da se dobije otvorena kutija oblika kvadra
sa najvećom zapreminom

Rešenje. Ako oznǎcimo sax stranicu kvadrata koji se iseca, tada su dimenzije kutije
x, 16−2x i 21−2x, pa je njegova zapremina

V(x) = x(16−2x)(21−2x) = 2(168x−37x2 +2x3), x∈ [0,8].

Prvi izvod funkcijeV jeV ′(x) = 2(168−74x+6x2) = 4(3x−28)(x−3). Nule ove
funkcije sux1 = 28/3 i x2 = 3, pri čemu jex1 > 8, pa nema smisla u našem slučaju.
Drugi izvod funkcije jeV ′′(x) = 4(6x−37), pa jeV ′′(3) < 0. Prema tome, funkcija
ima lokalni maksimum u tǎcki x = 3. To je lokalni maksimum, pa je potrebno
proveriti da li je to i globalni maksimum, što u ovom slučaju znǎci da treba ispitati
još i vrednosti funkcije u krajnjim tǎckama. Kako jeV = 0 zax = 0 i x = 8, to se
najvéca zapreminaV = 450cm3 zaista dobija zax = 3, tj. kada se iz svakog ugla
isěce kvadrat stranice3cm. I

5.70. Primer. Odrediti dimenzije kontejnera oblika kružnog valjka date zapremineV =
24πm3 tako da cena utrošenog materijala bude minimalna, ako je materijal koji se
koristi za dno tri puta skuplji od materijala za omotač.

Rešenje. Ako oznǎcimo sar poluprěcnik kruga koji se nalazi u osnovi valjka, saH
njegovu visinu, tada zbogV = Hr2π možemo pisatiH = 24/r2. Ako sac dinara
oznǎcimo cenu kvadratnog metra materijala koji se koristi za omotač valjka, tada
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omotǎc valjka stajec(2πrH ), a osnova staje3c(πr2). Ukupna cena materijala za
ceo valjak je

C(r) = c(2πrH )+3c(πr2) = cπ(3r2 +2rH ) = cπ
(
3r2 + 48

r

)
.

Kako jeC′(r) = cπ
(
6r− 48

r2

)
= 6cπ

(
r3−8

r2

)
, to jeC′(r) = 0 zar = 2. ZbogC′′(r) =

cπ
(
6+ 96

r3

)
jeC′′(2) > 0, paće se najjeftiniji valjak dobiti ako je poluprečnika2cm

i visine6cm. I

5.71. Primer. Odrediti valjak maksimalne zapremine koji se može upisati u kupu visine
H = 12cm i poluprečnika osnoveR= 4cm, ako je osa simetrije kupe istovremeno
i osa simetrije valjka

Rešenje. Ako oznǎcimo sar poluprěcnik osnove valjka, a sah visinu valjka, tada je
zapremina valjkaV = πr2h. Iz sličnosti trouglovaABC i AOSsledi proporcional-
nost odgovarajúcih stranica, pa je h

R−r = H
R ili h

4−r = 12
4 = 3, odnosno h =

3(4− r). Zato jeV(r) = πr2h = 3π(4r2− r3) i V ′(r) = 3πr(8−3r). Kriti čne tǎcke
za funkciju V su r = 0 i r = 8/3. Kako je V ′′(r) = 3π(8− 6r), V ′′(0) >
0, V ′′(8/3) < 0, to se zar = 8/3, h = 4 dobija valjak maksimalne zaprem-
ineV = 256π/9cm3 upisan u datu kupu.I

5.72. Primer. Neka se dva puta ukrštaju u tačkiP pod pravim uglom. Jedan auto-
mobil prod̄e tačkuP u 10 sati ujutro putujući konstantnom brzinom od20km/h u
desno (prema istoku). U isto vreme drugi automobil je2km udaljen od tačkeP
prema gore (prema severu) putujući prema dole (prema jugu) brzinom od50km/h.
Odrediti vreme kada će ta dva automobila biti najbliže jedan drugome

Rešenje. Oznǎcimo pomenute puteve pomoću x i y ose, a sat broj sati posle 10
časova ujutro. Tadáce sporiji automobil préci 20t km i biti u tački A, a brži au-
tomobil préci 50t km i biti u tački B. Rastojanje izmēdu A i B dato je sad =√

(2−50t)2 +(20t)2 =
√

4−200t +2900t2.

Potkorena velǐcina uvek pozitivna (dakle, nema problema sa definisanosti), i da
nikada ne može biti jednaka nuli. Funkcijad je definisana na intervalu odt = 0
do t = 2

50 = 1
25, kada drugi automobil stigne u tačku P. Funkcija

√
x je rastúca,

tako da se ekstremne vrednosti funkcije
√

f (x), f (x) > 0 mogu odrediti pomócu
ekstremnih vrednosti funkcijef , što je znatno jednostavnije. Ako označimo f (t) =
4−200t +2900t2, tada jef ′(t) =−200+5800t, pa je f ′(t) = 0 zat = 200

5800 = 1
29.

Zbog f ′′(t) = 5800> 0, funkcija f ima zat = 1
29 lokalni minimum f

(
1
29

)≈ 0,55.

Funkcija f je definisana na intervalu[0,1/25) i f (0) = 4 > 0,55 pa je ut = 1
29

apsolutni minimum za funkcijuf .

Prema tome, automobiliće biti najbliži jedan drugom posle129 sati od polaska, od-
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nosno približno 2,07 minuta posle 10 sati. Najmanje rastojanje izmed̄u njih bíce√
f
(

1
29

)≈√0,55≈ 0,74km. I

5.14 Grafici

5.73. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = x4−x2 (sl. 5.9).

Rešenje. Data funkcija je definisana na celom skupuR.

Funkcija f je parna, jer je za svex∈ R : f (−x) = (−x)4− (−x)2 = f (x).
Nule funkcije f su zaf (x) = 0, tj. zax4−x2 = 0, što važi za

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = 4x3−2x = 2x(2x2−1), i njegove nule se nalaze iz
2x(2x2−1) = 0, što važi zax1 = 0, x2 =

√
2/2 i x3 =−√2/2.

Data funkcija raste ako jef ′(x) = 2x(2x2−1) > 0. Kako je2x2−1 > 0 za x∈
(−∞,−√2/2)∪ (

√
2/2,+∞), to zax∈ (

√
2/2,+∞) važi2x(2x2−1) > 0. Dalje je

2x2−1 < 0 za x∈ (−√2/2,
√

2/2), pa zax∈ (−√2/2,0) važi2x(2x2−1) > 0.
Dakle, funkcija f raste na intervalima(−√2/2,0) i (

√
2/2,+∞).

Slično se pokazuje da funkcijaf opada na intervalima(−∞,−√2/2) i (0,
√

2/2).

Drugi izvod funkcije f je f ′′ = 12x2−2.

Kako je f ′′(0) =−2 < 0, to funkcija f u tǎcki A(0,0) ima lokalni maksimum.

Kako je f ′′(
√

2/2) = 4> 0, to funkcija f u tǎcki B(
√

2/2,−1/4) ima lokalni min-
imum.

Kako je f ′′(−√2/2) = 4 > 0, to funkcija f u tǎcki C(−√2/2,−1/4) ima lokalni
minimum.

Funkcija f je konkavna odozgo ako jef ′′(x) = 12x2−2 > 0, što je ispunjeno na
intervalima(−∞,−√6/6) i (

√
6/6,+∞).

Funkcija je konkavna odozdo ako jef ′′(x) = 12x2−2 < 0, što je ispunjeno na in-
tervalu(−√6/6,

√
6/6).

Iz f ′′(x) = 12x2−2 = 0 sledix1,2 = ±√6/6, što znǎci da funkcija f ima mogúce
prevojne tǎckeD(

√
6/6,−5/36) i E(−√6/6,−5/36). Budúci da, prema prethod-

nom, grafik funkcije menja svoju konkavnost u ovim tačkama, to su one zaista
prevojne tǎcke funkcije f .

Data funkcija nema asimptota (sl. 5.9).I

5.74. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = x3− x4

4 (sl. 5.10).
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Rešenje. Data funkcija je definisana na celom skupuR.

Data funkcija nije parna, jer je, na primer,f (−1) =−5/4, što je razlǐcito od f (1) =
3/4, a nije ni neparna, jer je, na primer,f (−1) 6=− f (1).
Nule funkcije f se dobijaju kao rešenja jednačinex3−x4/4 = 0. Dakle to sux = 0
(trostruka nula) ix = 4.
Prvi izvod date funkcije jef ′(x) = 3x2− x3 = x2(3− x) i jednak je nuli ako je

x
1

A(0,0)

O

1

y

BC

1

0

y
B

x4

Slika 5.9 f (x) = x4−x2 Slika 5.10 f (x) = x3− x4

4

x1,2 = 0 i x3 = 3.

Moguće ekstremne vrednosti suA(0,0) i B(3,27/4).

Funkcija f raste ako jef ′(x) = x2(3− x) > 0, što je zax 6= 0 ekvivalentno sa
3−x > 0, odnosno sax < 3.

Funkcija f opada ako jef ′(x) = x2(3−x) < 0, tj. za3−x < 0, odnosno zax > 3.

Drugi izvod funkcije f je f ′′ = 6x− 3x2 = 3x(2− x). Kako je f ′′(3) = −9 < 0,
to funkcija f u tǎcki B(3,27/4) ima lokalni maksimum. U tǎcki x = 0 je f ′(0) =
f ′′(0) = 0 i f ′′′(0) 6= 0, pa funkcija f nema ekstremnu vrednost ux = 0.

Funkcija f je konkavna odozgo ako jef ′′(x) = 6x−3x2 > 0, što je ispunjeno za
x∈ (0,2).
Funkcija f je konkavna odozdo ako jef ′′(x) = 6x−3x2 < 0, što je ispunjeno na
intervalima(−∞,0) i (2,+∞).
Iz prethodne dve tǎcke sledi da funkcijaf ima prevojne tǎcke u tǎckamaA(0,0) i
C(2,4)

Data funkcija nema asimptota (sl. 5.10).I

5.75. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f (x) = x6−12x4 + 48x2−189 (sl.
5.11).
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Rešenje.Domen date funkcije jeR. Funkcija je parna. Nule funkcijef se odrēduju iz
f (x) = 0, odnosno(x−3)(x+3)(x4−3x2 +21) = 0. Odatle dobijamo da su nule
funkcijex1 =−3, x2 = 3.

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = 6x5− 48x3 + 96x = 6x(x2− 4)2, x ∈ R. Nule
prvog izvoda sux3 =−2, x4 = 2 i x0 = 0.

Kriti čne tǎcke funkcije f suA(0,−189), B(−2,−125), C(2,−125) .

Funkcija f raste kada jef ′(x) > 0, ustvari kada jex > 0, tj. na (0,+∞), a opada
f ′(x) < 0, tj. na intervalu na(−∞,0).
Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = 30x4−144x2 +96, odnosnof ′′(x) = 0, zax3 =
−2, x4 = 2, x5 = 2

5

√
5, x6 =−2

5

√
5.

Kako je f ′′(0) = 96> 0, to je kritična tǎckaA(0,189), tačka u kojoj funkcija ima
minimum.

Primetimo da prvi izvod ne menja znak u tačkamax3 =−2, i x4 = 2, iako je f ′(2)=
0, f ′(−2) = 0, što znǎci da funkcija nema ekstrema u tim tačkama.

Funkcija f je konveksna ako jef ′′(x) = 6(5x4−24x2 +16) > 0, tj. na(−∞,−2),
na

(
−2

5

√
5, 2

5

√
5
)

i na (2,∞) , a konkavna ako jef ′′(x) = 6(5x4−24x2 +16) < 0,

tj. na
(
−2,−2

5

√
5
)

i na
(

2
5

√
5,2

)
.

Funkcija f ima četiri prevojne tǎcke B(−2,125), C(2,−125) , D(−2
5

√
5, f (x5)),

E(2
5

√
5, f (x4)), gde je f

(
±2

5

√
5
)

=−19721
125 =−157,768

Data funkcija nema asimptota.I

20

50

y

x

0

4
x

y

2

Slika 5.11. f (x) = x6−12x4 +48x2−189 Slika 5.12. f (x) =
x3

(x−2)2

5.76. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) =
x3

(x−2)2 (sl. 5.12.).

Rešenje. Domen date funkcije je(−∞,2)∪ (2,+∞). Nula funkcije f je x1 = 0.

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = x2 · x−6
(x−2)3 . Nule prvog izvoda sux1 = 0, x2 = 6,
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tako da su kritǐcne tǎcke funkcije f A(0,0) i B(6,27/2) .

Funkcija f raste zaf ′(x) > 0, odnosno za(x−6)(x−2) > 0, tj. na (−∞,2) i na
(2,+∞). Funkcija f opada na(2,6).

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = 24x
(x−2)4 i ima nulu zax = 0. Znǎci, tǎckaA(0,0)

jeste prevojna tǎcka.

Iz f ′′(6) > 0 sledi da je tǎckaA(6,27/2) minimum funkcije.

Funkcija je konveksna ako jef ′′(x) > 0, tj. na (0,2) i na (2,+∞), a konkavna na
(−∞,0).
Funkcija ima vertikalnu asimptotux = 2, jer je lim

x→2−
f (x) = ∞ i lim

x→2+
f (x) = ∞.

Funkcija nema horizontalnu asimptotu, jer jelim
x→±∞

f (x) =±∞.

Iz lim
x→∞

f (x)
x = 1, lim

x→∞
( f (x)−x) = 4, sledi da funkcija ima kosu asimptotu

y = x+4. I

5.77. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) =
x−5
x2−9

(sl. 5.13).

Rešenje. Data funkcija je definisana na skupu(−∞,−3)∪ (−3,3)∪ (3,+∞). Data
funkcija nije ni parna ni neparna. Nula funkcijef je zax = 5.

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) =
−x2 +10x−9

(x2−9)2 .

Prvi izvod funkcije f ima nule zax = 1 i x = 9, pa su kritǐcne tǎcke A(1,1/2) i
B(9,1/18).

Funkcija f raste za−x2 + 10x−9 > 0 i x 6= ±3, odnosno na intervalima(1,3) i
(3,9).
Funkcija f opada za−x2+10x−9< 0 i x 6=±3, odnosno na intervalima(−∞,−3),
(−3,1) i (9,+∞).

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = 2 (x3−15x2+27x−45)
(x2−9)3 .

Kako je f ′′(1) > 0, to funkcija f ima lokalni minimum u tǎcki A(1,1/2).
Kako je f ′′(9) < 0, to funkcija f ima lokalni maksimum u tǎcki B(9,1/18).
PolinomP(x) = x3−15x2 + 27x−45 ima jednu realnu nulu kojúcemo obeležiti
sa x0. Kako je f ′′(13) < 0 i f ′′(14) > 0, to tǎcka x0 pripada intervalu(13,14);
pokazácemo da u tǎcki C(x0, f (x0)) funkcija f ima prevojnu tǎcku.

Pokažimo da je funkcijaf konkavna odozgo (tj.f ′′(x) > 0) na intervalima(−3,3)
i (x0,+∞). Naime, zax < x0 važi P(x) < 0, a takodje jex2−9 < 0 zax∈ (−3,3).
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Zax > x0 je P(x) > 0 i x2−9 > 0.

Funkcija f je konkavna odozdo zaf ′′(x) < 0, tj. na intervalima(−∞,−3) i (3,x0).
Na osnovu prethodnog sledi da u tački C, sa apscisomx0∈ (13,14), funkcija f ima
prevojnu tǎcku.

-1

y=1

0

B

A
x
=

3

B

x
=

-3

x0

A

5

y y

x

Slika 5.13. f (x) = x−5
x2−9 Slika 5.14. f (x) = x(x+1)

x2+1

Asimptote: Funkcija ima dve vertikalne asimptotex =−3 i x = 3,

jer važi lim
x→−3−

f (x) =−∞ i lim
x→3−

f (x) = +∞.

Takodje je lim
x→−3+

f (x) = +∞ i lim
x→3+

f (x) =−∞.

Funkcija ima horizontalnu asimptotuy = 0 i kadax→ +∞ i kadax→−∞, jer je
lim

x→±∞
f (x) = 0.

Funkcija nema kosu asimptotu (sl. 5.13).

5.78. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) =
x(x+1)
x2 +1

(sl. 5.14).

Rešenje. Data funkcija je definisana na intervalu(−∞,+∞). Funkcija f nije ni parna
neparna. Nule funkcijef su zax = −1 i x = 0. Prvi izvod funkcije f je f ′(x) =
−x2+2x+1
(x2+1)2 . Prvi izvod funkcije f ima nule u tǎckamax1 = 1+

√
2 i x2 = 1−√2, pa

su kritične tǎckeA(1+
√

2,(1+
√

2)/2) i B(1−√2,(1−√2)/2).

Funkcija f raste kada jef ′(x) > 0, tj. za−x2 + 2x+ 1 > 0, što važi zax ∈ (1−√
2,1+

√
2).

Funkcija f opada kada jef ′(x) < 0, tj. na intervalima(−∞,1−√2) i (1+
√

2,+∞).

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = 2(x+1)(x2−4x+1)
(x2+1)3 . Kako je f ′′(1+

√
2) < 0, to

funkcija f ima lokalni maksimum u tǎcki A(1+
√

2,(1+
√

2)/2).
Kako je f ′′(1−√2) > 0, to funkcija f ima lokalni minimum u tǎcki
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B(1−√2,(1−√2)/2).

Funkcija f je konkavna odozgo zaf ′′(x) > 0, tj. na intervalima
(−1,2−√3) i (2+

√
3,+∞). Funkcija f je konkavna odozdo zaf ′′(x) < 0, tj. na

intervalima (−∞,−1) i (2−√3,2+
√

3).
Prevojne tǎcke suC(−1,0), D(2+

√
3,(3+

√
3)/4) i E(2−√3,(3−√3)/4).

Asimptote: Vertikalnih asimptota nema. Funkcijaf ima horizontalnu asimptotu

y = 1 kada+∞, jer je lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x(x+1)
x2 +1

= 1. Takodje je lim
x→−∞

f (x) = 1,

pa je pravay= 1horizontalna asimptota i u−∞. Funkcija f nema kosu asimptotu.I

5.79. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) =
x3 +4
x2−4

(sl. 5.15).

Rešenje.Data funkcija je definisana na skupu(−∞,−2)∪(−2,2)∪(2,+∞). Funkcija
f nije ni parna ni neparna. Nula funkcijef je zax = − 3

√
4. Prvi izvod funkcije f

je f ′(x) = xx3−12x−8
(x2−4)2 .

Ako oznǎcimog(x) = x3−12x−8, tada jeg(−4) < 0 i g(−3) > 0, pa postoji tǎcka
x1 ∈ (−4,−3) takva da jeg(x1) = f ′(x1) = 0. Slično se pokazuje da postoje tačke
x2 ∈ (−1,0) i x3 ∈ (3,4) sa osobinomg(x2) = g(x3) = 0.

Prema tome, funkcijaf imačetiri kritične tǎckeA(0,−1), B(x1, f (x1)), C(x2, f (x2))
i D(x3, f (x3)).

Funkcija f raste na intervalima(−∞,x1), (x2,0) i (x3,+∞).

Funkcija f opada na intervalima(x1,−2), (−2,x2), (0,2) i (2,x3).

Iz prethodnog sledi da su tačke A i B lokalni maksimumi, a tǎckeC i D lokalni
minimumi.

Asimptote: Vertikalne asimptote sux = −2 i x = 2, jer važi lim
x→−2−

x3 +4
x2−4

= −∞,

lim
x→2−

x3 +4
x2−4

= −∞. Takodje je lim
x→−2+

x3 +4
x2−4

= +∞, lim
x→2+

x3 +4
x2−4

= +∞. Funk-

cija f nema horizontalnu asimptotu.

Funkcija f ima kosu asimptotuy = x i u +∞ i u −∞ jer je k = lim
x→±∞

f (x)
x

=

lim
x→±∞

x3 +4
x3−4x

= 1. n = lim
x→±∞

( f (x)−x) = lim
x→±∞

4x+4
x2−4

= 0.

5.80. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) =
√

x+
√

4−x (sl. 5.16).

Rešenje. Data funkcija je definisana na intervalu[0,4]. Funkcija f nema nula. Prvi

izvod funkcije f je f ′(x) =
√

4−x−√x
2
√

x
√

4−x
.
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A
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Slika 5.15. f (x) = x3+4
x2−4 Slika 5.16. f (x) =

√
x+

√
4−x

Prvi izvod funkcijef ima nulu za
√

4−x−√x= 0, tj. zax= 2, pa je kritǐcna tǎcka
A(2,2

√
2).

Funkcija f raste za
√

4−x−√x > 0, tj. na intervalu(0,2).

Funkcija f opada za
√

4−x−√x < 0, tj. na intervalu(2,4).

Drugi izvod funkcije je f ′′(x) =−1
4

(
1√
x3

+ 1√
(4−x)3

)
.

Kako je f ′′(2) < 0, to je tǎckaA(2,2
√

2) lokalni maksimum funkcijef . Primetimo
da je u ovom slǔcaju to i njen globalni maksimum.

Kako je f ′′(x) < 0 za svex∈ (0,4), to je data funkcija konkavna odozdo na svom
domenu.

Vertikalnih asimptota nema, dok se o horizontalnim i kosim i ne može govoriti.
Naime, domen funkcijef je interval[0,4], pa se ne mogu ni ispitivati odgovarajuće
granǐcne vrednosti u−∞ ili u +∞ (sl. 5.16).I

5.81. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = e1/x (sl. 5.17).

Rešenje. Data funkcija je definisana na skupu(−∞,0)∪ (0,+∞). Funkcija f nije ni
parna ni neparna. Funkcijaf nema nula.

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) =−e1/x

x2 . Prvi izvod funkcije f nema realnih nula, pa
data funkcija nema kritičnih tǎcaka. Funkcijaf opada za svakox iz domena.

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = 2x+1
x4 e1/x.

Funkcija f je konkavna odozgo na intervalima(−1/2,0) i (0,+∞). Funkcija f je
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konkavna odozdo na intervalu(−∞,−1/2).

Funkcija f ima prevojnu tǎckuA(−1/2,e−2).

Asimptote: Vertikalna asimptota jex = 0 i važi lim
x→0+

e1/x = +∞, lim
x→0−

e1/x = 0.

Funkcija f ima horizontalnu asimptotu kadx→±∞, jer je lim
x→±∞

e1/x = 1. Funkcija

f nema kosu asimptotu (sl. 5.17).I

x

y

10 0

y

x1

y=1 y=1

Slika 5.17. f (x) = e1/x Slika 5.18. f (x) = e−1/x

5.82. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = e−1/x (sl. 5.18).

Rešenje. Grafik ove funkcije je osno simetričan premay−osi sa grafikom funkcije iz
prethodnog primera.

5.83. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = xex (sl. 5.19).

Rešenje. Data funkcija je definisana na skupuR. Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Nula funkcije f je ux = 0.

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = (x+ 1)ex. Prvi izvod funkcije f ima nulu za
x = −1, pa je kritǐcna tǎcka A(−1,−1/e). Funkcija f raste zax > −1. Funk-
cija f opada zax <−1.

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = (x+ 2)ex. Kako je f ′′(−1) > 0, to data funk-
cija ima lokalni minimum u tǎcki A(−1,−1/e). Funkcija je konkavna odozgo za
f ′′(x) > 0, tj. na intervalu(−2,+∞). Funkcija je konkavna odozdo na intervalu
(−∞,−2). Funkcija ima prevojnu tǎckuB(−2,−2e−2).

Asimptote: Data funkcija nema vertikalnih asimptota. Funkcijaf ima horizontalnu
asimptotux = 0 kadax→−∞, jer je

lim
x→−∞

xex = lim
t→+∞

te−t = lim
t→+∞

t
et = lim

t→+∞

1
et = 0.
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Funkcija nema kosu asimptotu (sl. 5.19).I

10

1

A

1 x0

1/2

B

A

B

yy

x

Slika 5.19. f (x) = xex Slika 5.20. f (x) = xe−x2

5.84. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = xe−x2
(sl. 5.20).

Rešenje. Data funkcija je definisana na skupuR. Funkcija f je neparna, jer za sve
x∈ R važi

f (−x) = (−x) ·e(−x)2
=−xex2

=− f (x).

Nula funkcija f je ux = 0. Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = (1−2x2)e−x2
.

Prvi izvod funkcije f ima nule zax1 =
√

2/2 i x2 =−√2/2, pa

su kritične tǎckeA(
√

2/2,
√

2e−1/2/2) i B(−√2/2,−√2e−1/2/2).

Funkcija f raste na intervalu(−√2/2,
√

2/2).

Funkcija f opada na intervalima(−∞,−√2/2) i (
√

2/2,+∞). Drugi izvod funk-
cije f je f ′′(x) = 2x(2x2−3)e−x2

. Kako je f ′′(
√

2/2) < 0, to funkcija ima lokalni
maksimum u tǎcki A(

√
2/2,

√
2e−1/2/2). Kako je f ′′(−√2/2) > 0, to funkcija f

ima lokalni minimum u tǎcki B(−√2/2,−√2e−1/2/2).

Funkcija f je konkavna odozgo na intervalima(−
√

3/2,0) i
(
√

3/2,+∞).

Funkcija f je konkavna odozdo na intervalima(−∞,−
√

3/2) i (0,
√

3/2).

Prevojne tǎcke suC(0,0), D
(√

3/2,
√

3/2e−3/2
)

i E
(
−

√
3/2,−

√
3/2e−3/2

)
.

Asimptote: Nema vertikalnih asimptota. Funkcija ima horizontalnu asimptotu
y = 0 u±∞, jer je lim

x→±∞
xe−x2

= 0.

Funkcija nema kosu asimptotu (sl. 5.20).

5.85. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (x+2)e1/x (sl. 5.21).

Rešenje.Data funkcija je definisana na intervalu(−∞,0)∪(0,+∞). Data funkcija nije
ni parna ni neparna. Nula funkcijef je zax =−2.

Prvi izvod funkcijef je f ′(x) = x2−x−2
x2 e1/x. Funkcija f ′ ima nule zax2−x−2= 0,
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odnosno zax = 2 i x =−1.

Moguće ekstremne vrednosti funkcije su u tačkamaA(2,4e1/2) i B(−1,e−1).

Funkcija f raste zax2−x−2 > 0 i x 6= 0, tj. na intervalima(−∞,−1) i (2,+∞).

Funkcija f opada na intervalima(−1,0) i (0,2).
Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) = 5x+2

x4 e1/x.

Kako je f ′′(2) = 12
24 e1/2 > 0 i f ′′(−1) =−3e−1 < 0, to u tǎci A(2,4e1/2) data funk-

cija ima lokalni minimum;B(−1,e−1) data funkcija ima lokalni maksimum.

Data funkcija je konkavna odozgo na intervalima(−2/5,0) i (0,+∞). Data funk-
cija je konkavna odozdo na(−∞,−2/5). Prevojna tǎcka date funkcije jeste u
C(−2/5,(4/5)e−5/2).
Asimptote: Vertikalna asimptota jex= 0, jer je lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+
(x+2)e1/x = +∞.

Sa druge strane jelim
x→0−

f (x) = lim
x→0+

(x+2)e1/x = 0.

Kako je lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

(x+ 2)e1/x = ±∞, to znǎci da funkcija f nema hori-

zontalnu asimptotu. Kosa asimptotay = kx+n se odredjuje iz sledećih granǐcnih
vrednosti:

k = limx→+∞
f (x)
x

= lim
x→+∞

x+2
x

e1/x = 1,

n = lim
x→+∞

( f (x)−kx) = lim
x→+∞

(
(x+2)e1/x−x

)
= lim

x→+∞
x(e1/x−1)+ lim

x→+∞
2e1/x

= lim
x→+∞

e1/x−1
1
x

+2 = lim
t→0

et −1
t

+2 = 3.

Prema tome je pravay = x+3 kosa asimptota u±∞ date funkcije.I

x

1

A

y=x+3

y

10 x

y

0

B 1

1

B

A

Slika 5.21. f (x) = (x+2)e1/x Slika 5.22. f (x) = (1−x2)e−2x

5.86. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = (1−x2)e−2x (sl. 5.22).

Rešenje. Data funkcija je definisana na skupuR. Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Nule funkcije f su u tǎckamax = 1 i x =−1.



5.14. Grafici 175

Prvi izvod funkcije je f ′(x) = (−2−2x+2x2)e−2x. Prvi izvod funkcije f ima nule

u 1+
√

5
2 i 1−√5

2 , pa suA

(
1+
√

5
2 , (−1−√5)e−(1+

√
5)

2

)
i B

(
1−√5

2 , (−1+
√

5)e−(1−√5)

2

)
kri-

tične tǎcke.
Funkcija f raste na intervalima(−∞, 1−√5

2 ) i (1+
√

5
2 ,+∞), a opada na(1−√5

2 , 1+
√

5
2 ).

Drugi izvod funkcije je f ′′(x) = (2+8x−4x2)e−2x.
Kako je f ′′((1+

√
5)/2) > 0, to funkcija ima lokalni minimum u tǎcki A.

Kako je f ′′((1−√5)/2) < 0, to funkcija ima lokalni maksimum u tački B.

Funkcija je konkavna odozgo na(1−
√

6
2 ,1+

√
6

2 ). Funkcija je konkavna odozdo
na intervalima(−∞,1−√6/2) i (1+

√
6/2,+∞).

Funkcija ima prevojne tǎcke u x = 1+
√

6
2 i x = 1−

√
6

2 .

Asimptote: Funkcijaf nema vertikalnih asimptota. Funkcijaf ima horizontalnu
asimptotuy = 0 kadax→+∞, jer je lim

x→+∞
(1−x2)e−2x = 0.

Funkcija nema horizontalnu asimptotu kadax→−∞, jer je

lim
x→−∞

(1−x2)e−2x =−∞.

Funkcija nema kosu asimptotu.I

5.87. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = e2x/(1−x2) (sl. 5.23).

Rešenje.Data funkcija je definisana na skupu(−∞,−1)∪(−1,1)∪(1,+∞). Funkcija
f nije parna ni neparna. Funkcijaf nema nula.

Prvi izvod funkcije f je f ′(x) =
2(x2 +1)
(1−x2)2 e2x/(1−x2).

Prvi izvod funkcijef nema realnih nula. Funkcijaf raste na intervalima(−∞,−1),
(−1,1) i (1,+∞).

Asimptote: Vertikalne asimptote sux = −1 i x = 1, jer je lim
x→−1−

e
2x

1−x2 = +∞ i

lim
x→1−

e
2x

1−x2 = +∞.

Za ispitivanje toka i crtanje grafika funkcijef važne su i sledéce dve granǐcne

vrednosti: lim
x→−1+

e
2x

1−x2 = 0 i lim
x→1+

e
2x

1−x2 = 0.

Funkcija f ima horizontalnu asimptotuy = 1 kadax→±∞, jer je lim
x→±∞

e
2x

1−x2 = 1.

Funkcija f nema kosu asimptotu.I

5.88. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = ln
1−x
1+x

(sl. 5.24).
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Rešenje. Data funkcija je definisana za
1−x
1+x

> 0, odnosno za|x| < 1. Funkcija f je

neparna, jer je za|x|< 1

f (−x) = ln
1− (−x)
1+(−x)

=− ln
1−x
1+x

=− f (x).

Funkcija f ima nulu zax= 0. Prvi izvod funkcije f je f ′(x) =− 2
1−x2 . Prvi izvod

funkcije f nema nula. Funkcijaf opada na(−1,1).

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) =− 4x
(1−x2)2 .

Funkcija f je konkavna odozgo na(−∞,0). Funkcija f je konkavna odozdo na
(0,+∞). Funkcija f ima prevojnu tǎckuO(0,0).

Funkcija f ima vertikalne asimptotex =−1 i x = 1 jer je

lim
x→−1+

ln
1−x
1+x

= +∞ i lim
x→1−

ln
1−x
1+x

=−∞. I

1 x

y

y=1

x0

y

1

x=1

x=-1

1

Slika 5.23. f (x) = e2x/(1−x2) Slika 5.24. f (x) = ln
1−x
1+x

5.89. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcijef (x) = 3
√

x2− 3
√

x2 +1 (sl. 5.25).

Rešenje. Data funkcija je definisana na skupuR. Data funkcija je parna. Funkcijaf
nema nula, i važif (x) < 0 za svex∈ R.

Prvi izvod funkcije je f ′(x) =
2
3

3
√

(x2 +1)2− 3
√

x4

3
√

x 3
√

(x2 +1)2
, x 6= 0.

Funkcija f opada na(−∞,0). Funkcija f raste za(0,+∞),

U tački x = 0 prvi izvod funkcije f ne postoji, jer su u toj tǎcki njen levi odnosno
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desni izvod jednaki−∞ odnosno+∞. Medjutim, funkcija f ima minimum u tǎcki
x = 0, jer, kako smo u prethodne dve tačke véc videli, levo od tǎcke0 funkcija f ′

je negativna, a desno od nje je pozitivna. Primetimo da je tangenta grafika u tački
x = 0 normalna nax−osu.

Drugi izvod funkcije f je f ′′(x) =−2
9

3
√

(x2+1)5+3 3√x4− 3√x10

3√x4 3
√

(x2+1)5
, x 6= 0.

Funkcija f ′′ je negativna za svex 6= 0, pa je funkcijaf konkavna odozdo na inter-
valima(−∞,0) i (0,+∞), i nema prevojnu tǎcku.

Asimptote Funkcijaf nema vertikalne asimptote. Funkcijaf ima horizontalnu
asimptotuy = 0 kadax→±∞, jer je

lim
x→±∞

( 3
√

x2− 3
√

x2 +1)

= lim
x→+∞

( 3
√

x2− 3
√

x2 +1)( 3
√

x4 + 3
√

x2(x2 +1)+ 3
√

(x2 +1)2

( 3
√

x4 + 3
√

x2(x2 +1)+ 3
√

(x2 +1)2

= lim
x→+∞

−1

( 3
√

x4 + 3
√

x2(x2 +1)+ 3
√

(x2 +1)2
= 0.

Funkcija f nema kosu asimptotu.I

y

1

0

x

1

-1

Slika 5.25. f (x) = 3
√

x2− 3
√

x2 +1



Glava 6

Neodred̄eni integral

6.1 Osnovni pojmovi i metodi

6.2 Definicija neodred̄enog integrala

6.1. Definicija. FunkcijaF je primitivna funkcija za funkcijuf : [a,b]→ R na inter-
valu (a,b) ako važi

(∀x∈ (a,b)) F ′(x) = f (x). (6.1)

6.2. Definicija. Neodred̄eni integral funkcije f na intervalu[a,b] je skup svih primi-
tivnih funkcija za funkcijuf : [a,b]→ R.

Neodrēdeni integral funkcijef oznǎcavamo sa
∫

f (x)dx. Izraz "dx"oznǎcava di-

ferencijal promenljivex. Fundamentalna jěcinjenica da svaka neprekidna funkcija
na intervalu ima primitivnu funkciju na tom intervalu. Iz Lagranžove teoreme sledi
da se bilo koje dve primitivne funkcije koje odgovaraju jednoj neprekidnoj funkciji
razlikuju najviše za konstantu. Zbog toga, ako važi jednakost (6.1), pisaćemo u
nastavku ∫

f (x)dx= F(x)+C, (6.2)

gde jeC proizvoljna konstanta.

(Uopšte, u celoj ovoj glaviC oznǎcava proizvoljnu konstantu.)

6.2.1 Tablica osnovnih neodrēdenih integrala

Tablica osnovnih neodrēdenih integrala se može dobiti iz odgovarajuće tablice
prvih izvoda i primenom osnovnih pravila za izvod funkcije nad njihovim prirod-
nim definicionim skupovima. Ostavljamǒcitaocu da odredinajvećeskupove uR

178
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na kojima ove jednakosti važe.

•
∫

xα dx=
xα+1

α+1
+C, α 6=−1; •

∫
x−1dx= ln |x|+C;

•
∫

sinxdx=−cosx+C; •
∫

cosxdx= sinx+C;

•
∫

1
cos2x

dx= tgx+C, •
∫

1

sin2x
dx=−ctgx+C;

•
∫

exdx= ex +C; •
∫

axdx=
ax

lna
+C, a > 0, a 6= 1;

•
∫

dx
a2 +x2 =

1
a

arctg
x
a

+C, a > 0; •
∫

dx
a2−x2 =

1
2a

ln

∣∣∣∣
a+x
a−x

∣∣∣∣+C, a > 0;

•
∫

dx√
x2±a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2±a2

∣∣∣+C, a > 0; •
∫

dx√
a2−x2

= arcsin
x
a

+C, a > 0.

Pokazácemo samo drugu jednakost. Naime, zax > 0 je (lnx)′ =
1
x
, a takōde za

x < 0 važi (ln |x|)′ = (ln(−x))′ =− 1
−x

=
1
x
. Zato zax 6= 0 važi (ln |x|)′ = 1

x
.

6.3 Osnovne osobine neodrēdenog integrala

Na osnovu osobina prvog izvoda lako se pokazuje da je integral linearna op-
eracija, tj. da važe sledeće dve jednakosti:

•
∫

C · f (x)dx = C ·
∫

f (x)dx; pod uslovom da je konstantaC različita od

nule.

•
∫

( f (x)+g(x))dx=
∫

f (x)dx+
∫

g(x)dx;

6.3. Primer. Korišćenjem linearnosti i tablice osnovnih neodred̄enih integrala izraču-
nati:

a)
∫ (

1√
z
+

1
3

z−3
√

z

)
dz; b)

∫
(1+x)

(√
x− 3

√
x2

)
dx;

c)
∫

x4−3x3 +2x+1
x3 dx; d)

∫ (x−1)2
√

x
dx.

Rešenja.

a)
∫ (

1√
z
+

1
3

z−3
√

z

)
dz=

∫ (
z−1/2 +z/3−3z1/2

)
dz=

z1/2

1/2
+

z2

6
−3

z3/2

3/2
+C
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= 2z1/2 +
z2

6
−2z3/2 +C.

b)
∫

(1+x)
(√

x− 3
√

x2
)

dx=
∫ (√

x− 3
√

x2 +x3/2−x5/3
)

dx

=
x3/2

3/2
− x5/3

5/3
+

x5/2

5/2
− x8/3

8/3
+C =

2x3/2

3
− 3x5/3

5
+

2x5/2

5
− 3x8/3

8
+C.

c)
∫

x4−3x3 +2x+1
x3 dx=

∫
(x−3+

2
x2 +

1
x3 ) =

x2

2
−3x− 2

x
− 1

2x2 +C.

d)
∫ (x−1)2

√
x

dx=
∫

x2−2x+1

x1/2
dx=

∫
(x3/2−2x1/2 +x−1/2)dx

=
2x5/2

5
−4

x3/2

3
+2x1/2 +C. I

6.4 Smena u neodrēdenom integralu

Oblik podintegralne funkcije i pravilo za izvod složene funkciječesto dozvo-
ljava svōdenje datog integrala na jednostavniji integral. Na primer, ako je funkcija
φ diferencijabilna i monotona na posmatranom intervalu, tada integral

∫
f (φ(x))φ′(x)dx smenom t = φ(x), dt = φ′(x)dx (6.3)

postaje
∫

f (φ(x))φ′(x)dx=
∫

f (t)dt.

6.4. Primer. Izračunati:

a)
∫

(x3 +3)23x2dx; b)
∫

x2 3
√

x3 +3dx; c)
∫ √

x2−3x4dx; d)
∫ (2+

√
x)3

√
x

dx.

Rešenja. Integralia) i b) rešavaju se smenomt = x3 +3, dt = 3x2dx.

a)
∫

(x3 +3)23x2dx=
∫

t2dt =
t3

3
+C =

(x3 +3)3

3
+C.

b)
∫

x2 3
√

x3 +3dx=
1
3

∫
(x3+3)1/33x2dx=

1
3
·
∫

t1/3dt =
1
3
· t

4/3

4/3
+C =

(x3 +3)4/3

4
+C.

c) Smenomt = 1−3x2, dt =−6xdx, dobija se∫ √
x2−3x4dx=

∫
x
√

1−3x2dx=
−1
6

∫
t1/2dt =

−1
9

t3/2 +C =
−1
9

(1−3x2)3/2 +C.

d) Smenomt = 2+
√

x, dt =
dx

2
√

x
, dobija se

∫ (2+
√

x)3
√

x
dx= 2

∫
t3dt = 2

t4

4
+C =

1
2
(2+

√
x)4 +C. I
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6.5. Primer. Izračunati:

a)
∫

(e−x +1)dx; b)
∫

e−1/x

x2 dx; c)
∫

dx
ex +1

; d)
∫

ex
√

ex +1dx.

Rešenja.

a) Koristéci smenut =−x, dt =−dx, dobija se
∫

(e−x+1)dx=−
∫

e−x(−dx)+x=−e−x+
x+C.

b) Smenomt =−1/x, dt = dx/x2, dobija se
∫

e−1/x

x2 dx=
∫

et dt = et +C = e−1/x +C.

c) Ako brojilac i imenilac podintegralne funkcije pomnožimo sae−x dobija se
∫

dx
ex +1

=
∫

e−x dx
1+e−x =−

∫ −e−x dx
1+e−x =− ln(1+e−x)+C.

(Korišćena je smenat = 1+e−x, dt =−e−x dx i činjenica da je1+e−x > 0 za svakox.)

d) Smenomt = ex +1, dt = ex dx, dobija se
∫

ex
√

ex +1dx=
∫

t1/2dt =
t3/2

3/2
+C = 2

(ex +1)3/2

3
+C. I

6.6. Primer. Izračunati:

a)
∫

(sin2x+cos3x)dx; b)
∫

sin3xcosxdx; c)
∫

tg xdx; d)
∫

e2sin3x cos3xdx;

e)
∫

ex cosex dx; f)
∫

x2ctgx3dx; g)
∫

sinx+cosx
sinx

dx; h)
∫

dx
1−cosx

.

Rešenja.

a)
∫

(sin2x+cos3x)dx=
1
2

∫
sin(2x)d(2x)+

1
3

∫
cos(3x)d(3x) =−cos2x

2
+

sin3x
3

+C.

b) Smenomt = sinx, dt = cosxdx, dobija se
∫

sin3xcosxdx=
∫

t3dt =
t4

4
+C =

sin4x
4

+
C.

c) Smenomt = cosx, dt =−sinxdx, dobija se∫
tgxdx=

∫
sinxdx
cosx

=−
∫

dt
t

=− ln |t|+C =− ln |cosx|+C.

d)
∫

e2sin3x cos3xdx=
1
6

∫
e2sin3x6cos3xdx=

1
6

e2sin3x+C. (Koristili smo smenut = 2sin3x,

dt = 6cos3xdx.)

e)
∫

ex cosex dx=
∫

cosex d(ex) = sinex +C.

f) Prvo se koristi smenat = x3, dt = 3x2, i dobija
∫

x2ctgx3dx=
1
3

∫
cost dt

sint
.

Dalje smenau = sint, du= cost, daje
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∫
x2ctgx3xdx=

1
3

∫
du
u

=
1
3

ln |u|+C =
1
3

ln |sin(x3)|+C.

g)
∫

sinx+cosx
sinx

dx=
∫ (

1+
cosx
sinx

)
dx= x+ ln |sinx|+C.

h)
∫

dx
1−cosx

=
∫

1+cosx
1−cos2x

dx=
∫

1+cosx

sin2x
dx=−ctgx− 1

sinx
+C. I

6.7. Primer. Izračunati:

a)
∫ (

1√
9−x2

+
1

4+9x2

)
dx; b)

∫
3x2dx√
1−x6

; c)
∫

xdx
x4 +1

;

d)
∫

2x3−3x2 +2x
x2 +1

dx; e)
∫

dx
ex +e−x ; f)

∫ (2−x)dx√
4x−x2

.

Rešenja.

a)
∫ (

1√
9−x2

+
1

4+9x2

)
dx=

1
3

∫
dx√

1− (
x
3

)2
+

1
4

∫
dx

1+
(

3x
2

)2

= arcsin
x
3

+
1
6

arctg

(
3x
2

)
+C.

U prvom integralu koristili smo smenut = x/3, dt = dx/3, a u drugoms = 3x/2, ds=
3dx/2.

b) Smenomt = x3, dt = 3x2dx, dobija se
∫

3x2dx√
1−x6

=
∫

dt√
1− t2

= arcsint+C= arcsinx3+

C.

c) Smenomt = x2, dt = 2xdx, dobija se
∫

xdx
x4 +1

=
1
2

∫
dt

t2 +1
=

1
2

arctgt +C=
1
2

arctgx2+

C.

d)
∫

2x3−3x2 +2x
x2 +1

dx=
∫

2x(x2 +1)−3(x2 +1)−2x+3+2x
x2 +1

dx

=
∫

(2x−3+
3

x2 +1
)dx= x2−3x+3arctgx+C.

e)
∫

dx
ex +e−x =

∫
ex dx

e2x +1
= arctgex +C.

f) Koristi se smenat = 4x−x2, dt = (4−2x)dx= 2(2−x)dx, i dobija se
∫ (2−x)dx√

4x−x2
=

1
2

∫
dt√

t
=

√
4x−x2 +C. I

6.8. Primer. Izračunati:

a)
∫

dx
x2 +10x+31

; b)
∫

dx
25−8x+x2 ; c)

∫
dx

2x2−2x+5
;

d)
∫ (2x−2)dx

x2 +6x+13
; e)

∫ (x+3)dx√
27+6x−x2

; f)
∫ (x−4)dx√

5−4x−x2
.
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Rešenja. U ovim zadacimácemo kvadratni trinom iz imeniocaax2 + bx+ c svesti na oblik
Au2 +B, gde suA 6= 0 i B konstante.

a)
∫

dx
x2 +10x+31

=
∫

dx
(x2 +10x+25)+6

=
∫

dx
(x2 +10x+52)+6

=
∫

dx
(x+5)2 +6

=
∫

dx

((x+5)2 +(
√

6)2
=

1√
6

arctg
x+5√

6
+C. (Smenat = x+5,

dt = dx.)

b)
∫

dx
25−8x+x2 =

∫
dx

9+(16−8x+x2)
=

∫
dx

9+(4−x)2 =−1
3

arctg
4−x

3
+C

=
1
3

arctg
x−4

3
+C. (Smenat = 4−x, dt =−dx.)

c)
∫

dx
2x2−2x+5

=
∫

2dx
4x2−4x+10

=
∫

2dx
(2x−1)2 +9

=
1
3

arctg
2x−1

3
+C.

(Smenat = 2x−1, dt = 2dx. )

d)
∫ (2x−2)dx

x2 +6x+13
=

∫ (2x+6)dx
x2 +6x+13

−
∫

8dx
(x+3)2 +4

= ln(x2+6x+13)−4arctg
x+3

2
+C.

U prvom integralu koristili smo smenut = x2+6x+13, dt = (2x+6)dx. Kako je za svako
x, takvo da jex2 +6x+13> 0, to se apsolutna vrednost kod logaritma mogla izostaviti. U
drugom integralu smo koristili smenut = x+3, dt = dx.

e)
∫ (x+3)dx√

27+6x−x2
=−1

2

∫ (−2x+6)dx√
27+6x−x2

+
∫

6dx√
36− (x−3)2

= −
√

27+6x−x2 +6arcsin

(
x−3

6

)
+C.

f)
∫ (x−4)dx√

5−4x−x2
=
−1
2

∫ (−2x−4)dx√
5−4x−x2

−
∫

6dx√
9− (x+2)2

= −
√

5−4x−x2−6arcsin
x+2

3
+C. I

6.9. Primer. Izračunati:

a)
∫

dx√
x2 +10x+31

; b)
∫

dx√
x2−8x−9

; c)
∫ (2x−2)dx√

x2 +6x+13
; d)

∫ (x+5)dx√
x2−27+6x

.

Rešenja.

a)
∫

dx√
x2 +10x+31

=
∫

dx√
(x2 +10x+25)+6

=
∫

dx√
(x+5)2 +6

= ln

∣∣∣∣x+5+
√

(x+5)2 +6

∣∣∣∣+C. Smenat = x+5.
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b)
∫

dx√
x2−8x−9

=
∫

dx√
(16−8x+x2)−25

=
∫

dx√
(x−4)2−25

= ln
∣∣∣x−4+

√
x2−8x−9

∣∣∣+C.

c)
∫ (2x−2)dx√

x2 +6x+13
=

∫ (2x+6)dx√
x2 +6x+13

−
∫

8dx√
(x+3)2 +4

= 2
√

(x+3)2 +4−8ln

∣∣∣∣x+3+
√

(x+3)2 +4

∣∣∣∣+C.

d)
∫ (x+5)dx√

x2−27+6x
=

1
2

∫ (2x+6)dx√
x2−27+6x

+
∫

2dx√
(x+3)2−36

=
√

x2 +6x−27+2ln|x+3+
√

(x+3)2−36|+C. I

6.5 Parcijalno integraljenje

Ako suu i v diferencijabilne funkcije po promenljivojx, tada važi

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x)+u(x)v′(x).

Integraléci ovu jednakost dobijamoformulu parcijalnog integraljenja
∫

udv= uv−
∫

vdu. (6.4)

6.10. Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izračunati sledeće integrale

a)
∫

xex dx; b)
∫

x3e2x dx; c)
∫

xsinxdx; d)
∫

arcsinxdx; e)
∫

x arctgxdx;

Rešenja.

a) Ako je u = x, dv= ex dx, tada jedu= dx, v = ex, pa je na osnovu (6.4)∫
xex dx= xex−

∫
ex dx= xex−ex +C.

b) Ako je u = x3, dv= e2xdx, tada jedu= 3x2dx, v =
∫

e2x dx=
1
2

e2x, pa je
∫

x3e2x dx=
1
2

x3e2x− 3
2

∫
x2e2x dx.

Poslednji integral se dalje rešava primenom parcijalnog integraljenja. Naime,

zau1 = x2 i dv1 = e2x dx je du1 = 2xdx i v1 =
∫

e2x dx=
1
2

e2x, pa je
∫

x2e2x dx=
1
2

x2e2x− 2
2

∫
xe2x dx.

Primenjujúci parcijalno integraljenje na integral
∫

xe2x dx, dobijamo zau2 = x i
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dv2 = e2x dx da je du2 = dx i v2 =
∫

e2x dx=
1
2

e2x, pa je

∫
xe2x dx=

1
2

xe2x− 1
2

e2x =
1
2

xe2x− 1
4

∫
e2x dx+C.

Prema tome posle tri puta primenjene parcijalnog integraljenja, dobija se
∫

x3e2x dx=
1
2

(
x3e2x− 3

2
x2e2x +

3
2

xe2x− 3
4

e2x
)

+C.

Drugi nǎcin da se reši ovaj integral jeste da se pretpostavi oblik rešenja, tj. da je
∫

x3e2x dx=
(
ax3 +bx2 +cx+d

)
e2x +C

za neke konstantea,b i c, koje treba odrediti. Diferenciranjem se dobija

x3e2x =
(
3ax2 +2bx+c

)
e2x +2

(
ax3 +bx2 +cx+d

)
e2x, odnosno

x3e2x =
(
2ax3 +(3a+2b)x2 +(2b+2c)x+(c+2d)

)
e2x.

Iz sistema jednǎcina 2a= 1, 3a+2b= 0, 2b+2c= 0, c+2d = 0, dobija sea= 1/2,
b =−3/4, c = 3/4, d =−3/8, što ponovo daje isto rešenje.

c) Ako je u = x, dv= sinxdx, tada jedu= dx, v =
∫

sinxdx=−cosx, pa je
∫

xsinxdx=−xcosx−
∫

(−cosx)dx=−xcosx+sinx+C.

Ako bi uzeliu = sinx i dv= xdx, tj. du= cosxdx i v = x2/2, dobili bi
∫

xsinxdx=
x2

2
sinx−

∫
x2

2
cosxdx,

dakle još komplikovaniji integral, te ovo parcijalno integraljenje ne bi dovelo do rešenja.
(Primetimo, da kada je za nekok ∈ N podintegralna funkcija proizvod oblikaxk sinx ili
xk cosx, tada prilikom parcijalnog integraljenja treba uzetiu = xk.

d) Ako je u = arcsinx, dv= dx, tada jedu=
1√

1−x2
dx, v = x, pa je

∫
arcsinxdx= xarcsinx−

∫
xdx√
1−x2

= xarcsinx+
√

1−x2 +C.

U poslednjem integralu smo koristili smenut = 1−x2, tj. dt =−2xdx.

e) Ako je u = arctgx, dv= xdx, tada jedu=
1

1+x2 dx, v = x2/2, pa je

∫
x arctgxdx =

x2

2
arctgx− 1

2

∫
x2

1+x2 dx=
x2

2
arctgx− 1

2

∫
x2 +1−1

1+x2 dx

=
x2

2
arctgx− 1

2
x+

1
2

arctgx+C. I

6.11. Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izračunati integrale:

a)
∫

lnxdx; b)
∫

ln(x2 +1)dx; c)
∫

ex sinxdx; d)
∫

eaxcos(bx)dx.
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U d) pretpostavljamo da jea2 + b2 > 0, tj. da je bar jedan od parametaraa ili b različit
od nule.

Rešenja.

a) Ako stavimou = lnx, dv= dx, tada jedu=
dx
x

, v = x, pa je
∫

lnxdx= xlnx−
∫

x
x

dx= xlnx−x+C.

b) Ako je u = ln(x2 +1), dv= dx, tada jedu=
2xdx
x2 +1

, v = x, pa je

∫
ln(x2 +1)dx= xln(x2 +1)−

∫
2x2

x2 +1
dx= xln(x2 +1)−2

∫
x2 +1−1

x2 +1
dx

= xln(x2 +1)−2x+2arctgx+C.

c) Ako je u = sinx, dv= exdx, tada jedu= cosxdx, v = ex, pa je∫
ex sinxdx= ex sinx−

∫
ex cosxdx.

Primenom parcijalnog integraljenja na drugi integral

u1 = cosx, dv1 = ex dx, ⇒ du1 =−sinxdx, v1 = ex, dobija se
∫

ex sinxdx= ex sinx−ex cosx−
∫

ex sinxdx.

Na osnovu poslednje relacije sledi

2

(∫
ex sinxdx

)
= ex sinx−ex cosx, tj.

∫
ex sinxdx=

ex sinx−ex cosx
2

+C.

Ako se i u drugom parcijalnom integraljenju koristiu= ex, dv= cosxdx, dobija se trivijalni
identitet. Zbog toga, ako se u prvom parcijalnom integraljenju uzmedv = ex dx tada se
mora uzeti isto i u drugom parcijalnom integraljenju. Sa druge strane, moglo se u oba
parcijalna integraljenja uzetiu = ex.

d) Ako je jedan od brojevaa i b jednak nuli, integral se lako rešava linearnom smenom.
Zatoćemo pretpostaviti da važia 6= 0 i b 6= 0. Tada se dvostrukom primenom parcijalnog
integraljenja dobija

∫
eaxcos(bx)dx=

1
b

eaxsin(bx)− a
b

∫
eaxsin(bx)dx

=
1
b

eaxsin(bx)− a
b

(−1
b

eaxcos(bx)+
a
b

∫
eaxcos(bx)dx

)
.

Posle rešavanja po
∫

eaxcos(bx) dobija se

a2 +b2

b2

∫
eaxcos(bx)dx= eax

(
1
b

sinbx+
a
b2 cosbx

)
, ili

∫
eaxcos(bx)dx=

eax

a2 +b2 (bsinbx+acosbx)+C.
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Zadatak pod e) je specijalni slučaj ovog zadatka(a = 2, b = 1). I

6.6 Razni tipovi neodred̄enih integrala

6.6.1 Integrali racionalnih funkcija

6.12. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫ (x3−2x−35)dx

x2−2x−15
; b)

∫ (x+1)dx
x3−2x2 +x−2

; c)
∫ (x+3)dx

x4−5x2 +4
;

d)
∫ (x2 +1)dx

(x−1)3 ; e)
∫ (2x2−4x+3)dx

x4−6x3 +13x2−12x+4
; f)

∫
x2−x−21

2x3−x2 +8x−4
dx.

Rešenje.

a) Na osnovu
x3−2x−35
x2−2x−15

= x+2+
17x−5

x2−2x−15
= x+2+

A
x−5

+
B

x+3
,

dobija se sistem jednačina A+B = 17, 3A−5B =−5, tj. A = 10, B = 7, pa je

x3−2x−35
x2−2x−15

= x+2+
10

x−5
+

7
x+3

.

Prema tome je∫ (x3−2x−35)dx
x2−2x−15

=
∫

(x+2)dx+
∫

10dx
x−5

+
∫

7dx
x+3

=
x2

2
+2x

+10ln|x−5|+7ln|x+3|+C =
x2

2
+2x+ ln

∣∣(x−5)10 · (x+3)7
∣∣+C.

b) Kako je
x+1

x3−2x2 +x−2
=

A
x−2

+
Bx+D
x2 +1

=
(A+B)x2 +(D−2B)x+A−2D

x3−2x2 +x−2
,

tj. A+ B = 0, D− 2B = 1 i A− 2D = 1, odakle jeA = 3/5, B = −3/5, D = −1/5, to
je

∫ (x+1)dx
x3−2x2 +x−2

=
∫

3dx
5(x−2)

−
∫ (3x+1)dx

5(x2 +1)
=

1
5

(
3ln|x−2|− 3

2

∫
2xdx
x2 +1

−
∫

dx
x2 +1

)

=
1
5
(3ln|x−2|− 3

2
ln(x2 +1)−arctgx+C.

c) Data racionalna funkcija može se transformisati kao

x+3
x4−5x2 +4

=
A

x−1
+

B
x+1

+
D

x−2
+

E
x+2

,

gde suA =−2/3, B = 1/3, D = 5/12 i E =−1/12. Prema tome je
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∫ (x+3)dx
x4−5x2 +4

= −
∫

2dx
3(x−1)

+
∫

dx
3(x+1)

+
∫

5dx
12(x−2)

−
∫

dx
12(x+2)

=
−2
3

ln |x−1|+ 1
3

ln |x+1|+ 5
12

ln |x−2|− 1
12

ln |x+2|+C

=
1
12

ln

∣∣∣∣
(x+1)4(x−2)5

x−1)8(x+2)

∣∣∣∣+C.

d) Data podintegralna funkcija se može pisati kao
x2 +1

(x−1)3 =
Ax2−2Ax+A+Bx−B+D

(x−1)3 ,

odakle se posle srēdivanja dobija sistem jednačina

A = 1, −2A+B = 0, A−B+D = 1,

čija su rešenjaA = 1, B = 2 i D = 2, tako da je

x2 +1
(x−1)3 =

1
x−1

+
2

(x−1)2 +
2

(x−1)3 . Prema tome je

∫ (x2 +1)dx
(x−1)3 =

∫
dx

x−1
+

∫
2dx

(x−1)2 +
∫

2dx
(x−1)3 = ln |x−1|− 2

x−1
− 1

(x−1)2 +C.

e) U ovom slǔcaju za podintegralnu funkciju važi

2x2−4x+3
x4−6x3 +13x2−12x+4

=
2

x−1
+

1
(x−1)2 +

−2
x−2

+
3

(x−2)2 .

∫ (2x2−4x+3)dx
x4−6x3 +13x2−12x+4

=
∫

2dx
x−1

+
∫

dx
(x−1)2 +

∫ −2dx
x−2

+
∫

3dx
(x−2)2

= 2ln|x−1|− 1
x−1

−2ln|x−2|− 3
x−2

+C = 2ln

∣∣∣∣
x−1
x−2

∣∣∣∣−
4x−5

x2−3x+2
+C.

f) Iz jednakosti

x2−x−21
2x3−x2 +8x−4

=
Ax+B
x2 +4

+
D

2x−1
=

(Ax+B)(2x−1)+D(x2 +4)
2x3−x2 +8x−4

=
(2A+D)x2 +(−A+2B)x−B+4D

2x3−x2 +8x−4

dobija se sistem jednačina 2A+ D = 1, −A+ 2B = −1, −B+ 4D = −21, odakle je
A = 3, B = 1 i D =−5. Prema tome važi

x2−x−21
2x3−x2 +8x−4

=
3x+1
x2 +4

+
5

2x−1
, pa je

∫ (x2−x−21)dx
2x3−x2 +8x−4

=
∫ (3x+1)dx

x2 +4
+

∫
5dx

2x−1
=

3
2

∫
2xdx
x2 +4

+
∫

dx
x2 +4

+
∫

5dx
2x−1

=
3
2

ln(x2 +4)+
1
2

arctg
(x

2

)
+

5
2

ln |2x−1|+C. I
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6.6.2 Integrali trigonometrijskih funkcija

6.13. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫

sin42xdx; b)
∫

cos5xdx; c)
∫

cos2xsin3xdx; d)
∫

sin3xsin2xdx;

Rešenja.

a) Polazéci od jednakostisin2x = (1−cos2x)/2, imamo
∫

sin42xdx=
∫ (

1
2
(1−cos4x)

)2

dx=
1
4

∫
(1−2cos4x+cos24x)dx

=
1
4

(
x− 1

2
sin4x+

∫
1
2
(1+cos8x)dx

)
=

1
4

(
x− 1

2
sin4x+

1
2

x+
1
16

sin8x

)
+C

=
3
8

x− 1
8

sin4x+
1
64

sin8x+C.

b) U ovom slǔcaju je
∫

cos5xdx=
∫

(1−sin2x)2cosxdx. Smenomt = sinx, dt = cosxdx,

dobijamo∫
cos5xdx =

∫
(1− t2)2dt =

∫
(1−2t2 + t4)dt

= t− 2t3

3
+

t5

5
+C = sinx− 2sin3x

3
+

sin5x
5

+C.

c) Smenomt = cosx, dt =−sinxdx, dobijamo
∫

cos2xsin3xdx =
∫

cos2x(1−cos2x)sinxdx=−
∫

t2(1− t2)dt

= −
∫

(t2− t4)dt =− t3

3
+

t5

5
+C =−cos3x

3
+

cos5x
5

+C.

d)
∫

sin3xsin2xdx=
∫

1
2

(cos(3x−2x)−cos(3x+2x)) dx

=
∫

1
2
(cosx−cos5x)dx=

1
2

sinx− 1
10

sin5x+C. I

6.6.3 Integrali racionalne funkcije posinx i cosx

Integral
∫

R(sinx,cosx)dx, gde jeR racionalna funkcija (od dve promenljive)sinx i

cosx, se smenomt = tg
x
2
, tj. dx=

2dt
1+ t2 , svodi na integral racionalne funkcije, jer je

sinx =
2t

1+ t2 , cosx =
1− t2

1+ t2 .

6.14. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫

dx
1+sinx−cosx

; b)
∫

dx
2+sinx

; c)
∫

sinxdx
4sinx+3cosx

.



190 Glava 6. Neodrēdeni integral

Rešenja.

a)
∫

dx
1+sinx−cosx

=
∫ 2dt

1+t2

1+ 2t
1+t2

− 1− t2

1+ t2

=
∫ 2dt

1+t2

1+t2+2t−1+t2

1+t2

=
∫

dt
t(t +1)

=
∫ (

dt
t
− dt

1+ t

)
= ln |t|− ln |1+ t|+C = ln

∣∣∣∣
t

1+ t

∣∣∣∣+C = ln

∣∣∣∣
tg(x/2)

1+ tg(x/2)

∣∣∣∣+C.

b)
∫

dx
2+sinx

=
∫ 2dt

1+t2

2+ 2t
1+t2

=
∫ 2dt

1+t2

2+2t2+2t
1+t2

=
∫

dt
t2 + t +1

=
∫

dt
(t +1/2)2 +3/4

=
2√
3

arctg
t +1/2√

3/2
+C = 2

1√
3

arctg
2tg(x/2)+1√

3
+C.

c)
∫

sinxdx
4sinx−3cosx

=
∫ 2dt

1+t2

4 2t
1+t2

−31−t2

1+t2

=
∫

2dt
3t2 +8t−3

=
1
5

∫ (
3

3t−1
− 1

t +3

)
dt

=
1
5

(ln |3t−1|− ln |t +3|)+C =
1
5

ln

∣∣∣∣
3t−1
t +3

∣∣∣∣+C =
1
5

ln

∣∣∣∣
3tg(x/2)−1
tg(x/2)+3

∣∣∣∣+C. I

6.6.4 Integrali iracionalnih funkcija

6.15. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫

dx√
x+1+1

; b)
∫

x
√

xdx√
x+x

; c)
∫

dx
3
√

2x+3+1
; d)

∫ √
xdx

3
√

x−1
.

Rešenja.

a) Smenomt =
√

x+1, tj. t2 = x+1, 2t dt = dx, dobija se
∫

dx√
x+1+1

=
∫

2t dt
t +1

= 2t−2ln|t +1|+C = 2
√

x+1−2ln|√x+1+1|+C.

b) Posle srēdivanja i smenet =
√

x, tj. t2 = x, 2t dt = dx, dobija se
∫

x
√

xdx√
x+x

=
∫

xdx
1+

√
x

=
∫

2t3

1+ t
dt.

Posle smeneu = t +1, du= dt, dobija se
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∫
2t3dt
1+ t

= 2
∫

u3−3u2 +3u−1
u

du= 2

(
u3

3
−3

u2

2
+3u− ln |u|

)
+C

= 2

(
(
√

x+1)3

3
−3

(
√

x+1)2

2
+3(

√
x+1)− ln(

√
x+1)

)
+C.

c) Smenomt = 3
√

2x+3, tj. t3 = 2x+3, 3t2dt = 2dx, dobija se
∫

dx
3
√

2x+3+1
=

3
2

∫
t2dt
t +1

=
3
2

∫ (
t−1+

1
t +1

)
dt

=
3
2

(
( 3
√

2x+3)2

2
− 3
√

2x+3+ ln |1+ 3
√

2x+3|
)

+C.

d) Smenomt = 6
√

x, tj. t6 = x, 6t5dt = dx, dobija se
∫ √

xdx
3
√

x−1
=

∫
6t8

t2−1
dt =

∫ (
6t6 +6t4 +6t2 +6+

6
t2−1

)
dt

= 6

(
t7

7
+

t5

5
+

t3

3
+ t +

1
2

ln

∣∣∣∣
t−1
t +1

∣∣∣∣
)

+C

= 6

(
( 6
√

x)7

7
+

( 6
√

x)5

5
+

( 6
√

x)3

3
+ 6
√

x+
1
2

ln

∣∣∣∣
6
√

x−1
6
√

x+1

∣∣∣∣
)

+C. I

6.6.5 Metod Ostrogradskog

Integrali oblika

∫
Pn(x)√

ax2 +bx+c
dx,

gde sua 6= 0, b i c dati brojevi, aPn(x) polinom stepenan, se rešava pomoću sledéce
jednakosti (koja se dobija primenom parcijalnog integraljenja):

∫
Pn(x)√

ax2 +bx+c
dx= Qn−1(x)

√
ax2 +bx+c+λ

∫
dx√

ax2 +bx+c
, (6.5)

gde jeQn−1(x) polinom stepenan−1 sa neodrēdenim koeficijentima, aλ konstanta. Ko-
eficijenti polinomaQn−1(x) i konstantaλ se odrēduju diferenciranjem jednakosti (6.5).

6.16. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫

x2 +x+2√
x2 +x+1

dx; b)
∫ √

x2 +1dx; c)
∫

x3 +3x√
5−x4−2x2

dx; d)
∫

e3x +e2x +ex
√

e2x−1
dx.
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Rešenja.

a) U ovom slǔcaju je∫
x2 +x+2√
x2 +x+1

dx= (Ax+B)
√

x2 +x+1+λ
∫

dx√
x2 +x+1

.

Diferenciranjem prethodnog izraza dobija se

x2 +x+2√
x2 +x+1

= A
√

x2 +x+1+(Ax+B)
2x+1

2
√

x2 +x+1
+

λ√
x2 +x+1

.

Množenjem leve i desne strane sa2
√

x2 +x+1 dobija se

2(x2 +x+2) = 2A(x2 +x+1)+(Ax+B)(2x+1)+2λ,

odakle se izjednǎcavanjem koeficijenata dobija sistem jednačina

2 = 4A, 2 = 3A+ 2B, 4 = 2A+ B+ 2λ,čije je rešenjeA = 1/2, B = 1/4 i λ = 11/8.
Prema tome je

∫
x2 +x+2√
x2 +x+1

dx=
(

1
2

x+
1
4

)√
x2 +x+1+

11
8

∫
dx√

x2 +x+1
.

Poslednji integral se napiše kao
∫

dx√
x2 +x+1

=
∫

dx√(
x+ 1

2

)2 + 3
4

, što posle smenet =

x+1/2, dt = dx, postaje

∫
dx√

x2 +x+1
= ln

∣∣∣∣∣∣
x+

1
2

+

√(
x+

1
2

)2

+
3
4

∣∣∣∣∣∣
+C = ln

∣∣∣(2x+1+
√

x2 +x+1
∣∣∣+C.

Na kraju je∫
x2 +x+2√
x2 +x+1

dx=
(

1
2

x+
1
4

)√
x2 +x+1+

11
8

ln |(2x+1+
√

x2 +x+1|+C.

b) Pre svega je
∫ √

x2 +1dx=
∫

x2 +1√
x2 +1

dx= (Ax+B)
√

x2 +1+λ
∫

dx√
x2 +1

.

Diferenciranjem poslednje jednakosti dobija se

x2 +1√
x2 +1

= A
√

x2 +1+(Ax+B)
2x

2
√

x2 +1
+λ

1√
x2 +1

.

Množenjem leve i desne strane sa
√

x2 +1 dobija se

x2 +1 = A(x2 +1)+(Ax+B)x+λ,

odakle se izjednǎcavanjem koeficijenata dobija sistem jednačina

1 = 2A, 0 = B, 1 = A+λ, pa jeA = 1/2, B = 0 i λ = 1/2. Prema tome je
∫

x2 +1√
x2 +1

dx=
1
2

x
√

x2 +1+
1
2

∫
1√

x2 +1
dx.

Poslednji integral je tablični, pa je
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∫ √
x2 +1dx=

1
2

x
√

x2 +1+
1
2

ln
∣∣∣x+

√
x2 +1

∣∣∣+C.

c) Smenomt = x2, dt = 2xdx, dobija se
∫

x3 +3x√
5−x4−2x2

dx=
1
2

∫
t +3√

5− t2−2t
dt.

Stavimo sada
∫

t +3√
5− t2−2t

dt =
(

A
√

5− t2−2t +λ
∫

dt√
5− t2−2t

)
.

Posle diferenciranja poslednje jednakosti pot dobija se

t +3√
5− t2−2t

= A
−2t−2

2
√

5− t2−2t
+λ

1√
5− t2−2t

.

Posle srēdivanja imamot +3 =−A(t +1)+λ, odakle je A =−1, λ = 2. Dakle
∫

t +3√
5− t2−2t

dt =−
√

5− t2−2t +2
∫

dt√
5− t2−2t

.

Zadnji integral se rešava tako što se imenilac napiše kao
√

5− t2−2t =
√

6− (t +1)2, pa
je ∫

t +3√
5− t2−2t

dt =−
√

5− t2−2t +2arcsin
t +1√

6
.

Konǎcno je
∫

x3 +3x√
5−x4−2x2

dx=−
√

5−x4−2x2 +2arcsin
x2 +1√

6
+C.

d) Smenomt = ex, dt = ex dx, dobija se∫
e3x +e2x +ex
√

e2x−1
dx=

∫
e2x +ex +1√

e2x−1
ex dx=

∫
t2 + t +1√

t2−1
dt.

Dakle možemo pisati
∫

t2 + t +1√
t2−1

dt = (At + B)
√

t2−1+ λ
∫

dt√
t2−1

. Posle diferenci-

ranja zadnje nejednakosti dobija se

t2 + t +1√
t2−1

= A
√

t2−1+(At+B)
2t

2
√

t2−1
+λ

1√
t2−1

.

Sred̄ivanjem se dobijaA = 1/2, B = 1 i λ = 3/2, pa je
∫

e3x +e2x +ex
√

e2x−1
dx=

(
ex

2
+1

)√
(ex)2−1+

3
2

ln
(

ex +
√

e2x−1
)

+C. I

6.6.6 Integral binomnog diferencijala

Integrali oblika
∫

xm(a+ bxn)pdx mogu se rešiti (tj. mogu se svesti na integral

racionalne funkcije) samo u sledeća tri slǔcaja:

1) ako jep ceo broj;

2) ako je p racionalan broj i
m+1

n
ceo broj, tada se uvodi smenats = a+ bxn, gde jes

imenilac razlomkap;

3) ako jep racionalan i
m+1

n
+ p ceo broj, tada se uvodi smenats = ax−n +b, gde jes
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imenilac razlomkap.

6.17. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫ √

xdx
(1+

√
x)2 ; b)

∫
xdx√
1+ 3

√
x

; c)
∫

dx

x6
√

x2−1
.

Rešenja.

a) U ovom slǔcaju jep=−2, tj. p je ceo broj, pa se integral rešava smenomt2 = x, 2t dt = dx:

∫ √
xdx

(1+
√

x)2 = 2
∫

t2dt
(1+ t)2 = 2

(
t +1−2ln|t +1|− 1

t +1

)
+C

= 2

(√
x+1−2ln|√x+1|− 1√

x+1

)
+C.

b) U ovom slǔcaju je m = 1, n = 2/3 i p = −1/2, tj. p je razlomak, ali je broj
m+1

n
=

1+1
2/3

= 3 ceo. Ako uvedemo smenut2 = 1+ 3
√

x2, tj. x =
√

(t2−1)3, ili x1/3 =
√

t2−1,

tada dobijamo2t dt =
2

3 3
√

x
dx, dx= 3

√
t2−1t dt, tada dobijamo

∫
xdx√

1+ 3
√

x2
= 3

∫ (t2−1)2t dt
t

= 3
∫

(t2−1)2dt

=
3
5

(√
1+ 3

√
x2

)5

−2

(√
1+ 3

√
x2

)3

+3

√
1+ 3

√
x2 +C.

c) U ovom slǔcaju jem=−6, n= 2, p=−1/2, pa je
m+1

n
+ p=

−5
2

+
−1
2

ceo broj. Prema

tome, može se uvesti smenat2 = 1−x−2, t dt =
dx
x3 , x−2 = 1− t2, pa je

∫
dx

x6
√

x2−1
=

∫
dx

x3x4
√

1−x−2
=

∫
(t2−1)2dt =

t5

5
− 2t3

3
+ t +C

=
(
√

1−x−2)5

5
−2

(
√

1−x−2)3

3
+

√
1−x−2 +C. I

6.7 Razni integrali

U sledécim integralima koristiti neki od dole navedenih smena. Pretpostavljamo da su
parametria i b pozitivni.

Za
√

a2−b2x2, smenax =
a
b

sint dovodi do a
√

1−sin2 t = a·cost.

Za
√

a2 +b2x2, smenax =
a
b

tgt dovodi do a
√

1+ tg2 t =
a

cost
.

Za
√

b2x2−a2, smenax =
a

bcost
dovodi do a

√
1

cos2 t
−1 = a· tgt.
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6.18. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫ √

16−x2dx; b)
∫

dx

x2
√

x2 +9
; c)

∫ √
x2−4
x2 dx;

Rešenja.

a) Ako stavimox = 4sint, tada je
√

16−x2 = 4cost i dx= 4cost dt, pa se dobija∫ √
16−x2dx =

∫
16cos2 t dt = 8

∫
(1+cos2t)dt = 8t +4sin2t +C

= 8t +8sint cost +C = 8arcsin(x/4)+
1
2

x
√

16−x2 +C.

b) Posle smenex = 3 tgt, dx=
3dt

cos2 t
i
√

9+x2 =
1

cost
, dobijamo

∫
dx

x2
√

x2 +9
=

∫ 3 dt
cos2 t

27tg2 t 1
cost

=
1
9

∫
cost dt

sin2 t
.

Dalje se koristi smenau = sint, du= cost dt i sledi

1
9

∫
cost dt

sin2 t
=

1
9

∫
du
u2 =− 1

9sint
+C =− 1

3
cost

·3tgt
+C =− 1

3x
√

x2 +9
+C.

c) Posle smenex =
2

cost
, dx=

2sint dt
cos2 t

, koristéci relaciju

√
1

cos2 t
−1 = tgt, dobijamo

∫ √
x2−4
x2 dx =

∫
4tgt cos2 t sint

4cos2 t
dt =

∫
sin2 t
cost

dt =
∫

sin2 t cost
cos2 t

dt.

Dalje se uvodi smenau = sint, du= cost dt, i dobija se
∫

sin2 t cost
cos2 t

dt =
∫

u2

1−u2 du=−u+
1
2

ln

∣∣∣∣
1+u
1−u

∣∣∣∣+C =−sint +
1
2

ln

∣∣∣∣
1+sint
1−sint

∣∣∣∣+C

=−
√

x2−4
x

+
1
2

ln

∣∣∣∣∣∣
1+

√
x2−4
x

1−
√

x2−4
x

∣∣∣∣∣∣
+C =−

√
x2−4

x
+

1
2

ln

∣∣∣∣∣
x+

√
x2−4

x−
√

x2−4

∣∣∣∣∣+C. I



Glava 7

Odred̄eni integral

7.1 Površina krivolinijskog trapeza

Jedan od prvih problema koje je praksa nametnula matematici bio je odred̄i-
vanje površine ravne figure. Davno je bilo poznato da je površina pravougaonika
jednaka proizvodu njegove dužine i širine; na osnovu toga, mogle su se odrediti
površine nekih mnogouglova, npr. trougla i trapeza. Budući da se površina proiz-
voljne ravne figure može dobiti kao konačan zbir površina krivolinijskih trapeza,
slika 7.1, još su starogrčki matematǐcari znali da je zapravo dovoljno rešiti problem
površinekrivolinijskog trapeza, slika 7.2. Iako oni nisu dali opšti metod za odred̄i-

ba

y=
f(x)

x

y

Slika 7.1. Slika 7.2.

vanje njegove površine, oni su ovaj problem rešili približno, koristeći površine
upisanih i opisanih pravougaonika. Ta je metoda u suštini i dovela do definicije
odred̄enog integrala,̌cija je vrednost (uz uslove kojécemo kasnije precizirati) up-
ravo površina krivolinijskog trapeza.

Krajem XVII veka I. Njutn i V. Lajbnic su dokazali osnovnu formulu inte-
gralnog rǎcuna (koja se obično i zove po njima),̌cime su problem površine ravne

196
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figure sveli na izrǎcunavanje neodrēdenog integrala funkcijef sa slike 7.3.

Neka je data neprekidna funkcijaf na [a,b]. Izvršimo podelu intervala[a,b] nan
podintervala

[x0,x1], [x1,x2], [x2,x3], . . . , [xn−1,xn], (7.1)

tako da važia = x0 < x1 < x2 < x3 < .. . < xn−1 < xn = b.

Neka za funkcijuf i podintervale iz (7.1) važe sledeće tri osobine:

1. funkcija f je nenegativna na[a,b];

2. funkcija f je neprekidna na[a,b];

3. intervali [xi−1,xi ], i = 1, . . . ,n, su iste dužine, tj.∆x = xi−xi−1 =
b−a

n
.

Osobina 1, tj. nenegativnost funkcijef na[a,b], znǎci da se njen grafik nalazi iznad
x−ose. Tada se ravna figura ograničena intervalom[a,b] nax−osi, ordinatama u
tačkamaa i b i grafikom date funkcijomf nad[a,b], nazivakrivolinijski trapez
nad[a,b].

Osobina 2, tj. neprekidnost funkcijef na [a,b], povlǎci da postoje tǎcke ξm
i i

ξM
i iz odgovarajúceg podintervala[xi−1,xi ], u kojima funkcija f dostiže najmanju

odnosno najvécu vrednost (slika 7.4). Naš zadatak je da izračunamo površinu

xi
xi-1 xi

M
xi

mx =bna=x
0 n-1x

y=f(x)

x
1

xi-1 xi

f( )x i

m

f( )xi

M

Slika 7.3. Slika 7.4.

krivolinijskog trapeza sa slike 7.2. U tom cilju, za svaki krivolinijski trapezTi nad
podintervalom[xi−1,xi ], posmatrácemo upisani pravougaonikAu

i (odnosno opisani
pravougaonikAo

i ) sa slike 7.3,̌cija je jedna stranica podinterval[xi−1,xi ], a druga
jednaka minimumuf (ξm

i ) (odnosno maksimumuf (ξM
i )) funkcije f na datom pod-

intervalu (sl. 7.4). Jasno je da možemo pisati

Au
i ⊆ Ti ⊆ Ao

i .

Površinu ravnog lika možemo posmatrati kao funkciju koja skupovima tačaka datog
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lika dodeljuje nenegativan broj, tako da većem skupu mora pripadati i veća površina.
Oznǎcimo saPu

i , PT
i i Po

i površine upisanog pravougaonika, krivolinijskog trapeza
i opisanog pravougaonika, respektivno, za svaki od podintervala[xi−1,xi ], slika 7.4.
Dakle važi

Pu
i ≤ PT

i ≤ Po
i . (7.2)

Kako je Au =
n⋃

i=1

Au
i , T =

n⋃

i=1

Ti , Ao =
n⋃

i=1

Ao
i , sledi da je

Au ⊆ T ⊆ Ao, (7.3)

odakle je P(Au) ≤ P(T) ≤ P(Ao), gde je P(Au) =
n

∑
i=1

f (ξm
i )∆x i P(Ao) =

n

∑
i=1

f (ξM
i )∆x, a P(T) površina krivolinijskog trapezaT. Povécanjem broja pod-

intervalan, dužina podintervala se smanjuje, tako da kadan→ ∞, tada∆x→ 0.

Ako sledéce dve granǐcne vrednosti: lim
n→∞

n

∑
i=1

f (ξm
i )∆x i lim

n→∞

n

∑
i=1

f (ξM
i )∆x, pos-

toje i med̄usobno su jednake, tada se površina krivolinijskog trapeza koji odred̄uje
funkcija f na intervalu[a,b] definiše kao

P = P(T) = lim
n→∞

n

∑
i=1

f (ξm
i )∆x = lim

n→∞

n

∑
i=1

f (ξM
i )∆x. (7.4)

Dovoljan uslov za postojanje graničnih vrednosti u (7.4) i njihove jednakosti jeste
da je funkcijaf neprekidna na[a,b].

7.2 Osnovni pojmovi

7.3 Definicija odred̄enog integrala

U ovom odeljku uopštícemo malo uslove za funkcijuf i podelu intervala na
sledéci nǎcin:

1. funkcija f može biti i negativna na[a,b];

2. funkcija f može imati i konǎcno mnogo prekida na[a,b];

3. dužine podintervala[xi−1,xi ] mogu biti i razlǐcite;

4. tačkeξi mogu biti proizvoljne tǎcke podintervala[xi−1,xi ].
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PodelaP intervala[a,b]⊂ R je skup tǎcaka

P = {x0, x1, . . . , xn}, ako važi a = x0 < x1 < .. . < xn = b. (7.5)

Oznǎcimo dužinui−tog intervala sa∆xi = xi − xi−1. Tada jeparametar podeleP
broj

λ(P ) = max
1≤ j≤n

∆xi . (7.6)

7.1. Definicija. Neka je funkcijaf definisana na[a,b], neka jeP jedna podela in-
tervala [a,b] i neka suξi neke tačke iz odgovarajućeg podintervala[xi−1,xi ], i =
1,2, . . . ,n. Tada se zbir

R(P ,ξ1, . . . ,ξn) =
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi ,

nazivaintegralna sumafunkcije f za podeluP .

Sume koje se javljaju u relaciji (7.3) su takod̄e integralne sume, za specijalno
izabraneξi (tačke u kojima funkcijaf dostiže minimum odnosno maksimum na
[xi−1,xi ]) i za jednake dužine intervala∆x = ∆xi , i = 1, . . . ,n.

Primetimo da ako je funkcijaf negativna na[a,b], tada je bilo koja integralna suma
takod̄e negativna.

Sada možemo dati sledeću definiciju.

7.2. Definicija. Neka je data funkcijaf : [a,b] → R. Ako za svaku podeluP inter-
vala [a,b] i svaki izbor odn tačakaξ1, ξ2, . . . , ξn, sa osobinomξi ∈ [xi−1,xi ],
i = 1,2, . . . ,n, postoji uvek ista granična vrednost

I := lim
λ(P )→0

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi ,

tada se za funkcijuf kaže da je Riman–integrabilna (kraće:integrabilna) na inter-
valu [a,b], a broj I se zoveodred̄eni integral funkcije f na [a,b], i označavamo ga
sa ∫ b

a
f (x)dx. (7.7)

U ovom slǔcaju granǐcna vrednostI := lim
λ(P )→0

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi , znǎci da za svakoε > 0

postojiδ > 0, sa osobinom da za proizvoljnu podeluP sa osobinomλ(P ) < δ i bilo
koji izbor odn tačakaξi ∈ [xi−1,xi ] važi

∣∣∣∣∣I −
n

∑
i=1

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ < ε.
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Brojevi a i b, a < b, su donja i gornja granica, a funkcija f je podintegralna
funkcijaodred̄enog integrala (7.7).

Ako je f integrabilna funkcija na intervalu[a,b], tada važe sledeće jednakosti:

1. ako jea > b, tada je
∫ b

a
f (x)dx=−

∫ a

b
f (x)dx;

2. ako jea = b, tada važi
∫ a

a
f (x)dx = 0.

Postoje i funkcije koje nisu integrabilne. Tako, na primer, ako je funkcijaf defi-
nisana na[a,b] i važi lim

x→a+
f (x) = +∞, tada u prvom podintervalu[x0,x1] bilo koje

podeleP , za svakoM > 0 postojiξ1, takvo da važi

f (ξ1)∆x1 > M,

pa ne postoji lim
λ(P )→0

n

∑
i=1

f (ξi)∆xi , što povlǎci da funkcija f nije integrabilna. U

stvari, važi sledéca teorema.

7.3. Teorema. a)Integrabilna funkcija na[a,b] je ograničena na[a,b].
b) Ograničena funkcija na[a,b] sa konačnim brojem prekida je i integrabilna na

[a,b].

Važan je poseban slučaj ove teoreme pod b).

7.4. Teorema.Svaka neprekidna funkcija na[a,b] je i integrabilna na[a,b].

7.4 Osobine odrēdenog integrala

U ovom delu iznécemo osnovne osobine odred̄enog integrala.

a) Ako je funkcija f konstanta, tj.f (x) = k, x∈ [a,b], tada je

∫ b

a
f (x)dx= k(b−a).

b) Ako je f integrabilna funkcija na[a,b], i k neki realan broj, tada je i funkcijak f
integrabilna na[a,b] i važi

∫ b

a
k f(x)dx= k

∫ b

a
f (x)dx.
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c) Ako su dve funkcijef i g integrabilne na[a,b], tada su i njihov zbir, razlika i
proizvod takōde integrabilne funkcije na[a,b]. Ako je, još, i funkcija1/gogranǐcena
na[a,b], tada je kolǐcnik f/g takod̄e integrabilna funkcija na[a,b].

d) Ako su funkcije f i g integrabilne na[a,b], tada važi

∫ b

a
( f (x)+g(x)) dx=

∫ b

a
f (x)+

∫ b

a
g(x)dx (7.8)

Geometrijski je ǒcigledno da za nenegativnu i neprekidnu funkcijuf na[a,b] takvu
da je f (x)≥ 0, x∈ [a,b], važi

∫ b

a
f (x)dx=

∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dx, a < c < b.

To znǎci da je površina krivolinijskog trapeza koji je odred̄en funkcijom f nad
intervalom[a,b] jednaka zbiru površina krivolinijskih trapeza funkcijef nad[a,c],
i [c,b]. Uopšte važi

e) Ako je funkcija f integrabilna na[a,c] i [c,b] takvim da jea < c < b, tada je
funkcija f integrabilna na[a,b] i važi

∫ b

a
f (x)dx=

∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dx.

f) Sledéce tri osobine odrēdenog integrala su takōde znǎcajne za dalji rad.

1. Ako je funkcija f integrabilna na[a,b], onda je i funkcija| f | takod̄e integra-
bilna na[a,b]. Važi nejednakost (zašto?):

∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ a

b
| f (x)|dx.

2. Ako je funkcija f integrabilna i pozitivna (resp. negativna) na[a,b], tada je

∫ b

a
f (x)dx> 0

(
resp.

∫ b

a
f (x)dx< 0

)
.

3. Ako su funkcije f i g integrabilne na[a,b] i f (x)≤ g(x), x∈ [a,b], tada je

∫ b

a
f (x)dx≤

∫ b

a
g(x)dx.
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7.5 Teoreme srednje vrednosti za odrēdeni integral

7.5. Prva teorema srednje vrednosti za integral.
Ako je funkcijaf neprekidna na[a,b], tada postoji tačkaξ ∈ (a,b) takva da važi

∫ b

a
f (x)dx= f (ξ) · (b−a).

Broj ξ i u ovom slǔcaju nije jednoznǎcno odrēden, kao što nije bio ni kod Rolove
ili Lagranžove teoreme.

Ako je f (x) ≥ 0 na [a,b], tada teorema 7.5 ima jednostavnu geometrijsku inter-
pretaciju. Naime, u tom slǔcaju površina pravougaonikǎcija je jedna stranica
jednakab− a (dužina intervala[a,b]), a druga stranica jednakaf (ξ) jednaka je
površini krivolinijskog trapeza funkcijef nad[a,b].

7.6. Druga teorema srednje vrednosti za integral.
Neka je funkcijaf neprekidna na[a,b], neka je funkcijag integrabilna i stalnog
znaka na[a,b]. Tada postoji tačkaξ ∈ [a,b], sa osobinom

∫ b

a
f (x)g(x)dx= f (ξ) ·

∫ b

a
g(x)dx.

Primetimo da je teorema 7.5 specijalan slučaj teoreme 7.6 zag(x)≡ 1 na[a,b].

7.6 Osnovna teorema integralnog rǎcuna

Važna posledica teorema srednje vrednosti za integral jeste sledeća teorema.

7.7. Teorema.Ako je funkcijaf neprekidna na[a,b], tada je funkcija,G definisana sa

G(x) =
∫ x

a
f (t)dt, x∈ [a,b], (7.9)

primitivna funkcija za funkcijuf , tj. za svako x∈ (a,b) važi G′(x) = f (x).

Dokaz. Neka sux i x+h iz (a,b). Po definiciji prvog izvoda je

G′(x) = lim
h→0

G(x+h)−G(x)
h

= lim
h→0

∫ x+h

a
f (t)dt−

∫ x

a
f (t)dt

h
= lim

h→0

∫ x+h

x
f (t)dt

h
.

Na osnovu teoreme srednje vrednosti integrala 7.5, postoji tačka ξ iz intervala[x,x+ h]
takva da važi ∫ x+h

x
f (t)dt = h· f (ξ).
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(Broj ξ zavisi odx i h.) Prelaskom na graničnu vrednost dobijamo

G′(x) = lim
h→0

h f(ξ)
h

= lim
h→0

f (ξ) = f (x).

Koristili smo neprekidnost funkcijef u tǎcki x. I

Na osnovu prethodne teoreme možemo dati vezu izmed̄u odrēdenog i neodrēdenog
integrala.

7.8. Njutn–Lajbnicova formula.
Neka je f neprekidna funkcija na[a,b], a F jedna njena primitivna funkcija na
[a,b], tj.

F ′(x) = f (x), x∈ (a,b).

Tada važi: ∫ b

a
f (x)dx = F(x)

∣∣∣
b

a
:= F(b)−F(a). (7.10)

Dokaz. Neka jeF proizvoljna primitivna funkcija funkcijef i neka jeG funkcija data relacijom
(7.9). Pokazano je da se dve primitivne funkcije za istu funkciju mogu najviše razlikovati
za konstantu, što znači

G(x)−F(x) = C, odnosno
∫ x

a
f (t)dt = F(x)+C,

za svakox∈ [a,b]. Na osnovu relacije (7.9) je

G(a) =
∫ a

a
f (t)dt = 0 = F(a)+C, odnosno F(a) =−C.

Tako dobijamo

G(b) =
∫ b

a
f (t)dt = F(b)+C = F(b)−F(a),

tj. formulu (7.10). Uobǐcajeno je da se pri izračunavanju odrēdenog integrala piše

∫ b

a
f (t)dt = F(x)

∣∣∣
b

a
= F(b)−F(a). I

7.9. Primer. Primenom osnovne teoreme integralnog računa odrediti sledeće odred̄ene
integrale:

a)
∫ 4

−1
(8x3 +3x2 +1)dx; b)

∫ −1

−3

(
1
x3 +

1
x

+
√−x− 1

3
√

x2

)
dx;

c)
∫ 3

√
3

(
2e3x +

3
x2 +9

+1

)
dx; d)

∫ π/3

0

(
sinx+ tg x+2cos

x
2

)
dx.
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Rešenja.

a)
∫ 4

−1
(8x3 + 3x2 + 1)dx=

(
8

x4

4
+3

x3

3
+x

)∣∣∣∣
4

−1
= 2 ·44 + 43 + 4− (2 · (−1)4 +(−1)3 +

(−1)) = 580.

b)
∫ −1

−3

(
1
x3 +

1
x

+
√−x− 1

3
√

x2

)
dx=

(
− 1

2x2 + ln |x|− 2(−x)3/2

3
−3 3

√
x

)∣∣∣∣∣
−1

−3

= − 1
2(−1)2 + ln |−1|− 2(1)3/2

3
−3 3

√
(−1)−

(
− 1

2(−3)2 + ln |−3|− 2(3)3/2

3
−3 3

√
(−3)

)

=
17
9
− ln3−3 3

√
3+2

√
3.

c)
∫ 3

√
3

(
2e3x +

3
x2 +9

+1

)
dx=

(
2
3

e3x +arctg(
x
3
)+x

)∣∣∣∣
3

√
3

=
2
3

e3·3+arctg(3/3)+3− 2
3

e3·√3−arctg(
√

3/3)−
√

3=
2
3

(
e9−e3

√
3
)

+
π
12

+3−
√

3.

d)
∫ π/3

0

(
sinx+ tgx+2cos

x
2

)
dx=

(
−cosx− ln |cosx|+4sin

x
2

)∣∣∣
π/3

0

= −cos(π/3)− ln |cos(π/3)|+4sin
π/3
2

+cos0+ ln |cos0|+4sin
0
2

=
5
2

+ ln2.

7.10. Primer. Odrediti broj ξ ∈ [a,b] koji zadovoljava uslove teoreme 7.5, tj. teoreme
prve srednje vrednosti integrala, za sledeće integrale:

a)
∫ 3

0

(
4− x2

4

)
dx; b)

∫ 3

1

(
x2 +

1
x2

)
dx.

Rešenja.

a) Na osnovu teoreme 7.8 je
∫ 3

0

(
4− x2

4

)
dx=

(
4x− x3

12

)∣∣∣∣
3

0
=

39
4

. Na osnovu teoreme

7.5 postoji tǎckaξ takva da važi

∫ 3

0

(
4− x2

4

)
dx=

(
4− ξ2

4

)
(3−0), ili

39
4

=
16−ξ2

4
·3.

Odavde sledi da jeξ2 = 3, pa je tražena vrednostξ =
√

3∈ [0,3].

b) Iz
∫ 3

1

(
x2 +

1
x2

)
dx=

(
x3

3
− 1

x

)∣∣∣∣
3

1
=

28
3

, i

(
ξ2 +

1
ξ2

)
· (3−1) =

28
3

, sledi

ξ≈ 2,1075. I
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7.7 Metode izrǎcunavanja odred̄enog integrala

U prethodnom odeljku smo videli da ako znamo da odredimo neodred̄eni in-

tegral
∫

f (x)dx, tada na osnovu Njutn-Lajbnicove formule (7.10) lako nalazimo i

vrednost odrēdenog integrala
∫ b

a
f (x)dx. Podsetimo se da smo u 6. glavi izložili

metode smene i parcijalnog integraljenja za izračunavanje neodrēdenog integrala.
Dodajmo da treba obratiti pažnju kada je neodred̄eni integral nāden pomócu smene;
u tom slǔcaju mora funkcijaφ iz relacije (6.3) biti monotona.

U sledéca dva potpoglavljácemo pokazati kako se odred̄eni integral može izrǎcu-
nati direktno uvōdenjem smene ili parcijalnim integraljenjem.

7.7.1 Smena promenljivih kod odrēdenog integrala

Ako je funkcija φ bijekcija intervala[c,d] na interval[a,b] i ima neprekidan
prvi izvod na(c,d), tada posle smenex = φ(t), dx= φ′(t)dt, važi

∫ b

a
f (x)dx =

∫ d

c
f (φ(t))φ′(t)dt, (7.11)

gde jea = φ(c), b = φ(d).

Može se pokazati da je uz prethodne uslove funkcijaφ monotona na[c,d].

7.11. Primer. Izračunati sledeće integrale:

a)
∫ 6

3

√
x−3dx; b)

∫ 1

−1

x2dx
x−2

; c)
∫ e

0

cos(lnx)dx
x

;

d)
∫ π/2

π/6
cosx ·ctg2xdx; e)

∫ 1

0

ex dx
4+e2x ; f)

∫ √
5

√
3

dx

x
√

x4−9
.

Rešenja.

a) Ako stavimo smenux = φ(t) = t +3, dakleφ′(t)dt = dt, tada granice integraljenja postaju
t = 3−3 = 0 i t = 6−3 = 3. Tako dobijamo na osnovu (7.11):

∫ 6

3

√
x−3dx=

∫ 3

0
t1/2dt =

2t3/2

3

∣∣∣∣∣
3

0

=
2
√

27
3

= 2
√

3.
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b) Ako koristimo smenut = x+2, dakledt = dx, tada posle promene granica dobijamo
∫ 1

−1

x2

x+2
dx=

∫ 3

1

(t−2)2dt
t

=
(

t2

2
−4t +4lnt

)∣∣∣∣
3

1
=

9
2
−12+4ln3− 1

2
+4= 4ln3−4.

c) Ako stavimot = lnx, tada se diferenciranjem leve i desne strane ove jednakosti dobija

dt =
dx
x

, pa sledi
∫ e

1

cos(lnx)
x

dx=
∫ 1

0
cost dt = sint

∣∣∣
1

0
= sin1.

d) Posle smenet = sinx, dt = cosxdx, nove granice integraljenja postajut = 1/2 i t = 1, pa
se dobija
∫ π/2

π/6
cosx ·ctg2xdx=

∫ 1

1/2

1− t2

t2 dt =
(
−1

t
− t

) ∣∣∣∣
1

1/2
=−1−1+2+

1
2

=
1
2
.

e) Smenomt = ex, dakledt = ex dx, dobija se
∫ 1

0

ex

1+e2x dx=
∫ e

1

dt
1+ t2 = arctgx

∣∣∣
e

1
= arctge−arctg1= arctge− π

4
.

f) Smenomx2 = t, 2xdx= dt, dobijamo
∫ √

5

√
3

dx

x
√

x4−9
=

1
2

∫ 5

3

dt

t
√

t2−9
. Dalje se novom

smenomt2−9 = r2, 2t dt = 2rdr, dobija
∫ √

5

√
3

dx

x
√

x4−9
=

1
2

∫ 4

0

dr
r2 +9

=
1
6

arctg
r
3

∣∣∣∣
4

0
=

1
3

arctg
4
3
. I

7.7.2 Parcijalno integraljenje

Ako suu i v neprekidno–diferencijabilne funkcije na[a,b], tada važiformula
parcijalnog integraljenja :

∫ b

a
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣
b

a
−

∫ b

a
u′(x)v(x)dx

= u(b)v(b)−u(a)v(a)−
∫ b

a
u′(x)v(x)dx.

(7.12)

7.12. Primer. Izračunati sledeće odrēdene integrale:

a)
∫ 7

2
xe−5x dx; b)

∫ π/2

0
x2sin(3x)dx; c)

∫ 2

1
x lnxdx.

Rešenja.

a) Ako stavimou = x i dv= e−5x dx tada jedu= dx i v =
∫

e−5x dx= −1
5

e−5x. U zadnjem

integralu koriš́cena je smenat =−5x. Na osnovu formule (7.12) važi:
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∫ 7

2
xe−5x dx = −x

5
e−5x

∣∣∣
7

2
−

(
−1

5

∫ 7

2
e−5x dx

)
=−7

5
e−35+

2
5

e−10− 1
25

e−5x

∣∣∣∣
7

2

= −7
5

e−35+
2
5

e−10− 1
25

(
e−35−e−10

)
=−36

25
e−35+

11
25

e−10.

b) U ovom slǔcaju stavícemou = x2 i dv = sin(3x)dx, du = 2xdx i v =
∫

sin(3x)dx =

−1
3

cos(3x). Iz (7.12) tada sledi:

∫ π/2

0
x2 sin(3x)dx=− 1

3
x2cos(3x)

∣∣∣∣
π/2

0
−

(
−2

3

∫ π/2

0
x cos(3x)dx

)
=

2
3

∫ π/2

0
x cos(3x)dx

Poslednji integraĺcemo takōde rešiti parcijalnim integraljenjem, tako štoćemo staviti

u1 = x i dv1 = cos(3x)dx, odnosnodu1 = dx i v1 =
1
3

sin(3x). Tako dobijamo
∫ π/2

0
x cos(3x)dx =

x
3

sin(3x)
∣∣∣
π/2

0
− 1

3

∫ π/2

0
sin(3x)dx

=
π
6

sin(3π/2)− 0
3

sin(3·0)− 1
3
·
(
−1

3
cos(3x)

∣∣∣∣
π/2

0

)
=−π

6
− 1

9
.

Konǎcno je
∫ π/2

0
x2 sin(3x)dx=

2
3
·
(
−π

6
− 1

9

)
=−π

9
− 2

27
.

c) Dati integral se rešava primenom parcijalnog integraljenja:u= lnx, dv= xdx, tj. du=
dx
x

,

v =
x2

2
. Tako se dobija

∫ 2

1
xlnxdx=

x2

2
lnx

∣∣∣∣
2

1
− 1

2

∫ 2

1
xdx= 2ln2− x2

4

∣∣∣∣
2

1
= 2ln2−1+

1
4

= 2ln2−3/4. I

7.13. Primer. Izračunati sledeće odrēdene integrale zan∈ N0 :

In =
∫ π/2

0
cosnxdx; Jn =

∫ π/2

0
sinnxdx.

Rešenje. Pokažimo prvo da je za sven ∈ N0 In = Jn. Zaista, smenomt =
π
2
− x,

dt =−dx dobijamo

In =
∫ π/2

0
sinnxdx=

∫ π/2

0
cosn

(π
2
−x

)
dx=−

∫ 0

π/2
cosn t dt =

∫ π/2

0
cosnxdx= Jn.

Dakle, dovoljno je izrǎcunati integraleIn, n∈ N0. Zan = 0 je

I0 =
∫ π/2

0
sin0xdx=

∫ π/2

0
dx= x

∣∣∣
π/2

0
=

π
2
, (7.13)
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a zan = 1 je

I1 =
∫ π/2

0
sin1xdx=

∫ π/2

0
sinxdx=−cosx

∣∣∣
π/2

0
= 1. (7.14)

Neka je sadan≥ 2. Ako primenimo parcijalno integraljenje:

u = cosn−1x, dv= cosxdx, du= −(n−1)cosn−2xsinxdx, v = sinx,
dobijamo

In = cosn−1xsinx
∣∣∣
π/2

0
+(n−1)

∫ π/2

0
cosn−2x sin2xdx=(n−1)

∫ π/2

0
cosn−2x(1−cos2x)dx.

Na osnovu toga jeIn = (n−1)(In−2− In) , odnosno

In =
n−1

n
· In−2, n≥ 2. (7.15)

Ako je n = 2p, p∈ N, tada iz (7.15) i (7.13) dobijamo

I2p =
2p−1

2p
· I2p−2 =

2p−1
2p

· 2p−3
2p−2

· I2p−4

= · · ·= 2p−1
2p

· 2p−3
2p−2

· · · 1
2
· I0 =

(2p−1)(2p−3) · · ·1
(2p)(2p−2) · · ·2 · π

2

Ako je n = 2p+1, p∈ N, tada iz (7.15) i (7.14) sledi

I2p+1 =
2p

2p+1
· I2p−1 =

2p
2p+1

· 2p−2
2p−1

· I2p−3

= · · ·= 2p
2p+1

· 2p−2
2p−1

· · · 1
3
· I1 =

(2p)(2p−2) · · ·2
(2p+1)(2p−1) · · ·3 ·1. I

7.8 Primene odrēdenog integrala

7.8.1 Površina ravnih likova

Neka je data neprekidna funkcijaf : [a,b]→ R koja je nenegativna nad[a,b].

Na osnovu definicije (7.2) i relacije (7.4) možemo reći da je površinaP krivolini-
jskog trapeza funkcijef nad[a,b] (tj. površina figure ograničena sa grafikom funk-
cije f , ordinatamax = a i x = b, kao i intervalom[a,b] na x−osi), jednaka (sl.
7.2.).

P =
∫ b

a
f (x)dx.

7.14. Primer. Odrediti površinu ograničenu krivomy = lnx, x−osom i pravomx = e.
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Rešenje. Na [a,b] funkcija je nenegativna, tako da je tražena površina

P =
∫ e

1
lnxdx= (xlnx−x)

∣∣∣
e

1
= elne−e−1· ln1+1 = 1.

(Integral
∫

lnxdxrešavali smo parcijalnim integraljenjem.)I

U slučaju kada je funkcijaf negativna na[a,b], tada se površina krivolinijskog
trapeza funkcijef nad[a,b] odred̄uje kao

P =
∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ , ili
∫ b

a
| f (x)|dx.

7.15. Primer. Odrediti površinu ograničenu krivomy = x2−4 i x−osom.

Rešenje.Funkcija f (x) = x2−4 ima nule zax1 =−2 i x2 = 2. Na(−2,2) data funkcija
je negativna, tražena površina jednaka

P=
∣∣∣∣
∫ 2

−2
(x2−4)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

x3

3
−4x

)∣∣∣∣
2

−2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
23

3
−4·2−

(
(−2)3

3
−4 · (−2)

)∣∣∣∣ =
32
3

. I

7.16. Primer. Odrediti površinu ograničenu sinusoidomy= sinx i intervalom[0,2π] na
x−osi.

Rešenje. Na (0,π) funkcija f (x) = sinx je pozitivna, dok je na(π,2π) ona negativna.
Tako je tražena površina jednaka

P =
∫ π

0
sinxdx+

∣∣∣∣
∫ 2π

π
sinxdx

∣∣∣∣ = (−cosx)
∣∣∣
π

0
+

∣∣∣∣(−cosx)
∣∣∣
2π

π

∣∣∣∣ = 2+ |−2|= 4.

Naravno, traženu površinu mogli smo tražiti i kaoP = 2
∫ π

0
sinxdx= 2·2 = 4.

Primetimo da je
∫ 2π

0
sinxdx= 0, a, kako smo videli, da je površina slike ograničene

krivom y = sinx i intervalom[0,2π] nax−osi jednaka4. I

7.8.2 Površina izmēdu krivih

Ako su f i g neprekidne funkcije na[a,b] i važi f (x)≥ g(x), za svex∈ [a,b],
tada je površina ograničena krivamaf i g i ordinatama u tǎckamaa i b jednaka

P =
∫ b

a
f (x)dx−

∫ b

a
g(x)dx=

∫ b

a
( f (x)−g(x)) dx.

7.17. Primer. Odrediti površinu ograničenu sa krivomy = x3 i pravamay = 6+ x i
2y+x = 0 (sl. 7.5).



210 Glava 7. Odrēdeni integral

Rešenje. Presek pravihy = 6+x i 2y+x = 0 je tǎckaA(−4,2), a presek krivey = x3

sa pravom2y+ x = 0 je tǎcka O(0,0) (koordinatni pǒcetak), dok je presek krive
y = x3 sa pravomy = 6+x tačkaB(2,8). Svaka od ovih presečnih tǎcaka dobija se
rešavanjem odgovarajućih sistema jednǎcina:

tačkaA : y = 6+x, 2y+x = 0;
tačkaO : y = x3, 2y+x = 0; tačkaB : y = 6+x, y = x3.

Tražena površina se dobija kao zbirP = P1 +P2, gde je

P1 =
∫ 0

−4

(
6+x− (−x

2
)
)

dx=
∫ 0

−4

(
6+

3x
2

)
dx=

(
6x+

3x2

4

)∣∣∣∣
0

−4
= 24−12= 12,

P2 =
∫ 2

0

(
6+x−x3) dx=

(
6x+

x2

2
− x4

4

)∣∣∣∣
2

0
= 12+2−4 = 10.

Prema tome jeP = P1 +P2 = 12+10= 22. I

y

0

1

x

1

x

y=x3
y=

x+
6

x+2y=0

-6

4

2

20

y

Slika 7.5. Slika 7.6.

7.18. Primer. Odrediti površinu ograničenu krivim linijamay = x2 i y =
√

x (sl. 7.6).

Rešenje.Tačke u kojima se date krive seku odred̄uju se rešavanjem sistema jednačina

y = x2, y =
√

x,

odakle se dobija jednačina x2 =
√

x, čija su rešenjax1 = 0, i x2 = 1. Znǎci, date
krive se seku u tǎckamaO(0,0) i A(1,1) (videti sl. 7.6). Tražena površinaP se
dobija kao razlikaP = P1−P2, gde je

P1 =
∫ 1

0

√
xdx=

2x3/2

3

∣∣∣∣∣
1

0

=
2
3
, P2 =

∫ 1

0
x2dx=

x3

3

∣∣∣∣
1

0
=

1
3
.

Prema tome jeP = 2/3−1/3 = 1/3. I

7.19. Primer. Odrediti površinu ograničenu parabolamay = x2−2x i y = 6x− x2 (sl.
7.7).
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Rešenje. Rešavanjem gornjeg sistema jednačina dobijamo da se date parabole seku u
tačkamaO(0,0) i A(4,8). Parabolay = x2−2x ima nule u tǎckamax = 0 i x = 2, i
negativna je na intervalu(0,2), dok parabolay= 6x−x2 ima nule u tǎckamax = 0
i x = 6. Zbog toga se tražena površina odred̄uje kaoP = P1 +P2−P3, gde su

P1 =
∫ 4

0
(6x−x2)dx=

(
3x2− x3

3

)∣∣∣∣
4

0
= 48− 64

3
=

80
3

;

P2 =
∣∣∣∣
∫ 2

0
(x2−2x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

x3

3
−x2

)∣∣∣∣
2

0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
8
3
−4

∣∣∣∣ = 4− 8
3

=
4
3

P3 =
∫ 4

2
(x2−2x)dx=

(
x3

3
−x2

)∣∣∣∣
4

2
=

64
3
−16− 8

3
+4 =

20
3

.

Prema tome jeP = 80/3+4/3−20/3 = 64/3. I
bq =

aq =

q = q
i

q = q
i-1

q = q
1

q = q
2

x

y

42

8

Slika 7.7. Slika 7.8.

7.8.3 Kriva u polarnim koordinatama

Neka je u rθ−ravni data kriva u polarnim koordinatamar = f (θ), gde je
f neprekidna funkcija promenljiveθ (sl. 7.8). (Podsetimo se da je tačka A u
ravni odrēdena urēdenim parom(r,θ) gde jer odstojanje tǎckeA od koordinatnog
početkaO, dok jeθ ugao izmēduOA i pozitivnog smerax−ose.)

Odredícemo površinu "krivolinijskog isěcka", naime površinu ograničenu polupra-
vim linijama θ = a, θ = b, gde je0≤ a < b≤ 2π i grafikom funkcijer = f (θ).

Izvršimo podeluP ugla[a,b] pomócu polupravih koje sa pozitivnim smeromx−ose
zaklapaju ugloveθ0,θ1,θ2, . . . ,θn na sledéci nǎcin a = θ0 < θ1 < θ2 < .. . <
θn = b. i neka je∆θi = θi − θi−1 za i = 1,2, . . . ,n. Time smo dati "krivolinijski
isěcak"podelili na "male"krivolinijske isěcke ∆Ai (sl. 7.8). Neka suf (ui) i f (vi)
minimalna i maksimalna vrednost funkcijef na uglu[θi−1,θi ], tada važi

1
2
( f (ui))2∆θi ≤ ∆Ai ≤ 1

2
( f (vi))2∆θi ,
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što povlǎci
n

∑
i=1

1
2
( f (ui))2∆θi ≤

n

∑
i=1

∆Ai ≤
n

∑
i=1

1
2
( f (vi))2∆θi .

Ako sa povécanjem brojan tj. kadan→ ∞, parametar podele teži nuli:λ(P ) =
max
1≤i≤n

∆θi → 0, tada svaki ugao∆θi → 0, i = 1,2, . . .n, pa je površina posmatranog

krivolinijskog isěcka data sa

P = lim
λ(P )→0

n

∑
i=1

1
2
( f (ui))2∆θi = lim

λ(P )→0

n

∑
i=1

1
2
( f (vi))2∆θi =

1
2

∫ b

a
( f (θ))2dθ,

ako prethodne granične vrednosti postoje.

7.20. Primer. Izračunati površinu Bernulijeve lemniskate date u polarnim koordinatama
ρ2 = a2cos(2φ) (sl. 2.36).

Rešenje. Ako su x i y date u polarnim koordinatama, tj.x = ρcosφ, y = ρsinφ,
tada se površina ograničena sa krivomρ = f (φ) i polupravamaφ = φ1 i φ = φ2

izračunava po formuli P =
1
2

∫ φ2

φ1

( f (φ))2dφ.

Da bi u našem slǔcaju odredili granice integracije, tj.φ1 i φ2, rešícemo jednǎcinu
ρ = a

√
cos(2φ) = 0 uz uslov|2φ| ≤ π/2. Takva rešenja suφ1 =−π/4 i φ2 = π/4,

pa je tražena površina

P = 2

(
1
2

∫ π/4

−π/4
a2cos(2φ)dφ

)
= a2 sin(2φ)

2

∣∣∣∣
π/4

−π/4
=

a2

2
(1− (−1)) = a2. I

7.21. Primer. Izračunati površinu kardioide date u polarnim koordinatama saρ =
a(1+cosφ), 0≤ φ≤ 2π, ako jea pozitivan parametar (sl. 2.35).

Rešenje. P =
1
2

∫ 2π

0
a2(1+cosφ)2dφ =

a2

2

(
φ+2sinφ+

φ
2

+
sin(2φ)

4

)∣∣∣∣
2π

0
=

3π
2

a2. I

7.8.4 Parametarski zadata kriva

Neka je krivaC u ravni data u parametarskom obliku tj.x = g(t), y = h(t),
t ∈ (α,β) i g(α) = a, g(β) = b. Tada se površina krivolinijskog trapeza odred̄enog
krivom C nad[a,b] odred̄uje kao

P =
∫ b

a
ydx=

∫ β

α
h(t)g′(t)dt. (7.16)

7.22. Primer. Izračunati površinu ograničenu jednim lukom cikloidex= a(t−sint), y=
a(1−cost), t ∈ [0,2π], (a > 0), i x−osom (sl. 2.31.).
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Rešenje. Primetimo da je zat = 0, x = 0 i y = 0, a da je zat = π, x = a i y = 0.
To znǎci da je grafik date funkcije iznadx−ose nad[0,a], odnosno zat ∈ [0,2π].

Dakle, tražena površina jeP =
∫ a

0
ydx. Kako jedx= a(1−cost)dt, to se može

pisati

P =
∫ 2π

0
a(1−cost)a(1−cost)dt = a2

∫ 2π

0
(1−2cost +cos2 t)dt

= a2

(
t−2sint +

t
2

+
1
4

sin2t

)∣∣∣∣
2π

0
= 3πa2. I

7.23. Primer. Izračunati površinu ograničenu astroidomx= acos3 t, y= asin3 t, a> 0
(sl. 2.32).

Rešenje.Lako je videti da kadat prod̄e interval[0,2π], tada se u ravni dobija zatvorena
kriva koja se sastoji oďcetiri podudarna dela. Zato je tražena površina

P = 4
∫ 0

π/2
y(t)dx(t) = 4

∫ 0

π/2
y(t)x′(t)dt = 4

∫ 0

π/2
(−3a2)sin4 t cos2 t dt

= 12a2
∫ π/2

0

(1−cos2t)2

4
· 1+cos2t

2
dt =

12a2

8

∫ π/2

0
(1−cos2t−cos22t +cos32t)dt

=
3a2

2

(
t− sin2t

2
− 1

2

(
t +

sin4t
4

)
+

1
2

(
sin2t− sin32t

3

))∣∣∣∣
π

0
=

3πa2

8
. I

7.8.5 Zapremina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem neprekidne krivey = f (x) oko x−ose nad[a,b].
U cilju odred̄ivanja zapremine tako nastalog tela, izvršićemo podelu zatvorenog
intervala[a,b] na podintervale[xi−1,xi ], i = 1,2, . . . ,n, i oznǎciti sa∆xi = xi−xi−1

(sl. 7.9).
Na svakom od podintervala posmatramo pravougaonikčija je jedna stranica pod-
interval[xi−1−xi ] dužine∆xi , a druga stranica jednaka vrednosti funkcijef u pro-
izvoljnoj tački podintervala∆xi , tj. jednaka f (ωi), ωi ∈ [xi−1,xi ]. Svaki od tih
pravougaonika obrtanjem okox−ose obrazuje valjak visine∆xi , sa poluprěcnicima
osnove jednakf (ωi).
U ovom slǔcaju svakako smo pretpostavili da je funkcijaf nenegativna na[a,b],
(tj. f (x)≥ 0, x∈ [a,b].)
Kako je zapremina svakog valjkaπ( f (ωi))2∆xi i = 1,2, . . . ,n, to možemo pisati

V = lim
λ(P)→0

∑n
i=1 π( f (ωi))2∆xi = π

∫ b

a
( f (x))2dx.

Ako telo nastaje obrtanjem krivex = g(y) oko y−ose nad[c,d] , tada je njegova
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zapremina

V = π
∫ d

c
(g(y))2dy.

y

1

x
x

y

Slika 7.9. Slika 7.10.

7.24. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem paraboley = x2 +1 nad
[−1,1] okox−ose.

Rešenje.V = π
∫ 1

−1
(x2 +1)2dx= π

∫ 1

−1
(x4 +2x2 +1)dx= π

(
x5

5
+2

x3

3
+x

)∣∣∣∣
1

−1
=

56π
15

. I

7.25. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem kubne paraboley = x3

nad[1,8] okoy−ose.

Rešenje. Iz x = 3
√

y, slediV = π
∫ 8

1
(y1/3)2dy= π

∫ 8

1
y2/3dy= π

(
3y5/3

5

)∣∣∣∣∣
8

1

=
93π
5

. I

7.26. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem površine ograničene

parabolomy = x2 +2 i pravom linijomy =
x
2

+1 nad[0,1] oko x−ose.

Rešenje.V = π
∫ 1

0

(
(x2 +2)2−

(x
2

+1
)2

)
dx= π

∫ 1

0

(
x4 +

15
4

x2−x+3

)
dx

= π
(

x5

5
+

5x3

4
− x2

2
+3x

)∣∣∣∣
1

0
=

79π
20

. I

7.27. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem površine ograničene kri-

vomy =
1
8

x3 i pravomy = 2x okoy−ose.

Rešenje. Presěcne tǎcke datih krivih suO(0,0), A(4,8) i B(−4,−8). Kako se date

krive mogu zapisati u oblikux= 2 3
√

y, odnosnox=
y
2
, to je zbog njihove neparnosti:

V = 2π
∫ 8

0

(
4y2/3− 1

4
y2

)
dy= 2π

(
12y5/3

5
− y3

12

)∣∣∣∣∣
8

0

=
1024π

15
. I
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7.28. Primer. Odrediti zapreminu torusa koji se dobija obrtanjem kružnice
x2 +(y−a)2 = r2, okox−ose, ako je0 < r < a.

Rešenje. Oznǎcimo sa f1 i f2 redom funkcije date saf1(x) = a+
√

r2−x2 i f2(x) =
a−√r2−x2, |x| ≤ r. Tada je tražena zapreminaV = V1−V2, gde je

V1 = π
∫ r

−r
f 2
1 (x)dx i V2 = π

∫ r

−r
f 2
2 (x)dx. Prema tome je

V = π
∫ r

−r

(
(a+

√
r2−x2)2− (a−

√
r2−x2)2

)
dx

= π
∫ r

−r

(
a2 +2a

√
r2−x2 + r2−x2−a2 +2a

√
r2−x2− r2 +x2

)
dx

= 4aπ
∫ r

−r

√
r2−x2 = 8aπ

∫ r

0

√
r2−x2dx.

Poslednji integral se rešava smenomx = r sint, dx= r cost dt, pa je

V = 8aπr2
∫ π/2

0
cos2 t dt = 8πr2

(
t
2

+
sin2t

4

)∣∣∣∣
π/2

0
= 8aπr2 · π

4
= 2ar2π2. I

7.8.6 Dužina luka krive

Neka funkcija f ima neprekidan prvi izvod na[a,b]. Dužina luka` date krive
od tǎcke A(a, f (a)) do tǎcke B(b, f (b)) odred̄uje se pomócu odrēdenog integrala
na sledéci nǎcin (sl. 7.11).

Neka jeP podela intervala[a,b], tj. neka jea= x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b
i neka jeλ(P ) parametar podeleP . Kao i ranije, stavimo∆xi za dužinui− tog
intervala[xi−1,xi ]. Odredimo u deonim tǎckamaxi ordinate f (xi), koje na krivoj
odred̄uju tǎckeQi , i = 0,1, . . . ,n. Posmatrácemo izlomljenu linijuQ0Q1Q2 . . .Qn,
sa delovimaQi−1Qi , čije su dužinesi . Tada je dužina luka krive od tačkeA do B
približno jednaka dužini izlomljene linijeQ0Q1Q2 . . .Qn. Zbog toga se za dužinu
luka nad intervalom uzima granična vrednost

` = lim
λ(P )→0

n
∑

i=0
si ,

ako ta granica postoji. Kako je

si =
√

( f (xi)− f (xi−1))2 +∆x2
i , (7.17)

to na osnovu Lagranžove teoreme srednje vrednosti postoji tačka ωi ∈ [xi−1,xi ]
takva da važi

f (xi)− f (xi−1) = f ′(ωi) ·∆xi .
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y

x

nx =bxi-1 xi xn-1
x

1
x

2
a=x

0

A

BQ
i

Q
1

Q
2

Q
i-1

Q
n-1

Slika 7.11.

Tako relacija (7.17) postajesi =
√

( f ′(ωi))2 +1·∆xi . Odatle je

` = lim
λ(P )→0

n
∑

i=0
si = lim

λ(P )→0

n

∑
i=0

√
( f ′2(ωi)+1·∆xi .

Prema tome se dužina luka krive odred̄uje po formuli

` =
∫ b

a

√
1+( f ′(x))2dx. (7.18)

7.29. Primer. Odrediti dužinu luka krivef (x) = 3x2/3−10 od tačkeA(8,2) do tačke
B(27,17).

Rešenje. Kako je f ′(x) = 2x−1/3, to je tražena dužina luka

` =
∫ 27

8

√
1+(2x−1/3)2dx=

∫ 27

8

√
1+

4

x2/3
dx=

∫ 27

8

√
4+x2/3

x1/3
dx.

Poslednji integral se rešava smenomt = x2/3 + 4, dt =
2
3

x−1/3dx, pri čemu je za

x = 8, t = 8, a zax = 27, t = 13. Tako se dobija

` =
3
2

∫ 13

8

√
t dt = t3/2

∣∣∣
13

8
=
√

133−
√

83 ≈ 24,245. I

7.30. Primer. Odrediti dužinu luka krivef (x)= lnxod tačkeA(1,0) do tačkeB
(√

3, ln3
2

)
.

Rešenje. Kako je f ′(x) = 1/x, to je ` =
∫ √

3

1

√
1+

1
x2 dx =

∫ √
3

1

√
1+x2

x
dx. Smenom

x= tgt, dx=
dt

cos2 t
, pri čemu je

√
1+x2 =

1
cost

, a nove granice integracije postaju

π/4 i π/3. Tako dobijamo

` =
∫ π/3

π/4

dt
sint cos2 t

=
∫ π/3

π/4

sin2 t +cos2 t
sint cos2 t

dt =
(

1
cost

+ ln | tg(t/2)|
)∣∣∣∣

π/3

π/4
= 2−

√
2− 1

2
ln3−
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ln tg
π
8
. I

Neka je kriva data u parametarskom oblikux = g(t), y = h(t), t ∈ (α,β), gde su
funkcijeg i h neprekidno diferencijabilne nad[α,β] i važi g(α) = a, g(β) = b. Tada
se dužina luka te krive nad intervalom izračunava kao[α,β] izračunava kao

` =
∫ β

α

√
g′(t)2 +h′(t)2dt. (7.19)

7.31. Primer. Odrediti dužinu luka astroidex = asin3 t, y = acos3 t, t ∈ [0,2π], ako
je a pozitivan parametar.

Rešenje. Kako jex′t = 3asin2 t cost i y′t =−3acos2 t sint, to je

` = 4
∫ a

0

√
1+(y′x)2dx= 4

∫ π/2

0

√
(x′t)2 +(y′t)2dt

= 4
∫ π/2

0

√
9a2(sin4 t cos2 t +sin2 t cos4 t)dt = 12a

∫ π/2

0
sint cost dt = 12a

sin2 t
2

∣∣∣∣
π/2

0

= 6a. I

7.8.7 Površina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem nenegativne krivey = f (x) oko x−ose nad[a,b],
nad kojim funkcija f ima neprekidan prvi izvod. Podelimo[a,b] na podintervale
[xi−1,xi ], i = 1,2, . . . ,n, i, kao i ranije, oznǎcimo sa∆xi = xi − xi−1. Na svakom
od podintervala posmatrajmo trapez ograničen sa intervalom[xi−1,xi ] na x−osi,
ordinatama dužinef (xi−1) i f (xi), i duž si koja spaja tǎcke na krivoj odrēdene
ordinatama u tǎckamaxi i xi−1. Svaki od tih trapeza pri rotaciji okox−ose obrazuje
zarubljenu kupǔciji su poluprěcnici osnovaf (xi) i f (xi−1), a izvodnicasi . Površina
omotǎca takve zarubljene kupe jePoi = π( f (xi−1) + f (xi)) · si . Prema tome, ako
je λ(P ) parametar podele, tada je površina omotačaM posmatranog obrtnog tela
jednaka

M = lim
λ(P )→0

n

∑
i=1

π( f (xi−1 + f (xi)) ·si = 2π
∫ b

a
f (x)

√
1+( f ′(x))2dx.

7.32. Primer. Odrediti površinu omotača tela koje nastaje obrtanjem okox−ose krive
y2 = 12x od tačkex = 0 do tačkex = 3.
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Rešenje. Kako je2yy′ = 12, tj. y′ = 6/y, to je tražena površina jednaka

M = 2π
∫ 3

0
y
√

1+(y′)2dx= 2π
∫ 3

0
y

√
36+y2

y
dx= 2π

∫ 3

0

√
36+12xdx

= 2π · 1
12
·2· (36+12x)3/2

3

∣∣∣∣∣
3

0

= 24(2
√

2−1)π. I

7.33. Primer. Proveriti da je površina lopte poluprečnikaa jednakaM = 4πa2.

Rešenje. Posmatrácemo samo gornji deo kružnice date u parametarskom oblikux =
acost, y = asint, 0≤ t ≤ π, koja se obŕce okox-ose. Tako dobijamo loptǔcija
je površina

M =
∫ π

0
2πasint

√
a2sin2 t +a2cos2 t dt = 2πa2

∫ π

0
sint dt

= −2πa2cost
∣∣∣
π

0
=−2πa2(−1−1) = 4πa2. I

7.34. Primer. Odrediti površinu omotača tela koje nastaje rotacijom okoy−ose krive
x = y3 od tačkex = 0 do tačkex = 8.

Rešenje.Odgovarajúce vrednosti zax= 0 i x= 8 su redomy= 0 i y= 2, pa je tražena
površina jednaka:

M = 2π
∫ 8

0
x
√

1+(x′y)2dy= 2π
∫ 2

0
y3

√
1+9y4dy=

2π
36

∫ 145

1

√
udu=

π
27

(√
1453−1

)
. I

7.9 Nesvojstveni integrali

7.9.1 Nesvojstveni integrali prve vrste

7.35. Definicija. Ako je funkcijaf neprekidna na intervalu[a,+∞), tada jenesvojstveni
integral prve vrste funkcije f na intervalu[a,+∞) granična vrednost

∫ +∞

a
f (x)dx := lim

T→+∞

∫ T

a
f (x)dx. (7.20)

Ako granica u (7.20) postoji, kaže se da nesvojstveni integral

∫ +∞

a
f (x)dx (7.21)

konvergira, a ako ne postoji, da taj integraldivergira .
Ako je, dodatno, neprekidna funkcijaf i nenegativna na intervalu[a,+∞), tada je
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za fiksiranoT > a integral
∫ T

a
f (x)dx površina izmēdu krive i intervala[a,T] na

x−osi, ogranǐcena ordinatama u tačkamaa i T. Prelaskom na graničnu vrednost
kadaT →+∞, nesvojstveni integral prve vrste iz (7.21) predstavlja površinu dela
ravni ogranǐcene sa intervalom[a,+∞) na x−osi, ordinatom u tǎcki a i grafikom
funkcijey = f (x) nad[a,+∞).
Analogno se za neprekidnu funkciju na(−∞,b] uvodi nesvojstveni integral prve
vrste na tom intervalu:

∫ b

−∞
f (x)dx= lim

T1→−∞

∫ b

T1

f (x)dx.

Konǎcno, po definiciji je za neprekidnu funkcijuf naR :
∫ +∞

−∞
f (x)dx=

∫ a

−∞
f (x)dx+

∫ +∞

a
f (x)dx.

(Može se pokazati da ova definicija ne zavisi od brojaa∈ R.) Nesvojstveni inte-

gral
∫ +∞

−∞
f (x)dxkonvergira po definiciji ako oba nesvojstvena integrala na desnoj

strani konvergiraju.

7.36. Primer. Odrediti da li dati nesvojstveni integrali konvergiraju:

a)
∫ +∞

2

dx
(x−1)2 ; b)

∫ +∞

1

dx√
x

; c)
∫ +∞

0

dx
4+x2 ;

d)
∫ +∞

1

dx
xα , α ∈ R; e)

∫ 0

−∞
e3xdx; f)

∫ +∞

0
e−axdx, a∈ R.

Rešenja. Konvergenciju datih integrala proverićemo direktnim izrǎcunavanjem.

a) Po definiciji 7.35 je
∫ +∞

2

dx
(x−1)2 = lim

T→+∞

∫ T

2

dx
(x−1)2 = lim

T→+∞

−1
x−1

∣∣∣∣
T

2
=− lim

T→+∞

(
1

T−1
− 1

2−1

)
= 1.

Dakle, dati integral konvergira.

b) Dati integral divergira, jer je
∫ +∞

1

dx√
x

= lim
T→+∞

∫ T

1

dx√
x

= lim
T→+∞

2
√

x
∣∣∣
T

1
= +∞.

c) Dati integral konvergira, jer važi
∫ +∞

0

dx
4+x2 = lim

T→+∞

∫ T

0

dx
4+x2 = lim

T→+∞

1
2

(
arctg

x
2

)∣∣∣∣
T

0
=

1
2

lim
T→+∞

(
arctg

T
2

)

=
π
4
.

d) Neka je prvoα = 1. Tada dati integral divergira, jer je
∫ +∞

1

dx
x

= lim
T→+∞

∫ T

1

dx
x

= lim
T→+∞

lnx
∣∣∣
T

1
= lim

T→+∞
(lnT− ln1) = +∞.
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Za α 6= 1 je
∫ +∞

1

dx
xα = lim

T→+∞

x−α+1

−α+1

∣∣∣∣
T

1
= lim

T→+∞

(
T1−α

1−α
− 1

1−α

)
.

Zadnja granǐcna vrednost postoji za1−α < 0, tj. zaα > 1, i jednaka je
1

α−1
, dok

za α < 1 ne postoji. Dakle nesvojstveni integral
∫ +∞

1

dx
xα konvergira zaα > 1, a

divergira zaα≤ 1.

e) Dati integral konvergira, jer je
∫ 0

−∞
e3xdx= lim

T→−∞

∫ 0

T
e3xdx= lim

T→−∞

e3x

3

∣∣∣∣
0

T
=

1
3
.

f) Očevidno je da dati integral divergira zaa = 0.

Neka je sadaa 6= 0. Tada je
∫ +∞

0
e−axdx= lim

T→+∞

∫ T

0
e−axdx=−1

a
· lim

T→+∞

(
e−ax)∣∣∣

T

0
=−1

a
· lim

T→+∞

(
e−aT−1

)
.

Ako je a > 0, tada zadnja granična vrednost postoji i jednaka je
1
a
, tj. tada dati

integral konvergira, dok zaa < 0 on divergira.I

7.9.2 Nesvojstveni integrali druge vrste

7.37. Definicija. Ako je funkcijaf neprekidna na intervalu[a,b), i važi bar jedna od
sledećih jednakosti:

lim
x→b−

f (x) = +∞, lim
x→b−

f (x) =−∞,

(tj. ako je f neograničena u svakoj okolini tačkeb), tada jenesvojstveni integral
druge vrste funkcije f na intervalu[a,b] po definiciji jednak

∫ b

a
f (x)dx= lim

ε→0+

∫ b−ε

a
f (x)dx. (7.22)

Kao i u slǔcaju nesvojstvenih integrala prve vrste, integral
∫ b

a
f (x)dx konvergira

(resp. divergira), ako granična vrednost u (7.22) postoji (resp. ne postoji).

Ako je neprekidna funkcija i nenegativna na intervalu[a,b), tada nesvojstveni in-
tegral druge vrste predstavlja površinu odred̄enu sa intervalom[a,b) nax−osi, or-
dinatom u tǎcki a (tj. delom pravex = a) i grafikom krive nad tim intervalom.

Analogno se uvodi sledeći nesvojstveni integral druge vrste:
∫ b

a
f (x)dx= lim

ε→0+

∫ b

a+ε
f (x)dx,
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pri čemu je funkcijaf neprekidna na intervalu(a,b] i nije ogranǐcena u bilo kojoj
okolini tačkea.
Konǎcno, ako jef neprekidna na skupu[a,c)

⋃
(c,b], ali nije ogranǐcena ni u jednoj

okolini tačkec, tada je po definiciji
∫ b

a
f (x)dx= lim

ε1→0+

∫ c−ε1

a
f (x)dx+ lim

ε2→0+

∫ b

c+ε2

f (x)dx.

7.38. Primer. Ispitati konvergenciju sledećih nesvojstvenih integrala:

a)
∫ 2

0

dx√
4−x2

; b)
∫ 2

0

dx
2−x

; c)
∫ 3

0

dx
3
√

1−x
; d)

∫ 1

0

dx
xα , α ∈ R.

Rešenja.

a) Po definiciji 7.37 je
∫ 2

0

dx√
4−x2

= lim
ε→0+

∫ 2−ε

0

dx√
4−x2

= lim
ε→0+

(
arcsin

x
2

)∣∣∣
2−ε

0

= lim
ε→0+

(
arcsin

2− ε
2

−arcsin0

)
= arcsin1=

π
2
.

Dakle, dati integral konvergira.

b) Dati integral ne konvergira, jer važi
∫ 2

0

dx
2−x

= lim
ε→0+

∫ 2−ε

0

dx
2−x

= lim
ε→0+

(− ln(2−x))
∣∣∣∣
2−ε

0

= lim
ε→0+

(ln2− lnε) = +∞.

c) Dati integral je jednak
∫ 3

0

dx
3
√

1−x
= lim

ε→0+

∫ 1−ε

0

dx
3
√

1−x
+ lim

δ→0+

∫ 3

1+δ

dx
3
√

1−x

= − lim
ε→0+

3
2
(1−x)2/3

∣∣∣∣
1−ε

0
− lim

δ→0+

3
2
(1−x)2/3

∣∣∣∣
3

1+δ

= − lim
ε→0+

(
3
2
(ε2/3−1)

)
− lim

δ→0+

3
2

(
(−2)2/3− (−δ)2/3

)

=
3
2
(1− 3

√
4).

d) Za α 6= 1 je
∫ 1

0

dx
xα = lim

ε→0

x−α+1

−α+1

∣∣∣∣
1

ε
= lim

ε→0

(
1

1−α
− ε−α+1

1−α

)
.

Dakle, dati integral konvergira za1−α > 0, tj. za α < 1, a divergira zaα > 1.
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Ostavljamǒcitaocu da pokaže da je integral
∫ 1

0

dx
x

takod̄e divergentan.

Na osnovu primera 7.36 d) i 7.38 d) sledi da je nesvojstveni integral
∫ +∞

0

dx
xα di-

vergentan zasvakirealan brojα. I

Dva kriterijuma za konvergenciju nesvojstvenih integrala

Neka je funkcijaf neprekidna na[a,b) i neka je neograničena u svakoj okolini
tačkeb.

a) Pretpostavimo, dodatno, da postoji neprekidna funkcijaF sa osobinom

| f (x)| ≤ F(x), x∈ [a,b).

Tada važi:

ako integral
∫ b

a
F(x)dx konvergira, onda konvergira i integral

∫ b

a
f (x), dx kao i

integral
∫ b

a
| f (x)|dx;

ako integral
∫ b

a
f (x)dx divergira, onda divergira i integral

∫ b

a
F(x)dx.

b) Pretpostavimo, dodatno, da postoji neprekidna i pozitivna funkcijag nad[a,b) sa

osobinom da za nekoK 6= 0 važi lim
x→b−

f (x)
g(x)

= K.

Tada pišemof (x) ∼ K · g(x), x → b−, i kažemo da sef ponaša kaog kada
x→ b− . Tada važi:

ako integral
∫ b

a
g(x)dx konvergira, onda konvergira i integral

∫ b

a
f (x)dx;

ako integral
∫ b

a
g(x)dx divergira, onda divergira i integral

∫ b

a
f (x)dx.

Razumljivo, postoje i analogni kriterijumi za konvergenciju nesvojstvenih integrala
prve vrste iz (7.21), samo što se u slučaju 2. koristi ponašanje funkcije kadax→
+∞. Preporǔcujemočitaocu da ih sam formuliše.

7.39. Primer. Ispitati konvergenciju sledećih nesvojstvenih integrala:

a)
∫ +∞

1

dx

x3/2 +1
; b)

∫ +∞

0

dx√
x+x3

; c)
∫ +∞

0
e−3x cos(x2)dx .

Rešenja.

a) Podintegralna funkcija se ponaša kao funkcija
1

x3/2
kadax→+∞, u oznaci

1

x3/2 +1
∼ 1

x3/2
, x→+∞, što znǎci da je lim

x→+∞

1

x3/2 +1
1

x3/2

= 1.
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Prema primeru 7.36 d), nesvojstveni integral
∫ +∞

1

dx

x3/2
konvergira, jer jeα := 3/2 > 1.

Na osnovu kriterijuma analognog slučaju 2., sledi da i nesvojstveni integral prve vrste∫ +∞

1

dx

x3/2 +1
konvergira.

Konvergencija ovog integrala se može pokazati i na osnovu toga što zax > 1 važi:

1

x3/2 +1
<

1

x3/2
, pa se može primeniti slučaj 1.

b) Pre svega je ∫ +∞

0

dx√
x+x3

=
∫ 1

0

dx√
x+x3

+
∫ +∞

1

dx√
x+x3

. (7.23)

Prvi nesvojstveni integral je druge vrste i konvergira na osnovu ponašanja
1√

x+x3
∼

1√
x

=
1

x1/2
, x→ 0+, jer je lim

x→0+

1√
x+x3

1
x1/2

= 1, i primera 7.38 d)(1/2 < 1). Drugi

nesvojstveni integral u 7.23 je prve vrste i konvergira zbog ponašanja
1√

x+x3
∼ 1

x3/2
x→

+∞, jer je lim
x→+∞

1√
x+x3

1
x3/2

= 1, i primera 7.36 d)(3/2 > 1). Znǎci, dati nesvojstveni inte-

gral konvergira.

c) Kako je |e−3x cos(x2)| ≤ e−3x, x ∈ [0,+∞), a integral
∫ +∞

0
e−3x dx konvergira jer je

a := 3 > 0, (videti primer 7.36 f)), to i dati nesvojstveni integral takod̄e konvergira.I

7.40. Primer. Ispitati za koje vrednosti realnih parametarap i q > 0 konvergiraju sledeći inte-
grali:

a)
∫ +∞

0

xp arctgx
1+xq dx; b)

∫ π/2

0

dx
sinpx cosqx

;

Rešenja.

a) Iz
∫ +∞

0

xp arctgx
1+xq dx=

∫ 1

0

xp arctgx
1+xq dx+

∫ +∞

1

xp arctgx
1+xq dx= I1+ I2, sledi da treba odred-

iti p i q > 0 tako da svaki od integralaI1 i I2 konvergira. Na osnovu lim
x→0+

arctgx
x

=

1, pa važi arctgx∼ x, x→ 0+ zaq > 0 : sledi
xp arctgx

1+xq ∼ xp+1, x→ 0+ .

Pošto integral
∫ 1

0
xp+1dx=

∫ 1

0

dx
x−p−1 , konvergira za−p−1 < 1, tj. za p >−2, to sledi

konvergencija integralaI1 za p >−2 i q > 0.

Na osnovu jednakostilim
x→+∞

arctgx
π/4

= 1, važiarctgx∼ π/4, x→+∞, što povlǎci

xp arctgx
1+xq ∼ π

4
xp−q, x→ +∞, sledi da integralI2 konvergira ako i samo ako konvergira
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integral
∫ +∞

1
xp−q =

∫ +∞

1

dx
x−p+q . Na osnovu primera 7.20 d), zadnji integral konvergira

za−p+q > 1, pa i I2 konvergira za−p+q > 1.
Skup upqravni, uz dodatni uslovq> 0, na kome dati integral konvergira je presek skupova
na kojima konvergirajuI1 i I2. Znǎci, dati integral konvergira ako istovremeno važe nejed-
nakostip > q−2, −p+q > 1 i q > 0.

b) Dati integral možemo napisati kao
∫ π/2

0

dx
sinpx cosqx

=
∫ π/4

0

dx
sinpx cosqx

+
∫ π/2

π/4

dx
sinp xcosqx

= I1 + I2.

Prvi integralI1 konvergira zap< 1, jer je
1

sinpx cosqx
∼ 1

xp , x→ 0+, a integral
∫ π/4

0

dx
xp

konvergira zap < 1. Na osnovu
1

sinpx cosqx
∼ 1

cosqx
=

1
sinq(π/2−x)

∼ 1
(π/2−x)q ,

x→ π/2−, sledi da drugi integral konvergira zaq < 1.

Znǎci dati integral konvergira zap < 1, q < 1. I
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Prilog

Programski paketScientific Workplace (SWP)nastao je pǒcetkom devedese-
tih godina kao kombinacija već postojécih paketaWord i LaTeXradi jednostavni-
jeg unosa i formatiranja teksta koji sadrži matematičke formule i slike. Naime,
tadašnje verzije spomenuta dva programa su bile ne samo mnogo komplikovanije
za upotrebu, nego i nekompletne u odnosu na prve verzijeSWP-a.Verzija 3.0 pro-
gramskog paketa SWP imala je kao potprogram jednu verziju iMaple-a, koja je,
uz ostalo, omogúcavala simbolǐcka izrǎcunavanja, rešavanje odredjenih jednačina,
crtanje i analizu grafika funkcija. Za poznavaoceLaTeX-a veoma je korisna bila
činjenica da je program automatski generisaoTeX fajl koji se mogao, sa malom
izmenom sintakse, koristiti kao deo nekog drugogLaTeX fajla. Sa verzijom 5.0,
tj. od 2005. godine je dodata i mogućnost jednostavnog dobijanja PDF fajla, ali
je potprogramMaplebio zamenjen sa jednom verzijom programaMupad. U nas-
tavkućemo objasniti neke od glavnih osobina SWP5.

Pre svega, u programskom paketuSWPpostoje dva nǎcina rada: tekstualni
i matematǐcki. Ako je prvom redu tulbara slovo "T", onda smo u tekstualnom
modu, u kome možemo kucati običan tekst kao u paketuWord, uključujući i srpska
latinična slova koja ne postoje u engleskom jeziku. U tekstualnom modu su stan-
dardna slova na ekranu crne boje. Boja se menja ako se promeni veličina i tip slova,
što se postiže klikom na zadnju strelicu u trećem pravougaoniku dole. Matematički
mod se dobija zamenom crnog slova "T" sa crvenim slovom "M ", običnim klikom
na věc spomenutu ikonu u gornjem prvom redu. Slova u matematičkom modu su
na ekranu crvene boje; naravno ovaj modćemo koristiti kod unosa matematičkih
formula.
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ga, Beograd 1988.
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Abelova grupa, 4
algebarski komplement, 45
apsolutna vrednost, 6
argument kompleksnog broja, 12
Arhimedova teorema, 6
asimptota

horizontalna, 115
kosa, 115
vertikalna, 116

astroida, 213

Bernulijeva lemniskata, 212
Bernulijeva nejednakost, 9
bijekcija, 17
binarna operacija, 3
binomna formula, 9
brojevi

celi, 5
iracionalni, 5
prirodni, 4
racionalni, 5

cikloida, 212

definicioni skup funkcije, 15
Dekartov proizvod, 2
diferencijal funkcije, 129
divergentan niz, 91
domen funkcije, 15
drugi izvod funkcije

u tǎcki, 142

eksponencijalna funkcija, 21

elementarna funkcija, 21
elipsa, 87

funkcija, 15
neopadajúca, 20
nerastúca, 20
opadajúca, 20
rastúca, 20
diferencijabilna na intervalu, 122
diferencijabilna u tǎcki, 122
eksponencijalna, 21
ekstremna vrednost, 20, 146
granǐcna vrednost, 104
integrabilna, 199
logaritamska, 21
neprekidna na skupu, 118
neprekidna u tǎcki, 117
stepena, 20
trigonometrijska, 21

grafik funkcije, 18
konkavan odozdo, 154
konkavan odozgo, 154

granǐcna vrednost funkcije
desna, 104
leva, 104

granǐcna vrednost niza, 90
grupa, 3

hiperbola, 87
Hornerova shema, 22

imaginarna jedinica, 10
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injekcija, 16
integralna suma, 199
intenzitet vektora, 73
interval, 3

neogranǐcen, 3
otvoren, 3
zatvoren, 3

inverzna funkcija, 18
inverzna trigonometrijska funkcija, 21
izvod

implicitne funkcije, 139
inverzne funkcije, 141
parametarske funkcije, 141

izvod funkcije
desni, 122
levi, 122

Kantorova teorema, 6
kardioide, 212
Košijev niz, 99
Košijeva teorema, 151
kodomen funkcije, 15
kofaktor, 45
kompleksan broj, 10

eksponencijalni oblik, 12
trigonometrijski oblik, 12

kompozicija funkcija, 17
komutativna grupa, 4
konvergentan niz, 90
Kramerovo pravilo, 62
kriti čna tǎcka funkcije, 145
krive drugog reda, 86
krivolinijski trapez, 197
Kroneker-Kapelijeva teorema, 72

Lagranžova teorema, 149
linearna jednǎcina, 56
logaritamska funkcija, 21
lokalni maksimum, 20
lokalni minimum, 20

Lopitalovo pravilo, 158

Maklorenov polinom, 152
Maklorenova formula, 152
maksimum

globalni, 146
lokalni, 20
strogi lokalni, 20

matematǐcka indukcija, 5
matrica

adjungovana, 50
dijagonalna, 44
inverzna, 51
jedinična, 44
kvadratna, 38
nula, 40
regularna, 51
simetrǐcna, 50
singularna, 52
transponovana, 50

matrica sistema, 71
mešoviti proizvod vektora, 80
minimum

globalni, 146
lokalni, 20
strogi lokalni, 20

moduo kompleksnog broja, 12

najvéci ceo, 91
neodrēdeni integral, 178
neparna funkcija, 18
neprekidnost funkcije

u tǎcki, 117
nesvojstveni integral

druge vrste, 220
prve vrste, 218

nezavisno promenljiva, 15
niz, 89

neopadajúci, 100
opadajúci, 100
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nerastúci, 100
rastúci, 100
divergentan, 91
divergentan u+∞, 91
divergentan u−∞, 91
granǐcna vrednost, 90
konvergentan, 90
limes inferior, 94
limes superior, 94
ogranǐcen, 92
ogranǐcen odozdo, 93
ogranǐcen odozgo, 93
opštičlan, 89
tačka nagomilavanja, 93

Njutn–Lajbnicova formula, 203
normala grafika funkcije, 132
nula polinoma, 21

odred̄eni integral, 198, 199
ogranǐcen niz, 92
ogranǐcena funkcija, 19
ortovi, 74
osnovni period funkcije, 19

parabola, 88
parametar podele, 199
parna funkcija, 18
partitivni skup, 2
period funkcije, 19
periodǐcna funkcija, 19
podintegralna funkcija , 200
polinom, 21
polje, 4
pravac vektora, 73
prekid

druge vrste, 120
prve vrste, 120

prekidna funkcija u tǎcki, 118
prevojna tǎcka grafika funkcije, 155
primitivna funkcija, 178

priraštaj
argumenta, 130
funkcije, 130

prividan prekid, 120
prsten, 4
prvi izvod funkcije, 122

na intervalu, 122
u tǎcki, 122

racionalna funkcija, 27
rang matrice, 55
red matrice, 38
Rolova teorema, 148

Sarusovo pravilo, 46
skalarni proizvod vektora, 75
skup, 1
skup celih brojeva, 2
skup kompleksnih brojeva, 2
skup prirodnih brojeva, 2
skup racionalnih brojeva, 2
skup realnih brojeva, 2
skup vrednosti funkcije, 15
složena funkcija, 17
smer vektora, 73
surjekcija, 16

tačka nagomilavanja
niza, 93
skupa, 104

tangenta grafika funkcije, 132
Tejlorov polinom, 152
Tejlorova formula, 152
trigonometrijska funkcija, 21

ured̄eni par, 1

vektor, 73
vektorski proizvod vektora, 77

zavisno promenljiva, 15


