Martingali

Definicija 1. Niz o—algebri Fy, Fo, ... na ) za koje vazi Fy C Fo C ... C F, C ...
naziva se filtracija.

Definicija 2. Niz slucajnih promenljivih &1,&s, ... na (0, F, P) naziva se diskretni
martingal u odnosu na filtraciju Fy, Fa, . .. ako vaZi:

1. &, je integrabilna ¥n = 1,2,... tj. [, |&a]dP < co.

2. &1,&, ... je adaptiran u odnosu na filtraciju Fy, Fa, ... (& je merljiva u odnosu
na F;, Vi € N).

3. Elénii|Fnl =& 5. n=1,2,....

Definicija 3. Neka je T C R. familija c—algebri {F; }ier je filtracija ako je Fs C
Fi CF,Vs,teT, s<t.

Definicija 4. Neka je T € R. Stohasticki proces £(t), t € R je martingal u odnosu
na filtraciju {F; her ako

1. &(t) je integrabilna ¥Vt € T' (tj. E[[€(t)]] < o0).
2. £(t) je Fr—merljivo ¥Vt € T (tj. £(t) je adaptiran u odnosu na JF;).
3. EE(t)|Fs) =&(s) s.s. Vs < t.

Teorema 1 (Levijeva karakterizacija Braunovog kretanja pomocu integrala). Neka
je { X4, t > 0} stohasticki proces i neka je Fy = F(X,,0 < s < t) istorija procesa X,
do trenutka t (ukljucujuéi t). Proces { Xy, t > 0} je Braunovo kretanje ako i samo
ako

1. XO - O,
X 1ma neprekidne trajektorije,

Xy je martingal,

X? —t je martingal.

1. Dat je niz nenegativnih, nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X, Xs, ... na (2, F, P)
sa ocekivanjem E(X;) =1, za sve i € N. Neka je My :=11

Mn::H?lei:Xl'---'Xna n € N.
(a) Izracunati E[|M,]|], n € Ny.

(b) Definisati filtraciju {F, }nen, takvu da je M, F,,—merljiva.

(c) Pokazati da je niz {M, },en, diskretni martingal u odnosu na filtraciju
{F, }nen, definisanu pod (b).



2. Neka je { X, }nen niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa istim zakonom ras-

podele
-1 1
Xn.(1/2 1/2), n € N.

Definisimo S, := X1 + ... + X,,, & := S? —n, n € N. Dokazati da je {&, }nen
martingal u odnosu na filtraciju F,, = F{X1,...,X,}, n € N.

3. Pokazati da je Vi3 martingal u odnosu na filtraciju F; = F{W,, 0 < s <
t} (istorija Braunovog kretanja to trenutka t¢). (Ovaj martingal se naziva
eksponencijalni martingal.)

4. Neka je ¢ > 0. Ako je W, Vinerov proces, pokazati da je V(t) := %W(CQt)
takode Vinerov proces.



