Verovatnoéa — pismeni ispit i reSenja (svi smerovi)
25. januar 2018.

1. Rastojanje tacke (x,y) u ravni od koordinatnog pocetka (0,0) definisano je sa d(z,y) =
|z| + |y|. Na slu¢ajan nacin biramo tacku u oblasti {(z,y) : 0 < z,y < 1}. Odrediti
verovatnocu da je rastojanje ovako izabrane tacke od (0,0) ne vece od a, gde je a € (0,2).

Resenje: Jasno je da je Q = {(z,y) : 0 < z,y < 1}. Posmatramo oblast A = {(z,y) € Q:
r+y < a}. Tada je p =m(A )/m( ) =m(A). Ako je 0 < a <1, onda je m(A) = 3a?, ako
jel <a<2 ondajem(Ad)=1-1(2—a)

2. Zajednicka funkcija raspodele slu¢ajnih promenljivih X i Y, koje predstavljaju vek trajanja
dve povezane komponente u masini data je sa

6_2

F(X’Y)(x’y):x!(y——m)!’ .73':0,1,..., y:$,x+1,
(a) Odrediti funkcije raspodele za slu¢ajne promenljive X i Y.
(b) Odrediti zajednicku funkciju raspodele za X i Y — X7 Dalisu X i Y — X nezavisne?

1

Resenje: P(X =x) :Z;oxm,(y o = ST Zk om =5r2=0,1,...
Yy 672
PlY =y) = — y=0,1,...
Dalje je
o2
P(X::E,Y—X:z):P(X::U,Y:z+x):T, x,z=0,1,...
x!z!
Zatim je
R
Dakle,

PX=2,Y-X=2)=PX=x)P(Y — X =2),

odnosno X i Y — X su nezavisne.

3. Pretpostavimo da bracni par posle n godina braka moze da ima najvise n dece. Neka sluc¢ajna
promenljiva X predstavlja broj dece posle tacno 3 godine braka,

X ( 196 1}3 133 1?6 )'

Ako je Y broj zenske dece posle ta¢no 3 godine braka, odrediti E(Y), D(Y) i P{Y >
X — 11X > 2.



Resenje: Primetimo da Y < X i Ry = {0, 1,2,3}. Koristicemo
pii = P{X =4,V = j} = P{X = i}P{Y = j|X =i}

Pa imamo,
Po,o = é ]-:éa Po,1 = Po2 = Po3 = 0,
1 1 1
Pro=3-5=§ =P, P2 =p13=0,
1 11 1 I 11 1
P20=P22=3 55~ 15 Pu=3 255 5’ p23 =0,
1 /IN3 1 1 1\3 3
P30—p33—6 (5) I@, pgl—pgz—g 3(5) _@
X\ o [ v [2 |3 |¥
0 8/48 0 0 0 1/6
1 8/48 | 8/48 0 0 1/3
2 4/48 | 8/48 | 4/48 0 1/3
3 1/48 | 3/48 |3/48 | 1/48 || 1/6
> 21/48 | 19/48 | 7/48 | 1/48 1
Dakle,

v 0 1 2 3 vo.( 0 1 4 9
"\ 21748 19/48 7/48 1/48 )° "\ 21/48 19/48 7/48 1/48 )°

pa sledi

3 7
EY)=7 i E(Y?) = .
Konacno, .
9 29
DY)=EY*)-FE*(Y)=-—-—=".
(V) =B - B(Y) =5 — 15 = 35
Dalje,

P{Y >X—1,X >2}

P{Y > X —1|X >2} =

P{X > 2} ’
1 1 1
P{X22} = P{X =2} + P{X =3} = s+ = =,
8+4+3+1 1
PIY 2X -1 X 22} =puatpotpstpetps=——"1 =3
Sledi,
1/3 2
PlY > X -1 X>2}=—=-
{ | } 1273

. Dat je niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih (X,,),. Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive
X,, n € N, je data sa
0, <5 — 5,
Fy,()={nz—5n+05 5— L <ax<54+.L



(a)
(b)
(c)

Odrediti karakteristi¢nu funkciju sluc¢ajne promenljive X,,, fx, (t), kao i lim, o fx, (t).
Ispitati konvergenciju u raspodeli niza (X, ).

Da li iz rezultata pod (b) mozemo nesto da zaklju¢imo o konvergenciji u verovatnoci
niza (X,),? Objasniti.

Resenje:

(a)

Kako bismo izra¢unali fy, (¢) treba nam funkcija gustine

_ o we (5554 35)
@Xn($>{07 x¢(5_%75+%).

Tada

n—o0 2 n—00 it it

1. m—1 e 3 —1 1. .
lim fx,(t) = =€ lim (62 T ) = 565”(1 +1) = ™,
2n 2n

Sto je karakteristicna funkcija za slucajnu promenljivu X = 5.

Konvergenciju u verovatnoc¢i mozemo ispitati na dva nac¢ina. Prvinacin je da iskoristimo
rezultat pod (a). Kako fx, (t) — fx(t), kada n — oo (X = 5) i funkcija fx(t) = €%
je neprekidna u t = 0, iz Obrnute teoreme sledi da niz F, (z) kompletno konvergira
ka funkciji F'y(x), kada n — oo, koja je funkcija raspodele za X = 5. Sledi da X,
konvergira u raspodeli ka X = 5, kada n — oo. Drugi nacin je da direktno pokazemo
kompletnu konvergenciju niza funkcija raspodela Fx, ka Fx, kada n — co. Imamo

0, T <bH
Fx,(x) = {1/2, x=5=: F(x), n— oco.
1, T >0

Primetimo da F(x) nije funkcija raspodele neke slu¢ajne promenljive, jer nije neprekidna
sa leve strane. Medutim,

~ 0, =<5,
F(I):Fx(x):{l o5 x # 5.

Kako Fx(z) nije neprekidna u x = 5, sledi da Flx, konvergira ka Fx(z) u svi tackama
u kojima je Fx(x) neprekidna, tj. Fx, kompletno konvergira ka Fx kada n — oo pa
sledi konvergencija u raspodeli.

Kako niz slu¢ajnih promenljivih (X,,) konvergira u raspodeli kad slu¢ajnoj promenljivoj
X = ¢ = 5 (koja je konstantna) iz konvergencije u raspodeli sledi konvergencija u
verovatnoci ka X =5, kada n — oo.



5. Gajgerov brojac¢ je uredaj koji belezi radioaktivne Cestice emitovane od strane izvora. Neka
se broj emitovanih radioaktivnih cestica u toku jednog minuta ponasSa u skladu sa Poa-
sonovom raspodelom sa parametrom 10. Broj emitovanih radioaktivnih cestica u svakom
minutu je nezavisan. Odrediti verovatnoéu da Gajgerov brojac¢ zabelezi vise od 14 640 ra-
dioaktivnih Cestica u toku jednog dana? Pretpostavljamo da ¢e Gajgerov brojac¢ zabeleziti
sve emitovane radioaktivne cestice.

ResSenje: Neka je X; broj emitovanih radioktivnih cCestica u jednoj minuti. Znamo X :
P(10). Jedan dan ima 1440 minuta. Neka je sa Sj449 obelezen broj emitovanih radioktivnih
Cestica u toku jednog dana. Imamo

E(Sia10) = 1440 - 10 = 14400,  D(S1440) = 1440 - 10 = 14400

Koristimo Centralnu grani¢nu teoremu

14640 — 14400} 14640 — 14400}
V14400 V14400
} ~ ®(00) — B(2) = 0.5 — 0.47725 = 0.02275.

P{Sl440 > 14640} = P{Sik440 > = P{ST44O >

240

- p{ o >
STaso > 120

MoOZDA KORISNO:
et —1
e lim =
z—0 x

e Ako X : P(\) onda E(X) = D(X) = A\

1.



