
PISMENI ISPIT IZ UVODA U ANALIZU (M4 smer), 3.2.2016.

1. Dat je skup

X =

x ∈ [0, 2016] :

√
sin

(
2π(−1)[x]

2 + x

)
6= 0

 ∪
{

1

[x]
: x ∈ R+

}

a) Odrediti in�mum i supremum skupa X i proveriti da li skup X ima minimalni i maksimalni element.

b) Odrediti unutra²nje, adherentne, rubne, izolovane i ta£ke nagomilavanja skupa X.

Re²enje:

Dodatak: Koja je razlika izme�u skupa

{
1

[x]
: x ∈ R+

}
i

{
1

[x]
: x ≥ 1

}
? U nastavku posmatrati

skup

X =

x ∈ [0, 2016] :

√
sin

(
2π(−1)[x]

2 + x

)
6= 0

 ∪
{

1

[x]
: x ≥ 1

}
.

a) Izraz
1

[x]
u intervalu [0, 1) nije de�nisan zbog deljenja sa nulom, pa onda ni zadati skup nije dobro

de�nisan.

Vaºi: {
1

[x]
: x ≥ 1

}
=

{
1

n
: n ∈ N

}
.

Da bi funkcija

√
sin
(
2π(−1)[x]

2+x

)
bila de�nisana treba nam da je

sin

(
2π(−1)[x]

2 + x

)
≥ 0.

Kako 2π(−1)[x]
2+x ∈ [−π, π], treba da elimini²emo one vrednosti x za koje izraz pripada intervalu

(−π, 0). Taj izraz ¢e biti negativan za neparno [x] . Dobijamo

x ∈ [2k, 2k + 1), k ∈ N ∪ {0}.

Kako nam treba √
sin

(
2π(−1)[x]

2 + x

)
6= 0

moramo da izbacimo sve vrednosti x za koje je izraz pod sinusnom funkcijom jednak −π ili π. Zna£i
izbacujemo x = 0 iz skupa X. Uzimaju¢i u obzir uslov x ∈ [0, 2016] i £injenicu da

{
1
n : n ∈ N

}
∈

(0, 1] dobijamo

X =

(
1007⋃
k=0

[2k, 2k + 1) ∪ {1, 2016}

)
\ {0}

inf X = 0, minX ne postoji

supX = 2016 = maxX



b)

Xo =

1007⋃
k=0

(2k, 2k + 1)

X̄ =
1007⋃
k=0

[2k, 2k + 1] ∪ {2016}

X ′ =

1007⋃
k=0

[2k, 2k + 1]

∂X =
2016⋃
k=0

{k}

izX = {2016}

2. Na¢i grani£nu vrednost niza {an}n∈N zadatog sa

a1 =
3
√

6, an+1 = 3
√
an + 6, n ∈ N.

Re²enje: Niz {an}n∈N zadat je rekurzivno.

a1 =
3
√

6, a2 =
3

√
3
√

6 + 6, . . .

Primetimo prvo da su svi £lanovi niza pozitivni tj an > 0, ∀n ∈ N (matemati£ka indukcija).

1. Dokaºimo matemati£kom indukcijom da je ovaj niz rastu¢i tj da vaºi an ≤ an+1, n ∈ N:

BI. a1 ≤ a2 ⇔ 3
√

6 ≤ 3
√

3
√

6 + 6⇔ 6 ≤ 3
√

6 + 6 ⇔ 0 ≤ 3
√

6 ²to je ta£no

IH. Pretpostavimo da za neko n ∈ N vaºi an ≤ an+1.

IK. Dokazujemo da je za n+ 1 zadovoljeno an+1 ≤ an+2

Polazimo od an ≤ an+1.

an ≤ an+1 ⇔ an + 6 ≤ an+1 + 6⇔ 3
√
an + 6 ≤ 3

√
an+1 + 6⇔ an+1 ≤ an+2.

Dakle, niz {an}n∈N je rastu¢i.

2. Zatim, dokazujemo da je niz {an}n∈N ograni£en sa gornje strane sa 2 tj da vaºi an ≤ 2, n ∈ N.
Matemati£ka indukcija:

BI. Dokazujemo za n = 1. a1 = 3
√

6 ≤ 2 = 3
√

8

IH. Pretpostavimo da za neko n ∈ N vaºi an ≤ 2.

IK. Dokazujemo da vaºi an+1 ≤ 2.

an+1 ≤ 2⇔ 3
√
an + 6 ≤ 2⇔ an + 6 ≤ 8⇔ an ≤ 2

pa na osnovu indukcijske hipoteze za klju£ujemo da je niz ograni£en sa donje strane sa 2.



Kako je niz {an}n∈N rastu¢i i ograni£en sa gornje strane, na osnovu teoreme o monotonim nizovima

zaklju£ujemo da je niz konvergentan i da postoji neko A takvo da vaºi

A = lim
n→∞

an.

3. Traºimo A

A = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

3
√
an + 6 = 3

√
lim
n→∞

an + 6 = 3
√
A+ 6,

gde smo koristili neprekidnost funkcije f(x) = 3
√
x+ 6. Dakle, A3 = A+6. Odnosno A3−A−6 = 0.

Kako vaºi A3 −A− 6 = (A− 2)(A2 + 2A+ 3) = 0, a jedna£ina A2 + 2A+ 3 = 0 nema realnih nula

zaklju£ujemo da je re²enje A = 2. Dakle, limn→∞ an = 2.

3. a) Odrediti sve ta£ke nagomilavanja, kao i lim sup i lim inf slede¢eg niza

fn = (−1)n
(

1 +
1

n

)n
+ sin

nπ

2
.

b) Izra£unati

lim
n→∞

3 + 32 + · · ·+ 3n+1

7 + 72 + · · ·+ 7n+1
;

c) Izra£unati

lim
x→1−

π

√
1−x
x

sinπx
;

Re²enje:

a) Imamo tri ta£ke nagomilavanja:

• n = 2k; (−1)2k
(
1 + 1

2k

)2k
+ sin 2kπ

2 =
(
1 + 1

2k

)2k
+ sin kπ → e, k →∞

• n = 4k−1; (−1)4k−1
(

1 + 1
4k−1

)4k−1
+sin(2kπ− π

2 ) = −
(

1 + 1
4k−1

)4k−1
+(−1)→ −e−1, k →

∞

• n = 4k−3; (−1)4k−3
(

1 + 1
4k−3

)4k−3
+sin(2kπ− 3π

2 ) = −
(

1 + 1
4k−1

)4k−1
+1→ −e+1, k →∞

Ta£ke nagomilavanja: −e− 1,−e+ 1, e

lim inf fn = −e− 1, lim sup fn = e

b)

3 + 32 + · · ·+ 3n+1

7 + 72 + · · ·+ 7n+1
=

3(1 + 3 + · · ·+ 3n)

7(1 + 7 + · · ·+ 7n)
=

31−3n+1

1−3

71−7n+1

1−7
=

3(−6)(1− 3n+1)

(−2)7(1− 7n+1)

lim
n→∞

3 + 32 + · · ·+ 3n+1

7 + 72 + · · ·+ 7n+1
= lim

n→∞

9

7

1
7n+1 −

(
3
7

)n+1

1
7n+1 −

(
7
7

)n+1 =
9

7
· 0− 0

0− 1
= 0

c) Pravimo smenu t = 1− x, t→ 0+ kada x→ 1−

lim
x→1−

π

√
1−x
x

sinπx
= lim

t→0+
π

√
t

1−t

sin(π − πt)
= lim

t→0+

πt

sinπt

√
1

t(1− t)
= 1 · ∞ =∞



4. Odrediti domen i asimptote funkcije

f(x) =

√
(x− 1)(x3 − 6x2 + 12x− 8)

x
.

Re²enje: Domen:

(x− 1)(x3 − 6x2 + 12x− 8) = x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8 = (x− 1)(x− 2)3 ≥ 0

Df = ((−∞, 1] ∪ [2,+∞)) \ {0}

• Vertikalne asimptote

f(1) = f(2) = 0

lim
x→0−

√
(x− 1)(x3 − 6x2 + 12x− 8)

x
=

√
8

0−
= −∞

lim
x→0+

√
(x− 1)(x3 − 6x2 + 12x− 8)

x
=

√
8

0+
= +∞

Imamo jednu vertikalnu asimptotu i to je x = 0.

• Horizontalne asimptote

lim
x→±∞

√
x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8

x
= ±∞

Nema horizontalnih asimptoti.

• Kose asimptote

Kod odre�ivanja grani£ne vrednosti glavnu ulogu imaju £lanovi polinoma parnog stepena pa ¢emo

isti rezultat dobiti i za +∞ i −∞.

k = lim
x→±∞

√
x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8

x2
= 1

n = lim
x→±∞

√
x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8− x2

x
= lim

x→±∞

x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8− x4

x(
√
x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8 + x2)

= −7

2

Kosa asimptota: y = x− 7
2

5. Data je funkcija

f(x) =


e

1
x−1 + b x ∈ (−∞, 1),

e
1
π
arcctg(2−x3), x ∈ [1, 3

√
2),

ax3, x ∈ [ 3
√

2,+∞).

(a) Na¢i konstante a i b (ako je to mogu¢e) tako da funkcija f bude neprekidna na R.

(b) Ispitati da li je funkcija f uniformno neprekidna na intervalu [ 3
√

2,+∞).

Re²enje:

(a) Funkcija f je neprekidna na intervalima (−∞, 1), (1, 3
√

2) i ( 3
√

2,+∞) kao zbir, razlika, proizvod,

koli£nik i kompozicija elementarnih (neprekidnih) funkcija.



Treba ispitati neprekidnost u ta£kama x0 = 1 i x0 = 3
√

2

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

e
1

x−1 + b = e
1

0− + b = b

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

e
1
π
arcctg(2−x3) = f(1) = e

1
4

Dakle, da bi f bila neprekidna u x = 1 treba da vaºi

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) = f(1) = e
1
4 ⇔ b = e

1
4 .

lim
x→ 3√2+

f(x) = lim
x→1+

ax3 = f(
3
√

2) = 2a.

lim
x→ 3√2−

f(x) = lim
x→1−

e
1
π
arcctg(2−x3) = e

1
2

Dakle, da bi f bila neprekidna u x = 3
√

2 treba da vaºi

lim
x→ 3√2+

f(x) = lim
x→ 3√2−

f(x) = f(
3
√

2) = e
1
2 ⇔ a =

1

2
e

1
2 .

(b) Dokaza¢emo da funkcija nije uniformno neprekidna na intervalu [ 3
√

2,+∞). Uzmimo nizove date sa

xn = 3
√
n+ 1, yn = 3

√
n, n ∈ N.

|xn − yn| = | 3
√
n+ 1− 3

√
n| = ( 3

√
n+ 1)3 − ( 3

√
n)3

( 3
√
n+ 1)2 + 3

√
n+ 1 3

√
n+ ( 3

√
n)2
→ 0, n→∞

|f(xn)− f(yn)| = |ax3n − ay3n| =
1

2
e

1
2 (n+ 1− n) =

1

2
e

1
2 >

1

2
= ε

Dakle, funkcija nije uniformno neprekidna na intervalu [ 3
√

2,+∞).


