PISMENT ISPIT 1Z UVODA U ANALIZU (M4 smer), 3.2.2016.

1. Dat je skup

X =< x€0,2016] : \/sin<27r2(11;m> #0 U{[xl]:arell{*}

a) Odrediti infimum i supremum skupa X i proveriti da li skup X ima minimalni i maksimalni element.

b) Odrediti unutrasnje, adherentne, rubne, izolovane i tatke nagomilavanja skupa X.

Resenje:
1 1
Dodatak: Koja je razlika izmedu skupa {H tx € R*} i {[] Tx > 1}? U nastavku posmatrati
x x
skup

x=tacam: i (TG0 sod o Lozl

1
a) Izraz — u intervalu [0,1) nije definisan zbog deljenja sa nulom, pa onda ni zadati skup nije dobro

[z]
{é]:le}:{i:neN}.

definisan.
Vazi:

Da bi funkcija 4 /sin (%ﬁ?m) bila definisana treba nam da je
21 (—1)1=l
in (w(l)) -
24+ x

—1)l=] ey . .. . .
Kako QW(Q Jic) € [—m, 7], treba da eliminiSemo one vrednosti x za koje izraz pripada intervalu

(—m,0). Taj izraz ¢e biti negativan za neparno [z]. Dobijamo

x € [2k,2k+1), ke NU{0}.

\/Sin (2772(11;[35]) 0

moramo da izbacimo sve vrednosti x za koje je izraz pod sinusnom funkcijom jednak —m ili 7. Znadi
izbacujemo = = 0 iz skupa X. Uzimajuéi u obzir uslov x € [0,2016] i ¢injenicu da {% 'n € N} €
(0, 1] dobijamo

Kako nam treba

1007
X = <U 2k, 2k + 1) U {1, 2016}) \ {0}

k=0
inf X = 0, min X ne postoji

sup X = 2016 = max X



b)

1007
xo=J @k 2k+1)
k=0
1007
X = 2k, 2k + 1] U {2016}
k=0
1007
X' =2k, 2k + 1]
k=0
2016
0x = | J{k}
k=0
izX = {2016}

2. Nagdi grani¢nu vrednost niza {a, },en zadatog sa

al:%y an+1 = Visan+67n€N'

Resenje: Niz {ay }nen zadat je rekurzivno.

alz%, ay = \3/\3/6+6,...

Primetimo prvo da su svi ¢lanovi niza pozitivni tj a,, > 0,Vn € N (matematicka indukcija).
1. DokaZimo matematic¢kom indukcijom da je ovaj niz rastudi tj da vazi a, < ant1, n € N:
BL a1 <a; e V6 < VV6+6<6< 646 <0< 6 sto je tacno

IH. Pretpostavimo da za neko n € N vazi a, < apy1.

IK. Dokazujemo da je za n + 1 zadovoljeno an11 < apny2
Polazimo od a,, < any1.

an < Apg1 & an +6 < ang1 + 6 Van +6 < Vant1 +6 S ang1 < ango.
Dakle, niz {ay, }nen je rastudi.

2. Zatim, dokazujemo da je niz {a,}nen ogranifen sa gornje strane sa 2 tj da vazi a, < 2, n € N.
Matematicka indukcija:

BI. Dokazujemo zan=1.a; = J6<2=18
IH. Pretpostavimo da za neko n € N vazi a,, < 2.

IK. Dokazujemo da vazi an4+1 < 2.

ani1 <2 Va,+6<2&a,+6<8<a, <2

pa na osnovu indukcijske hipoteze za klju¢ujemo da je niz ogranic¢en sa donje strane sa 2.



Kako je niz {an }nen rastuéi i ogranicen sa gornje strane, na osnovu teoreme o monotonim nizovima
zaklju¢ujemo da je niz konvergentan i da postoji neko A takvo da vaZi

A= lim a,.
n—oo

3. Trazimo A

n—oo

A= lim a, = lim apy1 = lim Va, +6 = 3/ lim a, +6 = VA +6,
n—00 n—00 n—00

gde smo koristili neprekidnost funkcije f(x) = /z + 6. Dakle, A> = A+6. Odnosno A% —A—6 = 0.
Kako vazi A3 — A —6=(A—2)(A%2+24+3) =0, a jednacina A%+ 24 4 3 = 0 nema realnih nula
zakljuCujemo da je reSenje A = 2. Dakle, lim,, o0 an = 2.

3. a) Odrediti sve tatke nagomilavanja, kao i limsup i liminf slede¢eg niza
fo= (1) (142 T
" n 2
b) Izra¢unati

3432443
noo T4+ 72+ - 4 L

c¢) Izracunati

11—z
. x
lim 7= ;
r—1— sin7wx

ReSenje:
a) Imamo tri tacke nagomilavanja:
o n =2k (-1)%* (1+ i)% —4—Sin2kT7r =(1+ i)% +sinkm —e, k= o0

4k—1 4k—1
o n= k=1 ()" (14 ghg) 7 sin@hr—3) = — (14 55) +(-1) = —e—1, k-
(0. ]

1 4k—3 1 4k—1
o n=ak=3 ()% (14 glg) " rsin@hr—F) = - (14 gy) 1o —etl koo

Tacke nagomilavanja: —e —1,—e+1,e

liminf f, = —e— 1, limsup f, =€

b)
1—3n+l

34324 43 31434437 33 3(—6)(1 — 371

T+ 447 T 4T+ 470 70— (22)7(1 — 77+

-7
2 n+1 1 3\ntl
3+32 443 9z — (3) 9 0-0
m = lim = = .— =
n—oo T4+ 72447+l 7 _1 _(z)n+1 7 0—1
7T 7
¢) Pravimo smenu t =1—x, t — 0" kada z — 1~
2t = ! 1
—
lim 71~ = lim 7———— = [i T =1-00=00

- = lm —
a—1- sinmx  t—o+ sin(m —wt) ot sinwt \[ t(1 —¢)



4. Odrediti domen i asimptote funkcije

V(z — 1) (23 — 622 + 122 — 8)

flz) =

ReSenje: Domen:
(x—1)(z® —62% + 122 —8) =2t — 72> + 1822 — 20z +8 = (z — 1)(z — 2)> >0
Dy = ((=00,1] U [2, +00)) \ {0}

e Vertikalne asimptote

f1)=f(2)=0
-~ Vi(z—1)(23 —62? +120 -8) V8 _ =
z—0~ x 0~
/- DE¥—622+122-8) V8
lim =7 =t
z—0t X 0+

Imamo jednu vertikalnu asimptotu i to je z = 0.

e Horizontalne asimptote

V= Te3 + 1822 — 202 + 8
lim —

r—+oo T

+oo

Nema horizontalnih asimptoti.

e Kose asimptote

Kod odredivanja grani¢ne vrednosti glavnu ulogu imaju ¢lanovi polinoma parnog stepena pa ¢emo
isti rezultat dobiti i za 400 1 —o0.

Vat — 723 4+ 1822 — 200+ 8

k= lim 1
r—+o00 x2
. Val =723 + 1822 — 20z + 8 — 22 , ot — 723 + 1822 — 202 + 8 — 2* 7
n = lim = lim - __
z—+o0 T v—Foo p(y/ot — 723 4 1822 — 20w + 8 + 22) 2
Kosa asimptota: y =z — %
5. Data je funkcija
1
es—1 4+ x € (—o0,1),
f(aj) = e%arcctg@fx?’)’ T e [1’ \3/5)7
a3, z € [V2,+00).

(a) Nadci konstante a i b (ako je to moguce) tako da funkcija f bude neprekidna na R.
(b) Ispitati da li je funkcija f uniformno neprekidna na intervalu [v/2, +00).
Resenje:

(a) Funkcija f je neprekidna na intervalima (—oo, 1), (1,v/2) i (V/2,+00) kao zbir, razlika, proizvod,
koli¢nik i kompozicija elementarnih (neprekidnih) funkcija.



Treba ispitati neprekidnost u tackama zo = 11 zg = v/2

lim f(z) = lim er T +b=er- +b=b

z—1— rz—1—

. _ %arcctg(2—x3): _ 3
i )=l =

Dakle, da bi f bila neprekidna u z = 1 treba da vazi

lim f(z) = lim f(x):f(l):eiﬁb:e%.

z—1t r—1-
lim f(z) = lim az® = f(V/2) = 2a.
o 2T z—1+

lim f(z) = lim ew arcetg(2—2%) _ o3
e V2 a=1=

Dakle, da bi f bila neprekidna u = /2 treba da vazi

lim f(z)= lim f(x):f(\g/i):eééazle%.
o= 3T Y2 2

(b) Dokazac¢emo da funkcija nije uniformno neprekidna na intervalu [/2, +00). Uzmimo nizove date sa

Tn=vn+1,y,=n,neN.

o _ (V4 1) — ()
[on = ] = [V vn (Vn+1)2 + In+1¢n+ (¥/n)? S
1 1 1
[F@a) = Fly)| = laz) —ayp] = Se2(n+1—n) = Se? > - =

Dakle, funkcija nije uniformno neprekidna na intervalu [v/2, +00).



