PISMENT ISPIT 1Z UVODA U ANALIZU (M4 smer), 12.9.2017.

1. Skup X je domen funkcije

Vi3 —4z2 +z+6

P = w0

a) Odrediti infimum i supremum skupa X i proveriti da li skup X ima minimalni i maksimalni
element.

b) Odrediti unutrasnje, adherentne, rubne, izolovane i tatke nagomilavanja skupa X.

Resenge:

Va3 —4x2 41+ 6 _ V(@ +1)(z—2)(z —3)
[z](z — 6) [z](x — 6)
F je definisana ako (z + 1)(z — 2)(z —3) > 0, x # 6 i [z] # 0 pa je skup X jednak

F(x) =

X = ([-1,2]U[3,+00)) \ ({6} U[0,1)) = [-1,0) U[L,2] U [3,6) U (6,+00).
Imamo
sup X = +o0 i max X ne postoji,
infX=-1€eX=mnX-=-1
XY= (~1,00U(1,2) U (3,6) U (6,+c0), X =XU{0,6} =X
0X ={-1,0,1,2,3,6}, izX = .

2. Dat je niz {ay }nen sa opStim ¢lanom

n 1 nmw
n=200" 4 (24 = —).
a ( n>COS(3)

(a) Odrediti sve tacke nagomilavanja niza {ay, }nen, kao i limes superior i limes inferior.

(b) Dali je niz {a,}nen konvergentan?

Resenye:

(a)

1 1. &
a6k=2+(2+6fk)cos(27r):2+(2+@)ﬁﬂl

)

aﬁk,l:%+(2+6k_1)cos(%ﬂ):2+(2+6k1_1)% koo %*1:;
aGk_2:2+(2+6k_2)cos(4%):2+(2+6k1_2)(—%) Foo g 1= ,
ks = 5+ (2 ) eos() =24 (2 o) (<) A2 o= 2
agh—q = 2 + (2+ 6k1—4) COS(%T):Q—F( + 6k1—4)(_%) hooo 9 1= 1,
aﬁk_5:%+(2+6k1_5)cos(g):2—|—(2+6k1_5); horeo %%—lzg



Dakle, niz {a, }nen ima 4 tacke nagomilavanja i to su

3 3
—=,1,=,4.
27 727
.. 3 .
lim inf a,, = 5 lim sup a,, = 4.

(b) Niz nije konvergentan, jer ima vise od jedne tacke nagomilavanja.

3. Izracunati:

X/ nlv2 Tyl 41
(a) lim (3 8n3 —3n? —2n), (b) lim M7 (¢) lim i(1+53 n).
n—o0 n—00 \/ﬁ n—00 ln\/ﬁ

Resenje:

V8n3 — 3n2)% 4 2n/8n3 — 3n? 4 4n”
(a) lim (\3/8n3—3n2—2n):lim(38n3—3n2—2n)(3 o n)+n3 z w
n00 n—o0 (V8n3 — 3n?)? + 2nv/8n3 — 3n? + 4n?

. 8n® — 3n? — 8n3 3 1

= lim =" =_"C

n—oo (V33 — 3n2)2 + /803 — 3n? + An2 12 4
Volenr /e (V) Vie T /a1
———F— = llm =

vn

= lim —

(b) lim

n—oo
jer

lim ®2n=1, lim X/7=1.
n—oo

n—oo

Pod (¢) koristimo Stolcovu teoremu. Uslovi Stolcove su zadovoljeni jer

P, = In/n je strogo rastuéi nizi lim P, = +oo.
n—oo

Neka je Q,, = %(1+%+-~-+ %) Postoji

Dakle, vazi




4. Odrediti oblik racionalne funkcije f sa slede¢im osobinama:

a) Imenilac i brojilac funkcije f su polinomi stepena ne veceg od 2.

(
(

)
b) f ima dve vertikalne asimptote x =2 iz = —2.
(¢) f je parna i ima horizontalnu asimptotu y = 1.
1
(d) Vazi f(0) = ~1

Resenje: 1z a) i ¢injenice da je f racionalna sledi da je f oblika

2
axr* +bxr+c
fw) = dx? +ex + f°
Kako f ima vertikalne asimptote z = —2 1 z = 2 zakljuCujemo da su -2 i 2 nule imenioca (f nije

definisana u -2 i 2) pa imamo dz? + ex + f = d(z — 2)(z + 2). Iz ¢) sledi

ax® +bx+c
li — i —1=a=d
S flw) = Jim d(z —2)(z + 2) ¢
i 2y 24
flea) = flo) > 2220w C | G HONEC o OVe = b =0

alx —2)(x+2) alx—2)(x+2)
Sada je f oblika

a:v2+c
@) = ety
f(()):_l:> ¢ :—léa:c.

4 —4a 4

Dobijamo funkciju
a(x? +1) 22 +1

J@) = -+ " @@+




5. (a) Da li postoji konstanta A takva da je funkcija

tg(1+x)
7o *< -1,
A, —1<z<2,
xTr) =
f( ) lnéii_;x)7 2<x<3,
2—6z+9
gy 23

neprekidna na intervalu (—oo,2.5)7
(b) Dali f ima vertikalnih asimptota? Ako ima odrediti ih.
(c) Dalije f uniformno neprekidna na intervalu (2, +00)?
Resenge:

(a) Funkcija f je neprekidna na intervalima (—oo, —1), (—1,2) (ukoliko postoji konstanta A), (2, 3)
i (3,400). Da bi funkcija f bila neprekidna u —1 treba da vazi

lim f(x) = f(-1) = A.

rz——1"
Kako )
t
lim f(z)= lim tell + ) =1,
z——1— r—»—-1- 14z
sledi A = 1. Prethodno je koris¢en tabli¢ni limes
tgt
lim -5 = 1
t—0 t

Da bi f bila neprekidna u 2 treba da vazi

lim f(x)=f(2)=4=1

T2+
Kako s o )
lm f(z) = tim BB g, BEHE=2)
x—2F z—21 2—x r—2+ 2 —x

sledi da za A = 1 funkcija f jeste neprekidna na (—oo, 2.5). Na [—1, 2] je konstantna. Prethodno
je kori§¢en tabli¢ni limes
. In(1+41¢)
lim ————=~
t—0 t

=1.

(b) Iz (a) znamo da je na (—o0, 2.5) (¢ak Stavise neprekidna je i na (—oo, 3)) funkcija f neprekidna
212
i f(2.5) < co pa ne moze imati vertikalnu asimptotu. Za z € (3, +00) imamo f(x) = (5;:‘5?)) =

x — 3 pa je i na tom intervalu f neprekidna. Znadi da je jedina problemati¢na tacka z = 3.

Imamo | ( ) o+
n3—zx n0 —00
1. = 1‘ = = = .
Jm f(r) =l === e = =40
i = 1 —3) =
A 0= iy e

Dakle, f ima vertikalnu asimptotu z = 3 (i ima prekid u tacki z¢ = 3).

(¢) f nije neprekidna na (2, +o00) pa sledi da nije ni uniformno neprekidna.



