PISMENT ISPIT 1Z UVODA U ANALIZU (M4 smer), 8.2.2017.

1. Dat je skup
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a) Odrediti infimum i supremum skupa X i proveriti da li skup X ima minimalni i maksimalni element.

b) Odrediti unutragnje, adherentne, rubne, izolovane i tacke nagomilavanja skupa X.

Resenje:
vx —3 je definisan za x > 3 i |Vsifl_f’| je uvek pozitivno ili 0. Pri tome |sir11l| nije definisano kada je

sini =0 tj. kada % =km ke€Zilixz= %, k € Z\ {0}. Medutim, broj oblika k%r ne pripada intervalu

z
242-2 Vz-3
X X X >O

[3,00). Imamo
x ‘ |sin 2| ~ x
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§to je zadovoljeno za x € [—2,0) U [1, 00). Dakle,

X = ([3,00) N ([~2,0)U [1,oo))) U{-11} = [3,00) U {—11}.

sup X = oo ¢ X = max X ne postoji,
infX=-11€ X = minX = -11.

X'=(3,0), X=X, X =[3,00), 0X={-11,3} izX={-11}



2. Dat je neprazan i ograni¢en sa gornje strane skup A.
(a) Daliskup B={azx: z € A}, @ <0 ima infimum? Obrazloziti.
(b) Pronadi infimum skupa B (ukoliko postoji) i dokazati da to jeste infimum.
Resenge:

(a) Skup A je neprazan i ogranien sa gornje strane pa na osnovu Principa supremuma ima supremum.
Kako skup B dobijamo tako §to elemente skupa A mnozimo sa konstantnom manjom od 0, sledi da
je 1 B neprazan ali ogranic¢en sa donje strane pa na osnovu Principa infimuma ima infimum.

(b) Oznacimo sa s = sup A. Dokazac¢emo da je as = inf B. Iz s = sup A znamo

S1 (VxeA)xgs
S2 (Ve>0)(Fzec Az >s—e.

Treba pokazati

11 (VyGB)yZas
12 (Ve >0)(Fy € B)y < as+e.

Iz S1 dobijamo (Vm € A) ar > as & (Vy € B) y > as Sto je I1.

Iz S2 imamo (Ve > 0)(3z € A) az < as — ae.

Neka je € > 0 proizvoljno. Kako S2 vazi za proizvoljno € vaziée i za € = —és > 0. Za takvo ¢ izraz
u S2 je oblika axr < as — a& = as + € pa za proizvoljno € > 0 vazi

(FyeB)y<as+e.

Kako je € > 0 bilo proizvoljno sledi 12.

3. a) Odrediti sve tatke nagomilavanja, kao i limsup i liminf slede¢eg niza

T 2n-—1

fu=20D" 4 cos (§ + 5 ).
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¢) Izracunati
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Resenge:
a)
2-2k—1 3
fgk:21+cos(g+27r):2—i—cos(;r—72r+2k7r):2+cos(—g):2+\2[,
2-2k—2—-1 1 3 1 7 1 3
fgk_1:2_1+cos(§+27r):2+cos(§—27T+2k7r):2+cos(—6ﬂ):2—\2[.
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Niz {fn}nen ima dve tacke nagomilavanja: 3 — %2 12+ § pa vazi
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4. Data je funkcija
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(a) Odrediti domen funkcije f.
(b) Odrediti asimptote funkcije f.
Resenje:
(a) Dy = (—00,0) U (0,1] U (2, +00).
(b) Trazimo vertikalne asimptote
lim /2 et = \/7 10 = oo,
z—0~ T —
r 1 2 = \/> . e*OO = 0’
xHO‘*‘ xr — 2
I T — 1 _s5 /1 _s
1m T = e 2 =
=2+ VT — 2 +

Funkcija f ima vertikalne asimptote xt =01 z = 2.
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Trazimo horizontalne asimptote
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y = 1 je horizontalna asimptota funkcije f kada x — £oo. Nema kosih asimptota.

5. Data je funkcija

(B+1)e*, z € (—00,0),
IOy

n(x+1

YCRR x € (0,400).

(a) Odrediti konstante A i B tako da funkcija f bude neprekidna na R.
(b) Dali je funkcija f uniformno neprekidna na intervalu [1,14)?

Resengje: Na (—00,0) i (0,00) funkcija f je neprekidna kao zbir, razlika, proizvod, koli¢nik i kompozicija
elementarnih funkcija. Preostaje da pronademo konstante tako da f bude neprekidna i u 0. Treba da vazi

lim f(xz)= lim f(z) = f(0) = A.

z—0~ z—0t

lim f(z)= lim (B+1)e® = B+1,

z—0~ z—0~
1 1 1 1
lim f(z) = lim In(z +1) = lim Mxlﬂ =1-0=0.
z—0t a0+ xl/2 z—0t x
Dakle, imamo
B41=0=A=A=0,B=—1.
Za A=01iB = —1 f jeneprekidna na R pa je neprekidna i na [1, 14]. Na osnovu Kantorove teoreme sledi

da je f uniformno neprekidna na [1,14], a kako je (1,14) C [1,14) sledi da je f uniformno neprekidna na
[1,14).



