PISMENT ISPIT 1Z UVODA U ANALIZU (M4 smer), 4.4.2017.

1. Neka je X; domen funkcije fi(z) = 1lx + 3 —+/6 — 32— /92 + 7T+ +/z — 2, a X5 domen funkcije
fo() = L1 Dat je skup X = X1 U (R Xo).

a) Odrediti infimum i supremum skupa X i proveriti da li skup X ima minimalni i maksimalni element.
b) Odrediti unutrasnje, adherentne, rubne, izolovane i tatke nagomilavanja skupa X.

Resenje:

Xi={2), Xy =R\ ({ki keZ\{O}}U{O}).

Tada '
X = {o,z}u{ki kez\ {0},

7_(_’
supX =2€ X = max X =2
ian:—ieXéminX:—l.
7 7r

X°=0, X=X, X' ={0}, 9X=X izX=X)\{0}

2. (a) Pronadi grani¢nu vrednost niza {f, }nen ako za dovoljno veliko n € N vazi

10e™ — 21 5
67<fn< ‘/ﬁ.
2en vn—1

(b) Dati su nizovi {an}nen 1 {bn}nen takvi da vazi
an <bp <apt1ian <a, b, <a, zasven € N.

Da li nizovi {an}tnen 1 {bn}tnen konvergiraju? Ukoliko je odgovor potvrdan, kakav je odnos izmedu
grani¢nih vrednosti tih nizova?
Resenje:

5/n _

= lim ~— =5, na osnovu Teoreme o ukljestenim nizovima sledi
n—oo -

10e™—21
2e™

(a) Kako je lim
n—oo

lim f, =5.

n—o0

(b) Nizovi {ap}nen 1 {bn}nen su ograniCeni sa gornje strane sa a i rastuci, pa na osnovu Teoreme o
monotonim nizovima sledi da oni konvergiraju, a na osnovu Teoreme o ukljestenim nizovima sledi
da lim,,—yo0 @y, = lim,, o0 by, < a.



3. Izracunati:

(a) il_}mlarcsm T (b) zlgglo(ln\/e + k- — kz), k €N/

Resenje:

1- vz L 1-Vx

. . . 77
(a) lim arcsin = arcsin lim = arcsin — = —.

z—1 1—=x z—1 (1—\/5)(14—\/5) 2 6

Prethodno je korigéeno da je funkcija f(x) = arcsin x neprekidna.

(b) lim (ln Vekz—i—k—\/x?—k;x) — lim (1 ek ( 1_‘_7 /o k:ac)

T—00 T—00

lim (lnex+ln 1—|———\/ kx) hm( kl—I—e%—l—a:—\/aﬂ—kw).

T—00
/ k
. k _ o
th In 1+—ekx =Inl=0

kx k
1 A/ 2 _ —
zhIIl (LL’ X k‘SC) = th 5 ~tx 2

postoje mozemo da razdvojimo limese pa sledi

Kako limesi

lim (lnf/e’m—kk—\/xg—kx)zo—i-f:—.

T—00



4. Data je funkcija

(a) Odrediti domen funkcije f.

(b) Pronaci bar dve vertikalne asimptote funkcije f.
(c) Odrediti kose asimptote funkcije f.

Resenje: Kako

thgm

fz) =

z—1
Dy =R\ ({1}u{g+lm, k eZ}).
Vertikalne asimptote:

2 2
t t
lim z g:C:—oo, lim z gx:+oo
z—1— =z —1 =1+t x —1

pa je prava x = 1 vertikalna asimptota.
Neka je k > 0. Tada
z2tgx (% +2km)? 1

hm = _ = _’_007
e (T+2km)- T — 1 5+ 2kr —10*

y 2?tgr (5 +2km)? 1

1m = — = —00,
e (Z+2km)t T — 1 5 +2kr—10"

pa je prava z = § + 2k, k € 77 vertikalna asimptota. Funkcija f nema horizontalne asimptote.

Kose asimptote:

2
t
k= lim @ = lim 1:27:5 = ne postoji,
x—too I r—Foo ¢ — X
n= lim (f(z)—kz)="

r—+o00

Imajuéi u vidu da funkcija f ima beskonafno mnogo vertikalnih asimptota, moZe se zakljuciti da nije
moguce da ona ima i kose asimptote (videti grafik 1).
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Figure 1: Zadatak 4



5. Date su funkcije f(z) = 221 g(z) = x — 3.

(a) Dali je funkcija

fog(r) £ <3

B (Z’) ) = I,
F(z) = ggf(w) o3
g(x) ’ ’

neprekidna na R?
(b) Dokazati da je funkcija g(x) uniformno neprekidna na R.

Kompoziciju funkcija f i g definisemo sa f o g(x) = f(g(x)).
Resenje:

(a)

— <
F<x):{x 3, x <3,

z2=3
—5, T >3

Funkcije f i g su neprekidne na R. Funkcija F' je neprekidna na z < 31 x > 3 kao kompozicija 1
koli¢nik neprekidnih funkcija. Da bi F neprekidna u x = 3 treba da vazi

F(3) = lim F(z)= lim F(z),

T3~ z—3t+

a kako je F(3) =01

2 _
lim F(z) = lim go f(z) _ lim 5 = +o0,

z—3t x—31 g(x) a3t r—3
sledi da F' nije neprekidna u x = 3, pa time ni na R.

(b) Dokazacemo po definiciji da je funkcija g(z) uniformno neprekidna na R. Treba pokazati
(Ve > 0)(36 > 0)(Va1, 22 € R)|x1 — 29| < 6 = |g(x1) — g(x2)| < €.
Fiksiramo € > 01 trazimo 6 > 0 takvo da za sve 1, zo takve da |21 — 22| < § sledi |g(x1) —g(z2)| < e.
(1) — g(@2)| = 21 =3 — (22 = 3)| = |21 — 22| <e.

Dovoljno je da izaberemo § = ¢. Kako je ¢ bilo proizvoljno sledi da tvrdenje vazi za svako e.



