
PISMENI ISPIT IZ UVODA U ANALIZU (M4 smer), 4.4.2017.

1. Neka je X1 domen funkcije f1(x) =
√

11x+ 3−
√

6− 3x−
√

9x+ 7 +
√
x− 2, a X2 domen funkcije

f2(x) = 1
sin 1

x

. Dat je skup X = X1 ∪ (R \X2).

a) Odrediti in�mum i supremum skupa X i proveriti da li skup X ima minimalni i maksimalni element.

b) Odrediti unutra²nje, adherentne, rubne, izolovane i ta£ke nagomilavanja skupa X.

Re²enje:

X1 = {2}, X2 = R \
({ 1

kπ
, k ∈ Z \ {0}

}
∪ {0}

)
.

Tada

X = {0, 2} ∪
{ 1

kπ
, k ∈ Z \ {0}

}
.

supX = 2 ∈ X ⇒ maxX = 2

inf X = − 1

π
∈ X ⇒ minX = − 1

π
.

X0 = ∅, X̄ = X, X ′ = {0}, ∂X = X iz X = X \ {0}.

2. (a) Prona¢i grani£nu vrednost niza {fn}n∈N ako za dovoljno veliko n ∈ N vaºi

10en − 21

2en
< fn <

5
√
n√

n− 1
.

(b) Dati su nizovi {an}n∈N i {bn}n∈N takvi da vaºi

an < bn < an+1 i an ≤ a, bn ≤ a, za sve n ∈ N.

Da li nizovi {an}n∈N i {bn}n∈N konvergiraju? Ukoliko je odgovor potvrdan, kakav je odnos izme�u

grani£nih vrednosti tih nizova?

Re²enje:

(a) Kako je lim
n→∞

10en−21
2en = lim

n→∞
5
√
n√

n−1 = 5, na osnovu Teoreme o uklje²tenim nizovima sledi

lim
n→∞

fn = 5.

(b) Nizovi {an}n∈N i {bn}n∈N su ograni£eni sa gornje strane sa a i rastu¢i, pa na osnovu Teoreme o

monotonim nizovima sledi da oni konvergiraju, a na osnovu Teoreme o uklje²tenim nizovima sledi

da limn→∞ an = limn→∞ bn ≤ a.



3. Izra£unati:

(a) lim
x→1

arcsin
1−
√
x

1− x
, (b) lim

x→∞

(
ln

k
√
ekx + k −

√
x2 − kx

)
, k ∈ N/

Re²enje:

(a) lim
x→1

arcsin
1−
√
x

1− x
= arcsin lim

x→1

1−
√
x

(1−
√
x)(1 +

√
x)

= arcsin
1

2
=
π

6
.

Prethodno je kori²¢eno da je funkcija f(x) = arcsinx neprekidna.

(b) lim
x→∞

(
ln

k
√
ekx + k −

√
x2 − kx

)
= lim

x→∞

(
ln

k

√
ekx(1 +

k

ekx
)−

√
x2 − kx

)
lim
x→∞

(
ln ex + ln

k

√
1 +

k

ekx
−
√
x2 − kx

)
= lim

x→∞

(
ln

k

√
1 +

k

ekx
+ x−

√
x2 − kx

)
.

Kako limesi

lim
x→∞

ln
k

√
1 +

k

ekx
= ln 1 = 0

i

lim
x→∞

(
x−

√
x2 − kx

)
= lim

x→∞

kx

x+
√
x2 − kx

=
k

2

postoje moºemo da razdvojimo limese pa sledi

lim
x→∞

(
ln

k
√
ekx + k −

√
x2 − kx

)
= 0 +

k

2
=
k

2
.



4. Data je funkcija

f(x) =
x3 tg x

x2 − x
.

(a) Odrediti domen funkcije f .

(b) Prona¢i bar dve vertikalne asimptote funkcije f .

(c) Odrediti kose asimptote funkcije f .

Re²enje: Kako

f(x) =
x2 tg x

x− 1

Df = R \
(
{1} ∪

{π
2

+ kπ, k ∈ Z
})
.

Vertikalne asimptote:

lim
x→1−

x2 tg x

x− 1
= −∞, lim

x→1+

x2 tg x

x− 1
= +∞

pa je prava x = 1 vertikalna asimptota.

Neka je k ≥ 0. Tada

lim
x→(π

2
+2kπ)−

x2 tg x

x− 1
=

(π2 + 2kπ)2

π
2 + 2kπ − 1

1

0+
= +∞,

lim
x→(π

2
+2kπ)+

x2 tg x

x− 1
=

(π2 + 2kπ)2

π
2 + 2kπ − 1

1

0−
= −∞,

pa je prava x = π
2 + 2kπ, k ∈ Z+ vertikalna asimptota. Funkcija f nema horizontalne asimptote.

Kose asimptote:

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

x2 tg x

x2 − x
= ne postoji,

n = lim
x→±∞

(f(x)− kx) =?

Imaju¢i u vidu da funkcija f ima beskona£no mnogo vertikalnih asimptota, moºe se zaklju£iti da nije

mogu¢e da ona ima i kose asimptote (videti gra�k 1).
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Figure 1: Zadatak 4



5. Date su funkcije f(x) = x2 i g(x) = x− 3.

(a) Da li je funkcija

F (x) =


f ◦ g(x)

g(x)
, x ≤ 3,

g ◦ f(x)

g(x)
, x > 3,

neprekidna na R?

(b) Dokazati da je funkcija g(x) uniformno neprekidna na R.

Kompoziciju funkcija f i g de�ni²emo sa f ◦ g(x) = f(g(x)).
Re²enje:

(a)

F (x) =

{
x− 3, x ≤ 3,
x2−3
x−3 , x > 3.

Funkcije f i g su neprekidne na R. Funkcija F je neprekidna na x < 3 i x > 3 kao kompozicija i

koli£nik neprekidnih funkcija. Da bi F neprekidna u x = 3 treba da vaºi

F (3) = lim
x→3−

F (x) = lim
x→3+

F (x),

a kako je F (3) = 0 i

lim
x→3+

F (x) = lim
x→3+

g ◦ f(x)

g(x)
= lim

x→3+

x2 − 3

x− 3
= +∞,

sledi da F nije neprekidna u x = 3, pa time ni na R.

(b) Dokaza¢emo po de�niciji da je funkcija g(x) uniformno neprekidna na R. Treba pokazati

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ R)|x1 − x2| < δ ⇒ |g(x1)− g(x2)| < ε.

Fiksiramo ε > 0 i traºimo δ > 0 takvo da za sve x1, x2 takve da |x1−x2| < δ sledi |g(x1)−g(x2)| < ε.

|g(x1)− g(x2)| = |x1 − 3− (x2 − 3)| = |x1 − x2| < ε.

Dovoljno je da izaberemo δ = ε. Kako je ε bilo proizvoljno sledi da tvr�enje vaºi za svako ε.


