
Kolokvijum 1 29.4.2017.
Osnovi geometrije 2 Profesor: Vojislav Petrovi�

Asistenti: Vlado Uǉarevi� i Samir Zahirovi�

1. Neka je data kru�nica k i taqka A van ǌe. Na�i GMT te�ixta trouglova 4ABC
kada se taqke B i C kre�u po k.

2. Konstruisati trougao ako je data jedna ǌegova simetralna du�, i du�i na koje
ona deli odgovaraju�u stranicu tog trougla.

3. Dat je oxtrougli trougao 4ABC i ǌegova opisana kru�nica k. Neka tangenta
na k u taqki A seqe pravu p(B ,C ) u P . Neka je M sredixte du�i AP , i neka je
taqka R drugi presek prave p(M ,B) i kru�nice k. Ako je S drugi presek prave
p(P,R) i kru�nice k, dokazati da je C S ∥ AP .

Jedna ideja: Najpre pokazati sliqnost trouglova 4MRP i 4MPB koriste�i
potenciju iz taqke M, i zatim dokazati tvr�eǌe zadatka.

Uputstva za rexeǌa

1. Neka je l kru�nica sa preqnikom O A, gde je O centar kru�nice k. Oznaqimo sa
κ= Int k \(l \O), odnosno unutraxǌost kru�nice k kojoj su oduzete sve taqke koje

pripadaju kru�nici l sem taqke O. Tra�eno GMT je κ′ = h
2
3
A(κ).

Uoqimo najpre da za taqku X 6≡O unutraxnosti kru�nice k va�i ∠AXO = 90◦ akko
X ∈ l . Ovo za X 6≡O povlaqi slede�e: temena tetive kru�nice k su kolinearna sa
A akko X ∈ l . (Naravno, jedina takva tetiva kru�nice k je ona koja je normalna
na preqnik koji sadr�i taqku X .) Doka�imo sada da je κ′ tra�eno GMT.

Ako je 4ABC trougao takav da B ,C ∈ k, onda je na osnovu gorǌih razmatraǌa
jasno da sredixte A1 du�i BC pripada κ, a poxto te�ixte trougla deli te�ixnu
du� u odnosu 2 : 1, onda te�ixte trougla pripada κ′. Ovim je jedna inkluzija
dokazana.

Neka sada T ∈ κ′. Neka je A1 = h
3
2
A(T ). Poxto A1 ∈ κ, na osnovu razmatraǌa iz

drugog pasusa sledi da postoji tetiva BC kru�nice k kojoj je A1 sredixte, i
tako da je T te�ixte trougla 4ABC . Ovim je dokazana i druga inkluzija.

2. Dati trougao se konstruixe tako xto se najpre konstuixu taqke A −C1 − B,
gde su AC1 i C1B du�i na koje simetralna du� CC1 deli stranicu AB. Za-
tim se konstruixe Apolonijeva kru�nica (ukoliko C1 nije sredixte AB, a u
tom sluqaju se ovakav trougao lako konstruixe) koja sadr�i sve taqke X takve
da je |AX | : |X B | = |AC1| : |C1B |. Potom se taqka C dobija kao presek Apolonijeve
kru�nice, i kru�nice sa centrom u C1 i polupreqnikom podudarnim simetral-
noj du�i. Ovakav trougao postoji akko je simetralna du� kra�a od preqnika
Apolonijeve kru�nice. U tom sluqaju ovaj trougao je jedinstveno odre�en.

3. Na osnovu potencije iz taqke M na kru�nicu k sledi:

|MP |2 = |M A|2 = |MR| · |MB |, xto povlaqi
|MP |
|MR| =

|MB |
|MR| ,

Poxto je ∠P MR =∠B MP i |MP |
|MR| = |MB |

|MR| , sledi 4P MR ∼4B MP , pa je ∠MPR =∠MBP .
Onda sledi:

∠APS =∠MPR =∠MBP =∠RBC =∠RSC =∠PSC
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poxto su ∠RBC i ∠RSC periferijski uglovi nad istom tetivom. Odavde sledi
AP ∥C S.

Kolokvijum 2 1.6.2017.
Osnovi geometrije 2 Profesor: Vojislav Petrovi�

Asistenti: Vlado Uǉarevi� i Samir Zahirovi�

1. Dokazati da ravnostrani tetraedar ima sve podudarne te�ixne du�i.

2. Du�i AB i C D se seku u taqki O pod pravim uglom. Nad du�ima O A, OB, OC i
OD, kao nad preqnicima, konstruisane su kru�nice. Dokazati da su preseqne
taqke (razliqite od O) pomenutih kru�nica koncikliqne.

Jedna ideja: Posmatrati inverziju sa pogodno odabranim centrom i proizvoǉnim
polupreqnikom.

3. U kru�nom PMHP konstruisati Sakerijev qetvorougao ABC D (∠A ∼= ∠B ∼= d)
tako da ǌegovo teme A le�i u centru apsolute.

Uputstva za rexeǌa

1. Na osnovu zadatka sa ve�bi znamo da se sve qetiri te�ixne du�i tetraedra
seku u jednoj taqki - te�ixtu tog tetraedra. Neka je ABC D tetraedar, i neka su
TA i TB te�ixta strana 4BC D i 4AC D, redom, i neka je T te�ixte tetraedra
ABC D (i va�i [ATA]∩[BTB ] = {T }). Neka je E sredhixte ivice C D. Oqigledno va�i
A−TB −E i B −TB −E, pa su A, B, TA, TB , E. Poxto je |ATB | = |2

3 |AE | = 2
3 |BE | = |BTA|,

onda je ABTATB jednakokraki trapez. Sledi |ATA| = |BTB |. Analogno se dokazuje
i jednakost za preostale te�ixne du�i tetraedra.

2. Oznaqimo sa k1,k2,k3 i k4 kru�nice nad preqnicima O A,OB ,OC i OD, redom. Neka
je k1∩k3 = {O,P }, k2∩k3 = {O,Q}, k2∩k4 = {O,R} i k1∩k4 = {O,S}. Dokazujemo da su taqke
P,Q,R i S koncikliqne. Koristimo inverziju iO proizvoǉnog polupreqnika, pri
qemu �emo sa zvezdicama oznaqavati slike objekata. Prave p(A,B) i p(C ,D)
ostaju fiksne jer prolaze kroz centar inverzije. Primetimo da je k∗

1 ∥ p(C ,D) ∥ k∗
2

je kru�nice k1 i k3 prolaze kroz centar inverzije O i dodiruju p(C ,D) u O.
Analogno, k∗

3 ∥ p(A,B) ∥ k∗
4 . S obzirom da je je p(A,B) ⊥ p(C ,D) sledi da je k∗

1 ,k∗
2 ⊥

p(A,B) i k∗
3 ,k∗

4 ⊥ p(C ,D). Drugim reqima, qetvorougao P∗Q∗R∗S∗ je pravougaonik.
Dakle, taqke P∗,Q∗,R∗ i S∗ su koncikliqne, pa kako ta kru�nica (na kojoj le�e)
ne prolazi kroz O sledi da su i P,Q,R i S koncikliqne.

Dodatni komentar: Zadatak se mogao rexiti i primenom inverzije sa centrom
u nekoj od pomenutih taqaka preseka. Tako�e, mogu�e je rexiti zadatak bez
inverzije. Naime, lako se dokazuje da taqke P,Q,R i S le�e na stranicama
qetvorougla AC BD, pa se uoqavaǌem nekoliko tetivnih qetvorouglova na slici
i rutinskim izraqunavaǌem uglova mo�e dobiti tra�eni rezultat.

3. Konstruisati dva me�usobno normalna preqnika r1 i r2 apsolute a. Neka je
centar apsolute A, i neka je taqka B proizvoǉna taqka na r1 razliqita od A,
i neka je D proizvoǉna taqka na r2 razliqita od A. Konstruiximo h-pravu
normalnu na r1 koja sadr�i taqku B (ona se dobija konsruisaǌem kru�nice sa
preqnikom BB ′, gde je B ′ = ia(B). Konstruixemo h-simetralu h-du�i AB s (jasno
je da je s euklidski kru�ni luk). Neka je C = is(D). Konstruixemo jox h-du�i BC
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i C D. Poxto je BC h-osnosimetriqna slika du�i AD, jasno je ABC D Sakerijev
qetvorougao.

Dodatni komentar: Primetimo da smo mogli i da izbegnemo konstruisaǌe h-
simetrale du�i AB. Umesto toga mogli smo na r1 proizvoǉno da odaberemo
taqke S na r1 i D na r2 razliqite od A, i zatim da konstruixemo h-normalu s
na r1 kroz taqku S, a potom da konstruixemo B i C kao is(A) i is(D), redom.

Kolokvijum 1 28.6.2017.
Osnovi geometrije 2 Profesor: Vojislav Petrovi�

Asistenti: Vlado Uǉarevi� i Samir Zahirovi�

1. U trapezu ABC D sa osnovicama AB i C D dijagonale se seku u E. Dokazati da E
le�i na radikalnoj osi Ojlerovih kru�nica trouglova 4AED i 4BEC .

Jedna ideja: Oznaqiti sa C ′ projekciju taqke C na BD, a sa D ′ projekciju taqke
D na AC . Sa C ′′ oznaqiti sredixte du�i BE, a sa D ′′ sredixte AE . Koriste�i
potenciju taqke E u odnosu na kru�nicu na kojoj le�e C ,D,C ′ i D ′ (objasniti
zaxto su ove taqke koncikliqne), te sliqnost 4AEB sa jox jednim trouglom
izvesti jednakost ED ′ ·ED ′′ = EC ′ ·EC ′′ i odatle tvr�eǌe zadatka.

2. Konstruisati oxtrougli trougao 4ABC ako su dati ǌegovi uglovi ∠A i ∠B, i
obim trougla odre�enog 4C ED, gde su D i E podno�ja normala iz temena A i
B, redom.

Jedna ideja: U analizi najpre odrediti uglove ∠C ED i ∠C DE.

3. Neka je data prava p i taqka A van ǌe. Odrediti GMT ortocentara trouglova
4ABC , gde taqke B i C klize po pravoj p.

Uputstva za rexeǌa

1. Zbog pravih uglova kod C ′ i D ′ zakǉuqujemo da je qetvorougao C DD ′C ′ tetivan.
Na osnovu potencije taqke E u odnosu na opisanu kru�nicu qetvorougla C DD ′C ′

zakǉuqujemo da va�i |EC | · |ED ′| = |ED| · |EC ′|. Ovo implicira

|EC |
|ED| =

|EC ′|
|ED ′| .

Poxto trouglovi 4ABE i 4C DE imaju sve podudarne uglove, va�i 4ABE ∼
4C DE, pa sledi

|EC |
|ED| =

|E A|
|EB | =

|ED ′′|
|EC ′′| xto povlaqi

|EC ′|
|ED ′| =

|ED ′′|
|EC ′′| .

Dakle, va�i |EC ′|·|EC ′′| = |ED ′|·|ED ′′|, pa je potencija taqke E u odnosu na Ojlerove
kru�nice trouglova 4AED i 4BC E jednaka, i E pripada radikalnoj osi ove dve
kru�nice.

2. Lako se uoqava da je qetvorougao ABDE tetivan (zbog pravih uglova kod D i E),
pa je ∠B AC ∼= 180◦−∠BDE ∼=∠EDC . Analogno se pokazuje i da je ∠ABC ∼= DEC . Kao
u zadatku sa ve�bi mo�emo da konstruixemo trougao 4EDC , a zatim u preseku
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p(A,C ) i normale na p(B ,C ) kroz D konstruixemo teme A. Analogno mo�emo da
konstruixemo i teme B.

Trougao 4EDC postoji i jedinstven je (na osnovu gore pomenutog zadatka sa
ve�bi), i poxto je ∠C < 90◦, onda i trougao 4ABC postoji i jedinstven je.

3. Neka je a prava koja sadr�i A i normalna je na p. Poxto je a ⊥ BC , onda je
jasno da svaki ortocentar trougla 4ABC le�i na pravoj a.

Doka�imo i drugu inkluziju. Neka X ∈ a. Neka je a ∩p = {O}. Lako se uoqava da
za X ≡ O i X ≡ A odgovaraju�e taqke B i C postoje. Ako X ∈ (O A), onda mo�emo
proizvoǉno da odaberemo taqku B na p razliqitu od O, a potom taqku C odred-
imo u preseku normale iz A na p(B , X ) i prave p. Na sliqan naqin se mogu
odrediti taqke B i C na p i u sluqaju O − A − X . U sluqaju X −O − A tako�e na
sliqan naqin mo�emo odabrati taqke B i C , ali pri izboru taqke B onda moramo
da vodimo raquna da je ∠X B A 6= 90◦ kako bismo osigurali da B i C budu razli-
qite taqke. (Dakle, odaberemo B na pravoj p razliqitu od O, i van kru�nice
kojoj je preqnik AX .)

Kolokvijum 2 28.6.2017.
Osnovi geometrije 2 Profesor: Vojislav Petrovi�

Asistenti: Vlado Uǉarevi� i Samir Zahirovi�

1. Neka je ABC D tetraedar, i neka je α ravan normalna na r (B ,C ,D) koja sadr�i
teme A i centar opisane kruznice strane 4BC D. Analogno definiximo i ravni
β, γ i δ. Dokazati da se ove qetiri ravni seku u jednoj taqki.

Jedna ideja: Dokazati da je tra�ena taqka preseka neka znaqajna taqka tetrae-
dra.

2. Neka se kru�nice k i k ′ dodiruju iznutra u taqki A, i neka je k ′ maǌa kru�nica.
Neka je B ∈ k ′ razliqita od A. Neka je C druga taqka preseka prave p(A,B) i
kru�nice k, i neka tangenta na k ′ kroz B seqe k u D i E. Dokazati da je p(C ,E)
tangenta na opisanu kru�nicu trougla 4ABE.

Jedna ideja: Posmatrati inverziju i
p|C A|·|C B |
C . Izvesti zakǉuqke o slikama kru�-

nica k ′ i k, i taqke E. Zatim dokazati tvr�eǌe zadatka.

3. Konstruisati iseqak veliqine qetvrtine kruga u kru�nom PMHP, ako je centar
kruga zadat, i razliqit od centra apsolute.

Uputstva za rexeǌa

1. Preseqna taqka je O, centar opisane sfere tetraedra. Poxto je O jednako
udaǉena od A, B i C , onda ona le�i na normali na r (A,B ,C ) kroz O, pa poxto
ova normala le�i u δ, onda je i O ∈ δ. Analogno se pokazuje da O pripada i
ostalim navedenim ravnima, qime je tvr�eǌe zadatka dokazano. (Ovo sledi i
iz zadatka sa ve�bi.)

2. Neka je l = k(C ,
p|C A| · |C B |). Onda je il (A) = B (i il (B) = A). Iz ovoga se lako mo�e

zakǉuqiti da je il (k ′) = k ′. (Neka je il (k ′) = k ′
1, i neka su O i O1 centri od k ′ i

k ′
1, redom. Poxto va�i O,O1 ∈ p(C ,O)∩ sAB , onda je O ≡ O1. Poxto k ′ i ′

1 imaju
zajedniqke centre i bar jednu zajedniqku taqku, onda je k ′ ≡ k ′

1.) Daǉe, k se slika
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na pravu kojoj je B jedina zajedniqka taqka sa k ′, pa je il (k) = p(D,E). Dakle, va�i
i il (E) = E, i E ∈ l .

Neka je k0 opisana kru�nica trougla 4ABE. Va�i E ∈ k0, i poxto je |C E |2 jednako
potenciji C u odnosu na k0, onda je p(C ,E) tangenta kru�nice k0, xto je trebalo
dokazati.

3. Neka su a i O apsoluta i ǌen centar, redom. Neka je A h-taqka razliqita od
O. Konstruiximo A′ = ia(A). Odaberimo B ∈ (O A), i neka je B ′ = ik (B), gde je k
kru�nica kojoj je A A′ preqnik. Konstruiximo zatim kru�nicu k1 sa preqnikom
BB1, i neka C jedna preseqna taqka k i k1. Onda za tra�eni kru�ni iseqak
mo�emo da odaberemo figuru ograniqenu s du�i AB, i maǌim lukovima ÙBC iÙAC .

Kolokvijum 1 6.9.2017.
Osnovi geometrije 2 Profesor: Vojislav Petrovi�

Asistenti: Vlado Uǉarevi� i Samir Zahirovi�

1. Dat je prav ugao ∠aOb, i neka du� AB zadate du�ine klizi u ǌegovoj unutrax-
ǌosti tako da A klizi po a, a B po kraku b. Odrediti GMT sredixta du�i
AB.

2. Presek dijagonala konveksnog qetvorougla ABC D je taqka M. Neka simetrala
ugla ∠AC D seqe pravu p(A,B) u K . Ako va�i

|M A| · |MC |+ |M A| · |C D| = |MB | · |MD|,

dokazati da va�i ∠BKC ∼=∠C DB.

Jedna ideja: Oznaqiti sa k kru�nicu sa centrom u C i polupreqnikom podu-
darnim sa C D. Neka je E preseqna taqka p(A,C ) i k takva da je A−C−E. Primenom
potencije dokazati da je ABED tetivan. Odrediti odnos uglova ∠AC D i ∠ABD.
Izvesti zakǉuqak o jox jednom qetvorouglu, i dokazati tra�enu podudarnost.

3. Konstruisati pravougli trougao, ako je zadata ǌegova te�ixna du� koja odgo-
vara pravom uglu, i ako je du�ina te te�ixne du�i geometrijska sredina
du�ina kateta.

Uputstva za rexeǌa

1. Neka je |AB | = d. Oznaqimo sa S deo kru�nice k(O, d
2 ) koji se nalazi u unutrax-

ǌosti datog pravog ugla. Dokaza�emo da je S tra�eno GMT.

Neka je X sredixte du�i AB takve da A ∈ a i B ∈ b. Onda je OX te�ixna du� koja
odgovara hipotenuzi u pravouglom trouglu AOB, pa je |OX | = d

2 . Dakle, X ∈S .

Neka X ∈ S . Doka�imo da je X sredixte neke du�i du�ine d sa krajevima
na krakovima datog pravog ugla. Oznaqimo sa α ugao koji OX zaklapa sa a.
Poluprava (u poluravni koja sadr�i a) sa poqetkom u X koja sa OX zaklapa
ugao 180◦−2α seqe a u A′ pod uglom α, pa je |X A′| = d

2 . Sliqno, produ�etak preko
X seqe polupravu b u B ′ pod uglom 90◦−α, pa je |X B ′| = d

2 . Konaqno, |A′B ′| = d.
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2. Jednakost iz uslova zadatka je ekvivalentna sa |M A| · (|MC | + |C D|) = |MB | · |MD|,
odnosno |M A|·(|MC |+|C E |) = |MB |·|MD|. Dakle, |M A|·|ME | = |MB |·|MD|, pa su na os-
novu zadatka sa ve�bi taqke A,B ,E i D koncikliqne. Iz osobina periferijskih
i centralnih uglova nad istom tetivom dobijamo da je ∠AC D = 2∠ABD, xto nam
sa uslovom ∠AC D = 2∠KC D daje ∠ABD =∠KC D, tj. ∠K BD =∠KC D. Dokazali smo
da su taqke K ,B ,C i D koncikliqne, pa je ∠BKC =∠C DB.

3. Oznaqimo sa a,b i c du�ine dve katete i hipotenuze. Uslovi zadatka su sada
objediǌeni u jednakost

p
ab = c

2 . Kako je ab = c2

4 , koriste�i formulu za povrx-
inu trougla, dobijamo da je hc = c

4 , gde je hc visina na hipotenuzu. Sada lako
konstruixemo tra�eni trougao. Naime, prvo konstrixemo polukru�nicu sa
preqnikom |AB | = c, pa na rastojaǌu c

4 konstruxemo pravu paralelnu sa p(A,B).
U preseku konstruisane prave i polukru�nice dobijamo taqku C .

Kolokvijum 2 6.9.2017.
Osnovi geometrije 2 Profesor: Vojislav Petrovi�

Asistenti: Vlado Uǉarevi� i Samir Zahirovi�

1. Neka je ABC D tetraedar, i neka su ravni α, β i γ normalne na ivice BC , AC i
AB, redom, i neka sve tri sadr�e D. Dokazati da je presek α, β i γ prava.

2. Neka su 4ABC trougao, O centar ǌegove opisane kru�nice k, I A centar ǌegove
spoǉa pripisane kru�nice kA naspram temena A, i D, E i F dodirne taqke spoǉa
pripisane kru�nice sa pravama p(A,C ), p(B ,C ) i p(A,B), redom. Neka je O1 centar
Ojlerove kru�nice kO trougla 4DEF . Dokazati da su O, O1 i I A kolinearne.

Jedna ideja: Dokazati da je ikA (kO) = k.

3. Za zadatu h-taqku A i h-du� BC u kru�nom Poenkareovom modelu hiperboliqne
planimetrije konstruisati h-kru�nicu kojoj je h-centar A i h-polupreqnik po-
dudaran sa BC .

Uputstva za rexeǌa

1. Oznaqimo sa hD pravu koja sadr�i visinu tetraedra iz temena D. Kako je
p(A,B) ⊥ α sledi da je r (A,B ,C ) ⊥ α. Uzimaju�i u obzir da je D ∈ α i D ∈ hD

zakǉuqujemo da hD ⊂α. Analogno, hD ⊂β i hD ⊂ γ, pa je α∩β∩γ= hD .

2. Neka su X ,Y i Z sredixta du�i DF , F E i ED, redom. Doka�imo da se inverzijom
ikA taqke X , Y i Z slikaju u A, B i C , redom. Kako je ∠X I AF ∼= F I A A i ∠I A X F ∼=
∠I AF A ∼= d imamo da je 4X I AF ∼4F I A A. Iz sliqnosti dobijamo I A X

I AF = I AF
I A A , odnosno

I A X · I A A = I AF 2, qime smo dokazali da je ikA (X ) = A. Analogno za Y i Z , pa je
ikA (kO) = k. Kako se kru�nica kO slika u k sledi da su ǌihovi centri i centar
inverzije kolinearni, xto je i trebalo dokazati.

3. Bez umaǌeǌa opxtosti pretpostavimo da je A ≡ B. Ako to nije sluqaj mo�emo
h-osnomsimetriqno preslikati B u A. Neka su s1 i s2 dve proizvoǉne h-prave
kroz A razliqite od h-prave AC . Oznaqimo C ′ = is1 (C ) i C ′′ = is2 (C ). Kako je u
pitaǌu h-osna simetrija h-du�i AC ′ i AC ′′ le�e na kru�nici sa centrom u A i
polupreqnikom AC , pa je tra�ena kru�nica ona koja sadr�i C , C ′ i C ′′.
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