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1. Neka je data kru�nica k i taqka A van ǌe. Na�i GMT te�ixta trouglova
4ABC kada se taqke B i C kre�u po k.

2. Konstruisati trougao ako je data jedna ǌegova simetralna du�, i du�i na koje
ona deli odgovaraju�u stranicu tog trougla.

3. Dat je oxtrougli trougao 4ABC i ǌegova opisana kru�nica k. Neka tangenta
na k u taqki A seqe pravu p(B,C) u P . Neka je M sredixte du�i AP , i neka je
taqka R drugi presek prave p(M,B) i kru�nice k. Ako je S drugi presek prave
p(P,R) i kru�nice k, dokazati da je CS ‖ AP .
Jedna ideja: Najpre pokazati sliqnost trouglova 4MRP i 4MPB koriste�i
potenciju iz taqke M , i zatim dokazati tvr�eǌe zadatka.

Uputstva za rexeǌa

1. Neka je l kru�nica sa preqnikom OA, gde je O centar kru�nice k. Oznaqimo sa
κ = Int k \ (l \ O), odnosno unutraxǌost kru�nice k kojoj su oduzete sve taqke

koje pripadaju kru�nici l sem taqke O. Tra�eno GMT je κ′ = h
2
3
A(κ).

Uoqimo najpre da za taqku X 6≡ O unutraxnosti kru�nice k va�i ∠AXO = 90◦

akko X ∈ l. Ovo za X 6≡ O povlaqi slede�e: temena tetive kru�nice k su
kolinearna sa A akko X ∈ l. (Naravno, jedina takva tetiva kru�nice k je ona
koja je normalna na preqnik koji sadr�i taqku X.) Doka�imo sada da je κ′

tra�eno GMT.

Ako je 4ABC trougao takav da B,C ∈ k, onda je na osnovu gorǌih razma-
traǌa jasno da sredixte A1 du�i BC pripada κ, a poxto te�ixte trougla
deli te�ixnu du� u odnosu 2 : 1, onda te�ixte trougla pripada κ′. Ovim je
jedna inkluzija dokazana.

Neka sada T ∈ κ′. Neka je A1 = h
3
2
A(T ). Poxto A1 ∈ κ, na osnovu razmatraǌa iz

drugog pasusa sledi da postoji tetiva BC kru�nice k kojoj je A1 sredixte, i
tako da je T te�ixte trougla 4ABC. Ovim je dokazana i druga inkluzija.

2. Dati trougao se konstruixe tako xto se najpre konstuixu taqke A − C1 − B,
gde su AC1 i C1B du�i na koje simetralna du� CC1 deli stranicu AB. Zatim
se konstruixe Apolonijeva kru�nica (ukoliko C1 nije sredixte AB, a u tom
sluqaju se ovakav trougao lako konstruixe) koja sadr�i sve taqke X takve da
je |AX| : |XB| = |AC1| : |C1B|. Potom se taqka C dobija kao presek Apolonijeve
kru�nice, i kru�nice sa centrom u C1 i polupreqnikom podudarnim simetral-
noj du�i. Ovakav trougao postoji akko je simetralna du� kra�a od preqnika
Apolonijeve kru�nice. U tom sluqaju ovaj trougao je jedinstveno odre�en.

3. Na osnovu potencije iz taqke M na kru�nicu k sledi:

|MP |2 = |MA|2 = |MR| · |MB|, xto povlaqi
|MP |
|MR|

=
|MB|
|MR|

,
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Poxto je ∠PMR = ∠BMC i |MP |
|MR| =

|MB|
|MR| , sledi 4PMR ∼ 4BMC, pa je ∠MPR =

∠MBP . Onda sledi:

∠APB = ∠MPR = ∠MBP = ∠RBC = ∠RSC = ∠PSC

poxto su ∠RBC i ∠RSC periferijski uglovi nad istom tetivom. Odavde sledi
AP ‖ CS.
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1. Dokazati da ravnostrani tetraedar ima sve podudarne te�ixne du�i.

2. Du�i AB i CD se seku u taqki O pod pravim uglom. Nad du�ima OA, OB, OC
i OD, kao nad preqnicima, konstruisane su kru�nice. Dokazati da su preseqne
taqke (razliqite od O) pomenutih kru�nica koncikliqne.

Jedna ideja: Posmatrati inverziju sa pogodno odabranim centrom i proizvoǉnim
polupreqnikom.

3. U kru�nom PMHP konstruisati Sakerijev qetvorougao ABCD (∠A ∼= ∠B ∼= d)
tako da ǌegovo teme A le�i u centru apsolute.

Uputstva za rexeǌa

1. Na osnovu zadatka sa ve�bi znamo da se sve qetiri te�ixne du�i tetrae-
dra seku u jednoj taqki - te�ixtu tog tetraedra. Neka je ABCD tetraedar,
i neka su TA i TB te�ixta strana 4BCD i 4ACD, redom, i neka je T te�ixte
tetraedra ABCD (i va�i [ATA] ∩ [BTB] = {T}). Neka je E sredhixte ivice CD.
Oqigledno va�i A − TB − E i B − TB − E, pa su A, B, TA, TB, E. Poxto je
|ATB| = |23 |AE| =

2
3
|BE| = |BTA|, onda je ABTATB jednakokraki trapez. Sledi

|ATA| = |BTB|. Analogno se dokazuje i jednakost za preostale te�ixne du�i
tetraedra.

2. Oznaqimo sa k1, k2, k3 i k4 kru�nice nad preqnicima OA,OB,OC i OD, redom.
Neka je k1∩k3 = {O,P}, k2∩k3 = {O,Q}, k2∩k4 = {O,R} i k1∩k4 = {O, S}. Dokazu-
jemo da su taqke P,Q,R i S koncikliqne. Koristimo inverziju iO proizvoǉnog
polupreqnika, pri qemu �emo sa zvezdicama oznaqavati slike objekata. Prave
p(A,B) i p(C,D) ostaju fiksne jer prolaze kroz centar inverzije. Primetimo da
je k∗1 ‖ p(C,D) ‖ k∗2 je kru�nice k1 i k3 prolaze kroz centar inverzije O i dodiruju
p(C,D) u O. Analogno, k∗3 ‖ p(A,B) ‖ k∗4. S obzirom da je je p(A,B) ⊥ p(C,D) sledi
da je k∗1, k

∗
2 ⊥ p(A,B) i k∗3, k

∗
4 ⊥ p(C,D). Drugim reqima, qetvorougao P ∗Q∗R∗S∗ je

pravougaonik. Dakle, taqke P ∗, Q∗, R∗ i S∗ su koncikliqne, pa kako ta kru�nica
(na kojoj le�e) ne prolazi kroz O sledi da su i P,Q,R i S koncikliqne.

Dodatni komentar: Zadatak se mogao rexiti i primenom inverzije sa centrom
u nekoj od pomenutih taqaka preseka. Tako�e, mogu�e je rexiti zadatak bez
inverzije. Naime, lako se dokazuje da taqke P,Q,R i S le�e na stranicama
qetvorougla ACBD, pa se uoqavaǌem nekoliko tetivnih qetvorouglova na slici
i rutinskim izraqunavaǌem uglova mo�e dobiti tra�eni rezultat.
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3. Konstruisati dva me�usobno normalna preqnika r1 i r2 apsolute a. Neka je
centar apsolute A, i neka je taqka B proizvoǉna taqka na r1 razliqita od A,
i neka je D proizvoǉna taqka na r2 razliqita od A. Konstruiximo h-pravu
normalnu na r1 koja sadr�i taqku B (ona se dobija konsruisaǌem kru�nice
sa preqnikom BB′, gde je B′ = ia(B). Konstruixemo h-simetralu h-du�i AB
s (jasno je da je s euklidski kru�ni luk). Neka je C = is(D). Konstruixemo
jox h-du�i BC i CD. Poxto je BC h-osnosimetriqna slika du�i AD, jasno je
ABCD Sakerijev qetvorougao.

Dodatni komentar: Primetimo da smo mogli i da izbegnemo konstruisaǌe h-
simetrale du�i AB. Umesto toga mogli smo na r1 proizvoǉno da odaberemo
taqke S na r1 i D na r2 razliqite od A, i zatim da konstruixemo h-normalu s
na r1 kroz taqku S, a potom da konstruixemo B i C kao is(A) i is(D), redom.
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