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1. Dokazati da prve dve grupe aksioma bez tvr�eǌa ”postoje tri taqke koje nisu
incidentne ni sa jednom pravom” ne impliciraju tvr�eǌe ”za svake dve taqke
A i B postoji taqka C takva da je A− C −B”.

2. Dokazati da je petougao ABCDE konveksan akko su qetvorouglovi ABCD, ABDE
i ACDE konveksni.

3. Neka su ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 i ϕ5 konveksna tela me�u kojima se svaka qetiri seku.
Dokazati da se tada sva ova tela seku.

Jedna ideja: Neka su P , Q, R, S i T taqke koje pripadaju ϕ2 ∩ ϕ3 ∩ ϕ4 ∩ ϕ5,
ϕ1∩ϕ3∩ϕ4∩ϕ5, ϕ1∩ϕ2∩ϕ4∩ϕ5, ϕ1∩ϕ2∩ϕ3∩ϕ5 i ϕ1∩ϕ2∩ϕ3∩ϕ4, redom. Posmatrati
dva sluqaja: kada postoje neke qetiri od ovih pet taqaka koje su komplanarne,
i kada ne postoje takve qetiri taqke. U drugom sluqaju posmatrati tetraedar
PQRS, i dokazati tvr�eǌe u zavisnosti od polo�aja taqke T .

Uputstva za rexeǌa

Kolokvijum 1

1. Posmatrajmo slede�u interpretaciju pojmova: skup taqaka je skup celih bro-
jeva, skup celih brojeva je jedina prava, i skup ravni je prazan skup. Relacija
incidencije je definisana na uobiqajeni naqin, a relacija poretka je defini-
sana tako da va�i X − Y − Z akko X < Y < Z ili Z < Y < X.

Za ovako interpretirane pojmove va�e prve dve grupe aksioma bez tvr�eǌa
”postoje tri taqke koje nisu incidentne ni sa jednom pravom”, a ne va�i ”za
svake dve taqke A i B postoji taqka C takva da je A−C−B”, jer ne postoji ceo
broj izme�u 1 i 2.

2. Poxto svaka dijagonala deli mnogougao dva dva konveksna mnogougla, tri data
qetvorougla su konveksna.

Poxto su ABCD i ABDE konveksni, onda je ηp(A,B)(C,D) i ηp(A,B)(D,E), xto
povlaqi da su A, B i C u istoj poluravni odre�enom sa p(A,B). Analogno se
dokazuje isto tvr�eǌe za sve ostale stranice petougla sem za stranicu BC.
Jer je ABCD konveksan, onda va�i ηp(B,C)(A,D), i preostaje da se doka�e da je i
taqka E u istoj poluravni odre�enom pravom p(B,C). Poxto je ABDE konveksan,
onda se ǌegove dijagonale AD i BE seku u X, i poxto va�i A−X−D i B−X−E,
onda je ηp(B,C)(D,X) i ηp(B,C)(X,E), pa sledi da su A, D i E u istoj poluravni u
odnosu na p(B,C). Ovim je dokazano da je ABCDE konveksan petougao.

3. Posmatrajmo najpre sluqaj kada su neke qetiri taqke od P , Q, R, S i T kompla-
narne. Neka su to b.u.o. P , Q, R i S, i neka je α = r(P,Q,R, S). Neka su ϕ′1, ϕ

′
2, ϕ

′
3

i ϕ′4 redom ϕ1∩α, ϕ2∩α, ϕ3∩α i ϕ4∩α. Za ϕ′1, ϕ′2, ϕ′3 i ϕ′4 oqigledno va�e uslovi
Helijeve teoreme, pa sledi da postoji taqka X ∈ ϕ′1∩ϕ′2∩ϕ′3∩ϕ′4 ⊆ ϕ1∩ϕ2∩ϕ3∩ϕ4.
Tako�e, poxto P,Q,R, S ∈ ϕ5, onda je prema dokazu Helijeve teoreme sa ve�bi
oqigledno da X ∈ ϕ5, pa X ∈ ϕ1 ∩ ϕ2 ∩ ϕ3 ∩ ϕ4 ∩ ϕ5. Ovim je tvr�eǌe dokazano za
sluqaj kada su neke qetiri od ovih pet taqaka komplanarne. (Ovo je moglo da
se doka�e i imitiraju�i dokaz Helijeve teoreme sa ve�bi.)

Ukoliko nikoje qetiri taqke nisu komplanarne, onda taqka T mo�e ili da bude
sadr�ana u unutraxnosti tetraedra PQRS, ili u ǌegovoj spoǉaxǌosti.



U prvom sluqaju mo�e se dokazati da T ∈ ϕ1∩ϕ2∩ϕ3∩ϕ4∩ϕ5. U drugom sluqaju
uqava se da du� ST seqe neku od ravni odre�enih stranama tetraedra. B.u.o,
neka ST seqe r(P,Q,R) u taqki X.

Ako se X nalazi u unutraxnosti trougla 4PQR, onda je X tra�ena zajedniqka
taqka. Pretpostavimo daǉe da X 6∈ Int4PQR. Neka, b.u.o. X ∈ Int∠PQR.
Onda QX seqe du� PR u Y , i onda je Y tra�ena taqka. Ako X ne pripada
unutraxnosti ni jednog ugla ovog trougla, onda neka b.u.o. X ∈ Int∠pQr, gde je
p = pp(QP )∗ i r = p(QR)∗. U tom sluqaju Q je zajedniqka taqka pet konveksnih
skupova Q. Ovim je dokazano da ∈ ϕ1 ∩ ϕ2 ∩ ϕ3 ∩ ϕ4 ∩ ϕ5 6= ∅.
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Apsolutna geometrija

1. Neka je ∠αsβ diedar, ∠αsβ < d, i neka je γ ravan normalna na ivicu diedra s
koju seqe u taqki S. Neka su a i b poluprave koje ishode iz S, a ⊆ α i b ⊆ β,
koje su sadr�ane u razliqitim poluprostorima u odnosu na γ. Dokazati da je
∠ab > ∠αβ.

Jedna ideja: Uoqiti poluprave m i n, m,n ⊥ s, m ⊆ α i n ⊆ β, i dokazati da je
∠mn < ∠an. Potom posmatraju�i triedar Sanb dokazati da je ∠an < ∠ab.

2. Neka su a i b razliqite komplanarne prave koje imaju zajedniqku normalu n.
Neka A i B preseqne taqke a i n, i b i n, redom, i neka su C ∈ a i D ∈ b u
istoj poluravni odre�enoj pravom n takve da va�i AC ∼= BD. Dokazati da va�i
σA ◦ σC = σB ◦ σD akko va�i Euklidova aksioma paralelnosti.

Euklidska geometrija

3. Neka simetrala ugla kod temena A trougla 4ABC seqe stranicu BC u taqki F .
Neka je d i e prave takve da je d ‖ p(A,C) i F ∈ d, i e ‖ p(A,B) i F ∈ e. Neka d
seqe stranicu AB u D, i neka e seqe stranicu AC u E. Dokazati da je DE ⊥ AF .

Uputstva za rexeǌa

Kolokvijum 2

1. Primetimo da je m = ωα(n). Sledi na osnovu zadatka dokazanog sa ve�bi da je
∠mn < ∠an (prava koja prodire kroz ravan zaklapa maǌi ugao sa pravom koja
je odre�ena ǌenom ortogonalnom projekcijom nego sa bilo kojom drugom pravom
koja sadr�i taqku prodora).

(Gorǌu nejednakost mogu�e je dokazati i na ovaj naqin: odaberemo N ∈ n, i
M = ωα(N) = ωm(N) i A = ωa(N). Onda, poxto je 4NMA pravougli sa pravim
uglom kod temena M , sledi da je MN < AN . Odavde, na osnovu leme dokazane na
ve�bama, posmatrajuqi pravougle trouglove 4SAN i 4SMN zakǉuqujemo da je
∠an = ∠ASN > ∠MSN = ∠mn.)

Posmatrajmo daǉe triedar Sanb. Lako se uoqava da je ugao normalnog preseka
ǌegovog diedra ∠n tup, a da je ugao normalnog preseka diedra ∠b oxtar. Sledi
da je ∠n > ∠b, pa poxto je u triedru naspram ve�eg diedra ve�a pǉosan sledi
∠ab > ∠an.

Dakle, sledi ∠mn < ∠an < ∠ab xto je trebalo dokazati.

2. Primetimo da je ABDC Sakerijev qetvorougao.

(⇐) Pretpostavimo da va�i Euklidova aksioma paralelnost, i neka je m =
p(C,D). Onda je ABDC pravougaonik, i va�i a, b ⊥ m. Sledi:

σA = σn ◦ σa, σB = σn ◦ σb,
σC = σa ◦ σm, σD = σb ◦ σm.

Onda va�i:

σA ◦ σC = σn ◦ σa ◦ σa ◦ σm = σn ◦ σm = σn ◦ σb ◦ σb ◦ σm = σB ◦ σD



qime je prva implikacija dokazana.

(⇒) Pretpostavimo da va�i σA ◦ σC = σB ◦ σD. Neka su m1 i m2 normale na a u
C i b u D, redom. Onda va�i:

σn ◦ σm1 = σn ◦ σa ◦ σa ◦ σm1 = σA ◦ σC = σB ◦ σD = σn ◦ σb ◦ σb ◦ σm2 = σn ◦ σm2 ,

xto povlaqi σm1 = σm2, pa je m1 ≡ m2. Sledi da je ABDE pravougaonik, pa poxto
postoji qetvorougao kome je zbir unutraxǌih uglova 4d (pa i trougao kome je
zbir unutraxǌih uglova 2d), onda va�i Euklidova aksioma paralelnosti.

3. Poxto je ADFE paraleogram, va�i AD ∼= FE i DF ∼= EA. Poxto je ∠EAF ∼=
∠DAF ∼= EFA, trougao 4AFE je jednakokrak, pa je AE ∼= FE, xto povlaqi AD ∼=
DF ∼= FE ∼= EA. Dakle, ADFE je romb, xto povlaqi da se ǌegove dijagonale
AF i DE seku pod pravim uglom.


