1 Integrali

% Problem: proceniti povr§inu ispod parabole y = 2% od z = 0 do x = 1.
Ideja: podeliti interval od 0 do 1 na Cetiri dela 1 povrSinu aproksimirati sa 4 pravougaonika stranica iste duZine
(na z-osi): 1/4, a Sirina: (na y—osi) (1/4)2, (1/2)%, (3/4)?1 12

Ovo je idejaiza odredenog integrala: aproksimacija povrSine ispod grafika funkcije zbirom povrsina pravougaonika.
Kada pustimo da duZina intervala Ax teZi nuli dobijamo bas povrSinu ispod krive i to obeleZavamo sa

/a  Ha)ds

i ovaj izraz zovemo odredeni integral funkcije f na intervalu [a, b]. Integral je, dakle, grani¢na vrednost.

Oznaka f potice od S za sumu (sabiramo povrsine), dok dz potice od Ax, duZine intervala, a obelezZava po kojoj
promenljivoj integralimo.

Imamo dve bitne teoreme, zovemo ih fundamentalne teoreme kalkulusa, ukratko:

Teorema 1.1. .
- [0 ase<h 5 @) - 1.
Teorema 1.2.

b
/f(:v)dx:F(b)—F(a), gdeje F' = f.

Svako F’ za koje vazi I’ = f zovemo primitivna funkcija od f.
Familiju primitivnih funkcija zovemo neodredeni integral funkcije 1 oznacavamo sa

/f(a:)da:

/f(x)dsz(m)—FC & (F(z)40o) = f(x), ceR.

Odredeni integral dakle mozemo naci tako §to nademo neodredeni, tj. F' i onda odredimo F'(b) — F'(a) (teorema

(1.2)).

Zbog toga Sto su izvod i integral u ovakvom odnosu, lako dolazimo do tablice integrala:

Dakle vazi

|

Tablica integrala
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% Posmatrajmo sada sledeci primer:

/295\/1 + 22dx.

Ovaj integral nije tabli¢ni. PokuSajmo da ga re§imo tako §to éemo 1+ 2% oznaciti sa ¢ i zapiSimo dt = (1+ z?%)dx =
2zdz. Sada dobijamo

2 2
/medx: /x/%dt: o=+ e



Proverimo da li ovaj metod funkcioniSe. Zaista

2
(5(1 +2%)2 +¢) = 22V1 + 22,

odnosno dobijena familija funkcija jeste primitivna za podintegralni izraz.
Ovaj metod zove se metod smene i funkcionise kada god je pocetni integral oblika:

/ flg(@)) - ¢ (@)dz.

flg(@)) - ¢ (x)dr = F(g(x)) +¢c, F =f.

Zaista, kada uradimo izvod desne strane, dobijamo podintegralnu funkciju (zbog pravila za izvod sloZene funkcije).
Ako oznadimo t = g(x) i dt = ¢'(x)dx, formula postaje

/f(t)du =F(t)+c.

% Jo§ jedan metod za izraCunavanje neodredenog integrala je metod parcijalne integracije. Sli¢no kao kod
metoda smene, moZe se pokazati da vazi formula

/udv:uv—/vdu.

U stvari tada vazi formula

1.1 Zadaci

1. IzraCunati sledece integrale:

2
(a)/x(\/E—Q:v)d:v, (b)/e_xdl", (c)/tg2$d$, (d)/1+52d$

2. IzraCunati sledece integrale:

(a)/cos 3x — 2)dx, (b)/xerdx, (C)/\/%Hd% (d)/tgmdm, (e)/xlilxdx

® / arctg:c

1
3. IzraCunati sledece integrale: (a) / cos® zdzx, (b) / —dx
1 —cosz

4. IzraCunati:

(a)/ L ()/ o2 g (c)/ = d
22 —8r+25 2% + 6z + 13 2 i6e o

1
| ==t

5. IzraCunati sledece integrale:

(a)/lnxdx, (b)/ln o +1 (c)/arcsinxdx, (d)/xexdx, (e)/xsinxdw,

(f)/:c5 In xdzx, (g)/x sin zdzx.

6. Izracunati sledece integrale: (a) / e’ sin xdzx, (b) / V1 — 2%dx.
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