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Glava 1

Uvod

Zajednicka nit koja se na neki nacin provlaci kroz sve lekcije ove knjige je
struktura skupa realnih brojeva. lako naizgled elementarna tema, ona pred-
stavlja neiscrpni prostor za pitanja na koja odgovori jo$ uvek nisu poznati, ili
su se, u traganju za odgovorima, otkrivali novi fenomeni i nove tehnike doka-
zivanja. S obzirom da je posmatranje beskonaénih podskupova skupa realnih
brojeva sustinski deo svakog intrigantnog pitanja u vezi sa njegovom struktu-
rom, posebna paznja je posveéena prosirenju skupovnih operacija sa konacnog
na beskonacni broj skupova.

Citao¢evoj paznji prepustamo kratki osvrt na teme obradene u knjizi.

U prvom poglavlju se koristi istorijski pristup za definisanje skupa kom-
pleksnih brojeva, kao alternativa uobicajenom pristupu po kojem se kompleksni
brojevi uvode kao struktura u kojoj je moguce odrediti koren iz negativnog
broja. Standardni kursevi kompleksne analize su posveceni prvenstveno teoriji
funkcija kompleksne promenljive, pa se u njima Cesto ne isticu dovoljno neke
zadivljujuce Cinjenice u vezi sa strukturom polja kompleksnih brojeva, kao Sto
su, pa primer, zatvorenost strukture u odnosu na korenovanje i resivost poli-
nomnih jednacina, odnosno osnovni stav algebre. Prvo poglavlje se, osim Zelje
da se istakne vitalnost istorijskog pristupa matemati¢kim temama, bavi i ovim
temama koje smo, sledeéi Rogera Penrose-a, nazvali magijom kompleksnih bro-
jeva.



Drugo poglavlje je posveéeno analizi odnosa algebarskih i transcendentnih
brojeva. Za razliku od tradicionalne podele skupa realnih brojeva na racionalne
i iracionalne brojeve, uvodenje algebarskih brojeva ilustruje usku vezu analize i
algebre, koja je ve¢ istaknuta ulogom kompleksnih brojeva u reSavanju pitanja
koje postavlja osnovni stav algebre. Posledica Liouville-ove teoreme je da se pri
dokazivanju da je neki broj transcendentan uvodi neka vrsta beskonacnog pro-
cesa, S$to je neophodna alatka za razumevanje strukture skupa realnih brojeva.
Upotreba veriznih (neprekidnih) razlomaka u dokazivanju da su neki brojevi
iracionalni, kao i otvoreno pitanje o prirodi Ojlerove konstante, oslikavaju skup
realnih brojeva kao riznicu u kojoj su mnoga blaga jos uvek skrivena.

U tre¢em poglavlju se pokazuje kako se proizvoljnom (iracionalnom) re-
alnom broju pridruzuje beskonacna zaliha razlomaka. Dokaz se zasniva na
jednom od osnovnih kombinatornih principa, pa se tako ilustruje pojava kom-
binatornih ideja na jednom neocekivanom mestu. Posmatranje realnog broja
kao beskonacnog skupa razlomaka biée detaljnije objasnjeno u devetom pogla-
vlju.

Cetvrto poglavlje je posveceno teoremi Kantor—Sreder—Bernstajna, sa do-
kazom koji se zasniva na elementarnoj logici i na pazljivom ispitivanju mogudéih
slucajeva, pa tako ne li¢i na argumentacije koris¢ene u ostalim poglavljima.
Kao primer kori$¢enja teoreme Kantor-Sreder-Bern$tajna navedena je jedna-
kost kardinalnih brojeva skupa realnih brojeva i partitivnog skupa za skup pri-
rodnih brojeva.

U petom poglavlju se jo$ jednom koristi teorema Kantor-Sreder—Bernstajna,
ovog puta da se pokaze da je kardinalnost Kantorovog skupa jednaka kardi-
nalnosti skupa realnih brojeva. Kantorov skup je zanimljiv kako zbog svoje
neuobiCajene konstrukcije, tako i zbog svojih specifi¢nih topoloskih svojstava.
Kao uvod u drugi i zahtevniji deo knjige pokazano je kako se Kantorov skup de-
finiSe pomocu beskonacnih preseka, to jest unija nekih intervala skupa realnih
brojeva.

Poglavlje “Skupovi i kvantifikatori” je priprema za sedmo i osmo poglavlje
i sadrzi podsetanje na dokazivanje skupovnih inkluzija i jednakosti i korisenje
kvantifikatora u elementarnom iskaznom racunu. Goldbahova hipoteza je na-
vedena kao primer, pa je njoj posvecen i poseban paragraf, kao mali istorijski
osvrt. Poznato je, na primer, da je “slaba"” verzija Goldbahove hipoteze po-




sledica Rimanove hipoteze koja se smatra mozda najpoznatijim matematic¢kim
problemom koji jo$ nije reSen. Dokaz slabe Goldbahove hipoteze se pojavio
2013. godine.

U sedmom i osmom poglavlju se detaljno proucavaju operacije nad indek-
siranim familijama skupova. U dokazima se na sustinski nacin koriste valjane
formule. Na pojmovima uvedenim u ovom poglavlju se zasniva teorija merljivih
skupova, pa se ovde navedeni odnosi koriste u teoriji mere i verovatnodi, na
primer pri dokazivanju raznih zakona velikih brojeva.

Poslednja dva poglavlja nas, nakon neophodnog izleta u teoriju skupova,
vraaju na posmatranje realnih brojeva.

Skup realnih brojeva se konstruise pomocu skupa racionalnih brojeva po-
stupkom koji se naziva kompletiranje, a koji se moZze izvesti na nekoliko nacina.
Na osnovu razmatranja navedenih u treem poglavlju (gustina skupa razlo-
maka) i uvodenja definicije Kosijevih nizova kao i pojma grani¢ne vrednosti
niza, moguce je identifikovati realne brojeve kao klase ekvivalencija Kosijevih
nizova. U ovoj knjizi odludili smo se da izloZzimo osnovne ideje Dedekindove
konstrukcije kompletiranja totalno uredenog polja skupa racionalnih brojeva,
ne samo zato Sto se on retko obraduje na osnovnim studijama matematike,
nego prvenstveno zbog njegovog pedagoskog znacaja. On lezi u prihvata-
nju apstraktne i pomalo kontraintuitivne definicije realnog broja kao posebnog
podskupa u skupu razlomaka. Ovaj pristup ima istorijsko prvenstvo u strogom
zasnivanju strukture skupa realnih brojeva. Smatra se da su klju¢ni radovi na
tu temu nastali oko 1872. godine od strane Kanta, Vajerstrasa, Hajnea i De-
dekinda. Dedekind, medutim, svoju konstrukciju sasvim precizno datira u 24.
novembar 1858. godine. Ovde je izlozena modifikovana verzija Dedekindove
konstrukcije, pri ¢emu su, zbog obima, izostavljeni detalji koje Citalac moze
samostalno da proveri.

Svojstvo kompletnosti, opisano Dedekindovim svojstvom ili konvergenci-
jom svih Kosijevih nizova, jednostavno se generalizuje na metricke prostore
(definisane u paragrafu 11.2) i blisko je jednom drugom svojstvu koje je ta-
kode povezano sa egzistencijom grani¢nih vrednosti unutar nekog skupa. To
je svojstvo kompaktnosti. Kompaktnost nekog metrickog prostora implicira
njegovu kompletnost, ali obratno tvrdenje ne vazi. Skup realnih brojeva je
primer kompletnog prostora koji nije kompaktan. U poslednjem poglavlju de-

3



taljno se komentarise pet ekvivalentnih karakterizacija kompaktnih podskupova
skupa realnih brojeva. S obzirom da sama formulacija teoreme o kompaktno-
sti zahteva poznavanje dodatne terminologije, dodali smo pripremne paragrafe
o topoloskim prostorima, metrici, normi i tackama nagomilavanja skupova i
nizova.

Kompaktnost je, u izvesnom smislu, nastala u zelji da se uopste znacajne
osobine konacnih skupova na skupove sa beskona¢no mnogo elemenata. Pri
tome se u tvrdenju koje je ta¢no za konacne skupove dodaje neki uslov kako bi
ono vazilo i za kompaktne skupove. Na primer, proizvoljna funkcija nad konac-
nim realnim domenom je ogranicena i ima minimalnu i maksimalnu vrednost
nad tim skupom. Ovo tvrdenje se uopsStava na zatvorene intervale (koji su kom-
paktni podskupovi skupa realnih brojeva) uz dodatni uslov neprekidnosti: Ako
je funkcija definisana nad zatvorenim intervalom u skupu realnih brojeva ne-
prekidna, onda je ona ograni¢ena nad tim intervalom i ima najmanju i najvecu
vrednost u nekim tackama tog intervala. Ovaj primer pokazuje opste pravilo
po kojem se svojstvo kompaktnosti koristi u teoremama egzistencije objekata
sa zadatim svojstvom. Na kraju, napomenimo da se upravo Cinjenica da ne-
prekidna funkcija nad kompaktnim skupom dostize svoj infimum i supremum
(minimalnu i maksimalnu vrednost) koristi na klju¢nom mestu u klasi¢nom, Ar-
ganovom dokazu fundamentalne teoreme algebre, o ¢emu je bilo re¢i u prvom
poglavlju ove knjige.




Glava 2

Kompleksni brojevi, istorijska
perspektiva

U ovom predavanju se koristi istorijski pristup za uvodenje pojma komplek-
snog broja. Komentarisu se aritmeticke operacije nad kompleksnim brojevima
i isticu se dve zapanjujue Cinjenice u vezi sa strukturom polja kompleksnih
brojeva. To su: zatvorenost strukture u odnosu na korenovanje i resivost poli-
nomnih jednacina, odnosno osnovni stav algebre.

2.1 Ars Magna

Pronalazak Gutenbergove prese i pocetak serijskog Stampanja knjiga 1455.
godine imao je neprocenjiv uticaj na nauku. Gutenberg je najpre Stampao
Bibliju, u tirazu od oko 180 primeraka. Do danasnjih dana je sacuvano 49
primeraka te knjige, od kojih su 23 potpuna. Procenjuje se da je vrednost
jedne takve knjige tridesetak miliona Eura. Nakon Biblije, na red su dosle i
naucne knjige.

Luka Pacoli objavljuje 1494. godine udzbenik u kojem tvrdi da poznatim
matemati¢kim metodama nije moguce pronadi formulu za resenje opste kubne



jednacine. U danasnjoj notaicji, kubna jednacina je izraz oblika
3 2 _
ax” + bz +cx+d=0,

gde su a,b,c i d unapred zadati realni brojevi, a # 0. Paclolijevu pretpostavku
je, u izvesnom smislu, oborio del Fero koji je skrivao svoje otkri¢e. Del Fero
je preminuo 1526. godine, a iza sebe je ostavio beleznicu u kojoj je opisao
formulu za resavanje jednog tipa kubnih jednacina.

Podsetimo se, krajem XV veka Kolumbo se, u misiji u kojoj su ucestvo-
vala tri broda, iskrcava na jedno od Bahamskih ostrva, odnosno, otkriva novi
kontinent, Ameriku.

Vrtlog dogadaja u vezi sa objavljivanjem formule za reSavanje kubne jedna-
¢ine se uklapa u turbulentni period drustvenih promena. Te promene su, osim
otkrica Amerike, najavljene objavljivanjem cCuvenih 95 teza od strane Martina
Lutera, 31. oktobra 1517. godine. Talas novog shvatanja uloge crkve, pro-
testantizam, uzrokovao je sukobe zasnovane na religijskim razlikama. Mozda
rizu, u noéi izmedu 23. i 24. avgusta 1572. godine (Vatrolomejska no¢). U
celoj Francuskoj je pobijeno oko 100 000 ljudi.

1543. godine, pred sam kraj svog zivota, Kopernik objavljuje delo O kre-
tanju nebeskih tela u kojem se, suprotno stavu rimokatolicke crkve, tvrdi da se
Zemlja obrée oko svoje ose i oko Sunca. 1582. godine papskom bulom (dekre-
tom) Inter gravissimas proglasava se reforma kalendara i postepeno se prelazi
na Gregorijanski kalendar, pa su datumi ove lekcije navedeni po takozvanom
“starom” kalendaru.

Centralna licnost nase prie je Dirolamo Kardano, renesansni lik koji je,
izmedu ostalog, svojoj burnoj biografiji godine 1545. dodao objavljivanje knjige
Ars Magna'. Ovo delo je, uz Bombelijevu knjigu L'Algebra objavljenu 1572.
godine, najznacajnije matematicko izdanje od antickih vremena do kraja XVI
veka.

U knjizi Ars Magna, Kardano je objavio izvodenje formula za reSenje opste
algebarske jednaline treeg i Cetvrtog stepena. Zanimljivo, u formulama se
javljaju “fiktivna®” i “nemoguca” resenja koja danas ne smatramo ni fiktivnim

!Preciznije, Artis Magnae, Sive de Regulis Algebraicis




2.2 Kubna jednacina

ni nemoguéim. Kardanova epoha ne poznaje nulu kao broj, niti negativne
brojeve. lpak, upravo na osnovama Ars Magne, Bombeli izvodi aritmeticke
operacije negativnim brojevima, pa ¢ak i pravila manipulisanja velicinama kod
kojih se pod korenom nalazi negativan broj.

U nastavku e se koristiti savremene oznake uz napomenu da u Kardanovo
vreme notacija nije bila razvijena, te su se postupci i formule navodili opisno.

Smatra se da je koren iz negativnog broja prvi put eksplicitno naveden u
reSenju problema podele broja 10 na dva dela diji proizvod daje 40. Kardano
reSenje smatra beskorisnim, ali ga ipak navodi:

LULQ =5+ vV —15.

2.2 Kubna jednacina

Formula za reSenja kvadratne jednacine bila je poznata od VII veka (ako
ne i ranije) kada je izlozena u radu indijskog matemati¢ara Bramagupte. Ako
se posmatra kubna jednacina

2+ ar +br+c=0,
smenom X = x — d se dobija

(X4+dP+a(X+d)?*+bX+d) +c =
X34 (3d + a)X? + (3d 4 2ad + b) X + (d®* + ad® +bd +¢) =

Za d = —a/3 dobija se jednadina X3 = pX + ¢,

2

p = —3d2—2ad—b:b+%,

g = —(d*+ad®+bd+c).

Pogodnim smenama opsta jednacina treeg stepena koja ima barem jedno
pozitivno redenje moze se svesti na jedan od oblika z3+ma = n ili 3 = ma+n,
za neke pozitivne brojeve m i n. S obzirom da su se negativna reSenja sve do
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druge polovine XVI veka smatrala fiktivnim/neupotrebljivim, jednacina oblika
22 +ma +n = 0 se nije ni redavala.

Pri tome, oblik 23 = ma +n je teZi za reavanje te je odgovarajuéa formula
pronadena nesto kasnije nego formula za re$avanje jednadine z3 + ma = n.

Luka Pacoli je, kao sto smo napomenuli, tvrdio da kubne jednacine oblika
23 4+ max = n ili 23 = ma + n nije moguée resiti tada poznatim metodama.
Ipak, izgleda da je del Fero jo3 krajem XV veka resio jednacinu 23 + ma = n.
U to vreme znanja su se sakrivala od “neupuéenih® i Cesti su bili “matematicki
dvoboji* u kojima je pobednik odnosio slavu. Povodom jednog takvog dvoboja
Tartalja je otkrio formule koje ¢e biti objavljene u Kardanovoj Ars Magni.
Cak je poznato da se to desilo 12. i 13. februara 1535. godine®. lako
je Tartalja svoje otkri¢e ljubomorno Cuvao, Kardano je nekako uspeo da ga
nagovori da mu otkrije tajnu formulu. Nakon dugotrajnog odlaganja, Tartalja
je, verovatno dobivsi nesto zauzvrat, otkrio Kardanu formulu, uz uslov da je
ovaj ne objavi. Ipak, Kardano je, nakon uvida u del Ferovu beleznicu, koju
je nakon njegove smrti preuzeo jedan od njegovih ucenika odlucio da prekrsi
obecdanje dato Tartalji, Sto mu ovaj nikad nije oprostio. Napomenimo da je
Tartaljin prevod Euklidovih “Elemenata® prvi prevod te knjige na neki savremeni
jezik.

U modernoj notaciji, za 23 + ma = n redenje je

S EROR ERARE]
TN 2 2 3 2 2 3)°

pa formula daje reSenje za sve pozitivne brojeve m i n. ReSenje komplikovanije
jednadine 2 = ma + n koje je Kardano objavio u “Ars Magni* glasi

) 66

Kardano je bio svestan problema koji se javlja kada je potkorena veli¢ina ne-
gativan broj i u takvim slucajevima formulu za dobijanje reSenja smatra neu-
potrebljivom.

2P “starom", julijanskom kalendaru




2.3 Aritmetika kompleksnih brojeva

Na primer, re$enje jednacine x> = 152 + 4 (posmatrane u Bombelijevoj
algebri iz 1572. godine) je

r = €/2+\/—121+ {‘/2—@.

Zanimljivo, reSenja ove jednaline su realna. Jedno od njih, x = 4 je izveo
Bombeli vesto manipulisu¢i gornjom formulom i time pokazavsi da je Kardano
po ovom pitanju bio u zabludi. (Preostala dva redenja jednadine 2® = 152 + 4
su —2 ++/3.) To je prvi primer raduna u kojem se algebarske operacije izvode
nad izrazima kod kojih se javlja negativna potkorena velidina.

Treba primetiti da Kardanove formule u op$tem slu¢aju daju veoma kompli-
kovan izraz i da su, sa prakti¢nog stanovista, odgovarajuéi iterativni postupci
nalazenja priblizne vrednosti korena Cesto efikasniji od upotrebe formula. Na
primer, x = 1 je ocigledno redenje jednacine 22 = 52 — 4, a Kardanova formula

daje
r= {2 orrz -2 i

Ipak, formule objavljene u Ars Magni predstavljaju prvo veliko otkri¢e u
algebri nakon viSevekovne stagnacije. Pri tome, njima se, kao $to je viSe puta
reeno, uvodi racun sa izrazima kod kojih je potkorena veli¢ina negativna.

Premda se uvodenje kompleksnih brojeva naj¢esée motivise reSavanjem jed-
nacine 22 + 1 = 0, kubna jednacina je odigrala daleko znadajniju ulogu u toj
epizodi matematicke povesti.

Racun sa veli¢inama koje sadrze korene iz negativnih brojeva je stagnirao
vise od sto godina nakon objavljivanja Ars Magne. O tome svedodi i prepiska
Hajgensa i Lajbnica iz 1673. godine u kojoj Hajgens iskazuje ¢udenje i nevericu
nad jednakos¢u

Vi+v=3+4y/1-v=3=6.

2.3 Aritmetika kompleksnih brojeva

Veé smo napomenuli da je prve korake u razvoju aritmetike kompleksnih
brojeva ucinio Bombeli. U stvari, on je znacajno unapredio notaciju i od opi-
snog objasnjavanja presao na simbole. Slovo R je koristio za kvadratni koren,
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radix quadraticus, a R® za kubni koren, radix cubus, p je simbol sabiranja, m
oduzimanja, a zagrade uokviruju izraz na koji se odnosi posmatrana operacija.
Tako je u Bombelijevoj algebri

44 V6 «v R|4pR6), 1/2+ 0 — 121 e~ R3|2pR|0m121]].

Bombeli sprovodi sledeéi racun kojim opravdava primenu Kardanove for-
mule. Formula za redenje jednacine 2® = 15z + 4 je

v = {2+ Vo121 + {2 - V120,

Jedno od redenja, = = 4 (preostala redenja su —2=++/3) Bombeli izvodi vestom

manipulacijom pretpostavivsi da je {/2 4 +/—121 veli¢ina istog oblika, to jest
da je

V24t vV—121 =a+by/—1 < 2+ /121 = (a £ b/—1)"
Tada je

(a+by/—1) = 24+/—121
(a+bv—=1)3(a — by/—1)3 (24 V=121)(2 — vV—121)
(a® +b)3 125
a?+b = 5,

$to vaZziza a =2 i b = 1. Iz jednadine 2% = 152 + 4 i Kardanove formule:

T = \3/2+ V=121 + 5’/2 — V=121 = (a +bV/—=1) + (a — bvV/—1) = 2a

sledi z = 4. Kardanova formula u ovom slu¢aju ukljucuje kompleksne brojeve,
a ipak daje tri realna resenja.

Tek sa geometrijskom interpretacijom kompleksnih brojeva afirmisu se Bom-
belijevi postupci sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva. Time se (u XIX
veku) otvaraju vrata za sistematsko proucavanje kompleksnih brojeva. Pozicio-
niranje kompleksnih brojeva u koordinatnom sistemu koristili su Vesel i Argan,
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2.3 Aritmetika kompleksnih brojeva

no tek je Gaus 1831. godine tu ideju produbio i definisao aritmetiku komplek-
snih brojeva3. Otprilike u isto vreme Hamilton razvija aritmetiku kompleksnih
brojeva posmatrajuéi kompleksan broj kao ureden par realnih brojeva, pa se ele-
ment skupa kompleksnih brojeva z € C identifikuje sa odgovaraju¢im izrazom
a+1ib, a,b € R, ai=+/—1. (Ovu oznaku je uveo Ojler 1748. godine.)

Podsetimo se, algebarske operacije kompleksnim brojevima se uvode na
ocCekivan nadin, pri cemu se deljenje realizuje racionalisanjem imenioca. Tako,
zaz=a+1tbiw=c+id vazi

z+w = (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
z-w = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Predstavljanje kompleksnih brojeva u ravni omogucéava fromulisanje jedno-
stavne geometrijske interpretacije zbira i proizvoda kompleksnih brojeva. S
tim u vezi, zgodno je posmatrati i polarnu reprezentaciju kompleksnih brojeva,
z=re? r>0,¢¢c (—mmn.

Nije tesko dokazati da skup kompleksnih brojeva sa operacijama sabiranja
i mnozenja ima strukturu polja. Za razliku od polja realnih brojeva, u kojem
postoji totalno uredenje, u polju kompleksnih brojeva nije moguée uvesti relaciju
totalnog poretka. Detalje (u vezi sa algebarskim svojstvima ovih operacija)
ostavljamo citaocu za vezbu.

Tokom XVIII veka objavljeno je mnogo formula u kojima se javljaju kom-
pleksni brojevi. Najslavnija je, svakako, Ojlerova formula

e =cosr+isinz, xz€R,
iz koje sledi, na primer, de Muavrova formula
(cosz +isinz)"” = cosnz +isinnx, n € Z.

Naziv imaginarni broj za koren negativnog broja je u vezi sa Siroko ras-
prostranjenim misljenjem da se ove veli¢ine javljaju samo tokom izvodenja ra-
Cunskih operacija i nekako se ponistavaju na kraju racuna. Evo ilustrativnih
primera.

3Smatra se da je Gaus prvi upotrebio naziv kompleksni broj
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1. Dokazati da je proizvod zbira kvadrata dva cela broja jednak zbiru kva-
drata dva cela broja.

Vazi:

(a®> +0*) (2 +d?) = (a+bi)(a—bi)(c+ di)(c— di)
= (a+bi)(c+di)(a—bi)(c—di) = u?®+ v

gde je u = ac — bd, v = ad + bc.

2. Pitagorinu trojku &ine tri broja a,b i ¢ za koje vaZi a® + b> = ¢?. Ova-
kvih trojki ima beskona¢no mnogo, a generisanje Pitagorinih trojki nije
jednostavno ako se ne koristi aritmetika kompleksnih brojeva. Nasuprot
tome, kompleksni broj z = x + iy, sa celobrojnim realnim i imaginarnim
delom generise Pitagorine trojke na sledeci nacin.

Vazi 22 = 2?2 — y? + 2xyi.
Ako je a = |22 — y?| i b = 2|zy|, onda je
2B = (22— ?)? + day?
T N
_ ($2 +y2)2

= 027

pasu a,bic=x%+y? brojevi koji ¢ine Pitagorinu trojku.

Na primer, za z =4+ 7¢, a = 33, b = 56, a ¢ = 65. Vazi:

332 + 56% = 1089 + 3136 = 4225 = 65°.

2.4 Aritmetika kompleksnih brojeva, matricni pristup

Pretpostvalja se da je Citalac upoznat sa pojmom matrice i sa aritmeti¢kim
operacijama nad matricama, ukljucujuéi izraCunavanje matrice koja je inverzna
datoj matrici.

12



2.4 Aritmetika kompleksnih brojeva, matri¢ni pristup

Podsetimo se, jedini¢na matrica formata 2 x 2 je data sa

()

Klju¢na motivacija za dodeljivanje jedne matrice formata 2 x 2 nekom kom-
pleksnom broju je Cinjenica da za matricu

=3 0)

vazi M? = M - M = —1I (proveriti ovu jednakost za vezbu). Drugim re¢ima,
ova matrica na neki nacin "li¢i" na imaginarnu jedinicu, jer je njen kvadrat
jednak —1I.

Tako se kompleksnom broju z = a + bi dodeljuje matrica

a O 0 —b a —b
aHbM_(O a)+<b 0>_(b )

Ovim se uspostavlja bijekcija izmedu skupa kompleksnih brojeva i skupa svih
matrica oblika ;y , ,y € R. Time se dobija matricna reprezentacija

kompleksnih brojeva.

U nastavku se pokazuje da se sabiranje i mnozenje kompleksnih brojeva
realizuje kao sabiranje i mnozenje matrica u matri¢noj reprezentaciji.

Neka su dati kompleksni brojevi z = a + bi i w = ¢+ di. Tada je zbir
odgovarajucih matrica dat sa

a —b c —d a+c —(b+4d)
(b a>+<d c>_<b+d a—i—c)’

sto je oligledno jednako broju z + w u matri¢cnom zapisu.
Za mnoZzenje ovih matrica vazi:

a —b N —d\  f(ac—bd —ad—bc\  [ac—bd —(ad+ bec)
b a d ¢ ) \bet+tad —bd+ac)  \ad+bc ac—bd |’
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Sto je matri¢ni zapis broja zw = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Citaocu se ostavlja za vezbu da ustanovi vezu izmedu broja z=! (za z # 0)
i inverzne matrice za matricu koja odgovara broju z.*

2.5 Dve magije kompleksnih brojeva

Osvrnuéemo se samo na magiju izraCunavanja korena pojedinih brojeva i
na magiju reSavanja algebarskih jednacina.

Skup realnih brojeva nije dovoljan da obuhvati veli¢inu &iji je kvadrat jednak
nekom negativnom broju. Tu je situacija sli¢na onoj koja nastupa kada se
ustanovi da skup razlomaka ne obuhvata veli¢inu diji je kvadrat jednak broju
2, na primer. U oba sludaja se postojeca struktura na konzistentan nacin
prosiruje do nove strukture unutar koje postoji reSenje posmatranog problema.
U iskusenju smo da pomislimo kako ¢e se ista pri¢a ponoviti pri pokusaju da za
neki posebno odabran kompleksni broj odredimo veli¢inu koja pomnozena sa
sobom daje taj broj. Medutim, to se neée desiti. Kakav god kompleksni broj z
da izaberemo, uvek postoji kompleksni broj w tako da je w? = z. U stvari, ako

je z=a+ib, onda je w? =z za

w:iW; (a+ VT 2) 41y 2 (_awm)).

Na primer, za z = i formula daje w = i@(l + 7). Primetimo da postupak
mozemo da nastavimo i nademo v € C za koje je v? = w.

Dakle, u ovom novom sistemu, skupu kompleksnih brojeva svaki broj ima
kvadratni koren (ima ih, u stvari, dva). Ovo je samo pocdetak magije. Umesto
kvadratnog korena moZze se posmatrati ma koji realan koren kompleksnog broja
(izuzev nule, kada se posmatra negativan koren). Pri tome se realan koren
definige kao $to je to uradeno u skupu realnih brojeva. Stavise, nakon preciznog
uvodenja stepenovanja kompleksnog broja kompleksnim brojem, o ¢emu se

studenti upoznaju na kursevima kompleksne analize, ispostavlja se da je rezultat

*U tu svrhu je neophodno poznavanje formule kojom se od date matrice formata 2 x 2
dobija njoj inverzna matrica.
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2.5 Dve magije kompleksnih brojeva

kompleksnog korenovanja kompleksnog broja takode kompleksan broj. Prva
magija je dakle zatvorenost u odnosu na korenovanje - svojstvo koje nemaju ni
racionalni ni realni brojevi.

Korenovanje kompleksnih brojeva imalo je ulogu u konstrukciji pravilnog
17-ostranog poligona (heptadekagon) Sestarom i lenjirom koju je dao Gaus
1796. godine.®

Druga magija izrazava se fundamentalnom teoremom algebre:

Teorema 2.5.1. Svaki kompleksni polinom pozitivnog stepena ima onoliko
nula koliki je njegov stepen.

Dokaz ove teoreme se izostavlja, a zainteresovani Citalac moze da ga prouci
u, na primer, [2]. U dokazu se koristi: neprekidnost polinoma, Vajerstrasova
teorema o neprekidnim funkcijama po kojoj svaka neprekidna funkcija na kom-
paktnom skupu dostiZze svoj infimum, Cinjenica da za svaki kompleksan broj
z postoji njegov n—ti koren, to jest w € C takav da je w" = z, n € N i
D'Alamberova lema koja tvrdi da, ako je P(z) polinom i P(zy) # 0, onda u
svakoj okolini tacke zp postoji w tako da vazi: |P(w)| < |P(20)|-

Ekvivalentno tvrdenje glasi:

Teorema 2.5.2. Svaki nekonstantni polinom sa kompleksnim koeficijentima
ima barem jednu nulu u polju kompleksnih brojeva.

Ova teorema ima dugu istoriju, a konaéno je dokazana tokom XIX veka.
Direktna posledica fundamentalne teoreme algebre je faktorisanje polinoma na
linearne Cinioce, sli¢no rastavljanju celih brojeva na proste ¢inioce (Sto se naziva
fundamentalnom teoremom aritmetike). Naime, svaki polinom P,(z) stepena
n € N se moze predstaviti kao proizvod tacno n faktora

P(2)=(z—2z1)(z—22)...(2 — zn),

pri ¢emu su kompleksni brojevi zx, k = 1,2, ..., n reSenja jednacine P,(z) = 0.
Pri tome, neki od brojeva z; mogu da budu jednaki.

U polju realnih brojeva proizvoljna kvadratna jednacina drugog stepena
ne mora da ima reSenja u tom polju, odnosno odgovarajuéi polinom drugog

®Gaus je tada imao 19 godina.
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stepena ne mora da ima nule (korene) u skupu R (faktorizaciju na linearne
¢inioce). Nasuprot tome, u polju kompleksnih brojeva svaki polinom stepena
n sa kompleksnim koeficijentima ima n korena (jednakih ili razlic¢itih) u polju
kompleksnih brojeva.

Ars magna sadrzi formule za korene polinoma drugog, treeg i Cetvrtog
stepena. Za polinom petog stepena ne samo da nije postojala odgovarajuéa
formula u toj knjizi, nego je tek fundamentalnom teoremom algebre dokazana
egzistencija korena u polju C, dakle otprilike 3 veka nakon objavljivanja Ars
Magne.

Konacno, rezultati teorije grupa impliciraju da se koreni opste algebarska
jednacina stepena n > 5 ne mogu dobiti formulom pomocu koeficijenata, al-
gebarskih operacija i korenovanja. Ovaj rezultat je poznat u algebri kao Abel —
Ruffini teorema koju je Abel dokazao 1823. godine. Nezavisno od Abela, istu
teoremu je dokazao Galoa, a objavljena je posthumno 1846. godine, 14 godina
nakon njegove smrti.

Citaocu skre¢emo paZnju na filozofski problem. Formula za koren alege-
barske jednaline nije pronadena jer nije ni mogla biti pronadena. Potraga za
reSenjem nekog problema podrazumeva sasvim drukdiji pristup nego dokaziva-
nje da taj isti problem ne moZe biti resen.

2.6 Korenovanje kao viSeznacna funkcija

Uporedujuéi odgovarajuce razvoje u stepeni red, Ojer je 1740-tih godina
izveo formulu € = cosx + isinz, € R (formula je objavljena u Ojlerovom
udzbeniku 1748. godine).

Iz ove formule sledi da je eksponencijalna funkcija periodi¢na sa periodom
27i kao i da je
n.

(cosx +isinx)" = ™" = cosnz +isinnx, neN.

Prema tome, za zadato n € N, jednacina 2™ = 1 ima n razlicitih reSenja u
kompleksnoj ravni:
2k

21k
zk:cosi—i—isin—, k=0,1,...,n—1. (2.1)
n n
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2.6 Korenovanje kao viseznacna funkcija

Ove tacke u kompleksnoj ravni leze na jedini¢noj kruznici i mogu se intepretirati
kao temena pravilnog n-tostranog poligona.

Tako, jednacina z" — 1 = 0 ima n kompleksnih resenja. Ovo je poseban
slu¢aj fundamentalne teoreme algebre.

Cinjenica da jednadina 2" = w za zadati broj w € C i ceo broj n > 2
ima vide redenja znadi da je funkcija f : w — w!/™ videznadna. Opdtije, ste-
penovanje kompleksnog broja kompleksnim brojem je viSeznacna funkcija, Sto
sledi iz polarne reprezentacije kompleksnog broja i periodi¢nosti eksponencijalne
funkcije. Ovo je u o$trom kontrastu sa stepenovanjem/korenovanjem realnih
brojeva. Prema tome, svojstva koja su posledica jedinstvenosti ovih operacija
u skupu realnih brojeva (jasno, u sluéaju kada su one dobro definisane), u op-
stem slucaju ne vaze za kompleksne brojeve. Tu spadaju na primer formule
(ab)® = a™b®, (a®)¥ = a™, koje vaze kada a,b,z,y € R, ali ne vaze za sve
a,b,x,y € C.

Na kraju navodimo da se kompleksni brojevi sustinski primenjuju u alge-
barskoj i analiti¢koj teoriji brojeva, realnoj analizi (teoriji brojevnih i stepenih
redova, nesvojstvenih integrala,...), teoriji funkcija kompleksne promenljive, kao
i u oblastima izvan Ciste matematike: teoriji upravljanja, dinamici fluida, elek-
tromagnetizmu, signalnoj analizi, kvantnoj mehanici...
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Glava 3

Liouville-ova teorema

Struktura skupa realnih brojeva R se definise pomocu razlomaka postup-
kom koji se naziva kompletiranje totalno uredenog polja racionalnih brojeva
Q. Kompletiranje je moguce realizovati na razli¢ite nacCine. Na primer, do-
davanjem aksiome o supremumu (infimumu) strukturi totalno uredenog polja
Q ili dodavanjem skupu Q grani¢nih vrednosti svih KosSijevih nizova u Q. U
poslednjem poglavlju realni brojevi ¢e se definisati kao Dedekindovi preseci u
skupu Q.

Elementi skupa R\ Q nazivaju se iracionalni brojevi, a oni mogu biti al-
gebarski i transcendentni. Broj x. € R je algebarski broj ako postoji polinom
Po(z) = Y}_; apx®, sa racionalnim koeficijentima, to jest ax € Q tako da
vazi

P,(z.) =0.
Svi razlomci su racionalni brojevi.

Neka je P,(x) oznaka za polinom stepena n, sa celobrojnim koeficijentima.
Realan broj x. je algebarski broj reda n ako je P,(x.) = 0 i ne postoji polinom
manjeg stepena, P, (x), m € N, m < n, takav da je Pp,(z,) = 0.

Na primer, 2, = v/2 je algebarski broj reda 2, a , = /2 je algebarski broj
reda 3.1 Jasno, ma koji racionalan broj x, = p/q je algebarski broj reda 1, jer

'Da je ¥/2 algebarski broj reda 3 nije sasvim jednostavno dokazati. Ta &injenica je u vezi
sa klasi¢nim problemom dupliranja kocke.



je x4 nula polinoma Pj(x) = gz — p. Drugim re¢ima, ako je z, algebarski broj
reda n > 1, onda x, ne pripada skupu Q.

Dokazati da neki realan broj nije algebarski, to jest da je transcndentan
Cesto je veoma tezak zadatak. Na primer, za sada nije poznato da li je Ojlerova
konstantae (3.2) transcendentan broj. Malo laksi zadatak je navesti primer
transcendentnog broja. To je tema ovog predavanja u kojem se dokazuje da
je broj definisan (konvergentnim) redom 772, 10™*" transcendentan. To je
rezutat Liouville-a® iz 1851. godine, na osnovu prethodno objavljene Liouville-
ove teoreme iz 1844. godine.

Na osnovu Cinjenica iz predmeta "Uvod u analizu", znamo da za svaki
iracionalan broj x postoji niz razlomaka (px/qx)ren, tako da je

. Dk .y . .

r= lim —, pricemuje lim ¢ = oo,
k—o0 q k—ro0

odnosno x je grani¢na vrednosti niza (pr/qx)ren kada niz imenilaca tezi ka

beskonacnosti.

Podsetimo se, broj a € R je grani¢na vrednost (limes) niza realnih brojeva
(an)nen (limy, o0 an = a) ako vazi

(Ve > 0)(Ing e N)(Vn € N) (n >nyg = |a, —al| <e). (3.1)

U tom slucaju niz (a,)nen je konvergentan i konvergira ka a. Niz koji nije
konvergentan je divergentan.

Niz realnih brojeva (b, )nen tezi ka beskonacnosti ako za svaki broj M > 0
postoji ng € N tako da je b, > M za sve n > ny.

Teorema 3.0.1. (Liouville-ova teorema) Neka je x. je algebarski broj reda
n > 1 i neka niz (%)%N konvergira ka x,. Tada za dovoljno velik indeks k
vazi

1

1
ay

_ P
dk

Ly

?Joseph Liouville (1809 — 1882)
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n
Dokaz. Neka je P,(x) = Zaja:j polinom za koji vazi Py, (z.) = 0 Pp,(z4) #
j=0
0 za svaki broj m € N, m < n i neka je zx = pi/qr, k € N. Tada je
Po(wr) = Pa(xr) = Pa(ze) = ar (e — 2.) + az(af — 23) + -+ an(af —af),

odakle je

= ay + ag(xp + ) + az(@h + 2pa. +22) + ..
+ an(@P 2 e 4 a2 2.

Za dovoljno velik indeks &, po definiciji grani¢ne vrednosti niza, vazi |z — .| <
1, pa je |zg| < |z«| 4+ 1, odakle sledi

P (zy)

oz < Ja] + 2|az| (|| + 1) + 3las|(|zs] + 1) + - + nlan| (2] + 1)"
- *

= M.
Neka je zx = px/qr takav da je g > M. Tada iz

Pn(xk)
T — Ty

<M< q

sledi |z — x| > |Pn(zk)|/qx- Radi jednostavnijeg zapisa, za taj broj zj uvodi
se oznaka zx = p/q.
Jasno, P,(p/q) # 0, jer bi u suprotnom bilo

Po(z) = (x - p) Poi(2)
q
za neki polinom stepena n — 1. Odavde je
_ _ p
0= Pn(x*) = (33* - ) Pn_l(l'*),
q

pa je x, algebarski broj reda (najvise) n — 1, $to je u suprotnosti sa uslovom
zadatka.
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Dakle, P,(p/q) # 0 pa je

ag—l—a1§+-~+an£

n

n—1

1
= qfn‘aoq”+a1pq +--'+anq"‘ # 0.

Odavde je |agq™ + a1pg™ ' + -+ 4+ anq"| > 1, jer su svi sabirci celi brojevi.
Prema tome, iz |z — x| > |Po(xk)|/qk sledi

1 11 1
-t e
q q q qq q
¢ime je teorema dokazana. O

3.1 Posledice Liouville-ove teoreme

Liouville je dokazao da je 72 10~* transcendentan broj na sledeéi nacin.
Neka je

1 1
Z —k! _ b

za odgovarajudi broj p € N, pri ¢emu ¢e se m naknadno odrediti.
Tada je, sa jedne strane,

[o.¢]
|z — x| = Z 10~

n=m-+1
1 1
10(m+1 )! 10 m+2)

+...

+
1
= 10(m+1 ( 10 m+2) 10(m+3)(m+2) +. )

1
23+

10(m+1

10(m+1). - 10(m+1).
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3.1 Posledice Liouville-ove teoreme

a sa druge strane, iz Liouville-ove teoreme sledi

1
@ = @m| > omrm
za dovoljno velik broj m € N.
Dakle,
10 1
Tommnr > 12 = @ml > oy
odakle je

(n+1m! > (m+1)! - 1.

Neka je m = n + 1 za zadati broj n (algebarski red broja z). Tada je

m+Dn+1D)! > m+2)!=1=Mn+1+1)-(n+1)I-1
S m+D)n+)!>h+)n+D)!+n+1)! -1
< 1> (n+1),

Sto nije moguée. Dakle, ne postoji n € N takav da je z. = > 72, 10~*
algebarski broj reda n, odnosno ne postoji polinom P, (x) koji se anulira u .
Drugim recima, x, je transcendentan broj.

Navedeni primer pokazuje kako se mogu konstruisati transcendentni brojevi
uz pomo¢ Liouville-ove teoreme.

Nasuprot tome, da se dokaze da je neki konkretan broj transcendentan
nije jednostavan zadatak. Tako je, na primer, Charles Hermite dokazao da je e
transcendentan broj 1873. godine, a 1882. godine je Ferdinand von Lindemann
dokazao da je 7 transcendentan broj. Lindemann je najpre dokazao da je broj
e transcendentan kada je a algebarski broj razli¢it od nule. S obzirom da je
e’™ = —1 algebarski broj (ovo je poznata Euler-ova formula objavljena 1748,
godine), sledi da je ¢m, a samim tim i 7 transcendentan broj.

Broj €™ je transcendentan, Sto znadi da je Lindemann-ov uslov dovoljan,
ali ne i potreban. U trenutku pisanja ovog teksta nije poznato da li je 7°
transcendentan broj, a veruje se da jeste.

Posledica Cinjenice da je 7 transcendentan broj je resenje problema kvadra-
ture kruga, odnosno konstrukcije kvadrata (uz pomo¢ Sestara i lenjira) koji ima
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povrsinu jednaku povrsini zadatog kruga. Lindemann-ov dokaz za posledicu
ima nemoguénost takve konstrukcije, s obzirom da se transendentni brojevi ne
mogu konstruisati uz pomo¢ Setara i lenjira konacnim brojem poteza.

1734. godine Euler je definisao broj

"1
v = nlbngo (; T In n) , (3.2)
koji je poznat pod nazivom Euler-ova konstanta.> U trenutku pisanja ovog
teksta nije poznato da li je v algebarski ili transcendentan broj. Cak nije
poznato ni da li je taj broj racionalan.

George Cantor je 1874. godine dokazao da je skup algebarskih brojeva
prebrojiv (to jest da postoji bijektivno preslikavanje iymedu tog skupa i skupa
prirodnih brojeva N. S obzirom da je skup svih realnih brojeva neprebrojiv,
sledi da je skup transcendentnih brojeva neprebrojiv. Drugim recima, skoro svi
realni brojevi su transcendentni. Preciziranje ove Cinjenice prevazilazi okvire
ovog kursa.

U sledec¢em predavanju ce se dokazati da za svaki iracionalan broj a: postoji
razlomak p/q tako da vaZzi |a — p/q| < 1/¢*. U stvari, postoji beskonaéno
mnogo takvih razlomaka. U tu svrhu koristicemo Dirihleov princip, jedan od
osnovnih kombinatornih principa.

3.2 Neprekidni razlomci

Liouville je u radu iz 1844. godine naveo primere transcendentnih brojeva
koji su predstavljeni u vidu neprekidnih razlomaka. Podsetimo se, regularan
neprekidni razlomak je izraz oblika

a—+
1 Y
b+ I
c+ —
1
d+

e+ ...

3Pojedini izvori ovaj broj nazivaju Euler-Mascheroni konstantna. Oznaka + je uvedena
1835. godine.
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3.2 Neprekidni razlomci

za neke (cele) brojeve a, b, ¢, d, e, . .., pri ¢emu je dozvoljeno beskonaéno mnogo
sabiranja. Jasno, ako je broj sabiraka konacan, neprekidni razlomak je racio-
nalan broj.

U Bombelijevoj Algebri (iz 1572. godine) naveden je beskonaéni razlomak
jednak sa v/2. Naime, kako je v/2 redenje jednacine

le—l—i,
1+
dobija se
1 1 1
V2=1+ =1+ =1+
1+V2 1 1
24 2+ i
24 ..

1 5
Za algebarske brojeve /3 i +2f vazi:

1 1 5 1

14... 14...
a za transcendentne brojeve e i 7 vazi:

1 1
e=2+ 1 , m=3+ 1 :
2—1—1 T 15)-#171
T 1 +292+$
14—
445
+1+6+1...

Ako je zadat neprekidan razlomak, najpre se postavlja pitanje da li on
predstavlja neki realan broj, odnosno da li konvergira. U slucaju konvergencije,
postavlja se pitanje da li je grani¢na vrednost niza definisanog neprekidnim
razlomkom racionalan ili iracionalan broj.

Koriste¢i neprekidne razlomke, Euler je 1737. godine dokazao da e nije ra-
cionalan broj.# Da je broj 7 iracionalan dokazao je Lambert u radu objavljenom

“Rezultat je objavljen 1744. godine.

25



1768. godine.
Bez dokaza navodimo teoremu koja daje dovoljan uslov za iracionalnost
nekog neprekidnog razlomka.

Teorema 3.2.1. Neka je dat neprekidni razlomak

qo + o D2 ) (33)
Q1+ 73
+ - -
q2 D4

q3 +

Qs+ ...

gde su pj,q;, 7 =0,1,2,..., celi brojevi. Broj (3.3) je iracionalan broj ako
vaZi jedan od sledecih uslova:

1) 0<pj <gqj,
2) 2Apjl < g5 -1
pocev od nekog indeksa j > 7p.

Na osnovu Teoreme 3.2.1 Lambert je dokazao da je vrednost tan x iracio-
nalan broj za svaki racionalan broj x # 0. Neprekidni razlomak koji odgovara
tangensnoj funkciji je

¢ T 1
anr = =
z? L 1
1- p - I
3 - 2 ;_5—771
o m:vQ oL
7_
o x
Kada je x = m/n, dobija se
ton ™ m/n m
an — = =
n m?/n? m?
1- m?2 Jn? n—= m2
3 - 2 /02 3n — 2
5_ m?2/n 5n — m
m2/n2 m—...
7_
9—...
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3.2 Neprekidni razlomci

S obzirom da ¢inioci k = 1,3,5,7,... teze ka beskonadnosti, uslov 2) Teoreme
3.2.1, to jest
2| —m? <k-n—1,

vazi za sve k > ko (pri ¢emu kg zavisi od m i n).

Isti zakljuCak vazi i za funkciju arctany. Naime, ako je y racionalan broj,
onda x = arctany mora biti iracionalan, jer bi, u suprotnom y = tanz bio
iracionalan broj. Posebno, ako je y = 1, sledi da je m = 4 arctan 1 iracionalan
broj.

Moze se pokazati da za hiperboli¢ni tangens vazi

tanhx = a 5
x
3+ 3
5+ = 2
7+
9+...
Kako je €2* = (1 + tanhz)/(1 — tanhz), zakljuéuje se da je e” iracionalan

broj za racionalne brojeve x # 0. Takodje, In x je iracionalan broj za racionalne
brojeve = # 1.
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Glava 4

Dirichlet-ova teorema

U ovom predavanju se koristi Dirihleov princip, jedan od osnovnih principa
kombinatorike. Predmet kombinatorike je, grubo govoreli, prebrajanje svih
mogudlih rasporeda nekih objekata ili odredjivanje broja svih mogucih nacina
na koje se mogu izvrsiti izvesne aktivnosti. Prema tome, kombinatorne ideje i
postupci imaju izuzetan znacaj u matematici.

Smatra se da su poznati pojmovi injektivnog, sirjektivnog i bijektivnog pre-
slikavanja kao i pojam skupa. Podsetimo se, skup se opisuje nekim svojstvom
koje poseduju njegovi elementi: A = {x | P(x)}. Takodje smatra se da su
poznati pojmovi unije, preseka i razlike dva skupa. U slu¢aju A C X, kom-
plement skupa A u X, u oznaci A€ Cine elementi skupa X koji ne pripadaju
skupu A.

Neprazni skupovi A i B su ekvipotentni ako postoji bijektivno preslikavanje
izmedju njih. U tom slucaju se koristi oznaka A ~ B i lako se dokazuje da je
~ relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj pripada skup A je kardinalni
broj skupa A, u oznaci cardA.

Za konacne skupove, kardinalni broj se identifikuje/poistoveéuje sa brojem
elemenata tog skupa.

Neka skup A ima n elemenata, |A| = n, a skup B neka ima m elemenata,
|B| = m. Posmatramo funkciju f : A — B. Vazi:

a) f moze da bude injekcija ako i samo ako je n < m;



b) f moze da bude sirjekcija ako i samo ako je n > m.

Odavde sledi princip bijekcije: Dva neprazna skupa su iste kardinalnosti ako i
samo ako postoji bijekcija izmedju njih.

Poenta ovog principa je da je moguce utvrditi |A| = | B| bez odredjivanja
njihove kardinalnosti.

Kao primer primene principa bijekcije lako se dokazuje sledeée tvrdenje.

Teorema 4.0.2. Neka je A skup kardinalnosti n, to jest |A| = n i neka je
P(A) partitivni skup skupa A (skup kojeg Cine svi podskupovi skupa A). Tada
je card P(A) = |P(A)| =2™.

Dokaz. U dokazu se, osim principa bijekcije, koristi i pravilo proizvoda koje za
skupove A i B. Ako je |A| = n i |B| = m, onda pravilo (princip) proizvoda
glasi: broj razli¢itih nacina da se formira uredjeni par (a,b) tako da je a € A,
b € B, jednak je n - m, odnosno |A x B| =n-m. Ovo pravilo se jednostavno
prosiruje na konacan broj skupova konacéne kardinalnosti.

Dokazimo sada da je |P(A)] = 2" ako je |A| = n. Neka je A =
{ay,az,...,an}.

Posmatra se skup X uredjenih n—torki sastavljenih od cifara 0 i 1. S obzi-
rom da svaka komponenta moze da bude nula ili jedinica iz pravila proizvoda
sledi | X| = 2". U nastavku se definiSe bijekcija izmedju skupa X i P(A).

Neka je B C A i neka je f : P(A) — X definisana na slede¢i nacin:
f(B) = (a1,9,...,00) gde je ap = 1 ako a € B, a ap = 0 ako ax ¢ B,
k=1,2,...,n. Jasno, f je bijekcija ¢ime je tvrdjenje dokazano. O

Pretpostavimo sada da su A i B disjunktni. Princip ili pravilo zbira glasi:
broj razlicitih nacina da se iz unije disjunktnih skupova izabere jedan element
jednak je n + m, odnosno

ANB=0=|AUB|=n+m.

Cinjenica da iz |A| > |B| (za kona¢ne skupove A i B) sledi da ne postoji
injektivno preslikavanje iz skupa A u skup B se naziva Dirihleov princip. Popu-
larna formulacija ovog principa glasi: Ako je n + 1 golub smesten u n kaveza,
onda se u jednom od tih kaveza nalaze barem dva goluba.
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Poznato je da se svaki realan broj moze aproksimirati nekim racionalnim
brojem sa proizvoljnom preciznos¢u. Ovo svojstvo se ponekad naziva gustinom
skupa Q u skupu R.

U dokazu sledeceg tvrdjenja, Dirihleove teoreme o aproksimaciji, koristi se
Dirihleov princip.

Teorema 4.0.3. Neka je o proizvoljan iracionalan broj. Tada za svaki prirodan
broj n > 2 postojep € Z i ¢ € N, ¢ < n tako da vaZi:

1
lga — p| < —
n

Primetimo da teorema vazi i u sluaju da je a proizvoljan realan broj.

Dokaz. Podsetimo se definicije funkcije “najveéi ceo deo”: || : R — Z je
definisana sa x — |x| ako i samo ako je |z] <z < |z| + 1.

Dakle, za zadato o € R\ Q vazi a € (|, |« +1). Odavde sledi da, kada
jen=2zag=1ip=|a]ilip=|a]+1vaZi [a —p| < 1.

Neka je n > 3. Posmatrajmo skup

A:{0717a_p1)2a_p27"‘7(n_]-)a_pn—l}a
gde je py, = |ka|, k=1,2,...,n — 1. Dakle,
A={0,1} U{ka — |ka|, k=1,2,...,n—1}.

Primetimo da ka — | ka] nije racionalan broj ni za jedno k = 1,2,...,n—1.

o= (o) (2] (3] - 52

|z cardB = |B| =n, cardA = |A] =n—1,i A C [0,1], na osnovu Dirihleovog
principa sledi da preslikavanje koje svakom broju (elementu skupa A) dodeljuje
interval (element skupa B) kojem taj broj pripada nije injektivno. Drugim
reCima, postoji barem jedan element skupa B koji sadrzi barem dva elementa
skupa A.
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Ako je taj interval [0 75] i ako je jedan od tih elemenata jednak nuli, a drugi

ko — pg za neko k =1, 2, ...,n—1, onda tvrdjenje sledi za ¢ = k i za p = pg.
Ako je taj interval [™~ L] ako Je jedan od tih elemenata jednak jedinici,
a drugi kao — pi za neko k = 1,2 — 1, onda tvrdjenje sledi za ¢ = k i za

p=pr+1

U svim ostalim sluCajevima, u nekom od intervala, elemenata skupa B,
postoje barem dva broja oblika: ka—pg i la—p; zaneke k, 1 =1,2,... ,n—1,
pri Cemu je, na primer, 1 <k <l <n—1. Tada je

lla —p — (ko — pg)| = (I = k) — (o1 — pi)| < 1/,
pa tvrdjenje teoreme vazizag=1l—k<n—1ip=p; — pi. ]

Direktna posledica Dirihleove teoreme je da za proizvoljan iracionalan broj
a postoji racionalan broj p/q, p € Z i q € N, g < n tako da vazi:
1

o-Pj<
an

Iz ¢ € N, g < n, sledi:

Posledica 4.0.4. Neka je o proizvoljan iracionalan broj. Tada postoji racio-
nalan broj p/q tako da vazi:
1
’a—p‘ <. (4.1)
q q
Napomena 4.0.5. Na primer, za a = 7w i n = 150, sigurno postoji razlomak
p/q Ciji je imenilac ¢ manji od 150 i |7 — p/q| < 1/150q. U V veku je kineski
matematicar Zu Chongzhi aproksimirao m sa 355/113. Ovaj razlomak aprok-
simira broj T sa tacnoséu vecom od 1075. Primetimo da Dirihleova teorema
procenjuje ovu razliku sa

|m —355/113] < 1/16950 < 0,0000589971.

Sledeci razlomak koji preciznije aproksimira m je 52163 /16604, koji jos uvek
daje tacnost na 6 decimalnih mesta. Sedam decimalnih mesta broja m daje
86953/27678, a osam 102928/32763.
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Navedimo jos jednu posledicu Dirihleove teoreme.

Teorema 4.0.6. Neka je o proizvoljan iracionalan broj. Tada postoji besko-
nacno mnogo racionalnih brojeva p/q za koje vazi (4.1).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. To znadi da postoji konacno mnogo razlo-

maka 7;—:, k=1,2,...,m za koje vazi (4.1). Posto je « iracionalan, sledi da
je
‘a—pk >0, k=1,2,...,m,
dk
pa postoji indeks ko € {1,2,...,m} za koji je
'a—pk > ’a—pko =e>0, k=1,2,...,m.
dk Ak

Na osnovu posledice Arhimedovog principa® sledi da postoji ng € N tako da
vazi:
Pk
a— 2F
dk
Na osnovu Dirihleove teoreme za ovako izabran broj ng postoji racionalan broj

p/q, pE€Ziq€N,q<n, za koji vazi:

1
>e>—, k=1,2,...,m.
no

1 1
s <
q qno q
pa je % = % za neki indeks [ € {1,2,...,m}.
Ovo je kontradikcija sa izborom broja ng, jer iz q%o < nio sledi
1 1
’a ) P
a qno  To
Tvrdenje je dokazano. O

Napomena 4.0.7. Vazi i obratno tvrdjenje koje ovde necemo dokazivati, to
jest moZe se dokazati da je o iracionalan broj ako i samo ako postoji beskonacno
mnogo racionalnih brojeva p/q za koje vazi (4.1), videti [18].

!Podsetimo se, grupa (G, +, <) sa linearnim uredenjem < ima Arhimedovsko svojstvo ako
za svaka njena elementa z,y postoji n € N tako da je y < nx.
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Glava b

Teorema
Kantor-Sreder-Bernstajn

Podsetimo se, neprazni skupovi A i B su ekvipotentni ako postoji bijektivno
preslikavanje izmedju njih. U tom slucaju se koristi oznaka A ~ B i lako se
dokazuje da je ~ relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj pripada skup
A je kardinalni broj skupa A, u oznaci cardA.

Neka je cardA = n i cardB = m, n,m € N. Preslikavanje f : A — B
moze da bude injektivno ako i samo ako je n < m, a sirjektivno ako i samo ako
je n > m. Odavde sledi da, ako postoje injektivna preslikavanja f : A — B i
g: B — A, onda je n = m, pa postoji bijekcija izmedju A i B.

Ova ¢cinjenica nije ocigledna za skupove proizvoljne kardinalnosti. O tome
govori teorema Kantor - Sreder - Bernétajna. Teorema je dokazana u periodu
1887. - 1897. godine.!

Teorema 5.0.8. Dati su neprazni skupovi A i B. Ako postoji injektivno presli-
kavanje f : A — B i injektivno preslikavanje g : B — A, onda postoji bijekcija
izmedju skupova A i B.

!Istorijat ove teoreme se moze proditati na: http://en.wikipedia.org/wiki/Schréder-
Bernstein__theorem



Dokaz. Bez ogranicenja se pretpostavlja da je AN B = (). Skup slika preslika-
vanja f je f(A) C B, a skup slika preslikavanja g je g(B) C A.

Primetimo da iz A\ g(B) = () sledi da je g bijekcija, pa se tu dokaz zavrsava.
Sli¢no, iz B\ f(A) = 0 sledi da je f bijekcija. Stoga se pretpostavlja da vazi
A\ g(B) #0i B\ f(A) # 0.

Injektivnost preslikavanja f i g omogucava primenu tehnike koju nazivamo
“guraj-vuci®.

1. korak: “Guranje unapred"?

Svaki element a € A “guramo unapred” tako $to mu pridruzujemo jedin-
stveno odredjen niz {z,(a)} C AU B definisan sa:

z1(a) = a, xa(a) = f(a), x3(a) = g(f(a)), xa(a) = f(9(f(a))),- .

Primetimo da z,,(a) € A ako i samo ako je m neparan broj, a ,,(a) € B
ako i samo ako je m paran broj.

Svaki element niza {z,(a)} je sledbenik elementa a, izuzev xi(a) (ako je
z1(a) # xp(a), Vn > 1).

Takodje, ako je z,(a) € {zn(a)}, prethodnici elementa x,,(a) su ¢lanovi
niza zx(a), k=1,2,...,m —1,m.

Moze da se desi da je a = z,(a) za neki (neparan) prirodan broj m > 1, pa
je takav niz periodican i x1(a) = x,(a) je tako sledbenik elementa x,,_1(a).
Svaki element periodi¢nog niza se u njemu pojavljuje beskonacno mnogo puta,
pa je lista njegovih prethodnika beskonacna.

Na sli¢an nacin se i svaki element b € B “gura unapred” pomocu jedin-
stveno odredjenog niza {y,(b)} C AU B:

y1(b) = b, y2(b) = g(b), y3(b) = f(9(b)), ya(b) = g(f(9(b))),-- -

2. korak: U ovom koraku se svaki element skupa A U B “vude unazad"3
Neka je a proizvoljan element skupa A. Formira se jedinstvena lista prethodnika
elementa a € A na sledeéi nadin. Ako a € A\ g(B), on je jedini element te

2engl. push forward
3engl. pull back
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liste (i sam je svoj prethodnik). U suprotnom sluéaju, dobija se lista njegovih
prethodnika:

a, g'(a), 797 (@), g7 (fTH g (@) -,

koja moze biti konacna ili beskonacna.
Dakle, mogu¢ je tacno jedan od sledeca tri slucaja:

a) Lista prethodnika elementa a € A je konacna i poslednji element te liste
pripada skupu A.

b) Lista prethodnika elementa a € A je konacna i poslednji element te liste
pripada skupu B.

c) Lista prethodnika elementa a € A je beskonadna.

U slu¢aju a) to znadi da postoji @ € A i niz {z,(a)} tako da postoji
(neparan) broj m € N za koji vazi:

a=w1(a), f(a) = x2(a), g(f(a@)) = x3(a),
f(g(f(d))) - q:4(&), sy = xm(d)

i, pri tome, @ € A\ g(B). Kazemo jos$ da a vodi poreklo iz skupa A.
U slu¢aju b) to znadi da postoji b € B i niz {y,(b)} tako da postoji (paran)
broj m € N za koji vazi:

b=wy1(b), g(b) = y2(b), f(g(b)) = y3(b),

9(f(g(0))) = ya(b),..., a=ym(b)

i, pri tome, b € B\ f(A). Tada a vodi poreklo iz skupa B.
Na sli¢an nacin se formira lista prethodnika proizvoljnog elementa b € B,
a mogu¢ je tacno jedan od sledeca tri slucaja:

d) Lista prethodnika elementa b € B je konaéna i poslednji element te liste
pripada skupu B.
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e) Lista prethodnika elementa b € B je konacna i poslednji element te liste
pripada skupu A.

f) Lista prethodnika elementa b € B je beskona¢na.

U slu¢aju d) to znadi da postoji a € A i niz {xy,(a)} tako da postoji (paran)
broj m € N za koji vazi:

a=wi(a), fa) =w2(a), g(f(a)) = 3(a),

f(g(f(a)) = za(a),..., b=zm(a)
i, pri tome, a € A\ g(B). . )
U sluéaju e) to znaci da postoji b € B i niz {y,(b)} tako da postoji (nepa-
ran) broj m € N za koji vazi:

b=y1(b), 9(b) = y2(b), f(g(b)) = ys(b),

9(f(g(0))) = ya(b), ..., b= ym(b)

i, pri tome, b € B\ f(A).
3. korak: Uvodimo skupove A4, Ap, As, Ba, B, i Bso, pomocu pojma
sledbenika:

Ay = {ae A\ g(B)}U{a € A]a je sledbenik
nekog elementa skupa A\ g(B)},
Ap = {a € A]a je sledbenik nekog elementa skupa B\ f(A)},
A = A\(AaUAp),
B = {be B\ f(A)}U{be B|b je sledbenik
nekog elementa skupa B\ f(A)},

By = {be€ B|bjesledbenik nekog elementa skupa A\ g(B)},
Bow = B\ (BaUBp).
Vazi:

v a € Ay ako i samo ako vazi a) prethodnog koraka.
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v’ a € Ap ako i samo ako vazi b) prethodnog koraka.
v a € Ay ako i samo ako vazi c) prethodnog koraka.
v b € Bp ako i samo ako vazi d) prethodnog koraka.
v b € By ako i samo ako vazi €) prethodnog koraka.
v b € By ako i samo ako vazi f) prethodnog koraka.

Na ovaj nacin je izvrSena particija skupova A i B, to jest skup A je dis-
junktna unija skupova A4, A i Ax:

A=A, UAp U A,
a skup B je disjunktna unija skupova B4, Bp i B:
B = B4 U Bp U By.

4. korak: Podsetimo se, za preslikavanje f : A — B, restrikcija tog
preslikavanja na skup C' C A je preslikavanje f|c: C — By definisano sa
flc(e) = f(c) za svaki element ¢ € C.

Posmatramo restrikcije preslikavanja f na skupove A4 i A i preslikavanja
g~ ! na skup Ap.

Tvrdimo da su tako definisana preslikavanja bijekcije:

f‘AA3AA_>BA7 g_l‘AB:AB%BB, f|Aoo:Aoo_>Boo-

Najpre, f|a, : Aa — Ba je injektivno preslikavanje jer je f injektivno pre-
sliklavanje. Svaki element a € A4 vodi poreklo iz skupa A odakle sledi da f(a)
takodje vodi poreklo iz skupa A, odnosno f(a) € Ba. Dakle, preslikavanje je
dobro definisano i injektivno. Preostaje da se dokaze da je f|4, : Aa — Ba
sirjekcija.

Neka je b € B4. Na osnovu e) postoji @ € A\ g(B) tako da je b element
niza koji je nastao “guranjem unapred" elementa a. Prema tome, postojia € A
tako da je f(a) = b. Posto b vodi poreklo iz skupa A, to vazi i za a, odnosno
a € Ay, odakle sledi da je f|a, sirjekcija.
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Citaocu ostavljamo za vezbu da dokaZe da je f|a.. : Aoo — Bo dobro
definisano preslikavanje koje je bijekcija.

Posmatrajmo sada g~ ! |4, : Ap — Bp. Jasno, g~ ! je injektivno presli-
kavanje definisano na g(B). Ako a € Ap, to znaldi da je a barem jednom
“povucen unazad”, to jest Ap C g(B). Takodje, b € B za koje je g(b) =
vodi poreklo od istog elementa b € B od kojeg vodi poreklo i element a, odakle
sledi da je g~' |4, : Ap — Bp dobro definisano preslikavanje. Preostaje da se
dokaze da je to preslikavanje sirjektivno.

Neka b € Bp i neka je a € g(B) element skupa A za koji vazi g(b) = a,
to jest g~ '(a) = b. Posto b vodi poreklo iz skupa B, to vaZi i za a, odnosno
a € Ap.

5. korak: Na osnovu prethodnih razmatranja sledi da je funkcijah : A — B

definisana sa:
f(a), akoae€ Ay,

h(z) =<{ g '(a), akoac Ap,
f(a), akoa€ A,

bijekcija, ¢ime je teorema dokazana. O

Primer 5.0.9. NekaJeA (0,1) x (0,1) Cc R? j B = (0,1) C R. Jasno, g :
B — A definisano sa g(b) = (b,0) € (0,1) x (0,1) je injektivno preslikavanje.
Neka (z,y) € (0, 1) (0,1), i neka je jedinstveni decimalni zapis* tih
brojeva dat sa
= 0,2122232425%6 - .., Y = 0, y1923Y4Ys5Y6 - - - -
Preslikavanje f : (0,1) x (0,1) — (0,1) definisano sa
flzoy) = fO,z1m0m32425%6 - .. 5 0,y1Y2Y3Yay5Y6)

= 0,21y172Y203Y374Y4 - - .

Jje injektivno preslikavanje.
Na osnovu teoreme Kantor-Sreder-Bernstajn sledi

card((0,1) x (0,1)) = card(0,1).

*uz uobi¢ajenu intepretaciju brojeva koji se zavriavaju beskona¢nim nizom devetki
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Ovo znadi da postoji bijekcija izmedu duZi i kvadrata.

Primer 5.0.10. Neka je P(N) partitivni skup skupa N. Iz cardN = cardQ
sledi cardP(N) = cardP(Q), pa postoji bijekcija B : P(Q) — P(N).
Preslikavanje g : R — P(Q) dato sa

glx)={reQ | r<z}, zcR,

Jje injektivno, pa je i preslikavanje B o g(x) = B(g(x)) injektivno preslikavanje
izmedu R i P(N).
Neka je A C N, odnosno A € P(N). Preslikavanje
1 .
f(A) = z%—mn“ ER (f(A)=0,1 akoje A=0),
ne

Je injektivno preslikavanje iz P(N) u R.
Zaklju¢ak: skupovi R i P(N) su iste kardinalnosti, odnosno podskupova
skupa N ima neprebrojivo (kontinuum) mnogo.
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Glava 6

Kantorov skup

Na prethodnom predavanju je dokazano da je cardP(N) = cardR. Injek-
tivno preslikavanje iz P(N) u R koje se tom prilikom posmatralo je polazna
osnova za slede¢u primedbu.

Neka je X = {z = zixox3xs... | z; € {0,1}, j € N}. Dakle svaki
element iz X je jedan niz cifara iz skupa {0,1}.

Neka je A C N, odnosno A € P(N). Neka je x € X definisan na slede(i
nacin: x, =1 akon € A, az, =0 akon & A. Time se definiSe preslikavanje

f:PN)—= X, f(A)=uz1200374 - € X.

Lako se vidi da je f injektivno preslikavanje iz P(N) u X.
Sa druge strane, preslikavanje g : X — P(N) definisano sa

glx)=A={neN | z, =1}

je injektivno preslikavanje iz X u P(N).

Na osnovu teoreme Kantor-Sreder-Bernstajn sledi da je cardP(N) = cardX,
odnosno kardinalnost skupa svih nizova ¢iji su ¢lanovi nule i jedinice jednaka je
sa cardR, jer je cardP(N) = cardR. Ovu &injenicu ¢emo koristiti u nastavku.



6.1 Kantorov skup: ternarni zapis

U nastavku se najpre komentariSe decimalna i ternarna reprezentacija re-
alnih brojeva. Pri tome se koriste neka svojstva grani¢nih vrednosti brojnih
nizova.

U decimalnoj reprezentaciji realnog broja koristi se deset cifara,

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,

kako bi se zapisao bilo koji realni broj. Za takav zapis je neophodno utvrditi je-
dinstvenost reprezentacije, odnosno odgovoriti na pitanje da li svakom realnom
broju odgovara ta¢no jedan decimalni zapis i obratno. Tu, medutim, postoji
jedna iznimna situacija u slucaju racionalnih brojeva. Naime, decimalni zapis
racionalnog broja se, nakon decimalnog zareza, zavrsava ili konacnim nizom
brojeva (razli¢itih od nule) ili se nakon izvesnog decimalnog mesta jedna ili vise
cifara periodi¢no ponavljaju.

Radi jednostavnosti, posmatrace se brojevi jedini¢nog intervala [0, 1].

Najpre, svakom broju p/q, 0 < p < g, se dodeljuje niz cifara deljenjem
brojioca imeniocem:

p__. . _
5—p.q—0,$1x29§3x4...

Pri tome, ako je zapis konacan, onda se nakon poslednje cifre dopisuje bes-
kona¢no mnogo nula, pa se svaki racionalan broj iz intervala [0, 1) zapisuje sa

beskona¢nim nizom cifara.

Neka je % = 0, 21222374 . . . Tn_12,0000000, gde je x, # 0. Dokazimo

da je tada % = 0,212223%4 . . . Tn—1Yn9999999, gde 9 oznalava beskona¢no
mnogo devetki u nizu, i gde je ¥, # 9, Yy =z, — 1.

Za dokaz Ce se, radi jednostavnosti, posmatrati specijalni slucaj brojeva 0, 1
i 0,09, jer je opsti slu¢aj komplikovaniji za zapisivanje, a ideja dokaza je ista.
Treba, dakle dokazati da je [0,1—0,09| = 0. U tu svrhu formira se niz brojeva

0,09 , 0,099 , 0,0999 , 0,09999 ,...,
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6.1 Kantorov skup: ternarni zapis

odnosno z, = 0,09...9, n € N. Vazi: lim,_o 2, = 0,09. Kako je

n puta

0,1—2,]=0,0...01,
———

n puta
dobija se
lim 0,1 — 2| =0,0...01=0,
n—00 S——
n puta
pa je

0,1 0,09 = 0,1 — lim z,|= lim 0,1 —x,| =0,
n—oo n—oo

odnosno 0,1 i 0,09 su dve razli¢ite decimalne reprezentacije istog broja.

Prema tome, ako je neophodno koristiti jedinstvenost decimalne reprezen-
tacije, onda se precizira slede¢a konvencija (dogovor): ako se broj zavr3ava sa
beskona¢nim nizom devetki,

0, 21222324 - - . Tp—1Yrn9999999,
onda se umesto tog zapisa koristi zapis
0, T1X2X3T4 ... xn_lmnOOOOOOO.

Sli¢na situacija postoji i kod ternarnog zapisa kod kojeg se koriste cifre 0, 1
i 2 (ostaci pri deljenju brojem tri). Za brojeve iz intervala [0, 1] vazi

(0.)
T
0, T1X2X3T4 .. . Tpy—1Lpp, « .. — Z
3
k=1
n xk
= nEE&JEE:‘gﬁ’ x;, € {0,1,2}.
k=1
U takvom zapisu vazi:
0, Z122X3L4 - . . Tp—12,0000000 - - - = 0, 21222324 . . . Tp_1Yn22222222,

gdejemn#oa yn#z Yn = Tp — L.
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Odavde sledi da se svaki broj oblika
0,r1x27324 . . . £,,—110000000. . .
mozZe zapisati u obliku
0, L1223y . . . Tp—1022222222,
i obratno.

Primer 6.1.1. Odrediti decimalni zapis broja koji je u ternarnom zapisu dat sa
0,0202020202...
Kako je
- 2
0,0202020202... = Z o7
k=1
T2
= 2l g

. 1 1 1

1— 1
= 2 lim (9"1“ 1)
n—00 1_§

pa je traZeni decimalni zapis jednak 0, 25.
Primetimo i sledece:

iQ ii’)—l
2 2k
k:l3 k:13
1 1 1 1 1
= - — — JE _1n+17
3 9 27 81+ +(=1) 3”+
— i(_l)k—kll_l
3k 4




6.1 Kantorov skup: ternarni zapis

Na kraju, posmatraju se brojevi iz [0, 1] kod kojih postoji cifra 1 u ternarnom
zapisu. Pre svega, to su brojevi oblika 37", n € N:

= 0,1 =0,022222222,

= 0,01 = 0,0022222222,

L O W

Izlaganje nastavljamo diskusijom s obzirom na poziciju cifre 1 iza decimal-
nog zareza.

Kako je 2/3 = 0,2 u ternarnom zapisu, zakljuujemo da svi brojevi iz
intervala [1/3,2/3] imaju ternarni zapis oblika

0,lzoxsxgxs ..., xx€{0,1,2} k> 2.
Sli¢no, svi brojevi iz intervala [1/9,2/9] imaju ternarni zapis oblika
0,0lzox3x425 ..., x€{0,1,2} k> 2,
a svi brojevi iz intervala [7/9,8/9] imaju ternarni zapis oblika
0,21zoxsxgxs ..., xp € {0,1,2}, k> 2.

Ovim smo opisali sve brojeve koji u ternarnom zapisu imaju cifru 1 na prvom
ili na drugom mestu iza decimalnog zareza u ternarnom zapisu. Brojevi koji
u ternarnom zapisu imaju jedinicu na treéem mestu (ali ne na prvim niti na
drugom) su oblika

1/27,2/27),

0,001z4z576 . . . [
[7/27,8/27],
[
[

0,021$4$5$6...
19/27,20/27],
25/27,26/27],

0,201$4$5$6...

m M M Mm

0,221z4x576 . . .
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U nastavku se ispituje podskup skupa [0, 1] koji sadrzi one realne brojeve
koji u ternarnom zapisu nemaju cifru 1. Pri tome, se umesto

0,z17973 ... 211, x €{0,2}, k={1,2,...,n—1}

posmatra
0, 212223 . . . Tn_102222222.

Drugim re¢ima, brojevi 1/3,1/9,7/9,1/27,7/27,19/27,25/27 itd. se za-
pisuju samo koriS¢enjem cifara 0 i 2.

6.2 Kantorov skup: izbacivanje “srednjih trec¢ina*

Posmatra se jedini¢ni interval [0, 1] u skupu realnih brojeva. Kantorov skup
se definiSe kao skup brojeva jedini¢nog intervala koji u ternarnom zapisu nemaju
cifru 1 (uz dogovor kojim se jedinica kao poslednja cifra zamenjuje nulom iza
koje sledi beskonadni niz dvojki). Ovo je algebarska definicija Kantorovog
skupa.

Isti skup se moze definisati izdvajanjem “srednjih trec¢ina" na sledeéi nacin.

Neka je C; = [0,1]\(1/3,2/3) = [0,1/3]U[2/3, 1]. Dakle, C; se dobija kada
se iz jediniCnog intervala izbaci srednja tredina, odnosno, C; je komplement
otvorenog intervala (1/3,2/3) u odnosu na [0, 1].

U drugom koraku se izbacuju srednje tecine preostalih delova. Drugim
recima,

Co = €1\ ((1/9,2/9)U(7/9,8/9)) = [0,1/9]U[2/9,3/9]U[6/9,7/9] U[8/9, 1.

U tre¢em koraku se izbacuju srednje tecine preostalih delova. Drugim re-
¢ima,

Cs = Co\ ((1/27,2/27) U (7/27,8/27)) U (19/27,20/27) U (2527, 26/27)))
1 2 1 2 7 8 1
[0, ﬁ] U [Ea 5] U [§7 2*7] U [ﬁ7 g}
2 19 20 7 8 25 26
U[ga ﬁ] U [2*77 §] U [§7 2*7} U [ﬁ7 ].
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6.2 Kantorov skup: izbacivanje “srednjih treéina“

U svakom sledeéem koraku formira se novi skup C,41 koji izbacivanjem
srednjih treéina iz prethodno dobijenog skupa C,.

Kantorov skup C je presek ovako dobijenih skupova C,, n € N.

Jasno, C # 0 jer {0,1} C C. Takode, krajevi svih “srednjih treéina“
pripadaju skupu C.

U topoloskom smislu moze se reéi slede¢e.’ S obzirom da su skupovi koji
se izbacuju otvoreni i da je proizvoljna unija otvorenih skupova otvoren skup,
sledi da je C zatvoren skup. On dakle, sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja.

Po konstrukciji vazi 3% € C, k € N. Na osnovu prethodnog predavanja
sledi

2 L)) 1
IO

o %% ,
=3 nooo =3 4

pa, prema tome 1/4 € C.

Takode, po konstrukciji, skup C ne sadrZi nijedan interval. Na primer, skup
iracionalnih tacaka iz bilo kojeg intervala (a, b) je neprebrojiv skup koji ne sadrzi
nijedan interval.

Teorema 6.2.1. Kantorov skup C je neprebrojiv.

Dokaz. U dokazu se koristi Kantorov princip, jedno od fundamentalnih svoj-
stava skupa realnih brojeva.

Ideja dokaza je definisanje injektivnog preslikavanja iz C u skup X i obratno,
gde je X skup svih nizova cifara iz skupa {0, 1},

X ={x=ximoz3xs... | z; €{0,1}, j e N}

Neka ¢ € C. Tada c pripada svim skupovima C,, n € N, kojima se definise
skup C.

Dakle, ¢ € C; = [0,1/3] U [2/3,1]. Ako ¢ € [0,1/3] (“levom" intervalu)
onda mu u ovom koraku pridruzujemo cifru 0, a ako ¢ € [2/3,1] (“desnom"
intervalu), onda mu pridruzujemo cifru 1.

U sluéaju da ¢ € [0,1/3], pa mu je u prvom koraku pridruzena cifra 0, u
drugom koraku se posmatra deo skupa Cz u kojem se nalazi ¢. To moze da

1Ovde se smatra da je &italac upoznat sa osnovnim pojmovima topoloske strukture skupa
realnih brojeva. Videti, na primer [1].

49



bude [0,1/9] (“levi* interval) ili [2/9,1/3] (“desni* interval). U prvom sluaju
tacki ¢ se dodeljuje 00, a u drugom 01.

Ako je, medutim, ¢ € [2/3,1], onda mu se u drugom koraku pridruzuje 10
ako ¢ € [2/3,7/9], odnosno 11 ako ¢ € [8/9,1].

Na sli¢an nacin se postupa na slede¢em nivou, C3. Prethodno pozicioni-
ranje broja ¢ u neki od intervala duzine 1/9 odredeno je, na jedinstveni nacin
rasporedom dve cifre iz {0,1}. Za pozicioniranje broja ¢ u nekom intervalu
duzine 1/27 prethodnim ciframa se dodaje tre¢a cifra:

0 u slu¢aju da ¢ pripada “levom intervalu® duzine 1/27,

a 1 ako c pripada “desnom intervalu” duzine 1/27.

Nastavljajuéi ovaj postupak, definise se preslikavanje f : C — X, koje
svakom broju iz Kantorovog skupa dodeljuje jedinstveno odredeni niz z € X.
Po samoj konstrukciji sledi da je f injektivno preslikavanje. (Ako je ¢1 # ca,
onda postoji ng € N tako da je |c; — 2| > 1/3"0, pase f(c1) i f(c2) razlikuju
u cifri na no-toj poziciji.)

Neka je, sada, x = x1z9x324 - € X.

Ako je z; = 0, onda se posmatra [0,1/3], a ako je x; = 1, onda se
posmatra [1/3,2/3]. Zatim, ako je x2 = 0, onda se posmatra “leva” tre¢ina
odgovarajuceg podintervala duzine 1/9, a ako je 23 = 1, onda se posmatra
“desna" tre¢ina odgovarajuceg podintervala duzine 1/9. Time se svakom nizu
x € X dodeljuje jedinstveno odreden niz umetnutih intervala ¢ija duzina tezi
ka nuli. Na osnovu Kantorovog principa postoji jedinstveno odreden realan broj
¢ koji pripada svim tim intervalima. Taj broj, po konstrukciji pripada skupu C.
Ovim je definisano preslikavanje g : X — C, koje je injektivno.

Na osnovu teoreme Kantor-Sreder-Bernstajn sledi cardC = cardX, odno-
sno Kantorov skup je neprebrojiv. O

U ovom kursu se ne definiSe pojam mere i merljivog skupa, ali intuitivno
je jasno da je mera intervala [a,b] jednaka njegovoj duzini: b — a, kao i da
je mera disjunktnih skupova jednaka zbiru njihovih mera. Kantorov skup je
merljiv, sto neCemo dokazati, a mera svih uklonjenih intervala, to jest njihova
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6.2 Kantorov skup: izbacivanje “srednjih treéina“

ukupna duzina, je suma geometrijskog reda

3t 3 09 27 8l S 31-2 7

pa je Kantorov skup mere nula.?

U matematickoj analizi se kaze da neko svojstvo posmatranog skupa vazi
“skoro svuda" ako vazi za sve elemente tog skupa izuzev za elemente koji ine
skup mere nula.

Primer 6.2.2. Neka je funkcija f definisana na skupovu [0,1]\ C,, n € N, na
slede¢i nacin:

f(z) 1/2, xe[1/3,2/3],
flx) = 1/4, x€][1/9,2/9],
f(z) = 3/4, xe[7/9,8/9],
flx) = 1/8, = e[1/27,2/27),
f(z) = 3/8, zel7/27,8/21],
f(z) = 5/8, ze[19/27,20/27),
flz) = 7/8, x€[25/27,26/21),

MoZe se dokazati da je f sirjektivno preslikavanje iz [0,1] na [0, 1], koje je
neprekidna i monotono rastuéa funkcija. Stavise, f je diferencijabilna u svim
tackama skupa [0, 1]\ C, znaci skoro svuda je diferencijabilna na [0, 1]. U svim
tackama x € [0,1] \ C vazi f'(x) = 0.

U literaturi se funkcija f naziva davolje stepenice, jer je ona primer nepre-
kidne i monotone funkcije Ciji je prvi izvod skoro svuda jednak nuli.

Na kraju ove lekcije pokazujemo kako se Kantorov skup moZe zapisati
koris¢enjem prebrojivih unija, odnosno prebrojivih preseka nekih skupova.

20vo pokazuje razliku pojmova kardinalnosti i mere koji se koriste pri opisu veli¢ine skupa.
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Primetimo da se pri konstrukciji Kanstorovog skupa na svakom nivoun € N
odbacuje 3"~! srednja treéina (bez obzira $to su neki intervali ve¢ “izbaceni").
Naime,

Co = Ci\((1/9,2/9)U(4/9,5/9) U (7/9,8/9))
= G\ ((1/9,2/9) U (7/9,8/9)).

Uz malo koncentracije, moze se zakljuciti da je C,, komplement skupa

(1/3™,2/3™)U(4/3",5/3")U(7/3",8/3")U---U((3" —2)/3", (3" —1)/3")
— U (B3R +1)/3", (3k +2)/3")

u odnosu na C,—1, n > 2.
Konaéno, C je komplement unije skupova

U, N3k +1)/3", (3k +2)/3"), neN,

pa ako se za takvu uniju uvede oznaka (J,,cyy dobija se

C=10,1]\ (U U, TN Bk +1)/3", 3k + 2)/3")) .

neN

Sa druge strane, Kantorov skup je i presek familije skupova C,, n € N, pa
bi trebalo da vazi

3~ -1 3k+17 [3k+2
(oo [F5)-
1 3 3

Moze se primetiti da ovaj prelaz sa prebrojivih unija na prebrojive preseke
preko komplementa predstavlja uopstenje de Morganovih zakona za konacne
preseke i unije. Kantorov skup je, prema tome, primer koji motiviSe potrebu za
preciznim definisanjem preseka i unije indeksiranih familija skupova i izvodenje
odgovarajuéih skupovnih jednakosti u tom kontekstu.
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Glava 7

Skupovi i kvantifikatori

U predavanju se posmatraju operacije nad skupovima. Konacni cilj preda-
vanja je definicija pojma grani¢ne vrednosti indeksirane familije skupova, sto
¢e biti tema narednog predavanja. Da bi se do cilja stiglo, najpre se navode
operacije nad konacnim kolekcijama skupova i osnove kvantifikatorskog racuna.

Na ovom mestu se ne¢emo zadrzavati na pojmu iskaza, formula i operacija
sa njima, sa Cime su se studenti upoznali na kursu iz osnova matematicke
logike i iskaznog raduna. Pretpostavlja se da su poznate oznake -, A, V, =, &
i odgovarajuce tablice istinitosnih vrednosti.

Takode, netemo se upustati u raspravu u vezi definicije pojma skupa. U
pojednostavljenom smislu, smatrae se da je skup odreden ako je poznat kri-
terijum po kojem je moguce utvrditi da li mu neki element pripada ili ne.

Da je a element skupa A oznalava se sa a € A. Takodje, a € A je
negacija iskaza a € A i znadi da a nije element skupa A, to jest da mu ne
pripada. Dakle,

(ag A) <= —(a € A).

Skup se moze zadati nabrajenjem elemenata, na primer, A = {1,2,3} je
skup Ciji su elementi 1,2 i 3, ili navodjenjem svojstva koje elementi ispunjavaju:

A={zxeN: 1<z <3}

Element skupa moze da bude skup, na primer, B = {1,2,{1}} je skup d&iji



element je skup {1}. Prazan skup, (), je skup koji nema elemenata, a skup
koji sadrZi tac¢no jedan element se naziva singlton. Skup je konacan ako sa-
drzi kona¢no mnogo elemenata, a beskonacan ako sadrzi beskona¢no mnogo
elemenata.

Operacije sa skupovima se definisu na uobicajen nacin: A C B ako svaki
element skupa A pripada skupu B; A = B ako i samo ako je A C Bi B C A.
Razliku skupova A \ B ¢ine elementi koji pripadaju skupu A i ne pripadaju
skupu B.

Presek skupova A i B, AN B je skup Ciji elementi su elementi koji pripadaju
skupu A i skupu B, a unija skupova A i B, AU B je skup ciji elementi su
elementi koji pripadaju skupu A ili skupu B. Skupovi A i B su disjunktni ako
im je presek prazan skup.

Ako su skupovi koji se posmatraju podskupovi nekog skupa U, onda je
komplement skupa A u odnosu na skup U, A€ skup U \ A.

Skupovi, podskupovi nekog skupa U, sa unijom, presekom i razlikom cine
Bulovu algebru. Na ovom mestu se ne navodi definicija Bulove algebre, koja je
definisana 1854. godine u knjizi Dzordza Bula An Investigation of the Laws of
Thought. Napominjemo samo da se uslovi Bulove algebre odnose na minimalni,
maksimalni element, identitet, komutativnost, asocijativnost, distributivnost,
particiju i de Morganove zakone koji u ovom kontekstu glase:

U\(AUB)=U\ANU\B i U\(ANB)=U\AUU\ B.

Simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci AAB je unija skupova A\ B
i B\ A:
AAB=A\BUB\ A.
Primer 7.0.3. Citaocu se za veZbu ostavlja da pokaZe da je operacija si-

metri¢ne razlike A\ : (A, B) — AAB komutativna i asocijativna. Takodje,
dokazati da vazi:

a) ako je A C U onda je AND) = A, ANU = A¢, ANA =).

b) (AAB)¢ = A°AB, A°AB® = AAB, za proizvoljne skupove A i B.
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¢) "nejednakost trougla":
ANC Cc AABU BAC,

za proizvoljne skupove A, B i C. Pronaéi primer skupova A, B i C koji
pokazuje da ova inkluzija moZe da bude striktna.

Primer 7.0.4. Dokazati sledele relacije koje pokazuju odnos operacije /\ sa
presekom i unijom:

(AAB)NC =(ANC)A(BNC), (AAB)UC =(AUC)A(BNCY).

Dokaz druge relacije: Ispisacemo levu i desnu stranu jednakosti, a zatim
¢emo ih uporediti.
Leva strana jednakosti je:
x€(AAB)UC < z€((A\B)U(B\A)UCQO)
< (reAN-zxzeB)V(reBA-zxze€A)Vaeel)

Desna strana jednakosti je: x € (AU C)A(B N C¢)

& (e AUC)AN(x g BNC))V((xe BNC)N (z € AUC))
& (reAvezeC)A~(zeBA-(zelC)V(ce BN C)N-(xe AVvee())
& (reAVzeC)AN(zeBVzelO)V(ezeBANaxelCAnxzeAN-xe())
U nastavku se koristi (pV q) \(pVr) < pV (qAr) (distributivnost disjunkcije
u odnosu na konjunkciju) i zakon idempotencije za konjunkciju p A p < p, pa
vazi:
€ (AUC)A(BNCY)
& (reAN—-zxzeB)VzeC)V(reBANxzeAN-ze(C))
& ((zreAN-zxzeB)vzeO)V((xe BNz € AN (—x e C)),

Sada se ponovo koristi distributivnost disjunkcije u odnosu na konjunkciju,
odakle sledi da je x € (AU C)A(B N C€) ekvivalentno sa:

(((x € AN~z € B)va € C)V(z € BA—x € A)A(((x € AA—x € B)Vz € C)V(—x € C)).

55



Kako je x € C'V —x € C taclan iskaz, sledi da je i iskaz
(xe AN—zeB)VeeCV-zel

takodje tacan, pa je konjunkcija nekog iskaza i tacnog iskaza ekvivalentna
istinitosnoj vrednosti tog iskaza, odnosno,

(((x € AN~z € B)Vx € C)V(z € BA—z € A))A((z € AN~z € B)Vz € CV—x € O)

& ((reAN—-axeB)VeeCV(reBA-zeA))
& (xeAN—-zeB)V(xeBANzxze€A)Veel
& x € (AAB)UC,

¢ime je tvrdenje dokazano.

Operacije nad skupovima se na prirodan nacin proSiruju na kona¢no mnogo
skupova. Tako, na primer

reANAnN---NA, <& xe€A; zasvakiindeks j € {1,2,...,n},

x € AjUAU---UA,, < x € Aj za neki (barem jedan) indeks j € {1,2,...,n}.

Kako bi se operacije nad skupovima prosirile na proizvoljne familije skupova,
neophodno je uvesti pojam kvantifikatora. To je tema narednog poglavlja.

7.1 Kvantifikatori

Kao sto je navedeno, uvodenjem kvantifikatora omogucava se ispitivanje
beskonacnog broja iskaza.

Svaka promenljiva veli¢ina (varijabla) u matemati¢kim tvrdnjama ima odgo-
varajuci kvantifikator, eksplicitno ili implicitno naveden. Pri tome, promenljive
veli¢ine uzimaju vrednosti iz nekog unapred odredenog skupa U.

Postoje dva tipa kvantifikatora: univerzalni koji se oznacava sa V (Cita se:
svaki ili za sve) i egzistencijalni koji se oznalava sa 3 (Cita se: postoji). Neka
je U skup i P(x) formula. Formula (Vz € U)(P(x)) je skraceni zapis iskaza:
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7.1 Kvantifikatori

za svaki element x € U iskaz P(x) je tacan.

Tako je, na primer, formula (Vo € N)(z > 1) skraceni zapis Cinjenice da je
svaki prirodan broj veéi od ili jednak sa 1.
Sli¢éno, formula (3z € U)(P(x)) je skraeni zapis iskaza:

postoji element x € U za koji je iskaz P(x) tacan.

Prema tome, formula (3z € N)(z < 1) je skraceni zapis iskaza: “postoji
prirodan broj manji od ili jednak sa 1"
Cesto se koristi i oznaka J; za skradeni zapis iskaza

postoji tacno jedan element x € U za koji je iskaz P(x) tacan.

Na primer, formula (3;z € N)(x = 1) je skraceni zapis Cinjenice da postoji
tac¢no jedan prirodan broj koji je jednak sa 1.

Negacija (univerzalnog) tvrdjenja (Vz € U)(P(z)) je (egzistencijalno) tvr-
djenje (3z € U)—~(P(x)) gde je =(P(x)) negacija iskaza P(z). Dakle, iskaz

-(Vz € U)(P(z))

je istinit ako postoji kontraprimer, element y € U, za koji je istinita negacija
iskaza P(x). Sli¢no,

negacija tvrdjenja (3x € U)(P(x)) je tvrdjenje (Vz € U)—(P(x)).

Da parafraziramo: pri komutiranju negacije i kvantifikatora, menja se tip kvan-
tifikatora.

Cesto se u iskazima pojavljuje vide kvantifikatora i u tom slu¢aju neophodno
je razumeti smisao iskaza u zavisnosti od redosleda kvantifikatora. Posebno
treba imati u vidu da, u opstem slucaju, komutiraju samo kvantifikatori istog
tipa. Na primer, iskaz

VzeN)(Vye N)(z+y=y+2)
je ekvivalentan iskazu

MyeN)(VxreN)(z+y=y+z)
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kao i
(FzeN)(FyeN)(z+y=2)<—= (FyeN)(FreN)(z+y=2).

Situacija je drukdija u slucaju da u iskazu figurise vise kvantifikatora razli¢itog
tipa. Na primer, iskazi Svaka osoba ima majku i Postoji majka svih osoba
ocevidno nisu ekvivalentni. Ako je U skup ljudi, a M(x,y) oznadava iskaz "y
je majka od z", skradeni zapisi iskaza iz prethodne recenice su, respektivno,

Ve eU)Fy e U)(M(z,y)) i (FyeU)NVzelU)(M(z,y)).

Sa jedne strane, iskaz postoji y € U tako da za sve x € U vazZi P(x,y),
znadi da postoji vrednost promenljive y € U za koju je iskaz P(x,y) istinit,
bez obzira na vrednost promenljive x € U. Pri tome,

(JyeU)Ve e U)P(z,y) = (Ve € U)(Ty € U)P(x,y).

Na primer, ako je U skup prirodnih brojeva i P(z,y) oznaka za iskaz y < «z,
prethodna implikacija znaci da, ako postoji prirodan broj manji ili jednak od
svakog prirodnog broja onda za svaki prirodan broj postoji neki prirodan broj
koji je od njega manji ili jednak.

Sa druge strane, iskaz za sve x € U postoji y € U tako da vazi P(z,y)
znadi da iskaz P(x,y) moze biti istinit ako promenljiva y € U uzima pogodno
izabranu vrednost u zavisnosti od proizvoljne unapred zadate vrednosti promen-
ljive z € U. U tom sluéaju, postoji funkcija f : U — U takva da je P(z, f(x))
istinit iskaz.

Do sada smo posmatrali kvantifikatore koji uzimaju vrednost iz unapred
poznatog skupa U. Takvi kvantifikatori se nazivaju ograniceni ili vezani kvan-
tifikatori. Postoje i formule sa kvantifikatorima V, Jz koje su tacne bez obzira
koji univerzalni skup je skup vrednosti promenljive x. Takve formule se nazivaju
valjane formule.r Na primer, formula

(Va)(vy) Pz, y) <= (Vy) (V) P(z,y)

je valjana formula.

lengl. universaly valid formulas
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7.1 Kvantifikatori

U slededoj tabeli navodimo istinitost iskaza P(z,y) u zavisnosti od redo-
sleda kvantifikatora.

iskaz tacan je ... netacan je ...
(Vz)(Vy)P(x,y) | kada je P(z,y) tadan kada postoji par x,y
(Vy)(Vz)P(x,y) | za svaki izbor x,y za koji je P(x,y) netacan.
(Vx)(Jy)P(x,y) | kada za svaki = postoji y kada postoji = za koji je
za koje je P(x,y) tacan P(z,y) netalan za sve y
(3x)(Vy)P(x,y) | kada postoji neki x za koji je | kada za svaki = postoji y
P(x,y) taan za sve y za koje je P(z,y) netacan
(3z)(3y)P(x,y) | kada postoji par z,y kada je P(x,y) netacan
(Jy)(3x)P(x,y) | za koji je P(z,y) tadan za svaki izbor z,y

U nastavku se navodi primer negacije iskaza u kojem figuriSu dva kvantifi-
katora.

Podsetimo se Goldbahove hipoteze:

Svaki paran prirodan broj veci od 2 jednak je zbiru dva prosta broja.

Ako sa E oznaclimo skup parnih brojeva veéih od 2, a sa P skup prostih
brojeva, Goldbahova hipoteza glasi:

zasvako z € E postoji pe P ipostoji g€ P takodaje x=p-+gq.

S obzirom da kvantifikatori istog tipa komutiraju, prethodni iskaz je ekvivalen-
tan sa:

zasvako z € F postoje p,q € P takodaje z=p+gq.

Da bismo istakli zavisnost promenljivih p i ¢ od izbora elementa x € E, mozemo
re¢i da za svako x € E postoje funkcije p(x) i g(x) iz E u P tako da vazi
v = p() + q(a).

Kako glasi negacija Goldbahove hipoteze? Polazimo od negacije celog is-
kaza:
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— (za svako x € E postoje p,q € P tako da je z = p+q)
<= postoji x € E — (postoje p,q € P tako da je x = p + q)
<= postoji x € E tako da za svaki izbor p,qg € P = (z = p + q)

< (Fz € E)(Vp,q € P)(x #p+q).

Negacija Goldbahove hipoteze dakle tvrdi da postoji kontraprimer: paran
broj x vedi od 2 koji nije zbir dva prosta broja.

Negacija iskaza sa nizom kvantifikatora se svodi na promenu tipa svakog
kvantifikatora ne menjajuéi njihov redosled i negaciju iskaza koji sledi nakon
niza kvantifikatora.

Do danas Goldbahova hipoteza nije dokazana niti opovrgnuta. Matemati-
Cari su resavali i nesto slabija tvrdjenja, kao Sto je, na primer:

Goldbahova hipoteza ima najvise konacno mnogo kontraprimera.

Za vezbu ¢emo napisati ovo tvrdjenje koristeéi kvantifikatore, a zatim ¢emo
negirati dobijeni iskaz.

Znaci, postoji prirodan broj n (n € N) takav da za svako = € E postoje
p,q € P tako da je z < n ili x = p+ gq. U ovoj verziji smo najpre naveli sve
kvantifikatore.

Druga verzija glasi: postoji n € N takav da za svako x € FE ako je x > n
onda postoje p,q € P tako daje x = p+q.

Treca verzija je: postoji n € N takav da za svako x € E,,, gde je E,, skup
prirodnih brojeva vecih od n, postoje p,q € P tako da je x =p +g.

Kako bi mogla da glasi negacija reCenice Goldbahova hipoteza ima najvise
konacno mnogo kontraprimera? Ovde se koristi prva verzija. Negacija glasi: za
sve n € N postoji x € F tako da zasve p,q € Pvazix >nix # p+q. Ovaj
iskaz kazuje da postoji kontraprimer koji je veéi od bilo kojeg unapred zadatog
broja n. (Koristili smo De-Morganove zakone.)

Primer 7.1.1. (tvrdjenje sa Cetiri uzastopna kvantifikatora) Napisati simbolima
sledece tvrdenje:

Za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj m takav da za svaki x € N
postoje prirodni brojevi ay,as, ..., an tako da vazi: x =a} +ay +--- +ap,.
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7.2 Istorijski komentar: slaba Goldbahova hipoteza

Ovaj problem je poznat kao Waringov problem? i govori da za svakin € N
postoji m(n) € N tako da je svaki prirodan broj jednak sumi od m(n) n—tih
stepena nekih brojeva.

Negacija Waringovog problema glasi: Postoji n € N takav da za svaki
m € N postoji x € N takav da za sve prirodne brojeve ay,as,...,ay vaZi
x #al +ay +---+ay,. Napisati simbolima ovo tvrdenje.

Primer 7.1.2. (tri promenljive i dva iskaza) Koristeci kvantifikatore napisa-
¢emo matematickim simbolima iskaz: Ne postoji putnik koji je leteo nekom
avio-linijom svake avio-kompanije. U ovom primeru postoje tri promenljive:
x koja oznacava putnika, y koja oznacava avio-liniju i z koja oznacava avio-
kompaniju. Neka iskaz P(x,y) oznacava da je putnik x koristio avio-liniju y, a
iskaz Q(y, z) da avio-liniju y nudi avio-kompanija z. Matematicka formulacija
navedenog iskaza glasi:

=(32)(V2)(By) (P(z,y) A Qy, 2))-

Koriste¢i De Morganove zakone “pomeriti” negaciju do iskaza P i Q), a
zatim formulu opisati “obicnim" jezikom.

7.2 Istorijski komentar: slaba Goldbahova hipoteza

Na margini pisma koje je poslao Leonhardu Euler-u 7. juna 1742. godine,
Christian Goldbach je pretostavio da se svaki broj ve¢i od 2 moze predstaviti
kao zbir tri prosta broja: "aggregatum trium numerorum primarum". Pismo
je, inace, napisano na neobi¢noj mesavini nemackog i latinskog jezika.

Ova pretpostavka je postala poznata kao Goldbahova hipoteza, a u me-
duvremenu je podeljena na jaku Goldbahovu hipotezu po kojoj se svaki paran
broj veéi od 4 moze napisati kao zbir dva prosta broja i na slabu Goldbahovu
hipotezu po kojoj se svaki neparan broj ve¢i od 5 moze napisati kao zbir tri
prosta broja.

2Postavljen je 1770. godine od strane engleskog matemati¢ara Edward-a Waring-a. Iste
godine Lagranz je dokazao da je svaki prirodan broj (ukljuujuéi i nulu) jednak sumi 4 potpuna
kvadrata prirodnih brojeva. Pozitivan odgovor na Waringop problem dao je David Hilbert
1909. godine.
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Jaka Goldbahova hipoteza implicira slabu jer, ako je broj veéi od 5, kada
oduzmemo 3 dobi¢emo paran broj koji se, po jakoj hipotezi, moze predstaviti
kao zbir dva prosta broja, pa dodavanjem broja 3 dobija se tvrdjenje slabe
Goldbahove hipoteze.

Sa druge strane, slaba Goldbahova hipoteza ne implicira jaku, jer nije izve-
sno da ¢e se oduzimanjem jednog prostog broja u reprezentaciji slabe hipoteze
mogu dobiti svi parni brojevi.

Ipak iz slabe Goldbahove hipoteze sledi da se parni brojevi mogu napisati
kao zbir ne viSe od 4 prosta broja. Pa tako, ako je slaba Goldbahova hipoteza
tacna, dobija se poboljSanje rezultata Olivier Ramaré-a iz 1995. godine, koji
je dokazao da se svaki paran broj moze predstaviti kao zbir najvise 6 prostih
brojeva. Terence Tao, jedan od najznacajnijih savremenih matematicara, do-
kazao je 2012. godine da je svaki broj razloziv na zbir najvise 5 prostih brojeva.
Spomenimo i rezultat Lev Genrikhovich Shnirelman-a iz 1930. godine da se
svaki prirodan broj moze napisati kao zbir ne viSe od 20 prostih brojeva.

Evo nekih primera: 6 =3+3,8=3+45,10=34+7=5+5,14 =3+11 =
T+7,

16=3+13=5411,36=5+4+31=7+29=13+4+23 =17+ 19,

38=74+31=194+19,46=3+43=54+41 =17+ 29 = 23 + 23,

54 =T7T4+47=114+43=13+41=17+37=23+ 31, kao i

389965026819938 = 5569 + 389965026814369 (ovde ne postoji razlaganje
prostim sabircima koji su manji od 5 569),

9=3+3+3,11=34+3+5,13=34+34+7=3+5+5,

15=34+5+7=0+5+5,17T=3+3+11=34+7+7=0+5+7...

Ruski matematicar Ivan Vinogradov je dokazao da slaba Goldbahova hipo-
teza vazi za sve brojeve veée od nekog broja N, to jest da postoji konacno
mnogo brojeva za koje je potrebno proveriti da li ta hipoteza vazi. U tu svrhu
koristio je metodu kruznice.3 Vinogradov je procenio da je broj N reda veli¢ine
106846168 ~ 3 2002. godine nova procena je bila 101346, U poslednjih nekoliko
godina smanjena je na 10'%0, $to je prakti¢no neproverljivo. Slikovito receno

3engl. circle method koja se naziva i Hardi-Litlvud-Vinogradova metoda kruznice, a kojom
se pitanja o nekom skupu brojeva mogu preformulisati u pitanja o integralima nad kruznicama
u kompleksnoj ravni.
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7.2 Istorijski komentar: slaba Goldbahova hipoteza

10 je broj veéi od proizvoda broja svih subatomskih Cestica u Kosmosu i
broja sekundi proteklih od nastanka Kosmosa.

Peruanski matematic¢ar Harald Andrés Helfgott je 13. maja 2013. godine
na internet postavio naucni rad od 133 stranice u kojem tvrdi da je dokazao
slabu Goldbahovu hipotezu. On je uspeo da pomeri granicu brojeva za koje
je potrebna provera hipoteze na 103°, $to je bilo moguée proveriti uz pomo¢
racunara. Taj posao je uradio Helfgott-ov saradnik David Platt. Na tu temu,
Helfgott je u avgustu 2014. godine odrzao predavanje po pozivu na svetskom
kongresu matematicara u Seulu, Koreja. U trenutku pisanja ovog predavanja u
toku je priprema zavrsne verzije knjige “The ternary Goldbach problem" koju
Ce objaviti Princeton University Press u prestiznoj seriji Annals of Mathematics
Studies.

Napomenimo da je slaba Goldbahova hipoteza posledica Rimanove hipo-
teze, koja se smatra najve¢im neresenim matematickim problemom.
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Glava 8

Indeksirane familije skupova

Cesto je neophodno posmatrati indeksiranu familiju skupova, U, a € A.
To je funkcija koja svakom indeksu, elementu skupa A, dodeljuje neki skup.
Na primer,
Uy = {a}, a € {1,2},
Uy ={a, —a}, aeN,
Uy={a+r : 0<r<1}, aeN.

U ovom predavanju se proucavaju svojstva operacija nad indeksiranim fa-
milijama skupova.

Operacije preseka i unije se na prirodan nacin generalizuju sa konacnog
broja skupova na indeksirane familije skupova:

ﬂ Uy ={z : Vae€A)(xecU,)},
a€cA

U Uy={z : BacA)(xeclU,)}.
acA
Na primer, neka o € A ={1,2,3} inekajeU, = {f €N : g < a}. Tada
je indeksirana familija u stvari konacna familija. Za veZbu napisati skupove
U, navodjenjem elemenata, a zatim odrediti: {Uy : a € A}, NpcaUa i

UaeA Ua-



Primer 8.0.1. Koristeci definiciju i valjane formule kvantifikatorskog racuna
dokazati distributivne zakone u slucaju indeksiranih familija skupova:

(UaeAUa) NB= Uaeca (Ua N B) )

(mOAGAUa) UB = ﬁaeA (Ua U B) .

U slede¢im zadacima se ilustruju slozenije operacije sa indeksiranim famili-
jama skupova. U dokazima se koriste sledee valjane formule:

(1) (V2)(A(z) A B(x)) <= (Vx)(A(2)) A (Vo) (B(2))
(2) (B2)(A(z) V B(z)) <= (3r)(A(z)) vV (3z)(B(z))
3) (Vz)(A(x)) v (V2)(B(z)) = (V)((A(z) V B(z))
(4)  (Fz)(A(z) A B(x)) = (3r)(A(x)) A (Bz)(B(x)).

Obratni smerovi u (3) i (4) nisu uvek taéni. Na primer, iskaz “Svaki prirodan
broj je paran ili neparan” je tacan, a iskazi “Svaki prirodan broj je paran® i
“Svaki prirodan broj je neparan” nisu tacni, pa nije tacna ni njihova disjunkcija.
Drugim recima, formula

(V2)((A(z) V B(x)) = ((V2)(A(z)) V (v2)(B(z)))

nije valjana formula.
Bitno je uoditi da su formule (3) i (4) kontrapozicije jedna drugoj.

1. Dokazati de Morganove zakone u sluéaju indeksirane familije skupova:
(UaeAUa)c = maEAUocu

(maGAUa)c = UaGAUsm

pri ¢emu vazi: (Voo € A)(Uy C U), pa je U = U \ U,. Dakle, de
Morganovi zakoni se mogu zapisati i na sledeéi nacin:

U \ UacaUaq = maGA(U \ Ua) i U \ NacaUa = UaGA(U \ UO!)'
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Dokaz prve jednakosti:

T € (UpealUy)¢ 2 €UANT & UpecaUy,
xe€UN-(Ta€ A)(xeU,)
reUNNaeA)(x ¢ Uy)
Vae A)(zxeUNx & Uy,)
(Va € A)(x e U\ Uy,)

T € ﬁaeAUg.

SR

2. Za indeksirane familije skupova vazi uopstenje svojstva distributivnosti:
(UaeaUa) N (UgeBV3) = Uaca ger (Ua NV3),

(maeAUa) ) (mﬂEBVB) = ﬂaeA,,BeB (Ua U VB) y

gde je Upea geB = UacaUgeB 1 NacageB = Naca NgeB -

Dokaz prve jednakosti:

z € (UaeaUa) N (UpepVp) & (Bae A)(xeU,) A (3B € B)(z € V)
& (JaeA)(3BeB)(reUy Nz eVp)
& (GaeA)(IBeB)(xreUs,NVp)

< T € UycApeB (UaﬂVB).

Napomena: Treba obratiti paznju na to da, bez ozira Sto su skupovi
indeksa jednaki, na primer A = B = N, prethodne relacije ne impliciraju
(UHENUn) N (UnENVn) = UnpeN (Un N Vn) )

nego

(UnENUn)m(UHENVn) = (URENUn)m(UmENVm) = UnGNUmEN(Un N Vm) .
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3. Pokazati da sledece inkluzije mogu da budu striktne:
UaeN (Ua N Va) C U(a,,B)eN2 (Ua N Vg) s
m(aaﬁ)ENQ (Ua U Vﬁ) C NaeN (Ua U Va) .

Za dokaz je dovoljno posmatrati konacan skup indeksa {1,2} i skupove
Uy ={1,2}, Uy ={3,4}, V1 = {1,3} i Vo = {2,4}.
4. Pokazati da je NpenUy, = Uy \ Upen(Ur \ Up).

Dokaz. (=) Ako x € NpenU,, onda x € Uy, pa preostaje da se pokaze
da z & Upen(Uy \ Uy,). Dokaz izvodimo kontradikcijom. Pretpostavimo
x € Upen(Ui \ Up). Tada 3ng € N tako da vazi x € Uy Az & Upy,.
Odavde sledi da = & U,,, pa prema tome = & NypenUy, Sto je kontradik-
cija.

(<) Neka z € Uy \ Upen(Ui \ Uy), dakle x € Uy Az & Upen(Ur \ Up).
Dalje,

z & Unen(Ur \ Un) (2 € Unen(Ur \ Un))

—(In e N)(z € (U1 \ Uy))
(VneN)=(x e Ui ANz & U,))
(VneN)(x g U Ve el,))
x €UV (YneN)(zeU,)

(Vn e N)(x € Up) & x € NypenUn,

Tt oY

jer je x & Uy netadan iskaz i (L V p) < p.

5. Familija skupova indeksirana nizom prirodnih brojeva, naziva se niz. Niz
skupova U,,, n € N, je monotono opadajuéi niz skupova ako je U, D
Un+1,n € N. Ako je U, C Up41, n € N onda se niz skupova U, n € N
naziva monotono rastuéi niz skupova.

Ako su Uy, i V,, monotono opadajuéi nizovi skupova onda vazi

mnGN(Un U Vn) = (mnENUn) U (mnENVn) .
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Dokaz. (<) Kako je
(NpenUn) U (NpenVa) = (n,m)enz (Up U V) C Npen (Up U VL),

ovaj smer sledi iz prethodnih razmatranja i u njemu se ne koristi uslov
monotonosti.

(=) Neka vazi x € Npen(Up U V). Pretpostavimo da & & NyenUy, i
dokazimo da tada mora da vazi € NpenVi.

Dakle, Ing € N takav da vazi = ¢ U,,. |z monotonosti niza {U,} sledi
da tada (Vm € N) (m > ng) (z € Up,).

Nastavak dokaza izvodimo kontradikcijom. Ako dmy € N takav da
x & Vg, onda (Ym € N) (m > myg) (x & Viy).

Moguca su dva slucaja: ng > myg ili mg > ng. U prvom slucaju, = ¢
UnoU Vi, audrugom x & Up,, UV,y,,. Prema tome, z € Nypen(U, UV,),
sto je u kontradikciji sa uslovom zadatka.

Zakljuujemo da, ako = € Nuen(U, U V,) i ako x & NpenU, onda
T € NpenVy, Cime je tvrdjenje dokazano.

Primer 8.0.2. Dokazati da za simetricnu razliku i indeksirane familije skupova
vazi:

(UaeAUa) A (U,BEBV,B) C anEA,BEB (UaAV,B) 5

ﬁaeA,BEB (UaAVB) - (maeAUoz) A (UBGBVB) s

(ﬂcxeAUa) A (ﬁﬁerﬁ) C UacAa,geB (UaAVﬁ) .
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Glava 9

Granicna vrednost skupova

Ideja definicije grani¢ne vrednosti za indeksirane familije skupova je inspi-
risana teoremom o grani¢noj vrednosti brojnog niza, po kojoj dati niz realnih
brojeva ima grani¢nu vrednost ako se najveca i najmanja tacka nagomilavanja
(limes superior i limes inferior) tog niza poklapaju.

Prema tome, predavanje pocinjemo definicijom.

Definicija 9.0.3. Dat je niz skupova (U, )nen. Limes superior datog niza sku-
pova, u oznaci limsup U, je skup Ciji elementi pripadaju skupovima U, za
beskonac¢no mnogo indeksa m € N. Limes inferior datog niza skupova, u
oznaci liminf U, je skup ciji elementi pripadaju svim skupovima datog niza
izuzev eventualno skupovima U, za neki konacan skup indeksa m € N.

Iz definicije direktno slede inkluzije
NpenUn C liminf U, C limsup U, C UpenU,.
Da je liminf U,, C limsup U, vidi se i iz slede¢eg niza implikacija:

xz € liminfU,, < (In € N)(Vk € N)(z € Upyi—1)
= (Vk € N)(3n € N)(z € Ugyn-1)
&z € limsup U,.



Nije tesko dokazati da vazi
limsup U, = Npen Ugen Unyr—1, liminf U, = Upen Mken Upqr—1- (91)

Pokazimo za lim sup U,,. Podsetimo se kako se generiSe ispunjavanje nekog
uslova P beskona¢no mnogo puta:

(Vn € N)(3m € N)(m > n = P(m)),
pa se tako Cinjenica da z € lim sup U,, moze zapisati sa
(Vn e N)(Gm e N)(m >n =z € Up,),

to jest * € NpeN Um>n Up. S obzirom da se svaki broj m € N za koji vazi
m > n moze zapisati kao m = n + k — 1 za neki broj k € N, dobija se

limsup Uy, = Mpen Ugen Untk—1,
sto je ekvivalentno sa
lim sup Uy, = Mp>ne UkeN Un+k—1> (92)

za neki broj ng € N. Drugim recima, i ovaj zapis kaze da se neki element nalazi
u beskona¢no mnogo skupova iz niza skupova U,.

Dokaz za liminf U,;: Neka z € liminf U, i neka je S = {ny,ng,...,n;},
ny < ng < --- < nj, kona€an skup indeksa tako da vazi x € U, & m € S.
Treba da se dokaze da dng € N tako da vazi z € NgenUng4k—1-

Ako se izabere ng = n; + 1, onda x € Upy4x—1 za svaki indeks k € N,
odakle sledi lim inf U,, C Upeny Nken Untk—1-

Dokazimo obratnu inkluziju. Neka z € UpenNkenUn+k—1, to jest, Ing € N
tako da vazi € NgenUyy+k—1. Dakle, ako x & U,, onda je m < ny, $to znaci
da je skup indeksa S takvih da = & U, ako i samo ako m € S konacan.

U slede¢im zadacima se ispituje odnos uvedenih pojmova i operacija kom-
plementiranja, preseka, unije i simetri¢ne razlike. | ovom prilikom ¢e se koristiti
valjane formule iz prethodne lekcije, pa ih stoga ponovo navodimo:

(1) (V2)(A(z) A B(z)) <= (Vx)(A(x)) A (Vo) (B(x))
(2) (B2)(A(z) V B(z)) <= (3r)(A(x)) v (3z)(B(x))
3) (Vo)(A(2)) v (V2)(B(2)) = (Va)((A(z) v B(z))
4)  (F2)(A(z) A B(z)) = (3r)(A(z)) A (Bz)(B(2))-
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Primer 9.0.4. Dat je niz skupova (Uy)nen. Za liminf U, i limsup U,, vaZe
sledece relacije:

1. (liminf U,)¢ = limsup U,

2. limsup(U, UV,,) = limsup U, U limsup V,,,
3. liminf(U, N'V,,) = lim inf U,, N lim inf V,,,
4. limsup(U, N'V,,) C limsup U, Nlimsup V,,
5. liminf U, Uliminf V,, C liminf(U,, U V},),
6. AAliminf U, C limsup(AAU,),

7. AAlimsup U, C limsup(AAU,).

Dokaz. Dokaz: 1. Neka vazi x € (liminf U,,)¢. Ovo je ekvivalentno sa:

~( € Unen Nken Untk-1)
=((3n € N)(Vk € N)(z € Ug4n-1))
(Vn € N)(3k € N) (2 & Uyn-1))
T € NpeN Uren (U p_1)
z € limsup Uj;.

t e e

Iz ovog zadatka sledi da se u nastavku mogu izvoditi zakljucci na osnovu
dualnosti, jer su skupovi jednaki ako i samo ako su im jednaki komplementi.
Prema tome, ako stavimo V,, = U iz upravo dokazanog zadatka sledi jednakost

(liminf V,¥) = (limsup V;,)°.

Koriste¢i ovu Cinjenicu i de Morganove zakone, zaklju¢ujemo da je 2. ekvi-
valentno sa 3. Naime, ako 2. vazi za proizvoljne skupove, onda vazi i kada se
zamene U, sa Uy, i V;, sa V¢, pa se dobija

limsup(U; UV,Y) = limsup Uy, Ulimsup V.
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Takodje, lim inf(U,, N V,,) = liminf U,, N lim inf V;, ako i samo ako je

(liminf(U, N'V},))¢ = (liminf U,, N lim inf V;,)¢
< limsup(U, NV,,)¢ = (liminf U, )¢ U (lim inf V,,)¢
< limsup(US U V) = limsup US U limsup Vi<,

a to je tvrdjenje 2.

Sli¢no, koriste¢i A C B < B¢ C A€ sledi da su 4. i 5. ekvivalenti. Ako 4.
vazi za proizvoljne skupove, onda vazi i kada se zamene U,, sa US i V,, sa V!,
pa se dobija

(lim sup US N lim sup V,¥)¢ C (limsup(US N V)¢
< (limsup U5)° U (limsup V,$)¢ C liminf(US N V,9)¢
& lim inf U, U lim inf V,, C liminf(U,, U V},)

a to je tvrdjenje 5.

U nastavku stoga dokazujemo samo 2. i 4.

2. Jedan smer je laksi za dokazivanje. Iz U, C U, UV, iV, C U, UV,
sledi

UkeNUn+k—1 C UreN(Untk—1UVngk—1) N UgenVotr—1 C UreN(Untk—1UVnti-1)
pa je

NneN UkeN Ungi—1 C Mien UkeN (Unqr—1 U Vigp—1) i

MneN UkeN Vatk—1 C NnenN UkeN (Untk—1U Vogr—1),

to jest
lim sup Uy, U lim sup V,, C limsup(U,, U V,).

U suprotnom smeru, neka vazi x € limsup(U, U V},), to jest

(Vn € N)(3k € N)(z € (Upspo1 U Virr1))-
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Da bismo dokazali lim sup(U, UV;,) C limsup U,, Ulim sup V;,, dovoljno je da
pretpostavimo da x ¢ limsup U,, i da dokazemo da tada = € limsup V,,.
Iskaz x ¢ limsup U,, je ekvivalentan sa

(Em() € N)(Vk < N)(a: ¢ (UnOJrk,l),

odnosno (Ing € N) takav da = & U,,, za sve m > ny.
Uslov z € lim sup(U, U V;,) glasi:

(Ym > ng)(3k € N)((x € Uptk—1) V (x € Vipti—1))-
Sada koristimo valjanu formulu (2) po kojoj
(Vm > ng)((3k € N)(z € Upgi—1) V (Fk € N)(z € Vipsk—1))-

Kako je © € U111 netacan iskaz jer x ¢ U, za sve m > ng, zakljuéujemo
da vazi:
(Vm = no)(3k € N)(z € Vinjr—1)),

to jest
T € Nm>ne UkeN Vitm—1 = limsup V,,,

(vidi (9.2)) Sto je i trebalo dokazati.
4. Kako je U, NV, C U, i U, NV, CV, sledi

(UkeN(Ungk—1MVigk—1) C UrenUnsk—1) A (UreN(Ungk—1NMVigk—1) C UrenVatr—1),
odakle je
MneN UkeN (Untk—1 N Vagk—1) C MpeN Uken Unpk—1 i

MneN UkeN (Untk—1 N Votk—1) C MpeN Uken Vatk—1,

to jest
limsup(U, NV,) ClimsupU,, A limsup(U, NV,) C limsupV,,

to jest limsup(U, N'V,,) C limsup U, N limsup V,,, ¢ime smo dokazali 4.
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6. Neka z € AAliminf U,, to jest z € A\liminf U, ili z € liminf U, \ A.
U prvom slucaju vazi:

reA AN x&liminfU,
sreA N ze(liminfU,)°
sreAd AN zelimsupUy
SreA N xE MNneN UkeN ﬁ+k—1
SreA N (WmeN)(FkeN)(zcU;p 1)

< (VneN)(FkeN)(x e A\ Upik—1) & z € limsup A\ U,.

Ako je pak z € liminf U,, \ A onda vazi

z €liminfU, A x¢& A
ST E€UpeN MkeNUnqo—1 A € A
S (@neN)VEeN)(zeUyr-1) N z¢A

<z € liminfU, \ A= z € limsup U, \ A.

Dakle, x € limsup A\ U, ili x € limsup U, \ A4, pa, na osnovu svojstva 2
sledi

x € limsup(A\ U, UU, \ A) = limsup AAU,.
Zadatak 7. se radi na sli¢an nacin. O
Sada smo u mogucénosti da definiSemo grani¢nu vrednost niza skupova.
Definicija 9.0.5. Dat je niz skupova (Uy,)nen. Ako za taj niz vazi
lim sup U,, = lim inf U, (9.3)

onda je dati niz skupova (U, )nen konvergentan i njegova grani¢na vrednost je
skup definisan sa (9.3).
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Citaocu se ostavlja da za vezbu proveri sledece injenice:

Ako je (Vp,)nen podniz niza (Up)nen, onda je liminf U, C liminfV,, i
limsup V;, C lim sup U,,. Odavde sledi da konvergencija niza skupova implicira
konvergenciju svakog njegovog podniza.

Ako je dati niz skupova (U, )neny monotono rastuéi, onda postoji grani¢na
vrednost tog niza skupova i jednaka je UpenU,y,.

Ako je dati niz skupova (U, )nen monotono opadajuéi, onda postoji gra-
ni¢na vrednost tog niza skupova i jednaka je N,enUs,.

Neka U, C U, ¥n € N. Ako je (Up)nen konvergentan niz skupova pri
¢emu je njegova grani¢na vrednost skup A C U onda je (Uf)nen konvergentan
niz skupova pri ¢emu je njegova grani¢na vrednost skup A°€.

Ako su grani¢ne vrednosti datih nizova skupova (U, )nen i (Vi)nen jednake
sa U i V respektivno, onda su grani¢ne vrednosti nizova (U, UV}, )pen i (U, N
Vi )nen jednake sa U UV i U NV respektivno.
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Glava 10

Realni brojevi kao Dedekindovi
preseci

Skup realnih brojeva se konstruiSe pomocu skupa racionalnih brojeva, pri
¢emu postoji nekoliko nacina izvodjenja takve konstrukcije. Na ovom me-
stu se smatra da su Citaocu poznata svojstva strukture racionalnih brojeva
(Q,+,-,0,1,<). Naime, polazi se od pretpostavke da je (Q,+,-,0,1,<) to-
talno (linearno) uredjeno polje i da egzistencija racionalnih brojeva sledi iz
egzistencije prirodnih brojeva.l

Cilj predavanja je definisanje i konstrukcija kompletnog linearno uredjenog
polja. Tako konstruisanu strukturu nazivamo poljem realnih brojeva Ciji ele-
menti su realni brojevi. Kompletno linearno uredjenje je jedinstveno do na
izomorfizam.

IStruktura Q = (Q,+,+,0,1, <) je pri tome minimalno totalno uredjeno polje u smislu da
proizvoljno totalno uredjeno polje F' = (F,+p, r,0r,1r, <p) sadrzi izomorfnu kopiju od
Q, vidi [17]. Grubo re€eno, izomorfizam f izmedju struktura A i B je bijekcija koja o¢uvava
strukturu.



10.1 Aksiome totalno uredenog polja

Podsetimo se najpre pojma totalno uredenog polja. Struktura (F,+,-,0,1, <
) je totalno uredeno polje ako su ispunjene slede¢e aksiome:
Svojstva operacije +:

1 Vz,ye F)a+y=y+x),
2 (Ve,y,z€ F)((zx+y)+z=24+(y +2)),
3(30€F)(Vze F)(z+0=um),
4 (Vx € F)(3(—x) € F)(z + (—x) =0).
Svojstva operacije -:

(Ve,ye F)(z-y=y-x),

(Vo,y,z € F)((z-y)-z=2-(y-2)),
7 31e F\{0)(Vz € F)(z-1=2),

(Ve € F\{0})(3zt € F)(z-21 =1).

Distributivnost mnoZenja u odnosu na sabiranje:
A9 (Vz,y,ze F)((z-(y+2)=x-y+x-2)).
Svojstva relacije <:
A.10 (Vx € F)(x < x),
All Ve,ye F)lz<yAhy<zx=x=y),
Al12 (Vz,y,z€ F)(z <yANy <z=z<2z2)),
Al13 (Vz,ye F)(x <yVy<uz).

Odnos operacija + i - i relacije <:
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10.2 Supremum i Dedekindova aksioma kompletnosti

Al4 (Vo,y,z € F)(z<y=x+2<y+2),

Al5 (Vz,ye F) (0<zA0<y=0<z-y).

Pri tome, aksiome A.1-A.9 definiSu strukturu polja, a aksiome A.10-A.12
uvode poredak koji je, po aksiomi A.12, totalan.

Ako se uvede relacija strogog poretka <: x <y < (x <y A x # y) onda
je tacno jedan od sledeéa tri iskaza istinit: z <y, y < x, x =y.

U totalno uredjenom polju (F,+,-,0,1, <) se definiSe apsolutna vrednost
elementa = € F na sledeéi nacin:

| = z, 0<ux,
] —x, x<0.

Rastojanje elemenata z i y iz F' je |z — y| € F.
Niz (an)nen (preslikavanje skupa N u F') je Kosijev niz u F ako vazi

(Ve € F1)(Ing € N)(Vn,m € N)(ng < n = |an — anym| < €),

gdeje Iy ={x € F |0 <x}.

10.2 Supremum i Dedekindova aksioma kompletnosti

Aksiome A.1-A.15 se odnose na elemente polja F'. Za definisanje pojma
kompletnosti neophodo je posmatrati kolekcije elemenata, podskupove skupa
F.

Neka je A neprazan podskup skupa F. Skup A je ogranien sa gornje
strane ako postoji M € F takav da za sve a € A vazi a < M. Analogno
se definiSe pojam skupa koji je ogranien sa donje strane. Skup je ogranicen
ako je ogranicen i sa gornje i sa donje strane. Element minA € A C F je
minimum skupa A ako je min A < a za sve elemente a € A. Takav element
je, ako postoji, jedinstveno odredjen. Analogno se definise maksimalni element
skupa A.
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Definicija 10.2.1. Supremum skupa A, u oznaci sup A € F je najmanje od
svih gornjih ogranicenja skupa A, ako postoji. Dakle,

supA=min{z € F | (Va € A)(a <x)}.

Iz definicije 10.2.1 direktno sledi da je supremum nekog skupa S C F
jedinstveno odreden, ako postoji.

Definicija 10.2.2. Neka je (F,+,-,0,1,<) totalno uredjeno polje. Polje F
Jje (Dedekind) kompletno ako ispunjava Dedekindovu aksiomu, to jest uslov
kompletnosti koji glasi: Svaki neprazan sa gornje strane ogranicen skup u F
ima supremum u F'.

U nastavku se posmatra polje racionalnih brojeva. Sa jedne strane, aksiome
totalno uredenog polja (Q, +, -, <) se mogu dokazati kao posledica odgovara-
jucih definicija skupa Q, relacije poretka i operacija sabiranja i mnozenja u
okviru nekog kursa iz algebre. Sa druge strane, ove aksiome se mogu postuli-
rati, odnosno, uzeti za definiciju totalno uredenog polja (Q, +, -, <).

Polje racionalnih brojeva ne ispunjava uslov kompletnosti jer, na primer,
skup {r € Q | 2% < 2} koji je ogranien sa gornje strane nema supremum u
Q. Dokaz se moze naci u [7,20].

Smatra se da se stroga definicija skupa realnih brojeva pojavila oko 1872.
godine u radovima Kanta, Vajerstrasa, Hajnea i Dedekinda. Dedekindova de-
finicija se zasniva na pojmu preseka u skupu racionalnih brojeva. lako se radi
o veoma apstraktnoj konstrukciji, ovde je navodimo zbog njenog pedagoskog
znadaja.

Definicija 10.2.3. Skup A C Q je Dedekindov presek u Q ako vazi:
2) Akope Aig<pondaqcA,

3) U skupu A ne postoji maksimum: Ako p € A onda postoji ¢ € A takav
dajep <q.

Neka je R ={A C Q | A je Dedekindov presek u Q}.
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10.3 Operacije i poredak u skupu Dedekindovih preseka

Skup R nije prazan, jer se svakom elementu ¢ € Q moze dodeliti Dedekin-
dov presek

Aj={ze€Q | z<q}.

Nije teSko utvrditi da je ovako definisan skup A, jedan Dedekindov presek,
to jest element skupa R. Stavide, preslikavanje f : Q — R definisano sa
f(q) = Ay je bijekcija.

U stvari, skupovi oblika Ay, ¢ € Q, igraju najznacajniju ulogu u Dedekin-
dovoj konstrukciji.

Cilj predavanja je da se pokaZe da je uz pomo¢ Dedekindovih preseka mo-
guce definisati totalno uredeno polje koje je pri tome Dedekind kompletno. U
skupu R svih Dedekindovih preseka neophodno je definisati operacije sabira-
nja i mnozenja i relaciju poretka. Zatim se proverava da li dobijena struktura
ispunjava aksiome totalno uredjenog polja i, konacno, dokazuje se aksioma
kompletnosti.

Osim toga, na osnovu konstrukcije se moze zakljuciti da ovako uvedena
struktura skupa R sadrzi izomorfnu kopiju od Q. Taj izomorfizam je dat pre-
slikavanjem f(q) = A,.

10.3 Operacije i poredak u skupu Dedekindovih pre-
seka

Posmatra se skup R = {A C Q | A je Dedekindov presek u Q}. Elemente
toga skupa mozZemo zvati realnim brojevima, sto je naizgled kontraintuitivno.

Da bismo skup R snabdeli strukturom, najpre uvodimo poredak. Za dva
Dedekindova preseka A i B uvodi se relacija < na sledeéi nacin:

A<B& ACB. (10.1)

Ovako uvedena relacija je ocigledno relacija poretka. Strogi poredak se dobija
strogom inkluzijom.

Uvedeno uredjenje je totalno. Naime, iz =(A < B) sledi da postoji p € A
ip¢g B. Dalje,izp¥& BsledidaVgeQp<g=q¢ B. Nekajer € Q
takav da r ¢ A. Tada je p < r pavazi r ¢ B. Odavde je B < A.
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Operacija sabiranja + u skupu R je data sa:
zasve A BeR, A+B:={p+q | peA, q€ B}. (10.2)

Lema 10.3.1. Neka je R skup Dedekindovih preseka i neka je sabiranje +
definisano sa (10.2). Tada je (R, +) Abelova grupa.

Dokaz. Dokazimo najpre da je sa (10.2) definisan element skupa R, odnosno
presek.

1) Skup A + B je neprazan jer su A i B neprazni.

S obzirom da su A i B preseci, sledi da postoje p,q € Q takvi da je a < p
zasvea € Aib< qzasvebe& B. Prema tome, ako je x proizvoljan element
skupa A+ Bondajex =a+bzanekeae€e Aibe B, pajex <p+yq,
odnosno, p+¢q € Q\ (A+ B).

2) Neka je, dalje, r =a+be€ A+ B. Akojey<zondajed=xz—y >0
ia—de Ajerje A presek, pa je

y=r—d=a+b—d=(a—d)+be A+ B.

3) Takode, postoje a; € A za koji je a < a; kao i by € B za koji je b < by,
pajey=a1+b€e A+Bix<uy.

Prema tome A 4+ B je presek, odnosno sabiranje je dobro definisana ope-
racija.

Komutativnost i asocijativnost direktno slede iz definicije, pa preostaje da
se odredi neutralni element i inverzni element u odnosu na sabiranje.

Logi¢ni kandidat za neutralni element je Ag. Proverimo jednakost A+ Ag =
A, za proizvoljno A € R.

Nekajex =a+ag € A+ Ag. lzag<Oslediz=a+ag<a,paxeA
jer je A presek.

Ako, nasuprot tome, x € A, onda postoji a € A takav da je z < a, pa iz
x—a<0slediz=a+ (x—a) € A+ Ay.

DokaZimo da je inverzni element za A € R definisan sa

—A={2x€Q | Ir>0 takodaje x+a< —r zasvea € A}.

Primetimo da izbor broja r zavisi od z, r = r(z), kao i da je z + a < 0 za sve
re—Aizasveac A
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10.3 Operacije i poredak u skupu Dedekindovih preseka

Najpre treba dokazati da je —A presek.
1) Iz A € R sledi da postoji ¢ € Q\ A i a < q za sve a € A. Odavde za
r=—q—1 vaZi

—q—1l+a<—q—1+¢qg=-1<0,

pax € —A, to jest —A # ().

Neka je a € A proizvoljno izabran element skupa A i neka je r > 0
proizvoljno izabran broj. Tadajea+r—a>a+ (—a) =0, pa —a & —A, jer
za —a vazi:

(Vr >0)(Ja € A)(—a+a > —r),

odnosno —A # Q.

2) Ako z € —A i ako je y < x, onda je trivijalno ispunjeno y+a < z+a <
—r za sve a € A, odnosno za r = r(y) je dovoljno izabrati » = r(x). Dakle,
y € —A.

3) Neka x € —A i neka je r > 0 odgovarajudi broj iz definicije skupa —A.
Dakle, a < —x —r zasve a € A. Za x +r/2 > x vazi

r r r
x+§+a<x+§+(—x—r):—§<0,
odakle sledi da = +1/2 € — A, ¢ime je dokazano da je —A presek.

Sada prelazimo na dokaz skupovne jednakosti A + (—A) = Ay.

Neka je z = a+ b € A+ (—A). Tada postoji » = r(b) > 0 takav da je
a+b< —r <0,odnosno x € Ag. (Ovde se vidi zasto se u definiciji skupa —A
zahteva da uslov z + a < —r(x) vazi za sve a € A.)

U obratnom smeru se sustinski koristi Arhimedovo svojstvo skupa Q, po
kojem za zadate pozitivne brojeve k i [ postoji n € N tako da vaZi | < nk.?

2Ako je I < k, onda je n = 2, pa posmatramo sluéaj k < . Ako je k = p/q,il=r/s, za
neke prirodne brojeve p,q,r i s, onda je k < | < ps < rq, pa zan =rq+ 1 vazi:

nps = (rq + 1)ps = rqps + ps > rq = n? > f, odnosno nk > 1.
q s
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Neka = € Ay, to jest —z > 0. Za a € A i za ma koji broj ¢ € Q \ A vazi
q — a > 0, pa na osnovu Arhimedovog svojstva sledi da postoji n € N tako da
vazi
qg—a< TL(—.’B),
odakle sledi da @ — nx ¢ A. Posmatra se konacna lista od 2n + 2 broja:

a < a—g < a—Qg < a—3§ << a—2(n—1)g < a—2ng < a—(2n—|—1)g.
Znamo da a € Aidaa—nx ¢ A, pa postoji k € {0,1,...2n — 1} tako da
vazi:

cw%geA,a—%+Ug¢A,a—%+%g¢A

lza— (k+1)5 & Asledia— (k+1)5 > p za svaki element p € A (jer je
A presek). Prema tome za —a + (k + 2)x/2 postoji r = —x/2 > 0 tako je

X

0
2 <5

z
2

p+(—a+(k:+2) 5

><a—m+n§+<ﬂﬁwk+mx>:x_§:

zasvepe A, pa —a+ (k+2)z/2 € —A.
Dakle, za zadato z € Ay postoje elementi skupa A i —A tako da = €
A4 (-A):

x x r o x
a k2+< a+ (k+ )2) a—a+(k+ )2 k2 x,
paje Ag C A+ (—A), tojest A+ (—A)=0. O

Citaocu se ostavlja da za vezbu dokaze sledece Cinjenice:

b) Ag < A<= —A < Ay,

c) —(A+B)=(—-A4)+ (—B).
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10.3 Operacije i poredak u skupu Dedekindovih preseka

U skupu Dedekindovih preseka operacija mnozenja se uvodi po etapama.

Neka su A i B Dedekindovi preseciza koje vazi Ag < Ai Ag < B. Drugim
reCima, posmatramo najpre “pozitivne" preseke. Tada se prozivod preseka
definise sa

A-B:={reQ| r<p-q 0<p,0<gq, zanekep € A, g€ B}. (10.3)

U preostalim slu¢ajevima mnozenje se definiS$e pomocu skupova —A i/ili —B
kao Sto sledi:

A= AyV B = Ay,

Ay —
_J —((-A)-B) <= A<AiNAy<B,
A B=91 _(4.(“B)) « Ay<AAB< A, (10.4)
(-A) - (—B) <= A< AyAB<Ay.

Lema 10.3.2. Neka je R skup Dedekindovih preseka i neka je mnoZenje -
definisano sa (10.3) i (10.4). Tada je (R\ {Ao},-) je Abelova grupa.

Dokaz. Dokazimo da je proizvod pozitivnih preseka dobro definisan.

1) Primetimo najpre da iz Ay < A sledi da postoji a € A i a > 0. Tako dje,
abEA-BakojeaeA,a>0ib€B,b>0(jerE|ZLEA,ZL>aiE|B€B,
b>biab> ab), pa skup A - B nije prazan.

Takodje, zar € Q\ A4, s € Q\ B vaZi rs > ab za proizvoljne a € A a > 0
ibeB,b>0,parsecQ\A-B.

2) Akojex € A-Biy<uz,ondavaziy<zx <a-bzanekea€ A, a>0
ibeB,b>0payec A-B.

3) Konaéno, neka = € A- B, to jest x < ab za neke elemente a € A a >0
ibe B,b>0. Tada postoje a1 € Ai by € B, takvidaje 0 < a < aj i
0 <b<by, pa a1b € A-Bix <aib;.

Dakle, A - B je presek.

Neutralni element za mnozenje je A1 = {zr € Q| z<1},aza A> Ay
inverzni element u odnosu na mnozenje se definiSe na slede¢i nacin:

1
A7V = Agu{0}U{p € Q| Ir >0 tako daje —5—|—a<—r zasvea € A}.

U sludaju da je A < Ag inverzni element je A=1 = —((—A)71).
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Zainteresovanom citaocu se ostavlja da za vezbu proveri detalje i sve ostale
slucajeve. O

Lema 10.3.3. Neka je (R, +,-) skup Dedekindovih preseka, gde je + dato sa
(10.2), a- (10.3) i (10.4). Ako je < (totalni) poredak definisan sa (10.1), onda
vazi

A14 (VA,B,C €ER)(A<B= A+C < B+0),
A.l5 (VA,BEF)(AoﬁA/\AoﬁBiAoﬁAB)

Dokaz leme 10.3.3 se ostavlja Citaocu za vezbu.

Na osnovu leme 10.3.1, leme 10.3.2 i leme 10.3.3 sledi da je (R, +, -, Ag, 41, <
) totalno uredjeno polje.

Preostaje da se dokaze da je totalno uredjeno polje (R, +,-,0, 1, <) Dede-
kind kompletno.

Teorema 10.3.4. Neka je S C R, S # (), ogranien sa gornje strane. Tada
postoji sup S € R.

Dokaz. Elementi skupa S su Dedekindovi preseci, pa je logican kandidat za
supremum skupa S unija tih preseka. Dakle, neka je s := UgecgA. Najpre se
dokazuje da s € R, to jest da je s jedan Dedekindov presek.

1) Jasno, s # 0 jer S nije prazan skup. Dalje, kako je S ograniden, to
znadi da postoji B € R takav da je (VA € S)(A C B). Kako B # Q jer je
B Dedekindov presek, sledi da postoji ¢ € Q i ¢ ¢ B. Taj broj ¢ ne pripada
skupu s. Evo zasto. Ako pretpostavimo da g € s onda postoji A € S takav da
je g € A, paje q € B, sto je kontradikcija. Dakle, s # Q.

2) Neka p € s i neka je ¢ < p. Tada postoji A € S takavdajepe A. S
obzirom da je A presek, sledi da g € A, pa je q € s.

3) Kada bi u s postojao maksimum ¢, onda bi, po definiciji, postojao A € S
takav da g € A, pri ¢emu bi ¢ morao da bude maksimum tog skupa A jer je s
njegov nadskup. Ovo je kontradikcija jer su svi elementi skupa S Dedekindovi
preseci, te nijedan od njih nema maksimum.

Dakle, dokazali smo da je s € R. Takodje, s je jedno gornje ogranicenje
skupa S jer po konstrukciji A € S = A < s. Konacno, neka je B ma koje
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10.3 Operacije i poredak u skupu Dedekindovih preseka

gornje ograniCenje skupa S i neka x € s. Tada vazi x € A za neki element
A€ S, paiz AC Bsledi x € B, to jest s < B. Prema tome s = sup S, ¢ime
je teorema dokazana. O

ZakljuCak: Dedekindovi preseci sa odgovaraju¢im operacijama sabiranja
i mnoZenja i sa relacijom poretka definiSu jedno kompletno totalno uredeno
polje. To polje nazivamo poljem realnih brojeva, a njegove elemente (preseke)
realnim brojevima.

Na kraju, bez dokaza komentarisemo jedinstvenost skupa realnih brojeva,
odnosno cinjenicu da su kompletna totalno uredena polja medusobno izo-
morfna..

Neka su (R, +,-,0,1,<) i (R,+,%,0,1, <) dva kompletna totalno uredjena
polja. Izomorfizam f : R — R je moguce definisati na slede¢i nacin. Najpre,
ozna&imo sa @ i Q izomorfne kopije polja racionalnih brojeva u R i R respek-
tivno. Ovi skupovi su medjusobno izomorfni. Oznacimo sa g taj izomorfizam.
Neka je f : R — R definisana sa

f(A)=sup{g(q) | g€ Q,q< A}, VAeR.

Ovde se, jednostavnosti radi, identifikuje ¢ € Q sa A, € R.

Ograni¢enost skupa A = {g(q) | q € Q,q < A} se moze dokazati na
sledeci nacin. Iz A € R sledi da postoji M € Q tako da vazi A < Ayy, pa
iz @ € A sledi da postoji a € A takav da je @ = g(a), a < A < Ay odakle
jea€ Ay ={9(q) | ¢€ Q,q < Ay}. Prema tome, A je ograniéen skup,
odakle sledi da je f dobro definisano preslikavanje.

Posebno se dokazuje da je f izomorfizam. Prilikom dokazivanja da f oCu-
vava poredak koristi se &injenica da su Q i Q gusti u R i R respektivno.
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Glava 11

Kompaktnost u skupu realnih
brojeva

U ovoj lekciji ¢e se koristiti neka svojstva realnih brojeva sa kojima se Citalac
vel upoznao tokom kursa iz uvoda u analizu.

Na primer, vazi Kantorov princip: Ako je {I,}nen niz zatvorenih intervala
za koje vazi I,,4+1 C I, n € N, onda postoji realan broj a koji pripada svim
intervalima, to jest N,enIy, # 0. Ovo tvrdenje je jednostavna posledica principa
supremuma.

Cilj predavanja je dokaz ekvivalentnih tvrdenja o kompaktnim skupovima
u skupu R. Da bismo pripremili neophodne pojmove i Cinjenice za formulaciju
i dokaz teoreme 11.5.1, u posebnim poglavljima se navode osnovni pojmovi i
svojstva topoloskih prostora, metrike i norme i tacaka nagomilavanja skupova
i nizova.

11.1 Topoloski prostor

Definicija 11.1.1. Okolina tacke xg € R je svaki podskup skupa R koji sadrzi
otvoren interval (xg — e,x9 +€) za neko € > 0. Skup A C R je otvoren ako je
on okolina svake svoje tacke ili ako je prazan. Skup B C R je zatvoren ako je
skup A =R\ B otvoren.



Definicija 11.1.2.  a) Tacka a € R je unutrasnja tacka skupa A C R ako
Jje skup A okolina tacke a. Skup unutrasnjih tacaka skupa A naziva se
unutrasnjost skupa A i oznacava se sa A°.

b) Tacka a € R je adherentna tacka skupa A C R ako u svakoj okolini
tacke a postoji barem jedna tacka iz skupa A. Skup adherentnih tacaka
skupa A naziva se adherencija ili zatvaranje skupa A i oznacavamo sa A.

c) Tacka a € R je tacka nagomilavanja skupa A ako u svakoj okolini tacke
a postoji bar jedna tacka b € A, b # a. Skup tacaka nagomilavanja
skupa A (ili izvodni skup skupa A) oznacava se sa A’.

d) Tacka a € R je izolovana tacka skupa A ako postoji barem jedna okolina
tacke a koja osim tacke a ne sadrZi ni jednu drugu tacku skupa A.

e) Tacka a € R je rubna tacka skupa A ako u svakoj okolini tav cke a
postoji bar jedna tacka iz skupa A i bar jedna tacka iz skupa R\ A.
Skup rubnih tacaka skupa A naziva se rub skupa A i oznaCava se sa QA.

Definicija 11.1.3. Skup A C B C R je gust u skupu B ako je svaka tacka
b € B adherentna tacka skupa A, to jest ako je B C A.

Na osnovu navedenih definicija mogu se dokazati slede¢a svojstva skupa
realnih brojeva kao topoloskog prostora.

1) Neka je tacka a tacka nagomilavanja skupa A. Tada u svakoj okolini
taCke a postoji beskonaéno mnogo elemenata skupa A.

2) Svaka tacka nagomilavanja skupa A je i adherentna tatka skupa A.
Obrnuto ne mora da vazi.

3) Za svake dve tacke a,b € R, a # b, postoje disjunktne okoline tih tadaka.

4) Skup A C R je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje tacke nagomi-
lavanja.

5) Svaki beskonacan i ogranicen skup A C R ima barem jednu tac¢ku nago-
milavanja u skupu realnih brojeva.
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11.2 Metrika i norma

Neka je O kolekcija otvorenih skupova u R. Tada je uredena dvojka (R, O)
topoloski prostor u smislu sledece definicije.

Definicija 11.1.4. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa
X je kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako vaZe slededa tri uslova:

1) Prazan skup i skup X su otvoreni, to jest ), X C O;

2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, to jest ako O1,02 € O
onda vazi: O1 N0y € O;

3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, to jest za
svaku kolekciju {Oy; : A€ A} C O vazi UyepOy\ C O .

Kolekcija O je topologija na skupu X, a uredeni par (X, O) je topoloski prostor.

Topologija u R koju ¢ine otvoreni skupovi u smislu definicije 11.1.1 naziva
se uobicajena topologija na R i oznacava se sa (R, Oyp)-

U proizvoljnom skupu X, pa i u skupu R postoje i razlicite topologije.
Na primer, antidiskretna (najgrublja) i diskretna (najfinija) topologija su date
respektivno sa O = {0, X} i O = P(X), gde je sa P(X) oznalen partitivni
skup skupa X, to jest u najfinijoj topologiji su otvoreni skupovi svi podskupovi
skupa X.

11.2 Metrika i norma

Gotovo svi topoloski prostori koji se proucavaju u klasi¢noj matematickoj
analizi (prostori brojeva, nizova, neprekidnih funkcija i sli¢no), mogu da se po-
smatraju kao prostori u kojima je topoloska struktura odredena nekom metri-
kom. Iz ovog razloga, u nastavku se definiSe metricki prostor i njime odredena
topologija.

Metri¢ki prostor je par (X, d) gde je X neprazan skup, a d preslikavanje
d: X x X —[0,00) za koje vaZze slededi uslovi:

1. d(z,y) =0 <=z =y,

2. Zasve z,y € X vazi d(z,y) = d(x,y),

93



3. Zasve x,y,z € X vazi nejednakost trougla: d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Preslikavanje d je metrika na skupu X, a nenegativan broj d(x,y) je rasto-
janje tacaka x i .

Na primer, lako se proverava da je (IR, d) metricki prostor ako je metrika d
definisana na uobiéajeni nacin: d(x,y) = |z — y|, Vz,y € R.

U svakom metrickom prostoru se topologija, kao i svi prethodno uvedeni
pojmovi, definiSe preko otvorenih lopti. Preciznije, neka je dat metricki prostor
(X,d), a € X ir>0. Skup tacaka

L(a,r) ={z € X|d(a,z) <}

je otvorena lopta u (X, d) sa centrom u tacki a i poluprecnikom 7.
Citaocu ostavljamo da za vezbu pokaze da za proizvoljnu otvorenu loptu
L(a,r) u metrickom prostoru (X, d) vazi:

Vo € L(a,r))(3e = €4 > 0)(L(z,e) C L(a,r)).

Za neprazan skup A C X kazemo da je otvoren u metrickom prostoru
(X,d) ako za svako a € A postoji r > 0 tako da vazi L(a,r) C A. Prazan
skup je, po definiciji otvoren. Zatvoren skup se definise kao komplement nekog
otvorenog skupa metri¢kog prostora (X, d).

Na osnovu prethodnih razmatranja sledi da je otvorena lopta otvoren skup
u metrickom prostoru.

Moze se dokazati da je familija 7 svi otvorenih skupova metri¢kog pro-
stora (X, d) topologija metrickog prostora (X, d). Kaze se da je ta topologija
indukovana metrikom d.

Neka je dat niz elemenata skupa X, odnosno funkcija ¢ : N — X, koju
¢emo oznadavati sa {a, }nen. Element z € X je granina vrednost datog niza
ako vazi

(Ve >0)(3np e N)(Vn e N)(n >ng = an € L(z,¢)).

Ako X ima strukturu vektorskog prostora nad poljem realnih brojeva, onda
se preslikavanje || - || : X — [0, 00) koje ispunjava uslove:
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11.3 Tacke nagomilavanja skupova i nizova

1° |z =0 2=0€e X
2° [[All = [AMllzll, VA € R,Vz € X
3° e +yll < [lzfl + lyll, Vo, y € X

naziva normom nad X, a uredjen par (X, || - ||) je normiran prostor.
Svaki normirani prostor (X, || - ||) je i metri¢ki prostor (X, d) sa metrikom
d koja je definisana na sledeéi nacin:

d(x,y) = ||z —yll, za sve z,y € X.

Dokaz ostavljamo citaocu za veZbu.

11.3 Tacke nagomilavanja skupova i nizova

U poglavlju o topoloskom prostoru navedena je definicija tacke nagomolava-
nja skupa. Za zadati niz brojeva, moguce je uvesti pojam tacke nagomilavanja
niza kao Sto sledi.

Podsetimo se: Niz elemenata skupa X je funkcija a : N — X, koju ¢emo
oznacavati sa {ay, }nen. Nekajen : N — N strogo rastudi niz prirodnih brojeva,
tj. neka je

nyp<ng<ng<..Ng_1<ne<...

i neka jedat niza : N = X. Nizaon : N = X sa c¢lanovima a,,, k =
1,2,..., je podniz niza {ap}nen. Oznalavacemo ga sa {an, }ren, a oznaka
{an, }ken C {an}nen se koristi kada Zelimo da istaknemo da je {an, }ren
podniz niza {ay }nen.

Ako je X metriski prostor, onda je a € X tacka nagomilavanja niza
{an}nen ako postoji podniz {ay, }ren koji teZi ka a, to jest takav da je
limy o0 ap, = a.

Nije tesko pokazati da je element a € X tacka nagomilavanja niza {a, }nen
ako i samo ako u svakoj okolini elementa a ima beskona¢no mnogo clanova
niza {an }nen-

Ako je X = R, onda se niz a : N — R naziva brojni niz. Za tacke
nagomilavanja brojnih niza vazi slede¢a teorema.
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Teorema 11.3.1. (Bolcano- Vajerstrasova teorema za nizove) Svaki ogranicen
niz ima barem jednu tacku nagomilavanja u R, to jest svaki ograni¢en niz ima
barem jedan konvergentan podniz.

S obzirom na uvedeni pojam tacke nagomilavanja niza, navodimo razmi-
Sljanja o njegovoj sli¢nosti i razlici sa pojmom tacke nagomilavanja skupa. Radi
jednostavnosti izlaganja, posmatra se prostor (X, 7) u kojem je topologija T
indukovana metrikom d.

1. Ako je A C X i a € X njegova tacka nagomilavanja, tada u svakoj
okolini tacke a postoji beskona¢no mnogo elemenata skupa A, pa stoga
skup A ne moze biti konacan.

Dakle, skup ta¢aka nagomilavanja proizvoljnog konacnog skupa je prazan
skup.

2. Neka je {a,} niz u X takav da je skup S = {a,, | n € N} konadan. Tada
postoji a € X tako da je a,, = a za beskona¢no mnogo indeksa m € N.
Prema tome, postoji (stacionaran) podniz datog niza koji konvergira ka
a, to jest a je tacka nagomilavanja datog niza.

Primetimo da skup S nema tacku nagomilavanja!

3. Neka je sada {a,} niz u X takav da je skup S = {a,, | n € N} beskona-
¢an i neka je a € X tacka nagomilavanja datog niza. (Na primer, ako je
dati niz ogranicen, onda on sigurno ima barem jednu tacku nagomilava-
nja.)

Dakle, (Ve > 0)(Vn € N)(3m € N)(d(a, am) < €).

Tipi¢an izbor, ¢ = 1/n, n € N, daje konstrukciju podniza {a, } razli¢itih
elemenata skupa S koji konvergira ka tacki a. Po toj konstrukciji (i na
osnovu Arhimedovog principa) zakljuluje se da se u svakoj okolini tace a
nalazi beskonacno mnogo elemenata skupa S pa je a tacka nagomilavanja
skupa S.

4. Sada se lako dokazuje tvrdenje:
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11.4 Pojam kompaktnosti

Ako svaki niz elemenata skupa A sadrzi konvergentan podniz i granica
tog podniza je elemenat skupa A onda svaki beskonacan podskup skupa
A ima tacku nagomilavanja i ona pripada skupu A.

Dokaz. Primetimo da se u ovom tvrdenju implicitno pretpostavlja da je
A beskonacan skup.

Neka je B beskonadan podskup skupa A. Tada postoji {b,,} niz razli¢itih
elemenata skupa B. |z uslova teoreme sledi da postoji {by, } podniz niza
{bn} koji konvergira ka nekom elementu b € A.

Da je b tacka nagomilavanja skupa B sledi iz prethodnih razmatranja.
Naime, ako je O(b) proizvoljna okolina take b, onda postoji m € N
takav da je lopta sa centrom u b polupreénika 1/m sadrzana u O(b).
Tada postoji kg = k(m) € N takav da se svi ¢lanovi niza {by, }, k > ko
nalaze u toj lopti. Znadci, proizvoljna okolina tacke b sadrzi beskonaéno
mnogo elemenata skupa B, pa je b tacka nagomilavanja tog skupa. [

11.4 Pojam kompaktnosti

Pre formulacije teoreme o kompatnosti, uvodimo jos neke topoloske poj-
move.

Definicija 11.4.1. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Familija njegovih pod-
skupova { A} xea je pokrival skupa A C X ako za svako a € A postoji A\g € A
tako da vazZi a € Ay,. Ako su pri tome skupovi Ay, A € A, otvoreni, tada se
familija { Ax}ren naziva otvoreni pokrivac skupa A. Ako je {Ax}xea pokrivac
skupa A, onda se svaka podfamilija familije { Ax}aca koja je takodje pokrivac
skupa A naziva potpokrivac datog pokrivaca.

Definicija 11.4.2. Topoloski prostor (X, ) je kompaktan ako i samo ako
svaki otvoren pokriva¢ skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Na primer, (R, Oy,0p) nije kompaktan topoloski prostor, jer pokriva {(—n,n)}nen
ne sadrzi konacan potpokrivac.
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Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Uredjeni par (A,O4), gde je
O 4 kolekcija skupova dobijena presekom otvorenih skupova iz X i skupa A
je topoloski prostor, koji se naziva topoloskim potprostorom prostora (X, O).
Kaze se da je (A, O4) snabdeven topologijom koju u A indukuje topologija iz
X.

Sada kona¢no mozemo definisati kompaktan skup.

Definicija 11.4.3. Skup A je kompaktan skup u prostoru (X, Q) ako i samo
ako je potprostor (A, O,4) kompaktan topoloski prostor.

U proizvoljnom topoloskom prostoru svaki konacan skup je kompaktan, pa
ako sa C(X) oznacimo kolekciju svih kompaktnih podskupova datog prostora,
a sa K(X) kolekciju njegovih konaénih podskupova, onda je

K(X)cCC(X)cCP(X).

Definicija 11.4.4. Topoloski prostor (X, O) je Hauzdorfov prostor ako i samo
ako za svake dve razlicite tacke x,y € X postoje disjunktni otvoreni skupovi
01 i Oy tako da vazix € O iy € Os.

Drugim re¢ima, topoloski prostor je Hauzdorfov ako u njemu svake dve
tacke imaju disjunktne okoline. Takav prostor je na primer (R, Oy0p) i, opstije,
svaki metricki prostor.

Kazemo da familija skupova ima osobinu kona¢nog preseka ako svaka njena
konac¢na podfamilija ima neprazan presek (barem jednu zajednic¢ku tacku).

11.5 Kompaktnost u skupu realnih brojeva
Konacno, navodimo klju¢nu teoremu o kompaktnim skupovima u R.
Teorema 11.5.1. Neka je A C R. Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. A je zatvoren i ogranicen.

2. Svaki beskonacan podskup skupa A ima tacku nagomilavanja i ona pri-
pada skupu A (Bolcano— Vajerstrasovo svojstvo za skupove)
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11.5 Kompaktnost u skupu realnih brojeva

3. Svaki niz elemenata skupa A sadrzi konvergentan podniz i granica tog
podniza je element skupa A.

4. Svaki otvoren pokriva¢ skupa A sadrZi konacan potpokriva¢ (Hajne— Bo-
relovo svojstvo).

5. Svaka familija zatvorenih podskupova skupa A koja ima osobinu konac-
nog preseka ima neprazan presek.

Skup A koji ima neku od gore navedenih osobina zove se kompaktan skup.
U dokazu ¢ée se na viSe mesta koristiti Cinjenica da je neki skup zatvoren
ako i samo ako sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja.

Dokaz. Svojstvo (4) je, u stvari, karakterizacija kompaktnog skupa u R u smislu
definicije 11.4.2 i 11.4.3.

(1) = (2) Neka je skup A ogranicen i zatvoren. Ako je skup A konacan,
onda on nema nijednu ta¢ku nagomilavanja i tada trivijalno vazi (2). Prema
tome, pretpostavimo da je skup A beskonacan skup i da je skup S njegov bes-
konacan podskup. Skup S je ogranien pa, na osnovu Bolcano—Vajerstrasove
teoreme on ima bar jednu tacku nagomilavanja, oznacimo je sa a € R. Posto
je S podskup od A, to je o tacka nagomilavanja i za skup A, pa o € A jer je
A zatvoren.

(2) = (1) Pokazaéemo prvo da je skup A zatvoren, Sto je ekvivalentno
sa iskazom da skup A sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja. Neka je g € R
proizvoljna tacka nagomilavanja skupa A. Po definiciji tacke nagomilavanja
to znadi da, za proizvoljno €1 > 0, u skupu (8 — 1,5 + €1) N A postoji
barem jedna ta¢ka a; € A i a; # (. Neka je di = |ag — 5| > 0 i neka je
g9 = di/2. U skupu (B — 2,8 4+ €2) N A postoji barem jedna tacka as € A
i as # (. Naravno, as # ai. Nastavljajuéi postupak, dobijamo beskonacan
skup S = {aj,aq9,...} C A, kojem je [ tatka nagomilavanja skupa. Ona, po
pretpostavci pripada skupu A. Prema tome, sve tacke nagomilavanja skupa A
pripadaju skupu A, to jest skup A je zatvoren.

Preostaje da se dokaze da je skup A ograni¢en podskup skupa R. Pret-
postavimo suprotno, to jest da A nije ograni¢en skup. Ideja dokaza je da se
konstruise beskonacan skup S C A, koji nema tacku nagomilavaja u skupu A,
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¢ime se dokbija kontradikcija. Neka je aj proizvoljan element skupa A i neka
je n1 prirodan broj za koji vazi |a;| < nj. Pos$to A nije ogranicen, sledi da
postoji ag € A za koji vazi ny < |az|, i neka je ng € N takav da vazi |ag| < no.
Nastavljajuéi ovaj postupak izbora tacaka skupa A dobija se beskonacan skup
prirodnih brojeva {nj,ng,...} i beskonaan podskup S skupa A tako da vaZi

|a1]<n1<\a2|<n2<|a3|<n3<...

Skup S ocigledno nema nijednu tacku nagomilavanja u R, sto je u suprotnosti
sa (2).

Primetimo da iz ogranicenosti skupa A sledi da on ne moze da ima tacku
nagomilavanja koja je "fiktivni element", +00, pa pretpostavka 5 € R u prvom
delu dokaza nije ogranicenje.

(1) = (3) Neka je {an }nen proizvoljan niz elemenata skupa A. Iz ograni-
enosti skupa A sledi da je i niz {a,}nen ograni¢en. Dokazimo najpre da on
ima konvergentan podniz. Neka je S = {a,, | n € N} skup vrednosti ¢lanova
niza {an }nen. Jasno, S C A.

Ako je skup S konacan, onda postoji elemenat a € S takav da je a,, = a
za beskonacno mnogo vrednosti n; < no < ng < ... iz skupa N. To znaci da
je {an, }ren konvergentan podniz niza {a,}nen, pa je a tacka nagomilavanja
datog niza, koja, pri tome, pripada skupu A.

Ako je skup S beskonadan onda, na osnovu (2), sledi da S ima bar jednu
tacku nagomilavanja u A, oznacimo je sa a. Po definiciji, u svakoj okolini tacke
a nalazi se beksona¢no mnogo elemenata skupa S. Tako se u (@ — 1,a + 1)
nalazi barem jedan element a,, € S. U okolini, (a — 1/2,a + 1/2) nalazi se
barem jedan element a,, € S takav da je n; < na. Ovo je moguce jer se u
(a—1/2,a+1/2) nalazi beskonaéno mnogo elemenata skupa S. Nastavljajuéi
ovaj postupak, zakljuCujemo da, za svako m € N, postoji

an,, € (a—1/m,a+1/m)NS,
pri emu je ng < ng < -+ < Nyy—1 < Nyy. Tako je {an,, men konvergentan

podniz niza {a,}nen, a element a je tatka nagomilavanja datog niza koja
pripada skupu A.
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11.5 Kompaktnost u skupu realnih brojeva

(3) = (1) Dovoljno je da se dokaze (3) = (2), jer znamo da (2) = (1),
pa tada (3) = (1) na osnovu tranzitivnosti implikacije.

Neka je B beskonacan podskup skupa A. Tada postoji niz {ay, } nen medju-
sobno razli¢itih elemenata skupa B. |z (3) sledi da postoji {an, }ken konver-
gentan podniz niza {a, }nen, Cija je graniéna vrednost a element skupa A. To
znadi da se u svakoj okolini tacke a € A nalazi beskonaéno mnogo elemenata
skupa B, pa je a tacka nagomilavanja skupa B, odnosno vazi (2).

(1) = (4) Neka je A ograniCen i zatvoren skup. Ako je A konacan,
cardA = n i {Ox}xepn pokrival skupa A, onda za svaki element a; € A,
kE=1,2,...,n postoji A\, € A, k =1,2,...,n tako da vazi a;, € O,,. Tada
je {0, }a.ea konacan potpokrivac skupa A.

Pretpostavimo sada da je A beskonacan skup i da on nema Hajne—Borelovo
svojstvo, $to znadi da postoji otvoreni pokrivac {O}xea koji ne sadrzi konacan
potpokriva. |z ograniCenosti skupa A sledi da postoji interval [aj, b1] takav
da A C [a1, b1]. Posmatrajmo skupove

[al, (a1 + bl)/2} NA i [(a1 + bl)/2,b1] N A.

Za barem jedan od tih skupova vazi da {O)}ca ne sadrzi konaéan potpokrivac
tog skupa, jer bi u suprotnom skup A imao Hajne—Borelovo svojstvo. Neka je
[a2, ba] izabran tako da je [a2,b2] = [a1, (a1 + b1)/2] ako {Ox}aren, pokrival
skupa [a1, (a1 + b1)/2] N A ne sadrzi konacan potpokriva¢ tog skupa, odnosno
[az, b2] = [(a1 + b1)/2, b1] u suprotnom sluéaju. Jasno, ovako izabran interval
[a2, bo] sadrzi beskonano mnogo elemenata skupa A.

Sada posmatramo skupove

[ag,(ag —i—bg)/Q] NA i [(a2+bg>/2,b2] N A.

Za barem jedan od tih skupova, po konstrukciji vazi da {Oy}aea ne sa-
drzi konalan potpokrival tog skupa. Neka je [as,bs] izabran tako da je
[ag,bg] = [ag, (CLQ + b2)/2] ako {OA})\EAv pokriva¢ skupa [(Iz, (a2 + b2)/2] NA
ne sadrzi konacan potpokriva¢ tog skupa, odnosno [as, bs] = [(az + b2)/2, ba]
u suprotnom slucaju. Nastavljajuéi postupak, dobija se niz zatvorenih in-
tervala {[an,bn]}nen na koji se moze primeniti Kantorov princip. Neka je
a € Npenlan, by).
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Neka je U(«a) proizvoljna okolina tatke av i £ > 0 izabran tako da je (o —
g,a+¢) C U(a). Po konstrukciji, duZine intervala [ay,b,], n € N, teZe ka
nuli, odnosno, postoji ng € n € N takav da je [an,, bn,] C (@ —¢,a+¢). Posto
se u intervalu [ay,, bpn,] nalazi beskonatno mnogo elemenata skupa A, sledi da
je « tacka nagomilavanja skupa A, a kako je A zatvoren skup, vazi a € A.

Po definiciji pokrivacda, postoji A9 € A tako da je a € O),. Skup O, je
otvoren skup, pa postoji 9 > 0 takav da je (v — g, + £9) C Oy,. Za tako
odabran broj g > 0 postoji m € N tako da je [am, bm] C (a—¢q, ate¢) C Oy, .
To znadi da postoji konacan pokriva¢ skupa [a,, by, N A, Sto je u kontradikciji
sa konstrukcijom niza zatvorenih intervala {[an, bn]}nen.

Dakle, skup A ima Hajne—Borelovo svojstvo.

(4) = (1) Neka skup A ima Hajne— Borelovo svojstvo. Ako je skup A
konacan, onda (1) trivijalno vazi, pa stoga pretpostavljamo da je A beskonacan.
Dokazacemo svojstvo (2) iz kojeg sledi (1). Pretpostavimo da je S beskonacan
podskup skupa A koji nema tacku nagomilavanja u skupu A. To znadi da za
svaki element a € A\ S postoji okolina O, za koju vazi O, NS = (). Takode,
ako s € S, onda s nije tacka nagomilavanja skupa S, jer je S C A, pa postoji
okolina O, N S = {s}. Kako je

AC (UQGA\SOa) U (USESOS) )

iz pokrivada koji se sastoji od skupova O,, a € A\ S i Og, s €S, se ne moze
izdvojiti konacan potpokrivacd, sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da skup
A ima Hajne- Borelovo svojstvo.

(4) = (5) Neka je {F)\} ca kolekcija zatvorenih podskupova skupa A koja
ima svojstvo konacnog preseka. Napominjemo da se svi skupovi posmatraju u
topoloskom prostoru (A, O4), potprostoru prostora (R, O,.p). To znadi da je,
na primer A otvoren skup u (A, Oy4), iako je on zatvoren skup u (R, Oyp).

Pretpostavimo da je Nyca F)\ = (). Tada je

A=A\ (MreaFy) = Unea(A\ Fy).

Dakle, {A\ F\ | A € A} je otvoreni pokriva¢ skupa A, pa postoji konacan skup
indeksa Ax, Kk =1,2,...,n tako da je

AC Ulgkgn(A \ FAk)-
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11.5 Kompaktnost u skupu realnih brojeva

Odavde sledi Ni<k<,Fh, = 0, Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da
{F)\} e ima svojstvo konaénog preseka.

(5) = (4) Neka je {Ox}rea otvoreni pokrivaé skupa A. Dakle, A C
UxeaOx odakle sledi Nycp (A \ Oy) = 0. Posto su skupovi A\ O, zatvoreni
(u topoloskom prostoru (A,04)), sledi da postoji konaéno mnogo indeksa
= 1,2,...,n tako da je Ni<iz<n(A\ O,,) = 0, jer bi u suprotnom familija
{A\O, | X € A} imala svojstvo kona¢nog preseka, pa bi bilo Nycp (A\O)) # 0.
Dakle, A\ U1<k<nOx, =0, odnosno A C Uy<<,, Oy, , pa skup A ima Hajne-
Borelovo svojstvo ¢ime je teorema dokazaa. O

Citaocu za veZbu ostavljamo da, koriste¢i Hajne—Borelovo svojstvo, dokaze
da su zatvoreni intervali kompaktni skupovi u prostoru (R, O,0p)-
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