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1. UVODNA RAZMATRANJA

U ovom predavanju se navodi jedna motivacija za proucavanje tema
koje ¢ine sadrzaj kursa.

1.1. Linearni vremensko-invarijantni i vremensko-neprekidni
sistemi. Sistem L je operator koji ulaznom signalu/funkciji f dode-
ljuje izlaz y = L(f), koji se zove i odziv sistema. Sistem je linearan ako
vazi

L(of + Bg) = aL(f) + BL(g), «,B€C.

Vremenska neprekidnost sistema znaci da su ulazna i izlazna funkcija
definisane nad nekim vremenskim intervalom. Pretpostavlja se da su
vrednosti ovih funkcija kompleksni brojevi. Sistem je invarijantan u
vremenu ako iz f(t) — y(t) sledi f(t —to) — y(t — to), to € R. Za line-
arne vremensko-neprekidne i vremensko-invarijantne sisteme se koristi
oznaka LTC.

Vremenski harmonik je signal oblika ce™?, gde su ¢ = Ae € C i
w € R zadati, at € R. Broj w je frekvencija, A € R amplituda, a ¢y € R
pocetna faza vremenskog harmonika ce™! = Ae'®0e™!t = Aei«wiHdo),

Ako je L LTC sistem, a f vremenski harmonik, onda je odziv sistema
takodje vremenski harmonik oblika H(w)e™!. Naime, ako je Lf = v,
onda je

y(t —to) = L(f(t—to)) = L{ce™"))
= L(ce—iwtoeiwt) — e—iwtoL(ceiwt) — 6—iwt0y(t)7

paje (zat =01ty = —s) y(s) =y(0)e™*, s € R.

Dakle, L : ¢! — H(w)e™'. Funkcija H(w) : R — C se naziva fre-
kvencijski odziv sistema, funkcija sistema ili funkcija prelaza (prenosa).
ZaH(w) = |H(w)|e’*™@) modul |H(w)| je amplituda odziva, a argument
®(w) faza odziva.

Primer 1.1. U strujnom kolu sa generatorom napona E(t), otporni-
kom R i kalemom L, jacina struje je data sa

t
i(t) = —/ e IRILE(g)de, teR.
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Ako je ulaz u strujno kolo vremenski harmonik €, onda je

1 R . )
i(t) = (E/o eéR/Lengf) et teR,

pa je frekvencijski odziv u primeru strujnog kola

H(w) = l/ e Sf/Le=8de e R.
L Jo
Ovo je, po definiciji, Furijeova transformacija funkcije e %%, ¢ € R,
pa se direktnim racunom, ili iz tablica Furijeovih transformacija dobija
H(w) =1/(R+iwl), w e R.
Prema tome, frekvencijski odziv sistema u odnosu na vremenski har-
monik se izrazava preko Furijeove transformacije.

Sistem je stabilan ako je odziv svakog ograni¢enog signala ogranicen.

1.2. Impulsni odziv LCT sistema. Furijeova transformacija ili spek-
tar signala f se definiSe nesvojstvenim integralom:

ﬂw:/ﬁf@ewﬁ,weR

pri ¢emu se w interpretira kao ugaona frekvencija koja se meri u ra-
dijanima po sekundi. Modifikacija spektra F' se dobija mnozenjem sa
nekom pogodno odabranom funkcijom: H(w) - F(w), w € R. Teorema
o konvoluciji kaze da je Y(w) = H(w)F(w) Furijeova transformacija
konvolucije

o) = [ T F@h(t - )de = (fB)(0), tER,

pri cemu su Y i H Furijeove transformacije funkcija y i h respek-
tivno. Ako je, na primer, potrebno odstraniti frekvencije iznad unapred
utvrdenog praga wy > 0, onda se F'(w) mnozi takozvanom blok funk-
cijom koja je jednaka sa 1 za |w| < wp, a koja se inace anulira (za
lw| > wp). Kaze se da je signal f u tom sluc¢aju propusten kroz filter.

Od posebnog znacaja je jedini¢ni element konvolucije. To je Dirakov
delta impuls, 0 koji se definise kontradiktornim uslovima:

Iz =€) =0, z#E, /_005(.7})d.7}:1,

b
{/5@_5M$:{1,a§§§a

0, 1inace .
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Uz izvesna pojaSnjenja, moze se pokazati da je Dirakova delta je-
dini¢ni element konvolucije, odnosno,

f@t)=(f=*)(t / f(m)o(t —r)dr, teR.

Na ovaj nac¢in je funkcija f prikazana uz pomo¢ neprekidne superpo-
zicije delta impulsa §(t — 7). Naknadno ¢emo dati primer realizacije
delta impulsa kao limesa niza funkcija.

Posmatrajmo LCT sistem L. Svojstvo linearnosti se moze prosiriti
na pravilo neprekidne superpozicije kojim se beskonacne sume zame-
njuju integralima: L [ = [ L, pa vazi

y(t) = Lf(t) = L(f*5)(t / f(r)o(t—7 dT—/ f(r)Lo(t—T)dr.
Ako se uvede oznaka h = Ld, iz linearnosti sistema dakle sledi
:/ FEh(t—T)dr = (FeB)(E), teR.

Furijeova transformacija izlaza Y (w) = H(w) - F'(w) je proizvod Furije-
ovih transformacija ulaza f i funkcije h = Ld koja se naziva impulsni
odziv sistema.

LTC sistemi se karakterisu konvolucijom i impulsnim odzivom.

Veza izmedu frekvencijskog odziva sistema H(w) i njegovog impul-
snog odziva h = L se dobija iz:

Le™t = / e“Th(t —7)dr = / ei“’(t_T)h(T)dT = H(w)e™".

o0 o0

Frekvencijski odziv sistema je Furijeova transformacija njegovog impul-
snog odziva.

Ako je moguce primeniti formulu inverzne Furijeove transformacije
za izlaz y, y(t) = 5= [V (w)e™ dw, onda je
1 o

> ) 1 )
—/ Y(w)e*tdw = by H(w)F(w)e™!dw.
—00 T J -0

y(t) = 5

Odavde sledi da je, za fiksirano ¢, svaka frekvencijska komponenta e™*
spektra F' ulaznog signala f pojacana ili oslabljena sa H = Fh, pa ta
funkcija ima ulogu filtriranja u frekvencijskom domenu, ¢ime se oprav-
dava naziv funkcija prenosa sistema.



Slede¢a teorema karakterise stabilnost sistema preko njegovog im-
pulsnog odziva.

Teorema 1.2. LCT sistem odreden impulsnim odzivom h = Lo je
stabilan ako i samo ako h € L'(R), to jest [ |h(t)|dt < cc.

Dokaz. Neka je |f(t)| < M, t € Rineka h € L'(R). Vazi:
pl< [ 1#@Ine-nldr <0 [ e nldr < o

Obratni smer se dokazuje kontrapozicijom. Pretpostavimo da h &
L'(R) i definisemo pomo¢nu funkciju:

o, (=) £0,
f@):{ S

Funkcija f je ogranicena, |f(t)| <11

o0

y(0) = /OO f(T)R(0 — 7)dT = / |h(t)|dt = co.

o0

Dakle, sistem nije stabilan. U

1.3. Primer delta konvergentnog niza. U vremensko-frekvencijskoj

analizi (i u nastavku kursa) posebnu ulogu igraju gausovske funkcije.
2

U opstem slucaju to su funkcije oblika ae_%, gde su a, b, ¢ realni
parametri.

Dat je niz gausovskih funkcija {(m/m)"/2e="**}, cn. Dokazimo da
ovaj niz ima svojstvo rasejanja:

o0

lim <T>1/2 e f(x)dx = f(0),

m—oo [_ \T

gde je f ogranicena, integrabilna i neprekidna u nuli. Drugim rec¢ima,
dati niz je delta-konvergentan u slede¢em smislu:

Definicija 1.3. Niz funkcija {s,} je delta konvergentan, u oznaci
limy, o0 S (t) = 0(t), ako je

o0

lim sm(t)f(t)dt = f(0),

m—oo [

za sve dovoljno glatke funkcije f.

Svojstvo rasejanja implicira lim Sm(x—1)f(x)dx = f(t),t € R,
m—oo J_
jer se smenom x — t = s dobija
lim sm(8)f(s+t)ds= f(0+1t) = f(t), teR.

m—oo J_



Ovim se opravdava naziv delta konvergentan niz.
Najpre dokazujemo da je fooo e dy = v/7/2. Od nekoliko nacina da
se odredi vrednost ovog nesvojstvenog integrala, biramo onaj u kojem

se koristi tehnika diferenciranja pod znakom integrala.
2

t
Za t > 0 posmatra se funkcija F(t) = (/ e_IQd:E) . Vazi:
0

t 1 1
F'(t) =2¢7" - / e dr = 2" / te "V dy = / ote” 1TV gy,
0 0 0

0

e~ (1+y%)t?
za sve t > 0. Kako je — | ———

1492

L g [ o=t d[L e d
F'(t) = — — | —dy = —— ——dy = ——G(t
®) /0 ot \ 14192 Y dt J, 1+ y? Y dt ®),

Odavde je F(t) = —G(t) + C, za neku konstantu C' € R i sve t > 0.
Odredimo konstantu C' koristeé¢i granicnu vrednost kada ¢ tezi ka nuli:

t ) 2 1 6_(1+y2)t2
lim (/ e dx) = — lim —dy+C,
0

t—0+ t—ot Jo 1+vy

p ) = —2te~ 1+ Jobija se

odakle je 0 = — fol ﬁdy + C, iz ¢ega sledi C' = /4. Znadi,

2

t 1 —(1+y2)t?
(/ e“zdx) =z —/ e—zdy:
0 4 o 14y

t 2 1 —(1+y?)t?
lim / ePdr) =2~ lim / e—dy,
t—=+o0 \ Jo 4 totoo Jy 1492

to jest / e dr = ﬁ
0

pa je

2

[e.9]

Prema tome / e dr = \/7. Smenom promenljive x > /my
o mi(xi/2
dobija se/ (—) e gy = 1.
oo \T
Sada dokazujemo svojstvo rasejanja. S obzirom da je ogranicenost
funkcije njeno globalno svojstvo, a neprekidnost u nuli lokalno, funkciju
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f zapisujemo u obliku f(z) = f(0) + (f(z) — f(0)) :

% 1/2 ,
lim/ <T> e " f(x)dx
m—oo [_ o\

= O+ tm [ () e () — p0))de,

m—oo f_ \T

i pokazujemo da drugi sabirak tezi ka nuli kada m — oo. Za proizvoljno
A > 0 vazi:

[ (&) e - sonas

: / / / 1/2 e (f(w) — £(0))da

Iz ogranicenosti funkcije f sledi da je | f(x)— f(0)| < M, zaneko M > 0,
odakle je

| / 1/2 et (f(x) — £(0))dz]

1/ | Aym o
<M/ e~ | da / e ¥dy —0,
\/_

kada m — oo. Sli¢no,

lim / (™) e () - £ =0,

m—oo [ 4 T

Konaéno, iz neprekidnosti funkcije f za proizvoljno € > 0 postoji § > 0
tako da je |f(z) — f(0)] < € kadgod je |x| < 6, birajuéi A < §/2 dobija
se

A

() e s < () e g0

T T
A 1/2 Aym
< E/ (T) e~ g = i/ e_dey — ¢,
—_A T ﬁ —Aym
kada m — oo.

Ovim je dokazano da je lim,, ffooo (%)1/2 e~ f(x)dx = f(0), pa
je niz gausovskih funkcija {(m/7)Y2e~™*}, v jedan delta konvergen-
tan niz.



1.4. Rezime.

(1) Definisati LCT sistem, frekvencijski odziv i impulsni odziv si-
stema i pokazati da je frekvencijski odziv sistema Furijeova
transformacija njegovog impulsnog odziva.

(2) Formulisati i dokazati tvrdenje koje karakteriSe stabilnost si-
stema pomocu njegovog impulsnog odziva.

S 1/2 )
3) Dokazati da je m e "™ dr = 1.
(3) ]
T

(4) Definisati delta kgnvergentan niz i dokazati da je niz gausovskih
funkcija primer delta konvergentnog niza.



