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1. FURIJEOVA TRANSFORMACLJIA U L'(R)

U ovom predavanju se proucavaju osnovna svojstva Furijeove trans-
formacije. Pretpostavlja se da je ¢italac upoznat sa Banahovim pro-
storima LP(R), 1 < p < oo. Posebno, koristi¢e se norme:

1l = / 1 (@)d,

o0

1flle = ( /_Z\f(x)|2dx)2,

| fllzee = esssup|f(z)| =inf{M : f< M skoro svuda}.
z€eR

Pri tome, f € LP(R), p = {1,2,00} kao i samo ako su odgovarajuce
norme konacne. Elemente prostora LP(R), p = {1,2,00} nazivamo
integrabilnim, kvadrat integrabilnim i esencijalno ogranicenim funkci-
jama.

1.1. Motivacija. U kursu Furijeove analize posmatra se Hilbertov pro-
stor kvadrat integrabilnih funkcija L?(0,1) i dokazuje se da je skup
funkcija {e*™™®}, .z potpun sistem ortogonalnih funkcija, odakle sledi
razvoj u Furijeov red proizvoljne funkcije f € L%(0,1):

f(z) = che%m’”, x € [0,1],

neL

gde je ¢, = (f, e*™n®) = fo x)e ™" dy n € 7. Pri tome je jednakost
u normi prostora L2(0 1).
Ovde uocavamo operatore analize:

C:L*0,1) = 1*(Z), COf ={c,}
1 sinteze
S:1X(Z) = L20,1), S({ca}) =D cne®™™.
nez

Sa I%(Z) je oznagen prostor kvadrat integrabilnih nizova (kompleksnih
brojeva): {¢,} € I*(Z) ako i samo ako je > . |c,|* < oo.
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Funkcije €*™* nisu (kvadrat) integrabilne na R, ali su ogranicene:

’627rin$’ — 1’ n € Z’ pa je preslikavanje

Cp = <f; 62m’nx> — / Jc(x>6727rin:1:d‘,1:,7 n e Z,

dobro definisano za sve apsolutno integrabilne funkcije f € L'(R). *

1.2. Definicija i osnovna svojstva. S obzirom da preusmeravamo
paznju sa funkcija definisanih nad intervalom [0, 1] (odnosno periodi¢nih
funkcija) na apsolutno integrabilne funkcije, umesto celobrojnih vred-
nosti (frekvencija) n € Z posmatrace se sve realne frekvencije £ € R,
odnosno umesto baznih funkcija e?*"* posmatrace se funkcije e>**. Po
analogiji sa operatorom analize koji funkciji dodeljuje niz, uvodi se novi

operator, Furijeova transformacija, koja funkciji f dodeljuje funkciju f
na sledeci nacin:

Definicija 1.1. Furijeova transformacija funkcije f € L*(R) je funk-
cija f: R — C definisana sa

f@:[fuww%%gek

Kao operator, Furijeova transformacija je preslikavanje F : f —» f .

U literaturi se ponekad Furijeova transformacija definise koriséenjem
neke druge konstante umesto konstante —2m.

Funkcija f € L'(R) ne mora da bude definisana za sve x € R, to jest
moguce je da je f definisana za skoro sve x € R. Nasuprot tome, f je
definisana za sve £ € R, jer je

o0

(1) WMg[

o0

umw%%m=[rﬂmm=WM<m.

Moze se dokazati i jace tvrdenje:

Lema 1.2. Ako f € L'(R) onda je njena Furijeova tmnsformacijaf
ogranicena i uniformno neprekidna funkcija na R 1 || ||z~ < || f|lz:-

1Za vezbu dokazati: (14 z2)~1/2 € L2(R)\ LY(R) i |z|~Y/2(1 4+ 22)"' € L'(R) \
L*(R).



Dokaz. Za proizvoljne £, € R vazi:

fern=fol < | [ swere @

< [ @l - s
< [ U@l e

pa je

sup [ F( +m) — f()] < / @)l — 1]da.

£eR 00

Kako je |f(z)|le”*™* — 1| < 2|f(z)|, Na osnovu Lebegove teoreme o
dominantnoj konvergenciji vazi

lim(sup | F(€ + ) — F(E)]) < lim( / @)~ 1) =0,

n—0 £ER n—0 PN

odakle sledi uniformna neprekidnost funkcije f .
Oganicenost sledi iz (1), a supremum po & daje || f|lze~ < ||f]l:. O

Primer 1.3. Neka je x[—r1) karakteristicna funkcija intervala [=T,T],
T7>0:

o ]_, t € [_T7 T]7
X-1,7)(t) = { 0, t&[-T,T).

Ova funkcija pripada prostoru L'(R), a njena Furijeova transformacija
je data sa:

T ' Sin27rT§’ 57&0’
X-1,m(§) = / e dy = { W£2T, £=0.

=T

Primetimo da je ||X_r7||lr= < 00.?
Kada je T' = 1/2, funkcija % se zove sinc funkcija (preciznije,
njeno neprekidno produzenje u nuli). Ona je uniformno neprekidna na

R, ali nije apsolutno integrabilna. Dokazimo to.

20drediti [|x(—77)llz 1 IX77) ]l Lo
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Nasuprot tome, [*° #2dt = 1, odakle sledi [°7 S2ldf = 1.

(AV2
SN
T~
8
e
\5
~

=

Primer 1.4. Niz funkcija {Smmt}meN je delta konvergentan niz, to jest

> sinmt

lim
m—oo [ 7t

ft)dt = £(0).

Ovu cingenicu usvajamo bez dokaza. Intuitivno, kada m — oo funkcije
% teze ka ]i’umjeovoj transformaciji konstantne funkcije X(—oo00)(§) =
1, a kako je 6 = 1 (ovo sledi iz formule za Furijeovu transformaciju
konvolucije), naslu¢ujemo da s”;r—;”t konvergira ka delta impulsu kada
m — OQ.

Slede¢i rezultat daje dodatno svojstvo Furijeove transformacije ap-
solutno integrabilne funkcije.

Teorema 1.5. (Riman-Lebegova lema) Ako f € L'(R) onda njena Fu-
rijeova transformacija f pripada prostoru Co(R) neprekidnih funkcija
koje u beskonacnosti opadaju ka nuli, to jest lime o | f(§)] = 0.

Dokaz. Veé znamo da je f neprekidna funkcija. Smenom z — s—1/(2¢)
dobija se

oo ' oo 1 ) L
/ f(@)e ™0y = / f(s— —25)6_2”5(5_@&9
OO 1 —2mi€s
= — | [fls— %)6 ds,

jer je e7™ = —1. Dalje, iz f € L'(R) sledi
fo = |5 [ (1= st~ 2—2)) ey
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odakle je3
) P 1 [ . 1
NICIEEY ™ ‘f(x) ~ flo = 50)| s = 0.
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Po analogiji sa operatorom sinteze koji nizu Furijeovih koeficije-
nata dodeljuje funkciju uvodimo inverznu Furijeovu transformaciju na
slede¢i nacin:

Definicija 1.6. Inverzna Furijeova transformacija funkcije f € L*(R)
je funkcija f: R — C definisana sa

Fe=fo- [ " f@)@Tdr, ¢ ER.

Primetimo da je f(&) = f(=¢), € € R. Odavde sledi da F~! :
L'(R) — Cy(R).

Medutim, f € L*(R) ne implicira f € L*(R) pa, u opstem slucaju
ne mozemo primeniti kompoziciju preslikavanja analize i sinteze. Iz
ovog razloga naziv inverzna Furijeova transformacija je malo zbunju-
juéi. Ipak, uz dodatna ograni¢enja, operator F ! je inverzni operator
operatora F. Posebno, ako f, f € L'(R) onda vazi:

Teorema 1.7. (Formula inverzije) Ako f.fe L'(R) onda su f i f
neprekidne funkcije 1

fla) = (Fr@) = [ feyemseds
pri cemu je jednakost tackasta za svako x € R. Slicno,
f@) = () = [ fOe i ser

Teorema se, za sada, usvaja bez dokaza. Jedan od nacina je da se
dokaze da formula inverzije ekvivalentna Planserelovoj teoremi, a drugi
je koris¢enje Poasonove sumacione formule.

Posledica 1.8. (jedinstvenost) Ako f € L'*(R) onda vazi f = 0 skoro
svuda ako i samo ako f =0 skoro svuda.

Drugim re¢ima, Furijeova transformacija F : L'(R) — Cy(R) je
injektivno preslikavanje.

3ako f nije neprekidna, koristeéi ¢injenicu da su neprekidne funkcije kompaktnog
nosaca guste u L'(R) moze se dokazati da [*_|f(z) — f(z —h)|dz — 0 kada

h — 0.
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1.3. Konvolucija i Parsevalova jednakost. Neka f,g € L'(R). Pri-
metimo najpre da je

L+ gl < A f1ellglr

Ako su, pri tome, f i g neprekidne, onda je i f * g neprekidna funkcija.
Uz dodatne uslove diferencijabilnosti funkcije ¢ i integrabilnosti i ogra-
nic¢enosti funkcije ¢’, koristecéi Lebegovu teoremu o dominantnoj konver-
genciji nije tesko dokazati da je fx*g diferencijabilnai (fxg) = (f*g’).
Ako je, uz to f diferencijabilna, a f” integrabilna i ogranicena, onda je
(fxg) = (f*g)=(f*g)

U nastavku ispitujemo svojstva konvolucije da bismo dokazali Par-
sevalovu jednakost.

Lema 1.9. Neka f,g € L'(R). Ako f i g imaju kompaktan nosac,
onda f * g ima kompaktan nosac.

Dokaz. Podsetimo se, nosa¢ funkcije f, u oznaci supp f je najmanji
zatvoren skup za koji vazi f(z) = 0 za skoro sve x u komplementu tog
skupa. Bez smanjenja opstosti (biraju¢i odgovarajuéeg predstavnika
klase ekvivalencije) pretpostavljamo da je f(x) = 0 za sve x ¢ supp f.
Sliéno i za funkciju g.

Neka je zp € R tacka za koju vazi (f x g)(zg) # 0. Tada postoji
y € R koja pripada nosacu funkcije f i za koju je xg —y € suppg.
Dakle, zg = y + (zo — y) € supp f + supp g. Odavde sledi:

{r e R| fxg(z)#0} Csupp f +suppg.

Prema tome, ako = ¢ supp f + supp g onda je f x g(z) = 0. U odgova-
rajuéim klasama ekvivalencije ovo implicira da je f * g(x) = 0 za skoro
sve z & supp f + supp g, to jest (s obzirom da posmatramo zatvorene

skupove) supp(f * g) C supp f + supp g. O

Dokazimo da za f,g € L'(R) vazi (f % g)(€) = f(£)§(€). Koristeéi
teoremu Fubinija dobija se

(f*gy(©) = / (f * g)(x)e 2" da

= / ( / f(y)g(x—y)dy) e Pt tmE e gy

F(€)a(8).
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Teorema 1.10. Neka je f € C?(R), to jest dva puta neprekidno di-
ferencijabilna funkcija kompaktnog nosa¢a. Tada f € L*(R) i vaZi
Parsevalova jednakost: || f||zz = || f||zz-

Dokaz. Primetimo da f € L'(R). Involucija funkcije f je f(z) =
f(=x). Posmatrajmo sada funkciju (f = f)(z). Ako je f neprekidna
funkcija kompaktnog nosaca, onda je i (f * f ) neprekidna funkcija kom-
paktnog nosaca. Vazi:

:/:f(y) dy—/ F@) Ty = 113

Koristedi upravo dokazano svojstvo prebacivanja konvolucije u proizvod
pod dejstvom Furijeove transformacije dobija se

(f =)&) = FEOUF)E) =1 OP

jer je (f)(€) = f(f),~§ € R. Iz uslova f € C2(R) sledi da (f % f) €
C%(R), pa vazi (f = )" € L*(R) (videti Posledicu 1.3 sa slede¢ih pre-
davanja). Na osnovu teoreme 1.7 sledi

(72 PO = (F 7y = [ (Feirien= [ 1F @R =171

Dakle, ||f|l2 = ||f||.2- O
Na osnovu teoreme 1.10, Furijeova transformacija F : C? — L2 je

izometrijsko preslikavanje izmedu (C*(R), || - ||z2) i (L*(R), H llz2). S

obzirom da je C?(R) gust u L*(R), preslikavanje F se moZe nepre-
kidno progiriti do izometrije izmedu (L*(R), || - ||z2) i (L*(R), || - || z2)-
Stavise, ovo progirenje, kojim se definise Furijeova transformacija na
L?, je unitarno preslikavanje na L*(R), to jest izometrijski (=bijek-
tivni) izomorfizam, videti sledeé¢e predavanje.

1.4. Rezime.

(1) Definisati Furijeovu transformaciju. Formulisatii dokazati lemu
1.2 1 teoremu 1.5.

(2) Odrediti Furijeovu transformaciju karakteristicne funkcije i do-
kazati da sinc funkcija nije apsolutno integrabilna.

(3) Definisati inverznu Furijeovu transformaciju. Formulisati teo-
remu 1.7 i njenu posledicu. Dokazati da je (fxg)™(§) = f(g)g(g),
f,g € L'(R).

(4) Dokazati da je Furijeova transformacija involucije data sa ( f)"(€) =
f(€), € € R. Zatim dokazati lemu 1.9 i teoremu 1.10.



