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1. Balian-Lou teorema

1.1 Okviri i baze

U nastavku sa H obele�avamo separabilan Hilbertov prostor.

Definicija 1.1.1 Familija elemenata {fn} ⊆ H je okvir u H akko postoje kon-
stante A,B > 0 tako da va�i

A‖f ‖2 ≤
∑
n

|〈f , fn〉|2 ≤ B‖f ‖2, ∀f ∈ H.

Potreban i dovoǉan uslov da {fn} bude okvir u H je da je operator sinteze
T : {cn} 7→

∑
cnfn dobro definisan iz l2 na H.

Definicija 1.1.2 Skup vektora {fn} je potpun u H akko je span{fn} =H.

Ekvivalentan uslov je da iz 〈f , fn〉 = 0 za sve n sledi f = 0. Treba primetiti
da ako je {fn} potpun u H, onda ne mora da va�i da se proizvoǉan element iz
H mo�e predstaviti u obliku

∑
cnfn. Dakle, okvir je uvek potpun u H.

Ako je A = B okvir je qvrst. Okvir je egzaktan ako izbacivaǌem proizvoǉnog
elementa on prestaje da bude okvir. Jasno, svaka ONB je okvir sa A = B = 1.
Tako su okviri odista uopxteǌe baza. U konaqno dimenzionalnim pros-
torima svaki okvir je unija neke ONB i ,,jox nekih elemenata”. Ovo, me�u-
tim, ne va�i za beskonaqno dimenzionalne prostore.

Definicija 1.1.3 Za dati okvir {fn} operator okvira S : H → H je dat sa
Sf = T T ∗f =

∑
n〈f , fn〉fn. gde je T operator sinteze.

Radi se o jednom samoadjungovanom operatoru. Evo zaxto je on va�an:

Za zadati okvir {fn} sa operatorom okvira S, svaki f ∈ H se mo�e pred-
staviti u obliku bezuslovno konvergentnog reda

f = SS−1f =
∑
n

〈f ,S−1fn〉fn =
∑
n

〈f , fn〉S−1fn.

Optimalne granice okvira su date sa A = 1/‖S−1‖, B = ‖S‖. Ako je okvir
{fn} qvrst onda je S = AI (I je identiqki operator), a ako nije onda je {S−1/2fn}
qvrst okvir i A = 1.

Definicija 1.1.4 Skup {fn} je Risova baza za H akko postoji ograniqen in-
vertibilni operator U :H→H i ONB {en} za H tako da je fn =Uen.
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Dakle, Risove baze jesu slike ONB unitarnim preslikavaǌima. Mo�e se
pokazati da je {fn} Risova baza za H ako i samo ako je {fn} potpun u H i postoje
konstante A,B > 0 tako da va�i

A
∑
n

|cn|2 ≤ ‖
∑
n

cnfn‖2 ≤ B
∑
n

|cn|2

za svaki konaqan niz skalara {cn}. Va�i i slede�a:

Teorema 1.1.1 Neka je {fn} okvir u H. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni:
(a) {fn} je Risova baza za H;
(b) {fn} je egzaktan okvir.

Na osnovu (b) sledi da svaki okvir koji nije Risova baza ostaje okvir kada
se iz ǌega izbaci neki element. Prouqavaǌe ove problematike je poznato pod
nazivom prekoraqeǌe okvira.

Definicija 1.1.5 Za zadatu funkciju g ∈ L2(R) i parametre mre�e a,b > 0,
skup vremensko-frekvencijskih pomeraǌa

Gg,a,b = G(g,a,b)
def= {gak,bn(x) = e2πıbnxg(x − ak) =MbnTakg : k,n ∈ Z}

se zove Gaborov sistem.

Definicija 1.1.6 Gaborov okvir u L2(R) je Gaborov sistem Gg,a,b koji je okvir
u L2(R).

Za odgovaraju�i operator okvira va�i Sf =
∑∑

k,n∈Z〈f ,MakMbng〉TakMbng.
Egzistencija Gaborovih okvira je u tesnoj vezi sa svojstvima operatora
Gaborovih okvira, ali to je posebna problematika kojom se mi ovde ne�emo
baviti.

Da bismo pokazali zbog qega su Gaborovi okviri toliko va�ni, navodimo
u nastavku jednu od verzija Balian-Lou teoreme, koja nam ka�e da prosto ne
mo�emo izgraditi Gaborove sisteme koji �e biti Risove baze za L2(R), te da
nu�no moramo dozvoliti fleksibilnost koju imaju okviri da bismo dobili
,,korisne” Gaborove sisteme.

1.2 Balian-Lou teorema

Slavni klasiqni princip neodre�enosti kvantne mehanike ima slede�u
matematiqku formulaciju:(∫ ∞

−∞
|xg(x)|2dx

)(∫ ∞
−∞
|ξĝ(ξ)|2dξ

)
≥ 1
4π

∫ ∞
−∞
|g(x)|2dx, g ∈ L2. (1)

ǋega tumaqimo tako da ne postoji idealna lokalizacija. Leva strana
nejednakosti (1) mo�e biti konaqna ili beskonaqna, ali u svakom sluqaju
ne sme biti maǌa od desne strane. Poznato je da jednakost u (1) dosti�e
gausijan e−πx

2
, i da su jedine funkcije koje tu jednakost dosti�u translacije

i modulacije gausijana. Klasiqna BLT tvrdi da ako je G(g,1,1) Risova baza
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za L2(R), onda ne samo da va�i nejednakost (1), nego leva strana u toj nejed-
nakosti mora zapravo biti beskonaqna. Drugim reqima, funkcija generator
Gaborovog sistema koji je i Risova baza ,,maksimizuje neodre�enost”.

To tako�e znaqi i da ako imamo mre�ni Gaborov okvir koji ,,u sebi nema
vixka” (tj. koji je i Risova baza), onda funkcija generator g ima tako siro-
maxne vremensko-frekvencijske lokalizacione osobine da je ne mo�emo ko-
ristiti za netrivijalne primene. Drugim reqima, nije mogu�e da funkcija
g ima rapidno opadaǌe i u vremenskom i u frekvencijskom domenu.

Dajemo i dokazujemo tzv. klasiqnu verziju Balian-Lou teoreme:

Teorema 1.2.1 Ako je G(g,1,1) Risova baza za L2(R) onda(∫ ∞
−∞
|xg(x)|2dx

)(∫ ∞
−∞
|ξĝ(ξ)|2dξ

)
=∞. (2)

Dokaz dajemo u specijalnom sluqaju, kada je G ortonormirana baza. Ovaj
dokaz potiqe od Battle-a i mo�e se proxiriti na sluqaj kada je G(g,1,1) Risova
baza. Dokaz se oslaǌa na operatore koji imaju glavnu ulogu u dokazivaǌu
klasiqnog principa neodre�enosti.

Dokaz (u specijalnom sluqaju). Operatori pozicije i momenta iz kvantne
mehanike dati su u matematiqkoj notaciji redom sa:

P f (x) = xf (x) i Mf (x) = 1
2πıf

′(x).

Ovi operatori oqito ne preslikavaju L2(R) na sebe. Me�utim, mo�emo
ih uqiniti dobro definisanim ako restrikujemo ǌihove domene na odgo-
varaju�e guste podskupove L2(R), ali qak i ako to uradimo, ovi operatori
ostaju neograniqeni u odnosu na L2-normu. Pa ipak, ovi operatori igraju
glavnu ulogu u kvantnoj mehanici i harmonijskoj analizi.

Pretpostavimo da je g ∈ L2(R) takva da je G(g,1,1) ortonormirana baza za
L2(R). To odmah implicira

〈g,MnTkg〉 = δ0kδ0n, k,n ∈ Z,

gde je δpq Dirakov delta simbol δpq =

1 p = q,
0 p , q.

Ako je
∫
|xg(x)|2dx =∞ ili

∫
|ξĝ(ξ)|2dξ =∞ onda jednaqina (2) trivijalno

va�i, pa pretpostavimo zato da su obe ove veliqine konaqne i izvedimo kon-
tradikciju. Da su te veliqine konaqne znaqi da za operator pozicije va�i
P g ∈ L2(R) i P ĝ ∈ L2(R).

Ostatak dokaza podelimo na qetiri leme, pri qemu �e iz posledǌe dve
slediti �eǉena kontradikcija.

Lema 1.2.1 Dokazati da je 〈P g,MnTkg〉 = 〈M−nT−kg,P g〉.

Dokaz leme 1.2.1. Za k = n = 0 lema va�i, pa pretpostavimo da je bar jedan
od brojeva k ili n razliqit od nule. Poxto g i P g obe pripadaju prostoru
L2, za (k,n) ∈ Z2\{(0,0)} dobijamo da je

〈P g,MnTkg〉 =
∫ ∞
−∞
xg(x)e−2πınxg(x − k)dx =
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=
∫ ∞
−∞
g(x)e2πınx(x − k)g(x − k)dx+ k

∫ ∞
−∞
g(x)e2πınxg(x − k)dx =

= 〈g,MnTkP g〉+ k〈g,MnTkg〉 =

= 〈g,MnTkP g〉+ kδ0kδ0n =

= 〈g,MnTkP g〉+0. (3)

Adjungovani operator od Mn je M−n, od Tk je T−k, i Mn i Tk komutiraju, pa
je

〈g,MnTkP g〉 = 〈T−kM−ng,P g〉 = 〈M−nT−kg,P g〉 (4)

Kombinuju�i jednaqine (3) i (4) vidimo da je

〈P g,MnTkg〉 = 〈M−nT−kg,P g〉. (5)

�
Nax slede�i ciǉ je da primenimo sliqan raqun na Mg umesto P g.

Lema 1.2.2 Dokazati da je 〈Mg,MnTkg〉 = 〈M−nT−kg,Mg〉.

Dokaz leme 1.2.2. S obzirom da Furijeova transformacija razmeǌuje glatkost
i opadaǌe, hipoteza da g, ĝ ∈ L2(R) implicira da g ima odre�enu ,,dozu glatko�e”.
Preciznije, g je apsolutno neprekidna na svakom konaqnom intervalu, g ′(x)
postoji s.s., g ′ ∈ L2(R) i

ĝ ′(ξ) = 2πıξĝ(ξ) = 2πıP ĝ(ξ) s.s.

Prethodni rezultat je teorema za sebe, pa ga ovde usvajamo bez dokaza.
Posebno, Mg ∈ L2(R) i

(Mg )̂ = (
1
2πı

g ′ )̂ = P ĝ.

Sada se prebacujemo na raqunaǌe sa Furijeovom transformacijom od Mg,
te koristimo (5) da bi dobili da je

〈Mg,MnTkg〉 = 〈(Mg )̂, (MnTkg )̂ 〉

= 〈P ĝ,TnM−k ĝ〉

= 〈P ĝ,M−kTnĝ〉

= 〈MkT−nĝ , P ĝ〉

= 〈(T−kM−ng)ˆ, (Mg)ˆ〉

= 〈T−kM−ng,Mg〉

= 〈M−nT−kg,Mg〉. (6)

�

4



Lema 1.2.3 Dokazati da va�i 〈Mg,P g〉 = 〈P g,Mg〉.

Dokaz leme 1.2.3 Razvijaǌem P g i Mg u ortonormiranoj bazi {MnTkg}k,n∈Z i
primeǌuju�i veze (5) i (6) dobijamo

〈Mg,P g〉 = 〈
∑
k,n∈Z
〈Mg,MnTkg〉MnTkg,P g〉

=
∑
k,n∈Z
〈Mg,MnTkg〉〈MnTkg,P g〉

(5),(6)
=

∑
k,n∈Z
〈M−nT−kg,Mg〉〈P g,M−nT−kg〉

komutativnost=
∑
k,n∈Z
〈P g,M−nT−kg〉〈M−nT−kg,Mg〉

smena brojaca
=

∑
k,n∈Z
〈P g,MnTkg〉〈MnTkg,Mg〉

= 〈P g,Mg〉. �

Lema 1.2.4 Dokazati da istovremeno va�i i 〈Mg,P g〉 = 〈P g,Mg〉 − 1
2πı .

Dokaz leme 1.2.4. Prvo zapiximo

〈Mg,P g〉 = 1
2πı

∫ ∞
−∞
g ′(x)xg(x)dx.

Parcijalna integracija je validna za apsolutno neprekidne funkcije. Stoga:∫ b

a
g ′(x)xg(x)dx =

=
∫ b

a
(xg ′(x) + g(x))g(x)dx −

∫ b

a
g(x)g(x)dx

=
(
b|g(b)|2 − a|g(a)|2 −

∫ b

a
xg(x)g ′(x)dx

)
−
∫ b

a
|g(x)|2dx.

Ako fiksiramo a, onda svaki od integrala koji se pojavǉuju gore konvergira
konaqnoj vrednosti kad b→∞. Sledi: b|g(b)|2 mora konvergirati kad b→∞.
Ali, taj limes, poxto je g kvadrat integrabilna, mora biti nula (pokazati
za ve�bu). Sliqno va�i i kada a→−∞, pa imamo

〈Mg,P g〉 = 1
2πı

lim
a→−∞,b→∞

∫ b

a
g ′(x)xg(x)dx

=
1
2πı

lim
a→−∞,b→∞

(
−
∫ b

a
xg(x)g ′(x)dx −

∫ b

a
|g(x)|2dx

)
=

∫ ∞
−∞
P g(x)Mg(x)dx − 1

2πı
‖g‖2L2
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= 〈P g,Mg〉 − 1
2πı

. �

No, ovde nije kraj priqi o bazama koje su u vezi sa vremensko-frekvencijskim
pomerajima. Neverovatna konstrukcija zvana Vilsonova baza daje ortonormi-
ranu bazu za L2(R) generisanu odgovaraju�im linearnim kombinacijama vremensko-
frekvencijskih pomeraja ,,lepih” funkcija.
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1.3 Rezime
(1) Definisati okvir, operator okvira, Risovu bazu i Gaborovu bazu. Dokazati
da ako g ∈ L2(R) onda je limb→∞ b|g(b)|2 = 0.

Formulisati Balian-Lou teoremu i dokazati:
(2) lemu 1.2.1;
(3) lemu 1.2.2;
(4) lemu 1.2.3;
(5) lemu 1.2.4.
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