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1. Bbamman-Jloy Teopema
1.1 OxBupu u Oa3se

Y macrtaBry ca H obenexaBaMo cemapadbusnan XuiadbepToB IPOCTOP.

Hepuannmja 1.1.1 Pamusuja enemenama {f,} CH je okBUp y H axko nocmoje xom-
cmanme A, B> 0 maxo da eaxncu

AlfIP <) Kf. £0P <BIFIP, VfeH.

[Torpeban u noBossan ycioB na {f,} 6yne okBup y H je ma je omeparop CUHTE3€
T :{c,} > Y c,f, mo6po mepuuucan us I> ma H.

Hedpurnunmja 1.1.2 Ckyn eexmopa {f,} je mormyr y H axxo je span{f,} =H.

ExBuBanenrtan ycnos je na u3 (f, f,) = 0 3a cBe n cienu f = 0. Tpeba npumernrnu

na ako je {f,} mornyn y H, orma He MOpa Ja BaKU Ia CE€ NPOU3BOJHAH €JIEMEHT K3
H moske mpencraButu y o0IUKY ) C,f,. axmne, okBup je yBer nmoruyH y H.
Axo je A = B okBup je uepcm. OKBUD je ezzakman ako m3DAIMBAKEM MTPOU3BOJLHOT
eJIeMeHTa OH mpecraje na Oyme okBup. Jacuo, ceaka OHDB je okBup ca A=B=1.
Tako cy OKBUpPHM OmuCTa yOUITeme 0Oaza. Y KOHAYHO MAUMEH3MOHAJJHUM ITPOC-
TopuMa cBaku OkBup je yauja mHeke OHDB u ,,jomr mekux enemenara”. OBo, mebhy-
TUM, HE Ba)KU 3a OECKOHAUYHO AUMEH3WOHAJIHE IPOCTOPE.

Hedpuanunmja 1.1.3 3a damu oxeup {f,} omeparop okBupa S : H — H je dam ca
Sf=TTf =) ,{f, fu)fu- 20e je T onepamop cunmese.

Pamu ce o jemmom camoamjyHropanom omepatopy. EBo 3amTo je OH BaskaH:

3a 3amaTtuy okBUD {f,} ca omeparopom okBupa S, cBaku f € H ce Mo:xke npen-
cTaBuUTH y 00JMKY 0e3yCJOBHO KOHBEPTEHTHOI pena

f=SST =) (ST =) g

Onrtumanue rpanune oksupa cy mare ca A =1/||S7Y|, B=||S||. Axo je oxBup
{f,)} uBpcr omma je S = Al (I je maenTwuru omeparop), a ako mHuje oxza je {S™V2f,)
yBpCT OKBUp 1 A =1.

Hepumuunuja 1.1.4 Cryn {f,} je PucoBa 6a3a 3a H akxxo nocmoju oepanuyer u-
sepmubusnu onepamop U : H — H uw OHB {e,} 3a H maxo da je f, = Ue,.



Ilakse, Pucose b6ase jecy cauke OHDB ynurapuum npecnumkaBamuma. Moke ce
nokasaru na je {f,} Pucosa 6a3a 3a H ako u camo ako je {f,} mornyu y H u mocroje
rouctaute A,B >0 Ttako ma Baxu

AY P <I) enful? <BY e’
n n n

3a CBaKM KOHAYAH HU3 cKajapa {c,}. Baxu u cinemeha:

Teopema 1.1.1 Hexa je {f,} oxeup y H. Tada cy caedehu ycaosu exsusarenmmu:
(a) {f,} je Pucosa 6asa 3a H;
(6) {f,} je eesaxman oxeup.

Ha ocuoBy (6) caenu na cBaku OKBUD Koju HUje PrcoBa 6a3a octaje OKBUD KaIa
ce u3 mera n3dbanu HeKu eqeMeHT. [[poyuyaBame oBe mpobiieMaTUKe je MO3HATO O
Ha3WMBOM MTPEKOpadeH,€ OKBUPA.

Tedwanmumja 1.1.5 3a zadamy dyrnwyujy g € L>(R) u napamempe mpexce a,b > 0,
CKYN 8PEMEHCKO-PPEKBEHUUICRUT NOMEPATHA

def
Gab = G(8:a,b) = {gutpn(x) = 2" g (x — ak) = My, Tug - k,n € Z)
ce 306e 'abopoB cucTeM.

HMeoununuja 1.1.6 Ta6opos oksup y L*(R) je Iabopos cucmem Gg,ab KOJU jE OKEUP
y L2(R).

3a onrosapajyhu onepatop oksupa Basku Sf =) ) i 7 {f, MyMp, &) Ty My, g -
Erzucrennuja ['abopoBux okBupa je y TeCcHOj Be3u ca CBOjCTBUMA OIEpPaTOpa
['abopoBux okBupa, ajau TO je mocebHa nMpobieMaTUKa KOjOM ce MU OBAe Hehemo
OaBUTH.

ITa 6bucmo mokaszasu 360r dera cy ['aDopoBu OKBUPU TOJIUKO BasKHU, HABOIUMO
y HacCTaBKYy jenHy on Bep3uja banman-Jloy Teopeme, Koja HaM Kake ma MPOCTO HE
MokeMo m3rpanuTtu ['abopose cucreme koju hie 6urtu Pucose 6aze 3a L*(R), Te na
HYKHO MOPaMO TO3BOJUTU (JIEKCUOMIHOCT KOjy MMAajy OKBUDPU Aa OucMO mo0Ouaun
,,kopucue” ['abopoBe cucrewme.

1.2 DBamuan-Jloy Teopema

CnaBHM KJIaCUYHU TPUHIOUI HeoApeDEHOCTM KBaHTHE MeXaHUKe mMa ciemneny
MaTeMaTUYKy (GOpMyIanu]jy:

([ storas|( [ egerac)z o [ Clewpan ger )

(5] —0o0 (5]

Hoera TymaumMo Tako ma He MOCTOjU WAeaJiHA JOKaJjgu3anuja. JleBa crpana
HejeqaakocT (1) Moske OMTM KOHAUHA WM OECKOHAUHA, AJIM Yy CBAKOM CIydYajy
He cMe OuTm Mama on mecHe crpane. [losmaro je ma jemmakoct y (1) moctuske
raycujaH e‘""z, U Oa Ccy jeauHe (YHKIMje KOje Ty JeIHAKOCT NOCTIWLKY TPaHCJAI]je
n monynanuje raycujana. Knacuuna BJIT tBpmu na akxo je G(g,1,1) Pucosa 6a3a
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3a L?(R), omza He caMoO [a BasKU HejeIHAKOCT (1), mero seBa cTpaHa y TOj Hejen-
HaKOCTH MOpa 3anpaBo O6utu OeckoHauna. lpyruMm peumma, GpyHKOMUja reHepaTop
lN'aboposor cucrtema koju je u Pucosa 6a3a ,,Makcumusyje Heomapebhenoct” .

To rarkobe 3naum u ma ako umamo MpeskHu ['abOopoB OKBUP KOjuU ,,y ceOu HEMA
Bumka” (Tj. koju je u Pucosa 6a3a), onIa GpyHKIM]a FeHEPATOD ¢ UMa TAKO CUPO-
MalllHe BPEMEHCKO-(PEKBEHINjCKE JIOKAJIU3AIMIOHE OCOOMHE Ia je He MOKEMO KO-
PUCTUTHU 3a HETpUBHUjasJHe npuMeHe. [Ipyrum peumMma, Huje Moryhe na ¢yHKIIja
g YMa PalMIHO ONAJae U Y BPEMEHCKOM U Y (PEKBEHINjCKOM ITOMEHY.

ITajemo u mokasyjemMo T3B. kjJacuuHy Bep3ujy baauan-Jloy Teopeme:

Teopema 1.2.1 Axo je G(g,1,1) Pucoea 6aza 3a L*(R) onda

(j: |xg<x>|2dx)(f_:wg(é)ﬁde) - co. (2)

Iloka3 majemo y cmemujajHOM cay4dajy, kana je G oproHopmupana 6asa. OBaj
noka3 norude on Battle-a m moske ce mpomupurtu Ha ciy4daj kazna je G(g,1,1) Pucosa
6aza. [lorka3 ce ocirama Ha omepaTope KOju MMAa]jy TJIABHY YJOTY Yy JIOKA3UBAKY
KJIACUYHOT TpuHIUIa HeonpebhenocTu.

Joka3s (y cmemujanmaoM ciaydajy). Oneparopu mo3unuje u MOMEHTA U3 KBAHTHE
MEeXaHUKe JATU Cy Y MATEMATUYKO] HOTAIWJU PEIOM Ca:

Pf(x) = xf(x) 1 Mf(x) = 5= ().

OBu omepatopu oumrto He mpeciukasajy L’(R) ma cebe. MebyTtum, Momemo
X YUYUHUTU OOOPO Je(UHUCAHUM aKO DPECTPUKYjeMO HBUXOBE JOMEHe Ha OAro-
Bapajyhe rycre moackymose L?(R), amm Uak u ako TO ypaauMO, OBH ONEPATOPH
ocTajy HeorpanmdeHu y omHocy Ha L’-mopmy. Ila wmak, oBU omepaTopu Urpajy
IJIaBHY YJOTYy y KBAHTHO] MEXAHWIM M XapPMOHU]CKO] aHAJIMU3U.

IIpernocraBuMo na je g € Lz(R) TakBa na je G(g,1,1) opronopMupana 6aza 3a
L2(]R). To ommax mMmmIIuIMpa

(&M, Tig) = d0k00n, k,me€Z,

I p=g

rue je 5pq Hupakos meara cuMOOJ 6pq = 0 pea

Axo je f|xg(x)|2dx = co Min f|5§(5)|2d5 = 0o OHJA jenHauunHa (2) TPUBUjATHO
BayKW, [1a MPETIOCTABUMO 3aTO na Cy 00e OBe BeJUduHe KOHAUHE U U3BEIUMO KOH-
Tpamukinujy. Ila cy Te BesuuuHEe KOHAUHE 3HAUM Oa 34 ONeparop MO3UIUje BasKu
PgeL*(R) u P§ <€ L*(R).

Ocrarak moka3a MOAEJMMO HA YETUPHU JieMe, IMpU YeMmy he U3 MmocJenme IBe
CIIEIUTY KEJLEHA KOHTPAIUKIA]A.

Jlema 1.2.1 /Jlokazamu da je (Pg,M, Tig) = (M_,T_1g, Pg).

ITokas sgeme 1.2.1. 3a k =n =0 xema Baku, IIa OPETIOCTABUMO 1a je Oap jeman
oxn 6pojeBa k man n paznuuur ox Hyste. llomro ¢ n Pg 06e nmpunanajy mpocTopy
L?, 3a (k,n) € Z*\{(0,0)} mobujamo ma je

(Pe M Tig)= | xglae gl Ridx =
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= JOO g(x)e?m™mx(x —k)g(x —k)dx + kJ‘ g(x)e?mmxg(x —k)dx =

—00

=(¢, M, T Pg) + k(g, M, Txg) =
= <g1MnTkPg> + k60k50n =
=(g,M, T;Pg) +0. (3)

A njyurosanu oneparop on M,, je M_,,, on Ty je T_y, u M,, u T, komyTupajy, na
je

(&M, TiPg) =(T_M_,g, Pg) = (M_,T_g, Pg) (4)
Kom6unyjyhu jemnauune (3) u (4) Bumumo na je
(Pg, M, Tig) = (M_, T_rg, Pg). (5)

|
Ham cinenehm mmib je ma mpuMeHMMO ciaudaH padyH Ha Mg ymecrto Pg.

Jlema 1.2.2 Jlokazamu da je (Mg, M, T;g) = (M_, T g, Mg).

Iloka3 seme 1.2.2. C o63upom na PypujeoBa rpanchopmanuja pa3Memyje TIaATKOCT
U onamame, Xunore3a na g,¢ € L*(R) mvnmumzpa, na g nma onpebeny ,,no3y raarkohe”.
[IpennsHuje, ¢ je alCoONyTHO HENPEKUIHA HA CBAKOM KOHAYHOM HHTepBaJy, g (x)
nocroju c.c., g € L>(R) n

(&) = 2mES(E) = 2mPS(E) s.s.

[Iperxomau pesynrar je Teopema 3a cebe, ma ra oBme ycBajamMo 0e3 mOKa3a.
[Moce6uo, Mg € L*(R) n
1
Mg)y=(=—¢'y=P$.
(Mgf=(5—g)=Pg

Cana ce npebamnyjemo Ha pauyHame ca PypujeoBom Tpanchopmanujom oq Mg,
re kopuctuMmo (5) ma 6u nobuam na je

(Mg, M, Trg) = (Mg), (M, Trg))
=(P¢, T,M_¢g)
=(P¢,M_T,$)
= (M T8, P$)
=((T_xM_,g)", (Mg)")
=(TxM_,g, Mg)
=(M_,T_xg, Mg). (6)



Jlema 1.2.3 /Jloxasamu da saxncu (Mg,Pg)=(Pg,Mg).

Hoxa3 neme 1.2.3 Passujamem Pg u Mg y oproropmupasoj 6asu {M, Tyl nez &
npuMewyjyhu Bese (5) u (6) mobujamo

(Mg, Pg)=( ) (Mg, M,Tig)M,Tig,Pg)
k,nez

= Z (Mg,M, T gM, T3, Pg)
k,nez

6)
A Z(M_nT_kg,MgXPg,M_nT—kg)
k,nez

komutativnost Z (Pg,M_, T 1 gXM_, T yg,Mg)
k,neZ

smena brojaca

= Z (Pg, M, T g)}M, Trg, Mg)
k,neZ
= <Pg, Mg) |

JIema 1.2.4 /Jloxazamu da ucmospemeno saxcu v (Mg,Pg)=(Pg, Mg)— 2m.

JIloka3z seme 1.2.4. [IpBo 3anummmo

(Mg, Pg) = ZLmJ‘ 8 (x)xg(x)dx.

—00

[MTapuujasua nHTErpanuja je BaJdumaHa 3a alcOIyTHO Henpekuaae Gpyuknuje. Crora:

:(b|g<b>|2—a|g< % —J dx) flg 2.

Axko ¢urcupamo a, OHIa CBAKU OJ MHTErpaJja KOjU Ce M0jaBJbyjy rope KOHBeprupa
KOHAUHO] BpeaHocTu Kan b — oco. Cuema: b|g(b)|> Mmopa komBeprupatn kam b — oo.
Aunn, Taj nmuMec, moOmTO je ¢ KBaApaT MHTErpabuiHa, Mopa Outu Hyna (IOKa3aTu
3a BexkOy). CiIMuHO BaskM U Kaja 4 — —oo, [a MMaMo

b
(Mg Pg) =5 lim | ¢/txixgiaids

2701 a——co,b—c0
b
x)dx — f |g(x)|2dx)

1 ( jb
=—  lim - X
27(1 a——00,b—00 a

— . Mol 1 2
~ | PotTgmax - 5 gl

—00




1
=(Pg,M¢g)— —.
(Pg,Mg) 7y ™

Ho, oBne Huje kpaj npuuu o 6a3zaMa KOje Cy y Be3u ca BPEMEHCKO-(PEKBEHIN | CKIM
noMmepajuma. HeBepoBarTHa KOHCTPYKIMja 3BaHa BuiaconoBa 6a3a mgaje opTOHOPMU-
pany 6a3y 3a L?>(R) remepucany oarosapajyhnm mureapHnM KOMOTHAI]aMa BPEMEHCKO-
(PEKBEHIINjCKUX TOMepaja ,,JIennX~ (YHKIT]a.



1.3 Pesume

(1) dedpunucaru okBup, onepaTop okBupa, Pucosy 6a3y u 'aboposy 6a3y. lokazaru
na axo ¢ € L*(R) omma je limy,_ ., blg(b)*> = 0.

Popmynmucatu banmuan-Jloy Teopemy m moraszaTm:

ademy 1.2.1;



