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1. KRATKOTRAIJNA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA

U predavanju se izlazu osnovna svojstva kratkotrajne Furijeove trans-
formacije. Radi jednostavnosti izlaganja, pretpostavlja se da su sve
funkcije elementi Svarcovog prostora S(RY). Prosirenje rezultata na
L?(R?) se dobija argumentom gustine, ali ovom prilikom izostavljamo
detalje.

Definicija 1.1. Neka je data prozorska funkcija g € S(R?) \ {0}.
Kratkotrajna Furijeova transformacija (STFT) funkcije f € S(RY) u
odnosu na prozor g data sa

(1) Vof(x,w)= [ ft)g(t —z)e *™™dt, z,we R
Rd

Osnovna svojstva kratkotrajne Furijeove transformacije se izvode
koriséenjem identiteta i tehnika koje smo upoznali pri proucavanju Fu-
rijeove transformacije. Na primer, Parsevalova formula:

(f.9) = (f.9),
relacija za komutativnost (izmenu redosleda) translacije i modulacije:
Tme — 6—27ria:-waTr’
odnos Furijeove transformacije modulacije i translacije:
(T.f)y=M_.f i (M,f)=T.f.
Zatim, za konvoluciju smo pokazali da vazi:
(F *9)(€) = f(©)a().

Lema 1.2. Neka f,g € S(RY). Tada se operacija konvolucije moZe
napisati kao skalarni proizvod translacije i involucije:

(f*g)(x) =(f,T:9%),

pri éemu je involucija funkcije f data sa f*(x) = f(—x). Takode,
Furijeova transformacija proizvoda f - g jednaka je konvolucigi f * g.
1



2

Dokaz. Vazi:

(f*g)() = / W)yl — y)dy

Koristeéi formulu inverzije f(z) = [ f )e* @ dn i teoremu Fubinija

lako se dokazuje da je (fg)(w) = (f * §)(w )

(foy(w) = / F(2)g(x)e 2 da

= [(] fnemmdng(o)e s
— [ fo)( [ gty Danay
= / Fm)g(w —n)dn

= (f*9)(w).

Pre nego sto dokazemo sledeéu teoremu primetimo da je (M,g*)* =
M,g. Naime,

(Mog™)'(z) = M.g*(—2)
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Teorema 1.3. Neka f,g € L*(RY). Tada je funkcija V,f uniformno
neprekidna na R?*? i vazi:
(2) Vof(@,w) = (f-T:9) (w)
(3) <J§ M, T,g)
) M )
(5) et (f - T,9) (—x)
(6) _ 6727riz-wvgf(w’ —QJ)
@ = (M)
(8) = ePTY(fx Myg)(x)
(9)

— effrixw f(t + f) g(t _ {)672wit-wdt'

9
2

R4 2

Dokaz. Na ovom mestu nec¢e se dokazivati uniformna neprekidnost.
Jednakost (2) direktno sledi iz definicije:

Vof (z,0) = » f&) - g(t — @) e dt = (f - Tog)"(w).
Dalje je
(f - T29) (w) = » f(t) - ermte - Tog(t)dt = (f, M. Tag),

a to je (3). Iz Parsevalove jednakosti i odnosa Furijeove transformacije
sa operacijama translacije i modulacije sledi jednakost (4):

(f, MuTog) = (f, (MuTog)") = (f, TuM ).
Koristeéi (2) < (3) (primenjeno na fi ¢ umesto na f i g dobijaju se
(5) i (6):
(f TM_sg) = (f,&T™M_,T.4) = e*™(f, M_,T.9)
= ¢ T(fLTG) (—r) = PV, fw, —a).
Iz Leme 1.2 sledi
Vof(2,w) = (f - Teg) (w) = (f % (Tog)) (w).
Kako je (T,g) = M_,g dobija se (7):
Vof(,w) = (f * M_,g)(w) = (f * M_og") (w),
jer je

?(w):/ §(x)e_2mmdx:/ g(x)e2mizw dy
Rd

R4

= / g(z)e2miz(—w)dy = g(—w) = §*(w).
Rd




Formula (8) sledi iz (M,g*)* = M,g i zapisivanja translacije u vidu
konvolucije:

(f, TaMog) = (f, To(Mug™)") = (f * Mug®)(2).

Kona¢no, (9) se dobija smenom promenljive ¢ — ¢ + x/2. integralu.
U

Formule navedene u prethodnoj teoremi predstavljaju razlic¢ite oblike

kratkotrajne Furijeove transformacije (STFT):
a) U formulama (3) i (4) V,f je zapisana kao skalarni proizvod

~

funkcije f (f) sa odgovaraju¢im vremensko-frekvencijskim po-
meranjima funkcije g (g).
b) U formulama (2) i (5) STFT je zapisana kao (lokalna) Furijeova

transformacija funkcija f i f;
¢) U formulama (7) i (8) STFT je zapisana kao konvolucija.

Formula V, f(z,w) = e 2™V, f(w, —z) se naziva osnovni identitet
vremensko-frekvencijske analize.

Neka je f ® g tenzorski proizvod dat sa (f®g¢)(x,t) = f(z)g(t), neka
je T, asimetri¢na transformacija koordinata data sa

T F(x,t) = F(t,t —x)

i neka je Fy parcijalna Furijeova transformacija funkcije F' definisane
na R?? po promenljivoj w € R,

FoF (z,w) = / F(z,t)e 2™ dt,
R4
STF'T se, prema tome moze zapisati i u slede¢em obliku:
Vof = FTo(f ©7).
Lema 1.4. Kad god je V,f definisano vazi:
(10) V(T M, f)(z,w) = e ™V, f(x —u,w —1n), z,u,w,n € R™
Dokaz. Uvrstivsi relaciju komutativnosti M_, T, M, T, = e*™*“M,,_, T, _,
u definiciju dobija se
Vo(TuMy f)(z,w) = (LM, f, M,T:g)
(fy M T_ M,T,g)
<f7 €2mu.wa77]Txfug>
6727rzu-o.)<f7 wanTmfug>
— 6727rz'u-w‘/gf(‘r —u,w — 7])



5

1.1. Relacija ortogonalnosti i formula inverzije. Kratkotrajna Fu-
rijeova transformacija poseduje odredene osobine slicne onima koje po-
seduje Furijeova transformacija. Sledeca teorema o skalarnom proi-
zvodu dve STFT odgovara Parsevalovoj formuli i ¢esto se koristi.

Teorema 1.5. (Relacije ortogonalnosti za STFT) Neka fi, fa, g1, g2 €
S(RY). Tada Vy, f; € S(R*) za j = 1,2, i vaZ

(11) (Var f1, Voo fo) 12eay = (f1, f2) (91, 92)-

Dokaz. Korisitmo najpre zapis STFT dat sa (2), a zatim Parsevalovu
jednakost primenjenu na integral po promenljivoj w:

/ / Vglfl(z’w)dedaj
Rd JRd

_ / d ( / (e L) @) (2 Toga) (@)dw ) do

= /Rd ( ” fi(t) - Tegi(t) - fo(t) - T gz(t)dt>d37
= [ ([0 0 =) e~ )it

pri ¢emu Fubinijeva teorema dozvoljava promenu redosleda integracije.
Dakle,

(Var f1, Vo f2) L2 meay = g f1(t)f2(t)(/Rd g1t —z)ga(t — l’)dl’)dt

= (f1,f2) (91, 92)-

O

Posledica 1.6. Ako f,g € L*(RY), tada je ||V, f]| = || fllllgl|. Posebno,

ako je ||g|| = 1 tada je

(12) 11 = Vel

za sve f € L*(RY), odnosno STFT je izometrija iz L*(R?) u L?(R*?).
Ostaje pitanje kako iz V;f da dobijemo funkciju f, odnosno da li

postoji formula inverzije za STFT i u kom smislu. Najpre uvodimo

jednakost u slabom smislu: Dve funkcije f i f su jednake u slabom
smislu u L?(R?) ako je

(f.h) = (f,h), VheL*R).
Tada je (f — f,h) = [pu(f(z) — f(2))h(z)dz = 0, za sve h € L*(R?).
Ako je h = f — f, dobija se ||f — f|]| = 0, pa iz slabe jednakosti sledi

jednakost u normi.
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Teorema 1.7. (Formula inverzije za STFT) Pretpostavimo da g,y €
LA(R?) i (g,7) # 0. Tada za sve f € L*(R?) vazi

1
13 = — V. M, T,~vdwd
(13) d <%g>/R2d of (@) TR
u slabom smislu.

Dokaz. Kako je V, f(z,w) = (f, M,T,g), dobija se

Vh(z,w) = /Rd h(t) M, T,(t)dt,

puje [[ Vi) Vibo,w) de d
R2d

_ /R d ( / /R V() - MAT(t) da dw) h(t)dt
_ <//R V, fo,w) - MuToy dadw, h).

Na osnovu relacije ortogonalnosti vazi

1
<f7h>zm<‘/gfav’yh>

= <<// Vof(x,w) - M,Tyy dmdw) Jhy, Vh e L*(RY),
R2d
odakle sledi (13).

2. MALOTALASNA TRANSFORMACIJA

Definicija 2.1. Mali talas' je funkcija 1 € L*(R) \ 0 za koju vaZi:

+oo |7, 2
» o [
a malotalasna transformacija je definisana sa
1) @pan= [l e e,

zaa#0,teR.

Lengl. wavelet
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Primetimo da iz Cy < oo sledi w f+°° Y(t)dt = 0, pa funkcija ¢
osciluje i opada u beskonacnosti, zbog cega je prozvana mahm talasom,
to jest talasicem. Sa druge strane, ako je ¢(0) = 0 i ako je ¥h(w)
neprekidno diferencijabilna, onda vazi Cy < oo. Na primer, iz

400
/_ (L + [E)(6)]dt < oo

sledi da je YL(LJ) neprekidno diferencijabilna.
Na primer, funkcija g data sa

1, 0<u<}i,
glu)=9 -1, 3<u<l,
0, inace,

je jedan mali talas, koji se naziva Harovim vejvletom.
Koristedi operatore translacije i dilatacije malotalasna transformacija
se moze zapisati u slede¢em obliku:

(T f)(a,t) = (f, TsD1/ag) = (f * D1ag")(t)-
Kao i kod kratkotrajne Fujeove transformacije, polazni signal se moze

rekonstruisati iz svoje vejvlet transformacije. Dokazimo najpre relaciju
ortogonalnosti za malotalasnu transformaciju.

Teorema 2.2. Neka je v # 0 proizvoljan mali talas. Tada za sve
f,9 € L*(R) vazi

too oo —dadb
w) [ [T = Cult.g)
gde je Cy, definisano sa (14).

Dokaz. Bez dodatnih objasnjenja koristi¢e se Fubinijeva teorema po
potrebi. Iz Parsevalove jednakosti sledi

<f7T;5D1/ag> = <fa (irtDl/ag)A> = <f> M—tDag>

Feo oo —dadb
/ / Twavf(a’ b)Twavg(a’ b) a2

= [T T R iagagt [ a@nale < dag i) L

o0

pa je

—+00

_ / (26 g / [/_ ) f<§>|a|%1/3<a5>d£n/ F@lalH (e %

—00




+o0 +oo 5 2 da
= [ [ weeriei@a,
pri cemu smo koristili 6 = 1, odnosno §(-) = 1 = [e ™ dz. Ovo
je formalni zapis u kojem se manipuliSe divergentim integralima, a
strogi matematicki dokaz datih jednakosti se moze dobiti, na primer

koriséenjem delta konvergentnih nizova. Uz to, koristili smo 6(§ —¢') =

5 —6) |
/_ @0 )5 — )€ = (5% G () = GO (as), <R

o0

Smenom aé — y dobija se

+oo d +oo d
[ = [ e .

e la] ) ly|

pa je
oo oo —dadb oo,
/_ / T fla )T g(a b} = = Cy | F(©3E)d = CulF,9)

O

Kao i u lekciji o STF'T, istom argumentacijom zakljucujemo da se
formula (16) moze ¢itati i kao

- oo oo wav a dadb
f=ot [ e

gde je Y**(z) = |a|'/?¢(£2), pri éemu je jednakost u slabom smislu,
to jest

— e e wav a dadb
et [ e

Takode, pri sintezi signala moguce je izabrati druk¢iji mali talas od
onog koji je koriséen za analizu. Preciznije, ako je

Crin = / €7 1 () [a(E) e < o,

istom argumentacijom kao i u dokazu formule (16) dokazuje se da vazi

e ap dadb
J[ 1505000057 5 = Cuthia)
Za Cy, 4, 7# 0 se dobija

Jh) = (f,h), Vhe L*[R).

dadb
F= ik, [ [t

gde je jednakost u slabom smislu.
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Na kraju, bez dokaza navodimo jedan dovoljan uslov za tackastu
konvergenciju.

Lema 2.3. Neka 11,1, € L'(R), tako da je vy diferencijabilna, ¢y €
L*(R), i 21py € L*(R) i neka je 11 (0) = 0 = 15(0). Ako je f € L*(R)
ogranicena, tada u svakoj tacki x u kojoj je f neprekidna vazi

+o0
f(x) = C_l lim / / <f7 ¢T’b>¢g7b($) dadb

P1,2 AL 50 - a2

A2—004, <|a|<Ap

2.1. Rezime.
(1) Definicija STFT i detaljna argumentacija za

A~

Vol (@,w) = (f * M_,9")(w).
(2) Definicija STFT i detaljna argumentacija za

Vyf(a,w) = e 2™ (f - T,4) (—x).

(3) Definicija STFT i detaljna argumentacija za osnovni identitet
vremensko-frekvencijske analize,
‘/gf(wi> = 672m’x-w‘/§f(w’ —:E).

(4) Definicija STFT i detaljna argumentacija za

Vof(z,w) = e 2™ (f % M,g*)(x).
(5) Definicija STFT i dokaz jednakosti
Vo (TuM, f)(z,w) = e ™V, f(x —u,w — 1), z,u,w,n€E R,

(6) Relacija ortogonalnosti za STFT.

(7) Formula inverzije za STFT.

(8) Definicija malog talasa, malotalasne transformacije (WT) i do-
kaz relacije ortogonalnosti za WT.

(9) Definicija malog talasa, malotalasne transformacije (WT) i de-

taljan dokaz formule inverzije

dadb
f=cl, / / (F, byt 908

a2




