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1. FURIJEOVA TRANSFORMACLIA U L'(R), NASTAVAK

U ovom predavanju se nastavlja prouc¢avanje osnovnih svojstava Fu-
rijeove transformacije.

1.1. Diferencijabilnost i opadanje. U nastavku se pokazuje da pri-
menom Furijeove transformacije svojstvo opadanja funkcije f prelazi u
odgovarajuce svojstvo diferencijabilnosti funkcije F f = f .

Vektorski prostor m—puta neprekidno diferencijabilnih funkcija koje
opadaju u beslonacnosti (lim,— | f(2)| = 0) oznacava se sa Cg*(R),
m € N, a Cy(R) je oznaka za prostor ¢iji su elementi neprekidne funkcije
koje opadaju u beslonacnosti.

Teorema 1.1. Neka f € LY(R) i 2™f(z) € L'(R) za neko m € N.
Tada f € CJ'(R), to jest f je m puta neprekidno diferencijabilna i
f® € Cy(R), k=0,...,m. Pri tome vazi:

F9(e) = CZJ(@) — (~2min)* f(2))(€), k=0,....m.

Dokaz. Dokazimo za k=1, aza k =2,..., m dokaz je analogan.

d%f(o - d% / Zf(x)fmffdx

_ / N f(x)d%e—%iﬁwdx
= / f(z)(—2miz)e ™ dx
= ((=2miz) f(2))(&).

Razmena grani¢nih procesa je obezbedena Lebegovom teoremom o do-

minantnoj konvergenciji. U

Na slican nacin Furijeovom transformacijom se svojstvo diferenci-
jabilnosti funkcije f preslikava na odgovarajuce svojstvo opadanja funk-
cije f. Tvrdenje se usvaja bez dokaza.

Teorema 1.2. Neka su dati f € LY(R) i m € N. Ako je funkcija f m
puta diferencijabilna i f®(z) € L*(R), k=0,...,m onda vazi:

(SO (@) () = GQMO)(% k=0,...,m
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Prema tome |f(€)] < || ™| p:/|2m€|™, € # 0.

Posledica ove teoreme je da glatkost funkcije f implicira integrabil-
nost funkcije f.

Posledica 1.3. Ake je f € L'(R) dva puta diferencijabilna i " (x) €
L'(R), onda njena Furijeova transformacija f opada u beskonacnosti
kao C/|¢]?, pa f € LY(R). Posebno

feC*R) = feL'(R).

Sa C*(R) oznacavamo k—puta neprekidno diferencijabilne funkcije
kompaktnog nosaca.

Dokaz. S obzirom da je f neprekidna, sledi da je ogranicena u okolini
nule. Iz teoreme 1.2 sledi |f(&)] < C/[&|™, izvan proizvoljne okoline
nule. Prema tome, f € L'(R). O

Primetimo da, ako je f glatka i ako pri tome opada u beskonac¢nosti,
oba svojstva se prenose na f. Ovim je motivisano uvodenje posebnog
prostora funkcija.

Definicija 1.4. (Svarcova klasa) Svarcov prostor funkcija S(R) se sa-
stogi od svih beskonacno puta diferencijabilnih funkcija f : R — C za
koje vazi

Sug |xmf(")(x)| = ||gzcmf(")(x)||oo < oo, m,n>0.
S

Dakle, f € S(R) ako i samo ako za svaki izbor m,n € Ny postoje
konstante C,, ,, > 0 tako da vazi:

Cm,n

|

7 (@) < © #0.
Uobicajeno je da se elementi prostora S(R) nazivaju brzo opadajuce
funkcije.

Na primer, gausovska funkcija e~ ’ je brzo opadajuca funkcija. Ta-
kode, sve beskonacno puta diferencijabilne (glatke) fukcije kompaktnog
nosaca C°(R) su elementi prostora S(R). Moze se dokazati da je Fu-
rijeova transformacija bijektivno preslikavanje skupa S(R) na samog
sebe.

Kako je C*(R) gust u LP(R), 1 < p < oo (u normi prostora LP),
sledi da je i S(R) gust u tim prostorima.

Iz navedenih razmatranja zakljucujemo da, ako je f € L'(R) i f €
C>®(R), onda vazi f € S(R).

T
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1.2. Furijeova transformacija gausovske funkcije. Neka je p,(x) =
e~™*/a g e R, gausovska funkcija, a > 0. Tada je

(1) Pal(§) = Vapia(§), E€R
Posebno, ako je a = 1, onda je F : e 1y e

Dokaz. S obzirom da je ¢ brzo opadajuca funkcija, vaze formule za
diferenciranje, pa iz

pa(r) = —2mwa” g4 ()

sledi
d__ . .
d_gcpa(f) = (—2mi€rpa(z))(§)
= (@) (0
= (o gz
= ia(2mi&)Pa(§).
Opste resenje diferencijalne jednacine
O Fa(6) = ia(2miE) Fa(E)
dé— Spa =1a Uy 410(1
e pa(& _7”’52. Konstanta C' je data sa C' = $,(0) = [~ e ™0 dy

)=
fp
Fle ™€) = Vae ™

¢ime je tvrdenje dokazano. U

Sada smo u mogucnosti da dokazemo formulu inverzije. Podsetimo
se najpre formulacije teoreme o inverziji.

Teorema 1.5. Ako f, f € LY(R) onda su f i f neprekidne funkcije i
— [ doemed ser

Dokaz. Neka je @q(x) = e ™ /% 2 € R, a > 0, gausovska funkcija.
Tada je {¢.(z)/+/2} jedan delta niz kada ¢ — 01. Takode,

2

pr/e(x) =™, zeR.



4

Za pogodno izabranu funkciju é vazi

fo = [ swered
SO = 30 ([ o) éne

@ [ doieenie = [ g ([T deesea)

Ako se umesto gb izabere familija funkcija ggg tako da je

hm/w@@kJWWﬂﬁzém—w,

e=0 J_ o
onda desna strana jednakosti (2) postaje (f *d)(t) = f(t).
Dakle, ako je / ¢-(&)e 2@ ¢ delta niz oblika e~™/<@=0* / /¢,
onda iz (1) (sa a ;Oi/s isaé=ux—t)sledi

ie—@:L cF(e ™ (x —t) = 5 xr —
NG \/g\/_f( )@ —1t) = F(¢e(§))(x — 1),

ako je ¢-(€) = e ™. Jednakost (2) postaje

o0

lim 6—7r€§2f<§)627ri§td§

e—0 o
= lim ~ f(x) > Le 52 6—27‘”5(:8 t)dg dr
e=0 J_ o \/_
= hm/ f(z *”/”3 B? dz,
e—0
to jest
/ f(&)e*™ s de = / f(2)d(x — t)da
paje f(t) = [7 F(€)e2métdg | cime je teorema dokazana. O

1.3. Osnovne operacije vremensko-frekvencijske analize. U osnovne
operacije vremensko-frekvencijske analize spadaju: translacija, modu-
lacija i dilatacija. Posebno nas interesuje meduodnos ovih operacija i
Furijeove transformacije, sto je osnovna tema ovog poglavlja.

Definicija 1.6. Neka je data funkcija f : R — C.

e operator translacije T, je dat sa: (T,f)(z) = f(x —y), y € R.
e operator dilatacije D, je dat sa: (D, f)(z) = /yf(y-z), y > 0.
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e operator modulacije M, je dat sa: (M,f)(z) = e*™¥* f(z), y €
R.

Operatori T, i M, su izometrije na LP(R), 1 < p < oo, a operator
D, je izometrija na L*(R).
Dokazimo da vazi sledece svojstvo komutacije: T, M = e ™" M,T,.
ToMef() = To(Mcf)() = (Mf)(- — )
— e27ri§(-fx)f(_ . 33')
_ e—27ri§x€27ri§~f(_ _ ZL’)
ML, )() = 2PN (),

Teorema 1.7. Neka f € L'(R). Furijeova transformacija razmenjuje
operator translacije operatorom modulacije © obratno:

(Tyf)(€) = My f(€) = e f(£),
(M fYy (&) =T, f(€) = f(€—y), E€R.

Nasuprot tome, Furijeova transformacija dilataciju prevodi u reciprocnu
dilataciju:

(Dyf)A(f) = Dl/yf(f) = ?f(

Navedene jednakosti su tackaste svuda.

), £€R.

< |

Dokaz. Dokaz sledi jednostavnom smenom promenjive:

(T, (€) = / T o — e d

— / f —2mig( a:—f—y
— e—27rify / f($)6_27ri£xdl’
= () = M., f(6).

Slicno, za modulaciju vazi:

(M, f)(€) = / (M, f)(@)e

_ / f —271'1 (&— y)zdx

= fE—y =T,/
Citaocu se ostavlja za vezbu da dokaze da je (D, f)" (&) = Dl/yf(f). O



Kompozicijom translacije i modulacije dobija se jedna od najznacajnijih
formula vremensko-frekvencijske analize:

(T, Mcf) = M_,Tef = e T M_, f.

1.4. Rezime.

(1) Formulisati i dokazati teoremu 1.1. Formulisati teoremu 1.2 i
njenu posledicu. Definisati Svarcovu klasu.

(2) Odrediti Furijeovu transformaciju funkcije e ™/ z € R, za
zadato a > 0.

(3) Formulisati i dokazati formulu inverzije.

(4) Definisati operatore translacije, modulacije i dilatacije. Poka-
zati sa je T, Mg = e >™* M, T,. Formulisati i dokazati teoremu
1.7.

(5) Zadatak za vezbu: Neka je (f,g) = [7 f(x g(x)dz. Dokazati
da je

M_(T, M, = e ™=\ T, .
kao i da proizvoljno a > 0 i sve z,y,&,n7 € R vazi:

<§0av MszSOa> = \/g mxgg@a( )SOQ/a(f)'

Koriste¢i ove rezultate dokazati da je

a Ti(y—x
<TIM£90a7TyM7]90a> = \/;6 W )(£+n)§02a(y - x)QOQ/a(n - f)



