Apsolutno ali ne i obi¢no konvergentan red u Q

Totalno uredeno polje racionalnih brojeva nije kompletno, ako ga posma-
tramo kao metricki prostor sa metrikom d(z,y) = |x — y|. Na primer, niz
brojeva definisan rekurentnom vezom:

(1) €Tl = 1) Tn+1 = 1 <xn + 2> , NE N?
2 T,

je Kogijev niz u Q ali on ne konvergira u Q (lim,, 00 2, = v/2).

U skupu racionalnih brojeva se definise norma || - || sa ||z|| = |z|, z € Q.
Ona indukuje uobi¢ajenu metriku: d(z,y) = ||z — y|| = |z — y|, z,y € Q.

Normiran prostor (Q, || - ||) nije Banahov prostor. Ovo sledi direktno iz
veze norme i metrike, odnosno, ako je (X, || - ||) normiran prostor u kojem
norma indukuje metriku d i ako (X,d) nije kompletan metri¢ki prostor,
onda (X, || - ||) nije Banahov prostor. Za vezbu ostavljamo ¢itaocu da ovo
sebi razjasni.

U nastavku pokazujemo da (Q, || - ||) nije Banahov prostor koristeéi potre-
ban i dovoljan uslov iskazan kroz odnos apsolutne i obi¢ne konvergencije.

Najpre diskutujemo situaciju kod koje se nizu {x,,} elemenata normiranog
prostora pridruzuje red Y >, a, tako da za niz parcijalnih suma s, = a; +
ag+---+an, n €N, vazi s, = x,, n € N. Jasno, tada je

lim z, = <= lim s, = .
n—oo n—oo

Neka je {x,} proizvoljan niz (u vektorskom/normiranom prostoru). De-
finiSemo teleskopsku sumu sa:

n
Spn =1+ Z(xk — 1), neN.
k=2
Ocigledno,

n

Sp = 961+Z($k+1—$k) = r1+(vo—w1)+(x3—22)+ -+ (Tn—Tp—1) = Ty, nEN.

k=1
Dakle,
o
nh_{réoxn =3 <=2+ 2:2(3% —Ip_1) ==
n=

Ako je niz {z,} definisan sa (1), onda je njemu pridruzena teleskopska
suma data sa

n n
Sp = x1 + Z(mk — ﬂfk_l) =x1 + Z(
k=2 k=2

a odgovarajuéi red konvergira ka /2.

1 Tp—1

), meN,
LE—1

1yideti Teoremu 2.6.1 udzbenika N. Teofanov, Predavanja iz primenjene analize.
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Sada modifikujemo ovu konstrukciju. Neka su dati redovi sa nenegativnim
opstim ¢lanovima x, i y, tako da vazi

S =2, pri éemu je Top =0, neN,
— >0l yn =—(2—-v2), opricemuje o 1=0, neN.
Posmatrajmo red
o0 oo
Z(xn*yn) :xl—y2+x3—y4+---:Zan,
n=1 n=1

{ T, n paran broj,
Gp = .
—Y, N neparan broj.

n
Tada je lim » a,=2V2-2¢Q.
(Na primer, Yo, = 2p — T2p—1, pri cemu je Y o~ | z, = 2. Tada je

ZiZLl(wk o yk) = (.%'1 — 21+ $1) +-+ (x2m—1 — Zm + $2m—1)
= 23007 @ — Yy %k —moseo V2 = 2,

odnosno

Ty — k) = (21— 21+ 21) + o+ (Tamo1 — Zm + Tam—1) + Toms1

= 2 ZQm ! T — Zi:fl Zk41 + T2m+1 —“m—oo \[ - 27

jer opsti ¢lan x,, konvergentnog reda tezi ka nuli.)
Kako je

lan| = xr k paran broj,

nl = yr k neparan broj,

dobijamo

2m 2m m
D larl = (@rtur) = (@121 —21)++ (Tam-1+2m—Tam-1) = D 2k,
k=1 k=1 k=1
odnosno

2m—+1

Z lag| = (z1+21—21)+ - +(Tam—1+2m—T2m—1)+Tam+1 = sz+$2m+1,

pajo S, arl = Y, 2 =2 € Q.
Dakle, u normiranom prostoru (Q, || - ||) postoji red koji je apsolutno
konvergentan ali nije konvergentan.



