AHammnTuyka reomerpuja - Bexkoe

Mwumra 2Kurnh, Mumuna [akosuh, Aruka Hhamiryr
(zaxBaspyjemo ce Ha nmomohu u Hewnamy Mopaun)

7. okToOap 2024.

1 IIpaBoyrim KOOpAMHATHHN CHCTEM U pacTojambe m3Mmehy radaka

1. Ha 6pojuoj ocu yupraru tauke A(—3), B(3) u C(0).

2.

(a)
(6)
(1)

Ha 6pojuoj ocu yupraru tauke A(—2) u B(8). 3aruMm, ojpeuru KOOpAUHATE TadKe KOja ce
HAJIA3W Ha TOJOBUHM JTyxKu AB.

Ha 8&pojuoj ocu cy nare nse tauke A(z1) u B(x2). Onperurn koopaunare tauke X () Koja
ce HaJIa3U Ha cpeJHu jyxku AB.

Halin xoopunare tadaka X () Koja ce Hasase asa myTa oimke Tadkn A(—8) Hero tadukn
B(1).

Hamnowmena. Heka cy nare tauke A u B. Heka cy X7 u X5 Tauke na npasoj p(A, B), takse
maje d(A, Xq) : d(Xy, B) = d(A, X2) : d(X2, B). Tana ce 3a rauke A, B, X1, Xy Kaxe na cy
xapmorujcku Koreyiosane u nuie H(A, B; Xy, Xo).

Oxpemuru Tauke X (x) Ha OpojHO] ocu 3a Koje Baxu a) | — 3| = 5; 8) |z + 4| = 4; n)
d(X,A) <3, rmeje A2); n) [x—3|>2me) [z + 1| +|z+2|=1.

Ha &pojuoj ocu je mara tauka X (z). Ogpeaurn tauke A(a) u B(b) koje ce Hasaze Ha
pactojamy r oJ Tauke X.

. 3a rauky y pasuu P(x,y)

OJIpEJINTH Y KOM KBaJIpAHTY ce HaJla3’, aKo ce 3Ha Ja joj je allCIuca HETaTUBHA,
OJIPEJINTHU 3HAK KOOD/IMHATA X U Y, aKO Ce 3HA JIa JIEXKU y YeTBPTOM KBa/J[PAHTY;
OJIPEJINTU KOOPJIMHATE, aKO Ce 3Ha JIa CE HAJIA3U HA T —OCH;

OJIPEINTH KOOPAWHATE, aKO Ce 3Ha J1a Ce HAJa3U Ha Y —OCH.

. Y paBau cy gare tauke A(z1,y1) u B(z2,y2). Oxpeauru koopauHare tavuke S(x,y) Koja MOJOBH

ayx AB.

(a)
(6)
(1)

(1)

Y pasun cy nare tadke A(4,1), B(3,5), C(—1,4) u D(0,0). Yupraru ux.
Kommka je my:xuna crpanunia godujeHor gerBopoyria ABC D?

Ilokazaru na je 100MjeHN Y€TBOPOYTrao KBaJIpaT.
Hanomena: OppenuTtu ayKUHY JHjaroHaJa.

Onpenuru nopimuny KBagapara ABCD.

[MTokazaru ma cy rauke A(3,—6), B(—2,4) u C(1,—2) konuHeapHe (Jiexke Ha UCTOj IPABO]).
Hamnomena: [lokazatu ma je mykuna jemme on crpanwuia Tpoyria ABC jennaka 30upy mapyre

IBe.
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. IlokazaTtu 7a je y mapaJiejorpaMy 30Wp KBaJpaTa IyKWHA CTPAHUIA jeHAK 30Upy KBaJpaTa

JyXKWAHA JTUjaroHasa.
Hamomena: IloctaBuTy mapaJsesorpaM Tako Jia My je jeJIHO TeMe y KOOPAWHATHOM IOYETKY, a
jesiHa cTpaHuIa Ha ITO3UTUBHOM JIETy T—OCe.

. Heka je ABCD upasoyraonuk. [lokazatu ma 3a mpounsBo/bHY Taduky M y paBHE BayKu

d*(A, M)+ d*(C, M) = d*(B, M) + d*(D, M).

(a) Hanwmcarn jegnaauny Kpyzkuute ca nearpoM y C(—2,3) noaynpeunuka 5. Jla ju jpodujena
KPY?KHHAIIA IPOJIa3u Kpo3 Tadky (2, —1)7

(6) IMokazaru na je jemmaumnom x2 + 2z + y? = 0 gedunncana kpy»<nuna y pasan. Koja tauxa
je TeHTap J00ujeHe KPYKHUIE U KOJUKA je TOJYIPEIHUK KPyKHuUIe?

IlocmarpajMo y paBHu napadosty Kao ckyn tadaxka P = {(z,y) € R? | y = 322}.

(a) Koje ox rauaxa 0O(0,0), A(1,3), B(1,-3), C(-1,3), D(—1,-3), E(3,1) u F(3,—1) upn-
najgajy napabosu P?

(6) Oapeaurn monozxaj Taduxe Q(z,y) y paBHE 3a 4Unje KOOPJUHATE BaxkKn y < 312
() Onpemuru mosoxkaj Tauke Q(x,y) y PaBHE 3a 4uje KOOpIUHATE BayKnm T > /5, y > 0.

(n) Oapenuru Tauke ca napadose P Koje MCTOBPEMEHO NPUIAJIAjJy U IPaBOj KOjy YMHH CKYII
tavaxka L = {(z,y) € R? | y = 3 + 6}.

Heka je mat tpoyrao ABC. OmpemuTn KOOpIUHATE IEHTPaA OIMUCAHE KPYXKHUIE OKO TPOYyIJIa
ABC. OnpeanTy 1 TOJYIPEIHUK OMUCAHOT KPYTA.

Hanomena: Heka je Tauka A y KOOpAMHATHOM ITOYETKY, a cTpaHUIa AB Ha MO3UTUBHOM JEJTy
x—oce.

Heka cy y pasuu gare tauke A u B. OmpenuTn reoMeTprjcKO MeCTO Tadaka y paBHU, M, Koje
ce HajaxKe Ha k—IIyTa Beliem pacrojamy o Tauke A Hero o Tauke B.

OpnpenuTu KOOpJAMHATE TEMeHa jeJMHUYHE KOIKE Y IPOCTOPY, aKO ce 3Ha Ja joj je jeJlHO TeMme
Yy KOODJIMHATHOM IIOYETKY a TPU WBHUIIE KOje I10JIa3e M3 TOI TeMEHA JIeXKe Ha, IMO3UTUBHUM JEJI0-
BUMa, KOODANHATHUX 0ca. OMucaTn KOOpINHATE TavdaKka Koje Jieske Ha WBUIAMa J0OUjeHe KOIIKE.
Omnucarn KoopanHaTe Tadaka Koje JieXKe Ha cTpaHuraMa jgooujene Korke. OnpeuTn KOOpInHaTe
TavYaka Koje JieXKe yHyTap KOIIKE.

OjipetaTH CKyTIOBe y TIpocTopy oapehene jeqnadaunaama: a) 22 = 1;6) y? +22 = 1 um) 22 +y? +
2
z¢=1.

OpeIiTH KOOPAMHATE TAaUaKa KOje 33/0B0/baBajy cucTeM jeanaunna x> +y> 4+ 22 =4 u 2z = 1.
Koja je reomerpujcka MHTEpIIpETaIyja OBOr IpodJeMa,’

Ha nm je cucreMuma jeHAIMHA: ) $2—|—y2+22 =4uz=1ud) x2+y2—|—22 =4n x2+y2 =3
JnepUHUCAHA UCTa KPUBA y IIPOCTOPY !

Jedunucarn y npocropy cumerpasy yria £Oy (0OIHOCHO, CUMETpPaJLy IIPBOI KBAaJIPAHTA LY —PaB-
HU aJIi TIOCMATPaHy y IIPOCTOPY. )
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2 JennaumnHe mpaBe u Mel)ycoOHU O/THOC ITpaBUX y paBHU

(a) lartu jeHavunny npaBe IapaJiejiHe ca y—OCOM (BEepTHKAJIHA IIPABa).
(6) Haru jesnHauuHy mpaBe napaJiejiHe ca T—O0COM (XOPH30HTAJHA IPABA).

() OjpeuTH BePTHKATHY I XOPU3OHTAJIHY MPABY KOja MpoJsiasi Kpo3 Tauxy (v/2, —1.3), zarum
HCTO OpeUTH U 33 Tadky (—,0).

(n) Jaru jeqmaunny mpase Koja Mposia3u KPO3 KOODJIMHATHU MMOYETAK.
3a mpasy 3z + 3y — 1 = 0 pehu:

(a) y KO0joj TauKm cede xr—ocy;

(6) y Kojoj Taukm cede y—ocy;

(1) ma s mposasu kpo3 tauxy A(1,2v/3);

(1) Koju joj je KoedHUIMjeHT MpaBla U KOjU yrao rpajy Ca MO3UTUBHUM JIEJIOM T—O0Ce IIOCMa-
TPaHO y CMePY CYIPOTHOM O/ Ka3aJbKe Ha CaTy.

A

OnpenuTu jeqHaUNHY IpaBe U HAIPTATH je Y KOOPAUHATHOM CHCTEMY, aKO C€ 3Ha:

(a) ma mpomasu xpo3 Tauky A(2,3) u ga joj je Koedunujent mpasia —3;
(6) ma mposrasu Kpo3 Tadke ca KoopauHaTama (—2, —1) u (3,4);

() ma joj je koedunujeHT npasna 2 a na y—ocy cede y —b;
(m)

1) Ja ceue x—ocy y 4 a y—ocy y —1.

Barum oJpe T Y KOjOj Ce TauKu CEeKy IIpaBe Koje cy jodujeHe y 3amaruma 1oz () u ().

OuspeuTy paBy Koja IpoJiasu Kpo3 Tadky (1,2) u Kpo3 Taduky mnpeceka mpaBux T + 2y = 3 u
2z — 3y = —1.

Oxpeauru KoopauHaTE TavKe Ha paBoj ¥y = 3= + 1 Koja je jeanako ynamwena ox tauke (0,0) kao
u o1 tadke (—3,4).

Oznaunmo ca F' temmeparypy uspakeny y cremnennma Papemnxajta a ca C y crenennma llen-
sujyca. Onpeaury JguHeapHy jeanadmuy obsmka I = kC + n, koja mosesyje llessujycoBy u
DapeHXajTOBY CKaJly, aKO ce 3Ha Ja ce Boja Jiean Ha 32°F omnocuo 0°C, a ma kjbyda Ha 212°F
onuocuo 100°C. Hanpraru modujeny npaBy u ojpeauntu Koauko je crenenun Papendajra 37°C,
Kao u Komko je cremenu llemsujyca 96°F. Ilokazaru mga jim mocToju Temieparypa Koja he Ha
QapenxajroBom u lles3yjycoBoM TepMOMETDPY JATU UCTY HYMEPUUKY BPEIHOCT?

IIpuTncax p xoju Jenyje Ha POHUOIA UCIOJ BOJE Ha JyomHU d Jatr je jeaHadawaoM p = kd + n.
Ha mospmunn Bome mputucak je 1 armocdepa, a na aydburu ox 100 merapa nputucak je 10.94
atMmocdepa. OapenuTn KOJUKNA TPUTHUCAK JieJIyje Ha POHMONA Ha jpyowHu o 50 merapa.

ITpamen npasux ca meHTpoM S(Zo,Yo) je CKYIl CBUX NPaBUX KOje MpoJjia3e Kpo3 Tauky S, Te je
Jar jenHaunHama y — yo = k(x — x0), k € R u gomarao npasa x = 9. Oxpeautu cBe npase u3
npameHa ca neHTpoM y S(2,5) Koje ojcenajy jejiHake ojiceuke Ha KOOPJIMHATHUM OCaMa.

(a) OpgpeauTn jenHadnHy paBe Koja je napaJesiHa npasoj 2z + 5y = 15 u upoJiasu Kpo3 Tadky
(5,—1).

(6) OxmpenuTu jeHAUNHY IIpaBe KOja je OPTOroHajHa Ha npaBy 8z — 13y = 13 u npoJsiasu Kpo3
tauaky (0,1).

() Oxpemuru y KoM cy mehycobHoMm omnocy mpase ax + by = ¢q u br — ay = ¢a, a,b # 0.
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(1) Oxpemuru y koM cy mehycobHoMm omnocy mpase ax + by = ¢q u ax + by = ¢a, a,b # 0.

Heka cy mare tauke A(a,0) u B(0,b), a,b > 0. Oupenurn koeduimjeHT npapina npase Koja
poJia3u Kpo3 KoopAuHaTHU moderak O u Kpo3 cpenuny jayxku AB osuadeny ca P. Ilox kojum
ycaosuma cy npase p(A, B) u p(O, P) mehycoduo HOpMasIHe.

3pak cBerocTH /101831 JyK npase x +y = 1 (13 apyror KBajapaHTa) u onouja ce (pedierryje)
o r—ocy. 3Ha ce Jia je yIaJHu yrao jefHak oabojHoM yriy. OpeuTn jelHaunHy 1IpaBe 1o KOjoj
ce pocTupe pedIEKTOBAHN 3PAaK CBETIIOCTH.

ITposepuru ja au tauxe A(6,4), B(4,—3) u C(—2,3) obpa3syjy jelHAKOKPAKU [PABOYIJIH TPOY-
rao.

ITokazaru ma cy Tatuke A(2,—1), B(1,3) u C(—3,2) remeHa HEKOI KBaIpaTa U OJPEJIUTH IETBPTO
TeMe TOI' KBaJipaTa.

(a) Oxmpenuru ynamenoct Tauke P(2,1) ox npase y = z + 2.
(6) Ompenuru ynamenoct Tauke P(4,6) ox npase 4z + 3y = 12.
() Oxpemuru ynamenocr tauke P(a,b) ox npase © = —1.

(1) OxpeauTu ajropuram 110 KOM ce padyHa yjaabeHocT Tauke P(xg,yo) o upase ax + by = c.
Hara cy remena Tpoyrna A(1,4), B(4,1) u C(3,7).

(a) Onppenuru myxune crpanuna Tpoyria ABC.
(6) Opmpenuru Koopauuate oprorenTpa Tpoyria ABC (Ipecek BUCHHA TPOYIJIA).

() Oxpemuru KoopauHare Texkuimita Tpoyria ABC (mpecek mpaBux Koje Crajajy Teme ca
CPeJIMHOM HACIIDAMHE CTPAHUIIE TPOYIJIA).

(n) Oxpenuru nospimuny Tpoyria ABC.

(e) Ompeaurn KoOpJMHATE IEHTpa onucaHe Kpy»xKHuuie oko Tpoyria ABC (upecek cumerpasa
CTpaHUIA TPOYTJIA).

34. Oxpenuru jeanaduHy cuMmeTpaJie yria udMmehy mpaBux a1x + b1y = ¢1 u asx + boy = co.

35.

OxpeauTn KOOpAMHATE IEHTpPA YIHCAaHEe KPyXKHHUIE y Tpoyrao ca temennma A(3,4), B(0,8) u
C(0,0) (mpecek cumerpasia yrioBa TPOYIJIA).
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3 KoHycHu npecenu

3.1 Kpyxnuna

OJpesTn TOTyIpedYnuK 1 HenTap Kpyxuume 222 4+ 2y% — 28z + 12y + 114 = 0 u manprartu je.

OJipe/uTy TOJIyIPDEYHUK U IIEHTAp KPYKHUIlE Koja npodasu Kpo3 tadke (1,0), (0,1) u (2,2) u
HAIIPTaTH je.

OppesuTa 06JACT y PaBHA y K0joj je 22 — 6z + 32 — 2y > —9.

Ospenuru jeaaanny Kpyzkuuie auju je nenrap (—2,1) a nposasu kpos Tauky (1,3). da au ce
radka (1.1,2.8) Haa3u y yHYTPAIIBOCTH, CIOJBAIILOCTU WU HA KPYKHUIIH.

JlokazaTn m1a ce MpeYHWK KPYXKHUIE BUAU U3 MIPOU3BOJHPHE Fh€HEe TadKe IO, MIPABUM YTJIOM.
Hpyrum peynMma, IOKa3aTH Ja je CBAKU mepudepHu yrao HaJ TPETHUKOM KPY2KHUIE TPaB.

Hexka je nara npasa [ jemnaumnoM az+by+c = 0 u kpyxuuna k jexnaumnom (x—p)?+(y—q)? =
r2. Pauynajyhu pacrojarme neHTpa Kpy»KHUIE k OJ1 IIpaBe [, OJpenTH TI0JI0Kaj Ipase | y 0IHOCY
Ha KpyXKHUIY k.

Hexa je mara mpasa y = kx +n u kpyxnuna 2 + y? = r2. Oapeautn Koje yciose Tpeda 1a
3aj10BOJbaBajy napamerpu k,n,r € R Tako ja ce npasa u KpyKHura: (a) ceky y jse tauke; (0)
CeKy y jemHoj Tauku u (1) HEMajy 3ajeJHUYKNX Tadaka.

(a) OapeanTn jeHavmHy TaHTeHTe i = ka +n Ha KpyxuUTY 12 +14% = r? kpos Tauxy P(xg, o)
Koja ce Hasasn: (1) Ha KpyKHUIM ¥ (2) y HEHO] CII0JbAIIEHOCTH.

(6) Oapemuru jeqnauuny Tanrente Ha KpyxKuuny 2+ y2 = 25 y Tauku (5,0) u y Tauxn (3,4).

() OxmpemuTn jeqnauuny Tanrente Ha Kpyxuumy (z—p)2+(y—q)? = r? y Taukn ca Kpy»KuuIe
P($07 yO) .

(1) OnmpenuTn jeqHAYMMHE TAHTEHTH U3 Tauke (8, 8) Ha KpyKuMIY 22412 = 32, 3aTUM oipeuTn

1 yrao u3aMely JI00MjeHnX TaHIe€HTH.

(e) OmpeauTu jepHaumme TAHTeHTH Ha Kpy:KHHUIY T2 + 32 — 14y 4+ 32 = 0 u3 Tauxe (5,4).

(Oumuuko ceojctuiso kKpyschuye) 3pak KOju U3BUPE U3 [IEHTPA KPYKHUIE, [IOCJIE OJI0Njamba O Wby
he ce OHOBO BpaTUTH y IIEHTAP.
Hamomena: [Tokasatn jia je TaHreHTa HOPMAJIHA HA TMPEYHUK KPYXKHUIE Y TAUKHA JOTAPA.

OxpenuTu jeHadnHy KpyzKHHIE ca IeHTpoM y (4,7) Kojoj je npasa 3z — 4y + 1 = 0 tanrenta.

OpeuTn jemHadmne TaHTeHTH KpyxKuune x2 + 32 + 5z = 0 Koje cy HOpMaJHe Ha mpaBy 4x —
3y+7=0.

Oppemutu jemHaunmnae TanrenTn Ha Kpyxummy (z — 2)2 + (y — 1) = 5 y Taukama y Kojuma
KPY2KHUIIA ITPeceria KOOPJAUHATHE Oce.

Heka je na x—ocu mara tauka A u Ha y—ocu Tauka B 1 Heka je muxoBo MeljycobHo pacrojame
a. Ilyctumo nma ce tauka A ciaodoaHo Kpehe o x—ocu a j1a ce Tauka B kpehe Tako 1a pacrojame
u3mehy Tagaka A u B octane mempomermeno. O ipeuTn KOjy KpUBY y paBHU oiapelyjy cpe/unte
ayxu AB.



49. Heka cy t; u to TanrenTe Kpyxuune r2+y> =r

50.

2 koje je momupyjy v taukama 1) u Ts. IlokazaTn

nma axo je To(zo, yo) Tauka mpeceka nmpaBux t U to OHIA je Txo + Yyo = 2 jeaHadnHa IpaBe Koja
mpoJsiasu Kpo3 Tadke 17 u 1.

Hanowmena: Tauxa Ty(xo,%0) u mpaBa w29 + yyo = 7> cy MehycoOHO O U Tosapa, PeoM, y
OZIHOCY Ha KPY:KHHIY x2 + 12 = r2.

(a)

(®)

Kpyxuuna je jenuncrseno ojgpebena ca tpu cBoje (Hekosmueapre) taduke. [Ipamen Kpy-
JKHUTA je CKyI KPYKHHUIA y PaBHU KOje Tpojade Kpo3 JBe Jare Tadke. AKo cy nBe
KPY’KHHIIIC TOT IpaMeHa jare jeamaumnama ky(z,y) = 22 +y?> + a1z + by +¢c1 = 0 u
ko(z,y) = 22 + 9% + asx + boy + co = 0, moKazaTH Ja je Taja jesHAUHA MPOM3BOLHE
KPY2KHUIIE TOT IpaMeHa JaTa jeJHAIHNHOM

ki(x,y) + Aka(z,y) =0, 3a meko \ € R.

VY mpameny Kpyskuuia ogpehenor kpyxuunama x> + y? — 6z — 10y — 15 = 0 u 22 + ¢ +
2z + 4y — 20 = 0 ompenuTn OHY KPYKHHUILY KOja IIPOJIa3d KPO3 KOOPAWHATHHI IOYETaK.

1
51. Jara je kpyxunna (z—1)%+y? = 4. Kpos Tauxy T <2, —2> KOHCTPYUCAHA je TETHBA ITOCMaTpaHe

92.

53.

54.

KPYXKHUIIE, TaKBa J1a je Tadka 1 mweHo cpemuinre. OapeInT jeJHAYNHY [IPaBe Ha KOjoj JIEXKH Ta,

TE€TUBa U OAPEINTH AYKHUHY T€ TETUBE.

(a)

Ogpenuru jeqHauuny KpyzkHuie K duje cy aBe napaJjejHe mnpase p; : 2¢ +y— 5 =0mu
p2 : 2x +y + 15 = 0 ranrenTe, npu yemy je p; Tanrenrta y taukum A(2,1).

3a nodujeny kpyxkuuiy y jeiy (a) oxpemuru tauky B(0,b), b > 0 meHOr npeceka ca y-0coM
U TAHTEHTY Ha KpyX)HuUiy K y taukm B.

Oxpenuru jesHavdnHe Kpy»KHUIA Koje cajpxke Tadky M (—1,2), uuju je nmoaynpednuk r = 5
7 KOjJIMa je x-0ca TAaHTeHTA.

Oxpenuru jennaunny tanrente y tadku M Ha 100MjeHy KPYKHHUILY 3a duju 1eHTap (p,q)
Baxku p > 0.

Opnpenutu jennadauny Kpy)kuuile K, amje cy JBe mapaJjeiHe npaee p1 : 2¢ +y —5 =0mn
p2 1 2x + y + 25 = 0 TanrenTe, npu Yemy je p; Tanrenrta y tadku A(2,1).

OppenuTy jeamaunny Taprente na kpyxuumy k : (x4 2)% + (y +1)? = 20, y taukn A(0, a)
KOja je TpecevHa Tauka Kpyxuuie k u y-oce, 3a a > 0. CKUIUPATH TOCMATPAHY KPYKHUILY
U BeHY TAHTEeHTY y Tauku A.

(Ilpukazaru nmocrynak jg00ujarma jeJHAYNHE TAHTEeHTE MJIM aKO KOpUCTHTE HEeKy Beli mosHary
dbopmy jenHaunHe TaHreHTE, JOKAXKUTE JIa TO 3aKUCTa jecTe TAHIEHTA. )

55. Hara je mpasa p : 3x — 4y + 36 = 0.

56.

(a)
(6)
(1)

OnpenuTu jeqHavunHy MIpaBe ¢ KOja je CUMEeTPUYHA MPaBOj P Y OIHOCY Ha Y-OCy.

Opnpenutu jennadnay KpyKuuie k yrucaHe y TPOyrao 4uje Cy CTPAHHIIE JIEO MPABUX P, (
u x-oce.

CrunupaTtn HaBeJeHe TMpaBe P U ¢ W KPYXKHUIY k W OJpPEIUTH jeTHAYNHE TAHTEHTH HAa
J[o0HUjeny KPYKHHUITY, KOje Cy TapaJleJIHe Ca 3-OCOM.

Hoxkazaru ja je tpoyrao ABC, rue je A(—3,8), B(1,5) u C(4,1), jennakokpaxu.
Onpenuru jequaunne cumerpasia crpanutia AC u AB tpoyriaa ABC.

OnpenuTu KoopauHaTe LeHTpa onucane Kpyxuume K rpoyria ABC u jeqHaduny KpyKHU-
ne K.
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(1) Oxpemuru Tanrenty kpyzkuauie K y tauku B.
Hamnowmene: Ilpukazarn mnocrynak jobujama je/IHaYMHE TAHIE€HTE MJIM aKO KOPUCTHUTE HEKY
Beh mosHaTy dopMmy jeIHaUNHE TAHTEHTEe, JOKAXKUTe Ja TO 3ahCTa jecTe TaHreHTa. I[IpaBa
y = kx+n, k # 0 je tanrenta Ha kpyxxuumy (z — p)2+ (y — q)? = r? ako u camo ako Baxu

r2(1+ k%) = (kp — q + n)>.

3.2 IlapaboJa

Haupraru gare napabose n oxpeautu uM BOKyC, IUPEKTPUCY U TeMe, ako je: a) z2 = 6y u 0)
2

T = —3y°.
[Tapabomy y? = 8z Tpanc/aupaTH 3a JIBe jeJUHUIE HA J0Je U jeany Ha gecHo. OapeanTn jeana-
quHy, QOKYC, IUPEKTPUCY, OCYy CUMETPHje U TeMe HOBOJI0OUjeHe mapadosie U HAI[PTATH je.

Hanpraru mapabomy 322 — 122 + vy + 11 = 0 u oxpeautu joj HOKYC, TUPEKTPUCY, OCY CUMETpHUje
1 TeMe.

OppeuTn ob1acT y paBHA y Kojoj je © — 2y* > 0.

[Mokazatu ga je 4p mmpuua mapadoie x2 = 4py, p > 0 y DOKyCy, OJHOCHO Ja je yIa/beHOCT
TagakKa Koje ce HaJia3e y MPeceKy Ipase y = p u mnapadoje jemuaka 4p.

Hexa je mara npasa y = kx + n u mapabosa y° = 4pz. Oapenurn Koje yciose Tpeba na
3a/10B0JbaBajy mmapamerpu k,m,p € R tako na ce mpasa u napadosia: a) ceKy y JiBe Taduke; 0)
CEKY y jeJIHOj TaYKM W 1) HEMAj]y 3aje/IHUUYKUX Tadaka.

(a) OapenuTn jeHaduny TanTeHTe y = kx + n Ha mapabomy y? = 4pr Kpos Tauxy P(xq,vo)
KOja ce Hasasu: 1) Ha napadosiu u 2) y HeHOj CHOJLAIIIOCTH.

(6) Oapemurn jeamaumme TamrenTH mapabone y? = 16z Koje Cy 0Ol KOODIMHATHOT MOYETKA
yJlaJbeHe 3a \/é

() OapenuTn jeamadummy TanrenTe Ha mapaboay (y — b)? = 4p(r — a) y Tauxm ca mapaboie
P(LUO, yO)

Hexka cy dbukcupase jBe Tanrente t; u ty napadose 32 = 4pzx. IlocmaTpajMo jgasbe Ipou3BOIbHY
tanrenTy t mare napabdose. Heka je S mpecek tanrentu t; u t, a R npecek tanrentu to u t.
ITokazaTu jma gayKuHa Npojeknuje ayxKu SR Ha IUpEeKTpHUCY mapadoJie He 3aBUCH OJ M300pa
TaHI'eHTE .

(Oumuwko ceojctiso tapabore) 3pak KOjUu e HapaJeJHO OCH CHMEeTpHUje rnapadoie, HAKOH pe-
diekcuje o nmapadosty yinazu y ¢Gpokyc napadosie.

Hexka je mara mapabona y? = 4pr u ma moj Tauka P(zg,yo). Osmaummo ca F dokyc mare ma-
paboJste u ca t TaHTeHTy nare mapaodosie y tadku P. Ilokaszartu ja ce 3pak Koju mje mapaJsiesTHO
x—ocu JyXK npaBe y = yo pediekryje o napaboiy u Hacrasba npaBom p(F, P).

Hamnowmena: [lokazatu ga je yrao (taunuje, Tanrenc yria) m3mely TaHreHTe W mpaBe y = ¥
jemnak yrory usmeby ranrenre u upase p(F, P).

Ilokazatu ma je mupexkTpuca mapadoJie TeOMeTPHUjCKO MECTO TadaKa M3 KOjUX Ce IapadoJia BUIN
[TOJT, TPABUM YTJIOM.

Hamomena: Ilokazatn na cy cBake aBe TaHT€HTE HA MapadO/y W3 Tadke Ha JupekTpucu Mehy-
COOHO HOpMAJIHE.

IlokazaTu ma HOpMaJia Ha TAHTEHTY IapadoJie IMOBYyYeHa M3 TadKe MIPeceKa Te TAHI'€HTe W TaH-
TeHTe MapaJjesine TUPEKTPUCH, TPoJia3u Kpo3 (HoKyc mapadosie.



68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

78.
79.

80.

81.

82.

[Tapatona y? = 4pr u KPy»KHHUIA KOjOj je IeHTap Ha y—OCU JOAUPYjy HpaBy y = & + 3 y UCTO]
rauku. OApeauTn jeIHaYNHe Iapadose U KPYKHUIIE.

Ope Ty jeHadnne 3ajeHIUKIX TaHIeHTH Hapadose y? = 121 n Kpy»KHHIE TOTyIPedHIKa, 5,
K0joj je mieHTap y dokycy mnapadosie. CKUIIPATH TOCMAaTpPaHe KOHYCHE IIPECEKE.

(Jujametiap uaru tpewnur tapadose) OIpeUTH T€OMETPHUJCKO MECTO Tadaka Koje Cy CpeuHe
rapaJieJIHUX TeTruBa napadoie.

Hexa je t Tanrenra mapabose 42 = 4px y Tauku P Koja ce Hasjasu Ha napadoiu. O3HAUHMO ca
A Tauky mpeceka TaHreHTe t U r—oce, a ca B mpojeknujy tauke P Ha x—ocy. Ilokazaru ma cy
Tauke A u B jegHako ymajbeHe ol KOOPIUHATHOL IOYeTKa.

JHata je mapaboma y?> = 12z. Oxpeaurn jeJHaurHe TAHIeHTH Iapabose Koje ca IIPaBoM ¢ :
4x — 2y + 9 = 0 rpaze yrao ox 45°.

Kpos ¢dokyc mapabose y?> = 42 KOHCTpyHCaHa je TeTHBa Te HapadoJe, OPTOrOHAIHA HA Ipa-
By y = 2x. Oxapenutu Koopauunare cpemumita M te teruBe. JloJaTHO, OIPEINTH TUPEKTPUCY
nocMarpane napaboJjie U CKUIUpaTu napadosy (o3HauuT (GoKyc, TeMe, TUPEKTPUCY ).

3.3 Euaumnca

Hanprarn gaTe eqmrce u oapeanTn uM doKyce n TeMeHa, axo je: (a) 16x2 + 25y% = 400 u (5)
322 + 2y = 6.

OjipetuTy jeIHAMKUHY eJIMIICEe U HAI[PTATH je, aKo ce 3Ha 1a cy joj: (a) doxycu (£4/2,0) a Temena
(£2,0) u (0) dokycn (0,+4) a remena (0,+5).

2 2
Enuncy — + LA 1 TpaHCIMpaTH YETHUPHU jeJUHUIE Ha JeCcHO W Tpu Ha rope. Oppemauru

16 9
jemunaanny, GoKyce, IeHTap, TEMEHA W BEeJIMKY IOJIyOCY HOBOJOOUjEHE eJINIICE U HAIPTATH je.

Hanpraru emuncy 2522 4 1502 + 9y + 36y + 36 = 0 u oapeauTn joj oKyce, neHTap, TEMEHe U
BEJINKY TOJIYOCY.

OjpesuTu 0bacT y paBHE y K0joj je 2 +y? > 1 u 4a? + 9% < 4.

Heka je nmara esmrca, Heka je meH nearap O u Heka cy Mi; u My TakBe IbeHE TadKe JIa je
J > J p Yy J
p(O, M1) L p(O, M,). Tlokazaru ja ojcrojarbe OBe IpaBe OJf IEHTPA eJIUICe He 3aBUCU Of
n3dopa Tadaka My u M.

2 2
Hexa je nara mpasa y = kxr +n u emmnca — + Zé—z = 1. Oxpenutu Koje ycjioBe Tpeda Ja
a
3a/10BOJbaBajy mapamerpu k,n, a,b € R Tako ja ce mpaBa u euICa: a) CEKY y JBe TAYKe; O) CEeKy

y jeJHO] TAYKHU U I1) HEMAjy 3ajeJHHYKIX TadaKa.
22 2
(a) Oxmpenuru jenHaduuny TaHreHTe Yy = kx + N Ha €JIUICY o) + =i 1 kpo3 rauxy P(zg, o)
KOja ce Hasmasm: (1) Ha esmncn u (2) y HEHO] CIIOJBAIIIEOCTH.
(6) Oapenuru jemHaunne TanrenTH u3 Tauke P(14,1) ma emancy 22 + 4y? = 100.
(z-p)°  (-9°
a? b2

(L[) OspeuTn jeTHAYMUHY TAHTEHTE HA, EJTUICY
P ($0,yo)-

Jare cy emmmca e : y? = 11z — 222 u Tauka M(1,3).

= 1 y Taukm ca ejurce



(a) a yim Tauka M upunaza equncu e? Kosmko TanrenTu esurce e mpoJiasu Kpo3 tauky M?
OpapeauTu Te TaHreHTe.

(6) Hampraru gary enauicy e u ofpeauTH joj neHTap u (okyce.

83. (Ouwmuuko ceojciso esutice) 3pak Koju u3Bupe U3 jemnor ox GhoKyca emice, HaKOH pedJiieKcnje
0 eJIUIICY yJa3u Y APYyTru (POKYC eJIUTICE.

Y2
b2
eJurice u ca t TaHreHTy nmare equtice y Tauku P. [lokasatu j1a ce 3pak Koju uzBupe n3 Gpokyca
F) n une npema tauku P pediiekryje o enmmcy u HacraBiba paBoM p( P, Fy) mpama dbokycy Fo.
Hanowmena: [Tokazaru ja je yrao (taunuje, tanrerc yriaa) usmehy ranrenre ¢t u npase p(P, F)
jemnak yriy usmely tanrente t u npase p(P, F3).

Hexka je mata enmunca — + 5 = 1 u Ha 10 Tauka P(z9,y0). Osmaunmo ca Fy u Fy dokyce nare

. . 2 42
84. Jlara je eqmmrica cBOjoM jepHaquuHOM o5 + 5 = 1. Heka cy t1 u t mwene Tanrente y taukama (a,0)
u (—a,0), a t3 wena tanrerra y tauku (0,b). Heka t3 ceue t; u to y Taukama M; u My, pemom.
Hoxkazaru na ce myx MMy u3 CbOKyca €JINTICE BUJIU TIOJ, IIPABUM YTJIOM.

85. ¥ mpom3BOJLHO] TAYKU €JIUIICE 2 + 7z = 1 moByveHa je TaHreHTa t M TAHIEHTE y TAIKAMA Ai(a,0)
u As(—a,0). Tanrenra t ceye apyre ape Tanrente y tadkama 1) u Th. JlokazaTu ja KpyzKHHIA
KOHCTpyucaHa HaJl jtyku 117> Kao IpeIHuKOM poJa3u Kpo3 0da (hoKyca esurce.

86. OapeauT TeOMETPHUjCKO MECTO TadaKa y PABHU U3 KOJUX Ce eJIUIICA BUIN IO HpaBI/IM YTJIOM.
Hamomena: Moxe ce Kopuctutu ﬂa 3a pelerba T U To KBaJpaTHe jenHadnue az’ 4+ bxr +c¢ =0

Baxku BujeroBa dopmyna xy - x9 = —
a

87. ([ujametmap uau apewnur esutce) OApeUTH TEOMETPUJCKO MECTO TavyaKa Koje Cy CpeJnHe
rapaJieJIHUX TETUBA eJIUIICE.

88. Heka je Tauka T cpeamna Teruse esmmce z2 + 4y? = 25, rae je: (a) T(%,l), (5) T(—%,%)
OpequTn MyKUHY T€ TETUBE.
22 42
89. Jlara je enurca % + 9= 1. Oznaunmo wene okyce ca Fy u Fy. 3 rauke P(0,5) noBydene

Cy TaHTEHTEe Ha JIaTy eJIUIICY W HeKa je JIoaupyjy y Taukama 17 u Th. /lokazaTu Jia cy yriioBH
LTVPF) u £T5PF, jeqnakn.

90. Ogpemurn jennaunny mosape tadke 1p(3,10) y omHocy Ha esurncy e : V=""u—- "0

Hamomena: Heka cy t; u 3 TanrenTte enurnce e u3 Tauke 1y U HeKa OHE JIOAUDPY)Y €JNHICY € Y
raukama 11 u Ts. Ipasy p(T1,T») Hasuamo nosapoMm tadke 1( y OJHOCY Ha €JIUICY e.

2

91. OapeauTn reoMeTPHjCKO MECTO Tauaka cpejauHa Tetusa esmice br? + a?y? = a’b? xoje nomaze

u3 taake B(0,D).

2 2
92. (a) Mara je emumca e : — + LA ILOKa:saTI/I Jla je 3a IPOM3BOJBHY TauKy ejsmurce (o, Yo)

b2
je/IHAYMHA TAHTEHTE eJINICE JaTa Ca a— + yby20
(6) Heka je (z0,y0) npousBo/bHa TaduKa eJuIce e U g TaHreHTa ejaurce y tadku (xo,yo). do-
Ka3aT! 13 je IPOU3BOL pacrojama (okyca Fy u Fh enuiice e on TanreHte tg jeanak b2.
(Cmarpamo ga je a > b.)

=1.

@ v
a2 = b2
u Ms(x2,y2). [lpase t1 u ta ce ceky y tauku P(xp,yp). Jokasaru ma je jeHAYMHA OpaBe p =

93. ara je emmmca = 1. IIpaBe t; u ty cy peaom ranrenre y taukama esmice Mi(z1,y1)



94.

95.

96.

97.
98.
99.

100.

101.

102.

103.

104.

T2 — T Y2—-y
o T+ 02 y=20

p(C,S), rue je C nenrap enurnce, a S cpepurrre ayxu M My nara ca p :

U Ja Tavuka P mpuraia mpaBoj p.

3.4 XwumnepdoJa

Harpraru nare xunepdoste u ofpeauTu UM (POKyce, TEeMEHa U aCUMIITOTE, aKo je: (a) 922 —16y% =
144 u (6) 8y* — 222 = 16.

OspeuTy jenHadnHy Xunepbosie W HaIpPTATH je, aKo ce 3Ha ja cy joj: (a) dorycu (£2,0) a

aCHMIITOTE Y = :l:%x u (5) remena (0,42) a acumnrore y = +1z.

22 2 . .
Xumnepdony g — % = 1 Tpanciuparu jse jegunune na jgecno. OppeauTn jeqnadumy, dokyce,
[IEHTap, TEMEHA, U aCUMIITOTE HOBOJOOUjEHE XUIIEPOOJIE.

Hampraru xunepbony 5y + 20y — 42 = 0 u oapeauTu joj boKyce, IEHTAP, TEMEHA U ACUMIITOTE.
OjpeauTu 0dJacT y paBHHE y K0joj je 4y% — 22 > 4 u 42 + ¢ < 4.

Hahu jenmaunny nentpupane xunepdose kojoj je jemno teme T7(4,0), a acummrore joj ce ceky
1oJ1 yrjioM og /3.
2 42
Hexa je mata mpasa y = kx + n u xunepbona — — i 1. Oxppemntn Koje yciaoBe Tpeda 1a
a
3a/10BOJbaBajy mapamerpu k,n,a,b € R Tako na ce npasa u xunepdosia: (a) CeKy y JiBe Tauke;
(0) ceky y jemHoj Tauky u (1) HEMAjy 3ajeTHHYKIX TadaKa.

2,2
x

(a) OnpemuTu jemHavuny TaHreHTe y = kT +n Ha XUIepdoTy —5 — Zé—z
a

Koja ce Hasmasm: (1) ma xunepdosn u (2) y HEHOj CIOBAIIIHOCTH.

= 1 kpos Tauky P(zo, o)

(6) V rauxkama mpeceka mpase T + y = 2 u xumepdose 222 — y? = 8 cy NnoByYeHe TaHTeHTe Ha
xutepoosty. Onpenuru yrao u3mMehy TUX TAHT€HTH.

(z-p° (y—9g?
a? b2

() OapeauTH jeHAYNHY TAHIEHTE Ha XUIEPOOIY =1 y Tauku ca xumep-

Sose P(xo,yo)-

(Ouwmuuko ceojcuiso rutepbose) 3pak KOju U3BUpPE U3 jeJHOr of (poKyca Xurepdosie, HAKOH
pediekcuje o xunepdoTy U3TJiena Kao Jga U3BUPE U3 JAPYror pokyca.

y?
a2 b2
JlaTe XUIepoose n ca t TaHreHTy jgare ejmimce y tadku P. [lokaszatm ma ce 3pak Koju m3Bupe
u3 dokyca F| u nue npema tauku P, Koja ce Haja3uW Ha OHOj rpaHU XuUIEpdOJE KOoja 0JIroBapa
dokycy Fi, pediekryje o xunepbosy u HacraBba upaBom p(P, Fy) amm ynamasajyhin ce of
dokyca Fj.

Hanowmena: [lokazaru ja je yrao (taunuje, tanrenc yria) usmehy ranrenre ¢t u npase p(P, F)
jemnak yrory usmebhy ranrente ¢ u npase p(P, Fy).

Hexka je marta xunepdosa = 1 u Ha woj Tauka P(x,yo). O3nauumo ca F; u Fy dokyce

2 2
. . 2 2 . . .
ara je xunepdosa cBojoM jeHaumHOM 5 — 37 = 1. Heka je ¢ mena TanrenTa Koja je noupyje y
tauku 1. Heka t cede acumnrore xumnepodose y Taukama My u Ms. Jlokazatu na je T cpenutire
nayxu My M.
. 22 g2 .

Hexa mpounsBosbHa TaHreHTa XUIEpOoJie JaTe JeJIHaIUHOM 3 — 3> = 1 ceve meHe TaHreHTe Koje
cy mapaJjenine ca y—ocom y Taukama Mj u Ms. Jlokazaru ma ce ayx MM, Bumnu u3 dokyca
[IOJT, IPABUM YTJIOM.

10



105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

Heka je P Tauxa ca xunepdose. [loka3zaTtu ja TaHreHTa Ha Xumepoosay y Tadku P dopmupa
jennake yriose ca npasama p(P, F1) u p(P, Fy), tae cy Fy u Fy dokycu gare xunepboure.

OJipe/uTy TEOMETPHjCKO MECTO TadaKa y PaBHU Koje Cy (OCHO) cUMeTpudHe jeJHOM o (hOoKyca
XUIEPOO0JIE Y OJTHOCY Ha CBE TAHTEHTE Te XUIepdoie.

(Jujametiap uru apewnur rutepbose) OnpeauTu T€OMETPUCKO MECTO TadaKa Koje Cy CpeuHe
rapaJjeHuX TeTUBa XUIEPOOJIe.

Hexka je marta menTpupaHa Xumnepoosa CBOjOM KAHOHUYIKOM jeTHATHHOM 22 — Zj =1,a,b>0.
(a) Y zaBucHocTH 0/ TapaMeTapa a ¥ b, OJIpeJIUTH y KOje XUIIEePOoJIe e MOXKe yIIUCATH KBaJIPaT.
(6) 3arum, 3a oaroapajyhy xurepboiry, OJpeJInTu JIy>KUHY CTPAHUIE YIIUCAHOT KBaJIpaTa.

(a) Oapemuru acummTory xumepbone 2 — y2 = 1 koja mposasu Kpos Tauxy (1,1).
(6) OxmpenuTu jenHaunHy Kpy:KHUIE YUjU Ce IEHTAp Haja3W Ha 1paBoj = + 2y = 4 u Koja

noaupyje acuMnrory xunepoone z2 — 32 = 1y Taukn (1,1).

172 2

Heka je mara xumnepbdosa =1,a > b u mexka je P(xg,yp) Tauka Ha JATOj XUIEPOOJIH.

2 2
a b

YounMo acUMITOTY ¢ Te XuIepdojie W IOBYYeMO IpaBy t Kpo3 Tauky P mapaJjejHy Ipasoj ¢.
Hexka t ceue mupexkrpucy xumepdosie y tadku K. Ako je ca F osHadeHn oxrosapajyhu ¢okyc

xurnepdoste, qokazaTtu 1a je PK = FP.

8 4 8
Jara je jennaumpa xumepbose y? = 3 T+ 9 22 u rauka T <2, 3) . OZpeuTu TaHTEHTY aaTe

xurepdosie Koja Iposas3n Kpo3 Tauky 1.

(a) Hdokazaru ga je npasa t : b2zor — a’yoy = a?b? tanrenra xunepbone b’z? — a?y? = a’b?

rauku xurepdose M (g, yp).

y

(6) Tamrenta xumepdose b?z? — a’y? = a?b? y Tauku xunepdone M (g, o) cede z-ocy y Taukm
T. Oznaunmo ca M’ npojekuujy Tauke M ua x-ocy u ca O koopaunaTau noderak. Jlokazaru
na npousson d(O,T) - d(O, M') me 3aBucu ox nomnoxaja tauke M Ha Xurepobosn.

3.5 KoHycHEu npecenn U eKCIIEHTPUIIUTET

Heka je y paBam mara mnpasa © = d u tauka F(c,0), ¢,d > 0. Heka je D upojexiuja tauke
P(x,y) na npaBy © = d. Oupeautn reoMeTpujcko Mecto tadaka P(x,y) y paBHEH Tako Ja je
PF =ePD, axo je: (a) e € (0,1) u (5) e > 1.

OnpeuTu eKCIEHTPUITUTET U HAIPTATH (POKYCE U JIMPEKTPUCE EJIUTICE aKO je:
(a) 622 +9y> = 54 u (6) 222 + 12 = 2.

OnpeuTu eKCIEHTPUIIUTET U HAPpTATH (POKYCe U JIUPEKTPUCE XUIEPOOJIE aKo je:
(a) 22 —y?> =11 (5) 8y? — 222 = 16.

OpnpeuTu KAaHOHCKY jeJHAYNHY IEHTPUPAHE EJIUICE aKO CY jOj:
(a) dorycn F(+£8,0) u excuenrpunurer ¢ = 0.2 u (6) remena T(0,+70) u excueHTpUIUTET
e=0.1.

OnpenuTu KaHOHCKY jeHAYNHY IeHTPUpaHe XUIepdoje ako cy joj:
(a) dokycn F(0,£5) u excuenrpuiurer € = 1.25 u (5) remena T'(£2,0) u excueHTpUIATET
e=2.

11



118.

119.

120.
121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

O ipeIuTH eKCIEHTPUIITET U KAHOHCKY jeJHAYMUHY IeHTPUpPaHe eJIIce axo joj je hokyc (—v/2,0)
a JupeKTpuca r = —2v/2.

OnpenuTu eKCIEHTPUIINTET W KAHOHCKY jeIHAYMHY IeHTprUpaHe Xuiepdose ako joj je (okyc
(—6,0) a qupekrpuca r = —2.

Ouapemurn HOKyC U IHPEKTPHCY Hapadoie y = ax? + bx + c.
IIpsu Kemmepos 3aKoH KaxKe Ja je opouTa IjIaHeTe euiica Kojoj je CyHIe y jeaaoM o Gpokyca.

(a) Hampraru odiuk opdure Ilinyrona ako ce 3Ha ja My je ekcruenrpunurer e = 0.25.

(6) Opxpenurn jeqnaqduny Koja omucyje opdury Iliayrona, ako ce 3Ha ga ce Ilinyron oz CyHua
HaJsIa3u HajMame Ha pacrojamy 30 AJ (acrpoHoMcKuX jenuuuna), a Hajsurre 50 AJ.

Kpajme Tauke mase u Besuke oce emmnce cy (1,1), (3,4), (1,7) u (—1,4). Hanpraru enmmcy,
OJpeIUTH jOj KAHOHCKY jeNHAYMHY, 3aTHM OAPEINTH (POKyce, IUPEKTPUCE M EKCICHTPHUIATET

JlaTe eJIuICce.
OspeuTu KAHOHCKY je/IHAUMHY €JINIICE eKCEIIHTPUIINTETA % TaKO JIa joj je mpaBa x = 9 JmpeK-
Tpuca a tauka (4,0) oxarosapajyhu dokyc.

Excrentpumnurer xumepdosie je %, a jeman ox dokyca je tauka (1,—3) m memy oarosapajyha
JupekTpuca je mnpasa y = 2. OapeanTn KaHOHCKY jeJIHAYNHY JaTe XUIIepOoJIe.

OxpenuTu KOHCTaHTe a, b U ¢ TAKO 14 je jeJHAINHOM
422+’ +ar+by+c=0

JlaTa eJIMIICa KOjo] je T—oca TaHreHTa y KOOPJUHATHOM II0YEeTKY U KOja IIPOJIA3U KPO3 TadKy
(—1,2). OnpennTn U €KCIHEHTPUIUTET TOOUjEHE EIIHIICE.

OJipe/uTy TeOMETPHjCKO MECTO TadaKa y PaBHU KOJI KOJUX je OJIHOC yiaa/beHocTu ox tadke A(1,0)
U oJI ipaBe T = 9 jemHak %

IToznaro je nma je mpasa 2x — 3y = 3 Tamrenta xunepbose b’z? — a’y? = a?b? u na je npasa
Yy = —— 1 jeaHa meHa acumnTora. Hahw jegHauumHy u OJpeUTH €KCIEHTPUIIUTET, (DOKyce U

3

JIUPEKTPHUCE Te XUepdoJie.

IIpasa = — yv/3 — 2 = 0 je TanrenTta xumepbone x> — 4y? = k, k > 0. Oapeaurn jegnaqnny,
eKCITEHTPUIIUTET, TeMeHa, POKyce, aCUMIITOTE U JUPEKTPUCE T€ XUIIEPOOJIE.

. - 5 :
OppenuTn jeqHadnHy XUIEepooJie YUju je eKCIEHTPHUIUTET € = 1 u Koja mMa (POoKyce ucTe Kao

u emmmca 24x? + 49y2 = 1176. OmpequTn TeMeHa, JUPEKTPUCE U ACUMIITOTE JIOOMjeHe XUIep-
Soste. CkunupaTu 100ujeHy xurnepdosty (mpu demy Tpeda O3HAYUTH TeMeHa U (HOKyCe) U HeHe
JUPEKTPUCE.

OpnpenuTu jemHavunHy XUepOoJe dUja jeliHa JAUPEKTpuca uMma jegHaduny [ : z +y —1 =0, a
doxkycu cy joj Tauke Fi(1,1) u Fy(—2,—2). ITocebuo oapemuru: nienrap, $hoKaHy OCY, €KCIEH-
TPUIIUTET, TEMEHA U jeIHAYUHY JAPYyTe JTUPEKTPUCE.

12



131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

3.6 KonycHu mpeceru Kao KBaJgpaTHe KpPUBe

O peuTi KOM KOHYCHOM TIPECEKY OJIroBapajy cienehe KBajpaTHe jeTHATNHE:

(a) 222 — 9% + 4wy — 22 + 3y = 6;

(6) 22 —3xy + 32 +6y=T;

() 322 + 122y + 12y% + 4352 — 9y + 72 = 0.
Poruparn kooppuaaTHe oce (z u y) Tako ga y HOBOJoOMjeHnM Kooapunarama (z' m y') Hecrane
memmosutn wian (B'x'y’) nare kBajparHe jeqnadune. 3aTUM HAIPTATH JOOUjeHe KOHYCHE IIPeCeKe
Y HOBOM KOOPJIMHATHOM CHUCTEMY.

(a) 2 +ay+y* =1

(6) 322 —2v3xy + 1 = 1;

(m) 2y —y—x+1=0.
Hamomena: Hakon poranuje KOOpJIMHATHOT CUCTEMa XY 3a yrao ¢ Y HOBOJOOUjEHOM KOODIHU-

HaTHOM cucremy o'y’ he Baxkutun v = 2’/ cosa — y/ sina n y = 2’ sina + v/ cos a; JonaTHO, 1A on
HeCTao MENIOBUTH WiaH Tpeda fa BaxKu tg2a = Af% nwm ctg2a = A_TC.

[Mokazatu na je: B? —4AC = B2 —4A'C'; A+ C=A"+C"u D?> + E? = D"? + E".

Heka je nara jenmaumna x? + 4zy + 4y? + 62 + 12y + 9 = 0. OxpeauTn ja JIu JaTa jeTHAMTHA,
OTIHCYje esiuricy, napadosy wiu xurepoosty. [lokazaTu fa je 3anpaBo TOM jeITHAYMHOM JIaTa IIpaBa
2y = —a — 3.

OnpenuTu eKCIeHTpUIUTET, (POKYCe U JIUPEKTPUCE XUTIEPOOJIE TY = 2.

OjpeauTu excrenTpumTeT, GOKyce, TeMeHa i UPEKTPUCe KOHYCHOT mpeceka: b2 + 6y + 5y2 —
32 =0.

OpenuTn eKCIeHTPUITUTET, POKYCEe U JAUPEKTPUCE KOHYCHOI IIPECEKA:
(a) 222 + xy + 2y% — 15 = 0;
(6) 1322 4 6v/3ay + Ty? = 144.

[okazaru 1a je 2y — /2y + 2 = 0 xunepbona. OxpeauTn joj menTap, TeMena, Gokyce, oce u
ACUMIITOTE.

Jlar je KOHyCHU TIpecek
2127 4 58zy + 21y* = 200. (1)
IMTokazaru ma je ca (1) mara xunepdosa. Oxpeauru joj eHTap, reMena, hboKyce U ACUMIITOTE.

Hamomena: Hakon potariije KOOpJAMHATHOT CHCTEMA XY 38 Yyrao (¢ y JOOMjeHOM KOOPIUMHATHOM

cucremy 'y’ he Baxkuru x = 2’/ cosa — ¢/ sina u y = 2’ sin a + ¢’ cos «; momarTHo, na ou HEcTAO

MEIIIOBUTH WIaH Tpeda ja Baxku ctg2a = %.

IIpoBepuTH /12 JI TOCTOjU HeereHepucany Konycuu npecek Ax? + Bxy+Cy? 4+ Dx+Ey+F =0
TaKoO Jia 33/[0BOJbaBa CBE HABEJIEHE OCOOMHE:

(a) cumerpuyaH je y 0JHOCY Ha KOODJMHATHU IIOYETAK,
(6) mposazu Kpo3 Tauky (1,0) u

() mpaBa y = 1 My je TanrenTa y tadku (—2,1).

13



141. Hara je emurmca
522 — 2V/3zy + Ty? + 12v/3z — 20y 4+ 24 = 0. (2)

(a) OgpeauTn XOPU30HTAJIHE U BEPTHKAJHE TaHreHTe esuice (2).

(6) Ilokazaru na jemHaunHa
5x2 — 2v/3zy + Ty? = 4,

[PEJICTaBI/ba eJIUICY KOja ce Jobuja TpaHcIanujoM eurce (2) Tako Jia joj ce MeHTap MOKJIOMH
C KOOpJMHATHUM ITOYIE€TKOM.

Hamnomena: [enrap enumce (2) nmoksiana ce ¢ IEHTPOM IIPABOyraoHUKa KOju bopMupajy
gerupu npase oapehene nogx (a).

() OzpeuTu JIy:KUHY BeJIHMKe U Majie Hosiyoce esmice (2) Kao M yrao KOjU BeJIMKa II0JIyoca
3aKJ/Iala ca T-0COM.

142. Oapenurtu nienTap, HoKyce, eKCIEHTPUIIUTET, TUPEKTPUCE U ACUMIITOTE XUIIEPOOJIE
zy+x+y=0.

Hanomena: Hakon poraruje KOOpJMHATHOT CHCTEMa Ty 3a yrao (v y HOBOJIOOUjEHOM KOOD/IW-
HatHOM cucremy x'y’ he Baxkutu x = 2’ cosa — ' sina u y = 2’ sina + v/ cos «; nomaTHO, 18 Oon
HECTaO MEINOBUTH 4jIaH Tpeda ja BaxKu tg2a = % mwm ctg2a = %.

143. OapenuTu eKCIEHTPUITUTET, IIEHTap, (DOKyce, TEMEHA, TUPEKTPHUCE U ACUMIITOTE XUIIEPOOJIe J1aTe
JjeTHAIMHOM

2\/§xy72y27\/§x7y20.

144. OapenuTu €KCHEHTPUIIUTET, IIEHTAD, (hoKyce, (poKaIHy OCy, TEMEHA W JIMPEKTPUCE eJIUIICE J1aTe
JjeTHAIMHOM
z? — Ty + y2 =1

14



4 Ilapamerpusanuja KpUBUX y paBHU

145. Oxapemuru mapamerpusanuje ciaenehinx kpusux y pasuu (p, q, k,a, b, r cy maTu napamerpn):

()y—q+k(x—p);

(®) (z—p)*+(y—q*=r%

(1) 2( —p)? +a®(y — q)? = a®b%;
(n) b*(z —p)? — a*(y — q)* = a®b%;
() y=q+ (z—p)>

146. HampraTtu y paBHE KpPHUBE JIaTe CBOjUM IapaMeTPH3alldjaMa:

x =cos(m —t), y =sin(r —t), te0,n];
x =4sint, y =2cost, te€[0,n];
z=t y=+t t>0;

a xzﬁ—l,yﬂgt, (gg)'
(@) r=-—— y=tgt, te(-5 )
(b) x=2t—5, y=4t—-7, teR;
(r)e=1—-t,y=1+t, tekR;

(x) z=t, y=+v4—12, t€[0,2];

(m) x=t+1,y=+1t, t>0.

147. Opapemuru Tauky Ha mapadomu z = t, y = t2, t € R koja je najommka Taukm (2, %)

148. Opxpeauru tauky Ha emuncu x = 2cost, y = sint, t € [0, 27] Koja je Hajuaba oJ] Tauke (%, 0).

149. /ara je KpuBa mapamMeTapcKuM jeqHaumuama ¥ = 5 + 2cost, y = —3+sint, t e R.

(a) Tlokazaru ma je JaTOM jeIHAYMHOM IIPEJCTAB/HEHA €JIUIICA W HAIMCATU FheHY jeJ[HAYNHY Y
JlekapTOBUM KOODIMHATAMA.

(6) OapeauTn eKCIEHTPUIUTET U JIUPEKTPHICE TE eJIHIICE.
150. Kpusa je nata mapamMeTapcKuM jeTHAdIMHAMA
x=142cost, y=—2+sint, te€[0,2m).

(a) Tlokasaru sa je mara KpuBa €JIMICA U OJPEJUTU eHy jeqHadnHy y JlekapToBuM KOOp/U-
HaTaMa.

(6) CkunupaTn mocMaTpaHy eJIHICY, OJPEJIUTH HeH IeHTap, GOoKyce, JUPEKTPUCE U EKCIIeH-
TPUTUTET.

151. (Kpusa sewtuuye Aresu) Heka je nara kpyxkauna noiaynpednnka 1 ca nearpom y (0, 1). IIpou-
3BOJBHY TaUKy A Ha mpaBoj y = 2 moBexKeMO ca KoopauHaTHuM nodeTkoM O u ca B obeexknmMo
npecek jare kpyxuune u ayxu OA. Tauka P ce m10duja Kao Mpecek BEPTUKAJHE MpaBe Kpo3
TauKy A W XOpHM30HTaJIHe Kpo3 Tauky B. OipeanTu jeaHavunHy KpUBE KOja OIHCYje IIOJIOXKA]
Tauke Py paBHmU 10K Tauka A mme ayK mpase y = 2.

Hanomena: lme kpuBe je HacTaJio Kao IpeIKa MPU MIPEBOIY Ca JATHHCKOT, IPABUJIAH ITPEBOJT
om Omo "y:ke Koje Bpaha jempo’.

Mory ce kopuctutu ciejelie anmbenute: y npaoyriom tpoyriay OAQ saxu d(A, B) -d(0O, A) =
d*(A, Q), tre je Q(0,2); satnm 3a Tauky P(z,y) saxkn x = d(A,Q), y = 2 —d(A, B)sint, rye je
t yrao koju ayk OA rpaju ¢ MOZUTUBHUM JEJIOM I —OCE.
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152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

2

a a

2
Jara je Kpy:KHUIIA 2+ (y — 5) =1 a > 0 u paBa y = a. Heka je N mpousBosbHa TavyKa Ha,

npaBoj ¥y = a u Heka je M Tadka y npeceky jgare kpyzkuuie u npase p(O, N), rze je ca O o3nadeHn
KoopuHaTHN novyerak. Konauno, tauky P dupamo Ha jxyxku ON tako ga je d(O, P) = d(M, N).
OnpenuTu mpaMeTapcKy jeaHadnHy Kpube ofpehene taukama P, mok N mpoJia3u IpaBoM Yy = a,
y dyakmmju ox yrua t koju rpagu upasa p(O, N) y OfHOCY HA TO3UTUBHE JI€0 Y—OCe.
Hamnomena: Y npasoyriom tpoyriay ABC, ca nmpaBuMm yrioMm Ko TemeHa B, obesexxkumo ca B’
noHOXKje Brucune u3 Temena B. Tana saxu d(A,C) - d(A, B') = d*(A, B).

(Uneosyta xkpyorcnuye) AKo KUIy HAMOTaHY OKO KajieMa (KPY?KHHUIIE) IIyCTUMO J1a Ce OJIMOTA,
BeH Kpaj lie IpuImkoM oMoTaBama OlUCATH HHBOJIYTY KPY2KHUIE y paBHU (OBJIE ce 3aHeMapyje
nedmuna yxume). Heka je xamem xpyxumma 2 + y? = 1, a kpaj kure Heka je Tauka P(z,y)
KOja je y MoYeTHOM MOMEHTY, JIOK je jorr »kuria HamoTana (1,0). IIpu oqmoraBary Kuma je yBek
TAHTEeHTHA HA KPYKHUILY ¥ TAUKHU KUTIE () KOja MOCTeha jOoIIl yBeK Joanpyje Kpykuuiy. Heka je
ca t obesiexkeH yrao Koju rpaju jayx OQ) ca mo3uTuBHUM JiejioM £—oce. OpeanTu mapamMmeTapcke
je/lHaYMHEe HHBOJIYTE KPY2KHHUIlEe n3paxkasajyhu koopaunare tauke P(x,y) y 3aBucnocru ox t, t >

0.

(Tpoxouga) Touak moIyIpedHNKa @ Ce KOTPJba YK XOPHM3OHTAIHE IpaBe JINHIje Oe3 MPOKIn3a-
Bama. OpeauTy nIapaMeTapcKe jeJlHadnHe KPUBE KOja OIUCYje KpeTambe Tauke P Koja ce HaJia3u
y pPaBHH poTallije TOYKa, Ha YAaJbeHOCTH b OJI IeHTpa Touka. Kao mapamerap KOPUCTUTH yrao t
KpPO3 KOjH ce To4Yak oKpehie oko cBor 1enTpa. JlodujeHa KpruBa ce Ha3MBa TPOXOUIA.
Hamomena: /lodujena kpuBa ce 3a ¢ = b HaszmBa m mukjaonaa, 3a a > b ckpahena nukiaonga
M XAMOTPOXOUIA U 38 ¢ < b IMPOyrKeHa UKJIOUIA MJIM eIIUTPOXOMIA.

(Xutioyukaouga) Heka ce kpyKHUNa KOTp/ba yHyTap Jare Behe kpyxkuuie. [IponssosbHa Tadka
P ma Kpy>XHUIIM KOja Ce KOTPJha OIUCYje XUMIOIUKJIOWIY YHyTap Bejuke kKpyzkuuie. Heka je
BesTIKa (bUKCHpaHa KPY»KHATA jJaTa ca r2 + y? = a? u Heka je TOMYTIPeTHIK Maje KPYZKHHTIe
KOja ce KOTpsba b U Heka je meH mentap obesexen ca C. Heka je y moueTHOM MOMEHTY IMO3H-
mja nmocmarpane tatuke P(z,y) y A(a,0). Oapeaurtn napameTrapcky jeHAYNHY XHUIIOIUKJIOUIE
kopucrehu kao mapamerap yrao 6 koju rpaju gy OC' ca MO3UTUBHUM JIEJIOM I —OCe.

(Acmepoug) Ako ce y 3amarky 155 y3me na je a = 4 u b = 1, nodujeHa XUNOIUKIIONIA Ce HA3UBA
acrepons. OpeanTn mapaMeTpapeKy jeIHadINHy acTePOuIA.
Hammomena: Mory ce kopuctutu cienehe Tpuronomerpujcke jeIHaKOCTH:

cos(30) = cos®§ — 3sin? O cos 0

sin(30) = —sin® 0 + 3 cos® A sin 6.

(Pauyuraouga) Heka ce jeHa KpyzKHHIA KOTPJba OKO JApyTre dhuKcupaHe Kpyzkuuie. [Iponssosb-
Ha Tadka P Ha KPYyXKHUIN KOja ce KOTPJba TOKOM CBOI' KpeTama ommcyje enurukiaonay. Heka
je duxcHa Kpy»KHuNA gaTa jeaHaunHoM x> + y? = 4. Hexa je IOIyIpeYHUK KPYKHUIE KOja ce
KoTpsba 1, a men mnenrap C'y noderHoM mosioxkajy Ha mecry (3,0). Heka cy koopaunare Tadke
P y nouernom nosioxkajy (2,0). Oxpeautn mapamMerapeky jeJHAUUHY eNUIUKIoue Kopucrehin
Kao mapamerap yrao 6 koju rpaau gy OC ca mosuruBHEM jgenoM x—oce (ca O je odenerken
KOOD/IMHATHU MOYETAaK ).

Jara je kpyxmmua (z — 1)2 + y? = 1 u npasa r = 2. Hexa je N npousBosbHa TauKa Ha IIPABO]
x = 2 y IpBOM KBaJIpaHTy U Heka je M rtauka y upeceky Jare Kpyzkuuie u mnpase p(O, N),
rie je ca O o3HadyeH KoopamHaTHU mnoderak. Ha gyku ON nocmarpamo tadky P, tako ma je
d(O, P) = d(M, N). Oapenuru napaMerapcke jeJHad4MHE KpUBE KOja OIINCYje KpeTare Tadke P
yV paBHU JIOK Tadka N y IpPBOM KBaJIpaHTy ITpoja3u npaBoMm x = 2. [lodeTHa mo3urnuja tadke N
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159.

160.

161.

162.

je A(2,0). Kao mapamerap xopucturu yrao t koju nosynpasa pp(O, N) rpagu ja HO3UTHBHAM
JIEJIOM I —OCe.

Hamomena: Moxe ce KOpuCTUTH 4uibeHUIA ja cy Tpoyrimosu AOMA u ANAM N npasoyrian

(ca mpaBum yrsiom Kox temena M).

Konycuu npecek je gar mapamerapckuM jennaunnama x = t, y = (t—1)(t —3), t € R. Oapeauru
jellHaunHy KOHYCHOT Ipeceka y JleKapToBUM KOOpJIMHATaMa, CKAIUPATH Taj KOHYCHH IIpeceK U
OZIpe/IUTH eKCIEeHTpUIuTeT, (POKyce, TeMeHa U JIUPEKTPUCe TOI' KOHYCHOI' IIpeceKa.

Jarte cy nBe KpuBe, TapaMeTapCKAM jeTHAIIHaAMA

1
sztQ, y=t, teR

z=1+V10cosa, y = V10sina, « € [0,27).
O ipe/ Ty jeiHAMNHEE TOCMATPAHNX KPUBUX y JleKapTOBUM KOOpJMHATAMA, CKHIUPATH KPUBE U
OJIPEJIUTH jeTHAYMHE HUXOBUX 3aj€IHUYKIX TAHTCHTH.
(a) OzpeauTn mapameTapcke jeJHAYMHE KPY?KHUIE U TAHIEHTe U3 Jiesia 0) 3aJaTKy H3.
(6) Ckunumpartn nocMaTpaHy KPYKHUILY U TAHTEHTY.
() Hexka cy t; u to TaHTeHTe Ha IIOCMATPaHy KPYKHHUILY, KOje Cy mapasente y-ocu. Oapeantu

IbUXOBE jeJHAYNHE YV MOJapHUM KOOpAWHATaMA.

Hara je enmica mapamMeTapcKuM jeTHAIMHAMA,

xr =acost, y=bsint, te0,2m).
OspeuTn TauKy esdiice y TPBOM KBAJIPAHTY Yy KOjo] je HOpMaJia HAjyIa/beHHja O] TEeHTPA
eJINTICE.
Hamomene: Hopmaga emunice y Tauku M je mpaBa Koja cagpku Tauky M u opToroHajHa Ha

2
: .o g«
TaHTeHTy ejinrice y Tadku M. Baxku jegnakocr sin® a = T+ i2a’
g
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163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

5 llosmapHe KoopauHaATE

Yupraru Tadke JaTe CBOJHM IOJAPHUM KOODAUWHATAMA, a 3aTHM OIPEIUTH U HUXOBE IMPABOyTJIe
koopauHare: a) (2,0); 6) (2,7); n) (2,7/2); n) (2,—7/2); e) (2,7/4) u d) (2,—7/3).

Hampratu jgare ckymnose onmcase nojapHuMm koopaumuarama (r,0): (a) r = 2; (6) » > 1; ()
1<r<2;(n)0=7/6,1<r<2;(e)n/6<0<2r/3, r>2nu(p)0<O<m r=1

IA

Ba mare jegHaduwHe y mojapHUM KoopiauHaTama (7,0) oapesuTH HUXOBE €KBUBAJIEHTE y IIpa-
BOYTJINM KoopjamHaTtaMm (x,y) um Hanpraru oxrosapajyhe rpaduke: (a) rcosf + rsinf = 1; (0)
r? = 1; () 72 = 4rsinf; (1) 7?sin(20) = 2; (e) rsind = Inr + In(cos6); (b) r = 3cosb; (v)
r=2cosf —sinf u (x) rsin(6 + 7/6) = 2.

3a Jare jeHAYMHE Y IPABOYIJIMM KOOPAUHATAM (X, Y) OIPEIUTH HUXOBE eKBUBAJIEHTE Y I0JIap-

HIM KoopauHaTaMa (7, ) n mampratu oxrosapajyhe rpaduxe: (a) 22 + 132 = 4; (6) 22 — y? = 1;
2 2

(m) § +% =1u(n)y” =4z

(Jlemnuckata) Hanpraru cienelie kpuse y paBHE jiare jejHauYnHAMA y HOJAPHUM KOOD/MHA-
tama: (a) r2 = cos(26); (6) r? = —cos(26); (u) r? = 4sin(20) u (1) 7> = cos(30), 0 € [0,2x7],
(raunuje 3a one 6 3a Koje je jeaHakocT jeduHUCAHA. )

NuBepsuja y oxnocy Ha Kpyzkuuiy r = 1, § € [0,27] je npecimkaBame Koje TAIKN y HOJAPHIM
koopuaarama (r,6) moxempyje taduxy (1/r,0). Ilokazatn na ce WHBEP3WjOM jeAMHUYHA DABHO-
crpana xunepbosia (a = b = 1) camka y JeMHUCKATY.

(/Tumaror) HanpraTn geTnpn oCHOBHA 0OJIMKa JMMacoH Kpuse: (a) r = 1/2 + cos € (oBae Kopu-
crutu 1a je r € R); (6) r =1 —cos6; (n) r =3/2+ cosf u (n) r =2+ cosb.

Hanomena: Jlumaion je ped ¢paHIycKOr HOpeK/Ia U O3HadaBa OpraH dy/a CJIyXa - KOXJea
WIN Iy?K CMEINTeH y yHyTpalimeM yBy. Ominry obJIMK JUMacoH Kpuse je r = a £ bcosf nim
r=a=xbsind.

Hanpraru cienehe obactu y paBHu jare HejeJHAKOCTHMa y IIOJIAPHUM KoopjaumHaTtama: (a)
0<r<2-—2cosfu(5)0<r?<cosé.

Hanpraru ciesehie kpuse y pasuu: (a) r = cos(0/2), 6 € [—x,x]; (8) r = 14+cos(0/2), 6 € [0, 2x];
() 7 = 14+ cos(0/2), 6 € [0,4r] u (n) 7> = |sinf]|, 6 € [0, 27].

(Cuupane) Hanpraru: (a) ciupamy: r = 6, 6 > 0; (5) norapuramcky crmpary: r = e, § € R u
(1) XUHepOOINIHY CIUPAILY: I = %, 6> 0.
(

Jegnawuna eautce, tapadose u Tutepbose Y TGOAAPHUM KOOPGUHATLAMA)

(a) Heka ce tauka F' Hajla3u y KOOPJMHATHOM IIOYETKY M HEKa je nara npasa d: x =k, k > 0.
IlokazaTu 1a je jeqHaunHOM

ek
r=——
1+ ecosf

nmara: 3a e € (0,1) emurca; 3a e = 1 mapadosa; 3a e > 1 xunepdosa auju je dhokyc ratuka F,
oarosapajyha mupekTpuca je mpaBa d U eKCIEHTPHUIUTET je €.

k>0,

(6) Bamarak nogx (a) ypajguru 3a k < 0.

() Bazmarak moj (a) ypaauru ako je qupekrpuca y = k.

(n) TlokazaTu Ja ce jeHaYMHA eJIUIICe, U3 3aJaTKa 10J (&), MOXKe 3AIMCaTH Uy OOJUKY T =
f_&;iié, jep je k = a(% — e). [IpumernTn 1a ce, kaga je e = 0, moduja KPyKHUIY I = a Ca
[EHTPOM y KOOPJMHATHOM MOYETKY MOJIYIPEIHUKA Q.
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174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

OnpenuTu osiapHe jeTHAYMHE KOHYCHUX MPeceka ca jeTHIM (POKYCOM Y KOOPIUHATHOM OIETKY,

JIATUX €KCIEHTPUIUTETOM U jgupekTpucoM: (a) e =1, £ =2; (6) e =5, y = —6u (1) e = i, T =

—2.

Oxpeauru nosapuy jeaaadnty mapadoste ca dorycom y (0,0) u mupekrpucom 7 cos(d—m/2) = 2.

21
2 —cosb
IbeH eKCIIEHTPUITUTET, 0JI0XKa] MeHTpa U (PoKyca, Kao U MOJIapHe jeTHAYMNHE TUPEKTPUCA.

—16
3+ 5cosf’

Ilokazatu na je jemHaumHOM 1 = JaTa eJInica y mojapHuM koopauHarama. Oapeantu

OpeuTn Koju je KOHYCHU TPECEK JAT jeTHATHHOM Y TOJAPHUM KOODAMHATAMA 1" =

3aTUM MYy OJIPEJIUTH IeHTap, GoKyce, TeMEeHa, IUPEKTPUCE U €KCIeHTPHUIUTET.
JlaT je KOHyCHHU IIpecek MoJIApDHOM jegHadnHoM (3 — k cosf) = 4.
(a) 3a koje Bpeanoctu k € R je marn KOHyCHHU Ipecek esurca’

3
(6) Ba k= 3 onpeiuTu HGOKYC, TUPEKTPUCE U EKCIIEHTPHUIIUTET JATOI KOHYCHOT IIPECEKa.

2

Hara je jeqnadmHa KOHYCHOT TIPECEKa y MOJAPHUM KOOPIUHATAMA I = T 9cosd
— 2cos

(a) Hammcaru jegnaunny jgare kpuse y JleKaproBuM KoOpAuHATAMA U OJPEIUTH KOJU KOHYCHU
IIPeCeK je MPeJICTaB/HEH OBOM e THAIUHOM.

(6) Oapenuru dokyc, TeMeHa, ACUMIITOTE U €KCIIEHTPUIIUTET JIATOT KOHYCHOT IIPECEKA.
Hara je KpuBa jeJHAYMHOM y IOJAPHUM KoopauHaTama 1 = 2(cosf —sinf), 0 <6 < 2.

(a) Oxmpenuru jeqHaunny jgare kpuse y JleKapTOBUM KOODIMHATAMA.
(6) OgpeauTn jesHaunHe TAHIEHTH HA JIATY KPUBY KOje Cy IapajiesiHe T—OCH.
(a) Hamucaru jeanaunny mapadboiie y HOJIAPDHEM KOOD/IMHATaMA, aKO 3HAMO Ja joj je, HocMaTpa-

HO y IPaBOYyTJIOM KOODJIMHATHOM CHCTEMY, (POKYC Y KOOPAMHATHOM IOYETKY & JIUPEKTPUCA,
OOJINKA T = Q.

(6) Musepsuja y omHocy Ha KpyKHHUILY © = 1 je npec/MKaBambe KOje TAYKU y MOJAPHUM KOOD-
mmrarama (1, 0) nonemuje Taaxy (1/7,6). IlokasaTu 1a ce THBEP3UjOM KapAHOWI I’ = COS> g
C/IMKa y IapaboJIy.

(n) Hampraru nobujene kpuse.
Harpratu KpuBy y paBHU JIaTy jeJHAYXHOM y HOJapHUM Koopaunartama: ' = a" cos(m#), a >

0, u objacHUTH TIPTEK, AKO je
(aym=1, BG)m=-1; ()ym=2; (x)m=-2.

(a) Heka je mara emmrca Besmke oce a u ekciienTuimrera e. Heka je dhukcnpan jenan of meHIX
dokyca F. IlokazaTu ja je HajMaimbe pacrojambe Tadyke ca ejmice oi (okyca F' jemHako
a(l — e) a najsehe a(1 + e).

(6) Xamejera komera ce kpehe oko CyHIa N0 eJMITUYHO] IyTamu, rjue je a = 36.18 acrpo-
HoMmcKuX jemuuunia u e = 0.97, tako jga ce CyHIle Haa3u y jeqHOM OJ1 (DOKyCa eJIUIITHIHE
nyTame. OnpenuT Koja je HajMama a Koja Hajseha yraa/beHocT XaJsejeBe Komere ox CyHIa.

Tpu Temena npasoyraonunka nmajy xoopausare (1,1), (3,4) u (1,7).

(a) Ox;penuTu jeHAYNHY €JIUIICE OIMCAHE OKO TOI IPABOYTaOHUKA.
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185.

186.

187.

188.

189.

190.

(6) 3a jeaHaunHy KpuBe U3 npuMepa (a) OJPeUTH HheH eKBUBAJIEHT y TOJAPHUM KOODIMHATA-
Ma.

Y paBHHU je jara KpUBa jeJHAYMHOM Y [OJapHUM KOOpJuHaTama 1 = a cos 6 + bsin6, 0 € [0, 2),
a,be R\ {0}.

(a) OgpeauTn Koju KOHYCHH IPECeK je JedUHUCAH JATOM jeJHAYNHOM M HahM HeroB eKCIeH-
TPUIUTET.

(6) Halu jenmaunue tanrenTn Ha JaTy KpuBy, 3a ¢ = 1 u b = 3, Koje 3akJamnajy yrao ox 45° ca
IIOBUTUBHUM JI€JIOM I —OCe€.

(Kapguoug) Heka je nara dukcupana kpyxuuna K ca nearpom y A(—a,(0) mosynpedHuka a.
Oko e ce KOTpJba KpyzKHua ' HCTOr MOy IPeIHIKa KOjo] je y TOYeTHOM MOMEHTY TeHTap B y
tadku (a,0). Ha kpykuumm je dukcupana tadka P Koja je y OYeTHOM MOMEHTY Y KOOPMHATHOM
nouerky O(0,0). Oxpeuru mapamerapcky jeJHadHMHY KpHUBE KOja OIUCYyje KpeTame Tadke P
y PaBHM NPUIUKOM KOTp/barba kpyzxkuuie K’ oko K. Jlodujena Kpusa je CIENMjaJHu CIIyda]
EIUIINKJIONJIE U HA3WBa CEe Kap/INOUJI.

Hamomena: Axo ce kopucrtu napamerpusanuja r = (), rme cy (r,0) mosapHe KoopuHATE
paBHu, nocmarparu tparne3 AOPB u nmokasaru Jia je jeJHAaKOKPaKH.

Heka je nara xpyxnuna 22 + y? = az, a > 0. IIpasa p mposasn Kpo3 KOOPAHHATHA modeTar O
u cede Kpyxkuuiy v O u y tauku B. U3 tauke B cmoymrena je Hopmasia BIl wHa x-ocy, a moTom
je u3 tauke C noBydena nopmasna CM wa p(O, B). Oxpenntn jennaunny Kpuse (y HOJTapHUM
KOOp/IMHATAMa) KOjy onucyje tadka M JOK mpaBa p POTUPA OKO KOOPIUHATHOL MTOYETKA.

JTara je kpysxkmnma x> + y? = 6z. IlocMarpajMo mpaBy s KOja MPOJA3H KPO3 KOOPMHATHH
mouetak O u cede kpyxuuity v O u y tauku 1. Ha mpaBoj s, ca pasHux crpana Tadke 1
onpehene cy Tatuke A u B Tako fa cy ayxutae TA n T B dukche ayxune 2. OapenTn jeTHATNHE
KPUBHUX y MTOJIADHUM KOODJMHATAMA KOje ONMuCyjy Tadke A u B nNpmjmkoM poTalyje mpaBe s 0KO
KOODJAMHATHOL TTOYETKA.

Jlara je kpyxunia x> + y> = 2ax, a > 0. [IpaBa p nposasu Kpo3 KOOPAMHATHH IOUeTaK O
u cevye kpyxkuuily y O u y tauku B. Ha npasoj p, ca pa3uux crpana taike B ojpehene cy
tauke M u N tako ja cy ayxxuae BM u BN dukcuae ayxuue b > 0. Oxpenntu jegHadnny
KpPUBe y TIOJIJApHUM KOOpJAWHATaMa Kojy onucyjy Tadke M m N TPUINKOM POTallfje ImpaBe p OKO
KOODJIMHATHOT MTOYETKA.

Jegmnaunna
Y
3..3 _
x’+y° —3axy =0, a>0, (3)
npeJIcTaB/ba KPUBY Koja ce 30Be Jlekapros jmct (Bujgern
CIIUKY ).
(a) Hahu napamerapcke jemnaumse x = f(t) m y = *

g(t), t € X C R nmare Kpuse, ako 3a Iapamerap

t Baxku t = Q, u OpeauT CKym X.
x

(6) Hampraru [lekaproB JincT Tako Ja Je0 KOjeM OJroBapajy BPEJHOCTH Tapamerpa t €
(—o0, —1) Oyze mampran ucupekuganoMm, geo t € (—1,0) myrom, a geo ¢t € (0,+00) mo-
J1e0/baHOM JIMHUjOM.
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(1) Pemapamerpusosarun dexapros et (3) mapamerpom 6 € Y C [0,27) Koju mpejcraBiba
yTao KOju BEKTOP II0JIOXKAaja Tadke (T, y) 3aK/ama ¢ MO3UTHBHAM JIJIOM Z-0Ce, U OJIPE/TUTH
ckym Y.

(1) Ocenunru ceKTOpe y KOODAMHATHOj PABHHU y KOjuMa HeMa Tadaka Jlekaprosor smcra (3).

Hanomena: Cekrop (yrao) y pasuu je ckyn tadaka (r,6) taksux ga 0 € (01,62), rme cy r u 6
HoJIapHE KOODJMHATE.

191. Hara je exmnca x = acost, y = bsint, t € [0,27), a,b > 0.

(a) Opgpenutn nosapue KoopauHate 1o u 6y qare Tatuke A(xg,yo) ca MocMaTpaHe eJuIce, KOjoj
ozrosapa BpeJHOCT mapamerpa to € [0, 27);
Hamnomena: [logcernmo ce, 3a nonapue koopaunare r u 6 Baxkn: 7 > 0 u 6 € [0, 27).

(6) 3a koje BpemHocTH napamerpa t, ako je a # b, Baxku t = 07 Koje rauke Ha esnuicu
oJIroBapajy JI00UjeHNM BPEJHOCTUMA, apamerpa t?

() Koja xpusa ce mobuja 3a a = b? 3a Koje Tadke ca Te KPUBE, OJHOCHO BPEIHOCTH MapaMeTpa
t € [0,27), Baxu t = 07

192. Tlocmarpajmo mapadosy ca hbOKycoOM y KOODJAMHATHOM IOYETKY W Ca TEMEHOM y TadKH Ca II0-

JIApHUM KoopauHaTama (4, —).

4
(a) OxmpenuTu jeaHadnHy MocMaTpaHe mapadoJie y HOJapHUM KOOpIUHATAMA.
(6) OapeauTn jesHadnHy nocMarpaHe napadosie y IpaBOyIJIMM KOOD/UHATAMA.
(n) OppeauTu jesHAYMHY AUPEKTPUCE U OCE CUMETPHje IIOCMAaTPaHe Iapadoie.

Hamomena: Hakon poramnuje KOOpAMHATHOTI CUCTEMa TY 33 Yyrao (¢ ¥ JOOHUjeHOM KOOPIMHATHOM
cucremy z'y’ he Baxkuru x = 2’ cosa — ¥/ sina u y = 2’ sin a + v’ cos o; JoxaTHO, 1A Ou HecTao

™ T V2

MEIIIOBUTH WIaH Tpeda ja Baxku ctg2a = 5 Baxku: sin 1= cos — = —.

4 2

193. lara je KpuBa jemHaINHOM y JleKapTOBUM KOOpAMHATAMA
(1’2 4 y2)3 — (1:2 _ y2)2'

(a) OapeauTn jesHauuHy Jare KpUBe y HOJAPHUM KOOD/MHATAMA.

(6) Ckunuparu JaTy KpuBy Y Iy —PaBHHU.
Hanowmena: IIpe ckunupama KpuBe y Ty—pPaBHU KOPUCHO je CKUIUPATH KPUBY y 70 —paBHHU.

194. OxpemuTy Hpecek KPUBAX JATUX y MOJAPHAM KoopjuHataMa: 7 = 1+sinf ur = —1+4sinf, r €
R, 6 € [0, 27].

k

. 14+ ecosf’ _
jeTHAYMHY OBe KpPHBE Y IPABOYIJIMM KOODPMHATAMA W ITOKA3aTH JIa ce JI00Uja KBapaTHa KPUBA.

VY 3aBUCHOCTHU OJ1 TapaMeTpa €, yIIOTPEeOOM TeCTa JUCKPUMHUHAHTE, OJPEIUTH O KOjOj Ce€ KPHUBO]
paJiu.

195. /lara je jennaunna KpUBE y MOJAPHUM KOOpAMHATAMA 7' = k€ R, e > 0. Oapenuru

196. /lara je kpuBa jesiHaunHOM y JleKapTOBUM KOOpIMHATAMA
($2 +y2)3 _ 4x2y2.

(a) OxpenuTu jeqHauNHY JaTe KPUBE Y MOJAPHUM KOOD/MHATAMA.
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(6) Ckunuparu JaTy KpuBy Y Ty —PaBHH.

Hanomena: Ilpe ckunupama KpHUBE y TY—PaBHU KOPHCHO je CKUIUPATH KPUBY y 70—paBHH.
Cmarpamo r > 0, 6 € [0, 27).

197. ¥V paBuu je mara odJacT HejeadnHAMA Y IOJAPHUM KOOPIUHATAMA:

—2cosf <r < —4cosf, € <72r’327r) .

(a) OgpeauTn jejHaunHe KPYKHUIA KOje OrpaHUYaBajy IIOCMATPAHy OOJIACT y PABHHU.
(6) Crunumparu mocMaTpaHy OOJIACT y PABHHU.

(1) OzpeuTu apaMeTapeKy jeJHadNHYy IpaBe Koja je 3ajeJ[HIUKa TAHIeHTa II0CMATPAHUX KPY-
kunma y Tadkn (0,0).

198. ¥ paBuu je mara odsacT HejeJadnHaMa y IMOJapHUM KOODJIUHATAMA!

2sinf <r <4sinf, 6 € (0,7).

(a) Oxmpenuru jeanaunse y JlekapToBUM KOODJIMHATAMA KPYKHHUIIA KOje OrpAaHNYABajy HOCMa-
TpaHy 00JIACT y PABHU.

(6) Crunmparu mocMaTpaHy OOJIACT y PABHHU.

() OjpeauTn mapaMeTapeKy jeJHAYNHY IIpaBe Koja je 3ajeHIIKA TAHTeHTa TOCMATPAHUX KPY-
»kunma y Tadku (0,0).

199. lare cy aBe KpuBe, K| mapaMeTapcKuM jeTHAYMHAMA
x={t—-1)t+1), y=t, teR
n K9 jemHaYMHOM y TIOJIADHUM KOOPIUHATAMA
r—+rcosd =1, 6 €[0,2m).

OpnpenuTu jenHavmHe aTUX KPUBUX v JleKapToBUM KOOpAUHATAMA U OJIPEIUTH KOJU Cy KOHYCHU
npeceru Jatu Ha oBaj HauwH. Ckunupartu mnocMarpane Kpuse y JlekapToBOM KOOPIMHATHOM
cucreMy. AKO ce JIBe mocMaTpaHe KPUBE CEKY, OJIPEIUTH TadKe IIPECceKa.

200. Tare cy xpuse, K| mapaMeTapcKuM jeJIHAIMHAMA,
r=(0t—-2)t+2), y=t teR
n Ko jenHaturHOM y TOJIADHUM KOOPIMHATAMA
r+rcosf =2, 6el0,2n).

(a) Ogpeaurn jeaHavuHe jaTux KpuBux y JleKaproBuM KOOpJMHATAMA U OJIPEJUTH KOJU CY
KOHYCHU ITpEeCcery JaTh Ha 0Ba] HAYWH.

(6) Ckunuparu nocMarpane Kpuse y JleKapToBoM KOODJMHATHOM cucTeMy. AKO ce JiBe mocMa-
TpaHe KpUBE CEKY, OJIPEJIUTH TAUKe IIPECEKA.

() Ogpemurn jemnaunny tanrente (y IOJIApDHEM KoopawHaTama) Ha KpuBy Ki, y Temeny Te
KpHBe.
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201. JlaTa je enurca jeTHAIUHOM y TIOJIAPHUM KOODIUHATAMA,

3
r=—
9+ 3cosf
Ompenurn jeanaduny gare eauiice y lekapToBuM KOOpAuHATAMAa, IbeH IIeHTap, POKyce, eKCIIeH-

TPUIUTET U JeITHAUNHE TUPEKTPUCA Y MOJAPHUM KOOp/IMHATaMA.

202. V paBHH je maTa 00JACT HejeJadnHAMAa Y TIOJAPHUM KOOPINHATAMA:

—2sinf <r < —4sinf, 0 € (r,2m).
(a) Oppenurnu jeamaunne kpyzkuuia (Y JlekaproBuM KoopamHaTama) KOje OrpaHHvIaBajy IIo-
cMaTpaHy 00JIacT y PaABHMU.
(6) Ckunuparn nocMaTpaHny 00JIACT y DABHHU.

() OgpeauTu napamMeTapeKy jeJJHaAUNHY IIPaBe KOoja je 3ajeHIIKA TAHTeHTa IOCMATPAHUX KPY-
xunma y Tadkn (0,0).
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6 BekTopcka anredpa

6.1 BekrTopu y paBHU, 30Up BEeKTOpa, MHO>KE€H€ BEKTOPAa CKaJIapoM

203. Hexka cy a, bu?t [IPOM3BOJHHU BeKTOPH 1 «, 3 € R. ITokazaru:
(a) G+ (b+2)=@+b)+¢
(6) a+0=0+ad=a;
(n) @+ (-a) = (-a) +a=0;
(n) @+b=>b+a;
(e) @+ b) = o + ab;
(b) a(pd) = (af)d;
(r) (a+ B)d = ad + Sa;
(x) la =a.

Hanomena: Asredapcka CTpyKTypa, OTHOCHO CKYIl HaJ KOJUM je jJedUHUCAaHa OIepalpja ca-
Oupara Kao M Olepaliija MHOXKEIha CKaJapoM, a Koja 3a/0BO/baBa TOpe HaBeJeHE YCJIOBE, Ce
HA3UBA, EKWOPCKYU UPOCTLOP.

204. Heka cy y pasuu mate tauxke A, B u C koje dopmupajy Tpoyrao. Heka je u = ABut=ACu
Heka je Tauka P cpemuna crpanute BC. Uzpasutn BekTop @ = AP mpeko BeKTOpa U U U.

205. Mspasurtn Bektop P3Py ako je tauka P3(1,3), a tauka Py je cpeauna ayxu Py Py, tae je P1(2,—1)
n PQ(—4, 3)

206. Oxpeauru 36up Bexropa AB u CD axo je A(1,—1), B(2,0), C(—1,3) u D(—2,2). Hanpraru u
ofproBapajylly CJUKY y IPaBOyTJIOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY.
207. (a) 3a maTu BEeKTOD AB = 3i — J, ako je tauka A(2,9), oapeauT KOOpJAUHATE TauKe B.

(5) 3a matu Bekrop PQ = —6i — 47, ako je rauka Q(3,3), oApeauTH KoopauHATE Tauke P,

208. OppenuTu jeIUHUYHE BEKTOPE Y PAaBHU KOJU Cy KOJUHEAPDHU W jeJUHUIHE BEKTOPE KOjU Cy
HOPMAJIHH BEKTOpPY U = —i + 3].

209. Heka cy y paBHE JaTu BeKTOpH U = i —2j, ¥ = 2i+3) u W = i+ ). spazutu BeKTOp U = U1 + W1,
r7Ie je BEKTOP U] KOJIMHEAPaH BEKTOPY U a Wi BEKTOPY W.

210. IItuma mosiehe u3 cBor rue3ma u jtetu 5 km mos yritom o 60° ceBepHO 071 IPaBIla, UCTOKA, U TY Ce
oaMopH Ha ApBeTy. 3aTum Jetu 10 km y npaBily jyroncToKa U CJIETH Ha BPX TeJIedOHCKOT CTyda.
OnpenuTu KOOpAMHATE IOJIOXKAja JIPBETA Ha KOM €€ ITHUIA OAMapasia, Kao U KOOpIWHATE II0JIO-
Kaja TejaedOHCKOT CTyOa Ha KOjeM Ce IITHUIA 3ayCTABUJIa aKO Ce THE3/I0 HAJIA3U Y KOOPIUHATHOM
noueTky (jesHa KOOpAMHATHA jeauHUNA oarosapa 1 km).

211. Heka cy y pasau gare tauke P(x1,y1) u Q(x2,y2). Ynorpedbom BeKTOpa OJIPEIUTH KOOPIUHATE
cpeaune myxu PQ).

212. YnoorpedoMm BeKTOpa MMOKA3ATH Ja je CPeiba JIMHIja TPOYTJia mapaJesina oarosapajyhoj crpann-
¥ TPOYTJIa U JIa je JYILIO Makbe Iy KUHE.

213. ¥V tpoyrny ABC' matu cy BEKTOpH KOjU OJTOBAPAjy TEXKUITHUM JIyKAMA E, BE u CF. Halin
AD+ BE 4+ CF.
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214.

215.

216.

217.
218.

219.

220.

221.
222.

223.

224.

225.
226.

227.

228.

229.

Hokazaru yrnorpedoM BekTopa Ja cy cpeauimta P, Q, R, S crpanurna AB, BC,CD, DA upou-
3BOJbHOT uerTBOpoyTiia ABC D TeMeHa mapaJejiorpamMa.

JlokazaTn BEKTOPCKU [1a je Cpeiba JIMHUja TPalre3a MapaJielHa erOBUM OCHOBHUIAMA, T€ W &
je Iy»KWHa Cpeibe JIMHUje Tpale3a jeHaKa MOJOBUHU 30Upa Ay>KIHA OCHOBUIIA TPAaIe3a.

Heka je ABCDEF kouBekcaH miecroyrao takas ja je AB || DE u Heka cy K u L cpexuira
JyKu ofipel)eHnx cpeumTMa npeocTaanx napoBa HacupaMaux crpanuna. Jlokazaru ga je K =
L axo u camo axo je AB = ED.

Jlokazaru KopuihemeM BEKTOPa Ja Ce JnjaroHaJe IapaJiesiorpaMa, moJIoBe.

Tauke P u Q cy cpejumra crpanuna B BC u CD, penom, napanenorpama ABCD. Ilpukazaru
sexkrope BC u CD nomohy sexropa AP u AQ.

Heka cy tauke S u T cpemummnra nujaronana AC' u BD gersopoyria ABCD. Jlokaszatu na je
28T =AB+CD = AD + CB.

Hart je mpauran mectoyrao ABCDEF. Heka j K2 je M cpemuna nyxu BC, N _CPeJiHa, [y Ku DE,
a P cpemuna nyxu AN. Uspasuru sektop PM npexo sexropa @ = AB n b=AF.

VY paBHU 1IOCTOje JiBa JINHEAPHO He3aBUCHA (HEeKoJIMHeapHa) BekTopa. Jlokaszaru.

Hexka cy A, B u C Tpu kosmueapHe tauxe u A € R, rako 1a je AC = ACB. Ako je O npoussosbHa
TaYKa y PABHU, JIOKA3ATH Jia BarXKu
— 1 — A

——— OA+-—_"_0OB.
OC=1304+ 139

Har je mapamenorpam ABCD. Ca O o3HavaBaMO TadKy MPECEKa JMjaroHAJa JIATOT Mapasesio-
rpama. JlokazaTu ma 3a mpou3BoJpbHY Tadky M y paBHHU mapaJjejorpaMa BaXKH Jia je

AMO = MA+ MB + MC + MD.

Ha crpanunnama napanenorpama AB, BC, CD u DA penom cy gare tauke Ay, By, C1 u Dy,
Tako na je werBopoyrao Ai;Bi1C1D; napaﬂeﬂ%aM. Hexka je ca S osmaden mpecek amjaroHasa
mapaJjiesiorpama A1 B1C1D1. Jokazaru ga je DS =S

(Mozke ce KOPUCTHTH YMH-EHUIA Jia Ce JIjaroHaje napaJesorpaMa mnoJose. )

— N
Heka je T Texkumre tpoyrina ABC. Jlokasaru na je T A + ﬁ + ﬁ =0.

Haz crpanunnama Tpoyria ABC koucrpyuncanu cy napasienorpavmu ABBy Ay, BCC1 By n CAA;Cy.
Tokazaru 1a je Aj Ay + B1 By + C1C = 0.

Heka cy D, F u F penom cpemaumirta crpanutna BC, AC u AB tpoyrna ABC'. Jlokazatu jma je
AD+BE+CF =10

—
Har je napasemorpam ABCD, tauka K wua crpanuru AD, tako jma je AK = 1@ u Tadka L

Ha JjaroHajn /ﬁ, TaKo JTIa je ﬁ 11@ Hokazaru na cy tauke K, L u B kojuneapue u
|BL|

OJIpEeTUTHI ﬁ .

Har je tpames ABCD (ca napasnenaum crpanunama AB u CD). Heka cy M u N pemom
cpeaumita crparutia BC u AD. Heka cy E u F' pemnom npecenm ayxu M N ca aujaronajgama

AC n BD. Jlokazaru nia je EF = %(E - 58)
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230.
231.
232.

233.

234.

235.
236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.

243.

244.

245.

246.

6.2 BekrTopu y mpocrTopy, 30up BeKTOpa, MHOXKE€Ih€ BEKTOPa CKaJIapoM

Wszpasurn BexTop U = 97 — 27 + 6k Kao IIPOU3BO/L eI'OBOI' UHTEH3UTETa U BEKTOPA IIPaBIa.
OnpenuTu BEKTOP MHTEH3UTETA 7 V IPaBILy BeKTopa d = 127 — 5k.
OpeuTn BEKTOP y2KUHE H ¥ CMEPY CYIPOTHOM OJT BEKTOPA b=2i— 37+ 6.

Heka cy y mpocropy mare tauke P(x1,y1,21) u Q(x2,Yy2,22). YHOTpedoM BEKTOpa OAPEIUTH
KOOpJnHATe cpemmae ayxKu PQ).

Heka cy nare tauke P;(1,4,5) u Po(4,—2,7). Oapeaurn Bekrop P) Ps, ynamenoct tadaka Py u
P> u xoopiuuare cpenuiTa ayxu P Ps.

Heka je AB =i+ 47— 2k. OpeuTi KoopanHate Tadke A, ako je B(5,1,3).
Ounpenuru yramenocr tTauke P(x,y, z) o y—oce u 0 yz—paBHHU.

OuipeuTy BEKTOD 10JI02Kaja TexKuInTa Tpoyria oiapehenor temennma: A(1,—1,2), B(2,1,3) u
C(-1,2,—1).

IMokazaru ma cy Bekropu (1,0, 1), (1,1,0) u (1,0, 0) 1uHeapHo HE3aBUCHU (JaKJiIe, MOI'Y 3aMEHUTH
6a3y i, j u k), 3aTuM u3pas3uTu BeKTOp (2,3,4) IpeKo JAaTuX BEKTOPA.

Heka cy A, B,C, D gerupu TIPOM3BOJHHE TaYKe y IIPOCTOPY U HEKa je a € R. Ako je M Tauka Ha
npasoj p(A, C) raxsa ja je A AM = aAC, a N Tauxa ua upasoj p(B, D) raxsa xa je BN = aBD,
nokasaru ga je MN = aCD + (1 — a)AB.

Hara je konika ABCDA;B1C1 Dy uBuiie 2 1M ca TeMeHOM A y KOOPAUHATHOM ITOYETKY M TeMe-
unMa B, D, Ay Ha KoopauHAaTHUM ocaMma, peaoMm. Heka cy M u N _Cpe/iuHe CTpama A1B1CiD1n

BCC’lBl, peloM. Axo cy 1 _], k jeIMHUYHA BEKTOPHU npaBara AB AD u AAl, M3PA3UTH BEKTODE:
AM AN u MN 1IPEKO %, j, k. okasaru Ja je BEKTOD MN IapaJieJlaH ca BEKTOPOM A1 B.

Heka cy A, B, C' u D mpoussosbHe Taduke y mpoctopy, a M m N tauke Ha myxkuma AM
u BN rtakse ma je AM = EMZ% BW fﬁ, p,q € R, ¢ # 0. Hokazaru ma je Taia

VN - i 52,

+4q P+q

6.3 CxkaJjlapHu TPOU3BOJ BEKTOpa

Heka cy maru Bekropu @ = 27 — 47 + 5k u b = —2% + 47 — \/5k. Oppenurn @ - b, |dl,|b] u
yrao H3Meljy BeKTOpa @ 1 b. 3aTuM oxpeauTn 1 propb Kao M CKaJIapHy KOMIIOHEHTY IPOjeKInje

BEKTOPa b na BEKTOP a.

Hanucaru BekTop b = 3j + 4k Kao cymMy BeKTOpa IapaJjesHor ca d = { + j 1 HOPMAJIHOr Ha, d.

-

Axo je a - b= 9, |b\ = 2 u T BEKTOp KOJIMHEAPaH ca d + b Takas na je ¥ - b= 18, ogpenutn demy
je jemHax BeKTOp Z7

-

Haru cy Bekropu @ = (2,1,1), b= (1,1,—2) u ¢ = (—2,2, —5). Hahu Bexrop 7, aKo je ¥ - = 3,
T-¢=—-1ux Lb.

Haru cy Bexkropu v = (1,2,3), u = (¢t,1,—1) u W = (—1,0,1). Hahu napamerap ¢t € R rako ma
BeKTOpU U + tU U W Oy/ly OPTOrOHAJIHHU.
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263.

264.

Hokazarn Hejeanakoct rpoyria: |u + 0| < |d| + |J].

Hoxazarn Komu-IlIBaprioBy uejennakoct: |- | < |u||v|. Barum, ncrnurarn mo KOjuM ycIoBIMa
BaXK! jeTHAKOCT.

JlokazaTu 3aKon napasnesorpama: |i + 6|2 + |[d — 9]? = 2]i|? + 2|5)%.

OcenunTu y paBHE 00JIACT KOjOj mpunaJajy Tadke (x,y) tako ga je (zi+ yj) -0 < 0, 3a garn
BEKTOp U y PABHU.

Jla s 3a cKaJlapHU IIPOM3BOJ] BaxKu 3aKOH ckpalinmBama, Tj. na ju u3 d-by = d-by u d # 0 ciaean
b1 = bo?

Heka cy 11 u iy mehycodbno Hopmasanu BekTopu. AKo je ¥ = aii + bus, onpenutu a,b € R.
Haru cy Bekropu U = (4,5) u ¥ = (5, —4).

(a) la yin cy U v U OPTOrOHAJIHU BEKTOPU?

(6) Ako je W = au + bv onpeauru a u b.
KopunthemeM BeKTOpa U CKAJAPHOT IPOH3BOJA BEKTOPA MOKA3ATH KOCHHYCHY TEOpeMy: ¢ =
a’® 4+ b?> — 2abcos b, tae cy a,b u ¢ crpannie Tpoyria, a f yrao mamehy crpaHnna a u b.

IlokazaTu momMohy BeKTOpa Ja Cy JAujaroHaJie mapaJsiejiorpaMa HOPMAaJIHE aKO U CaMO aKO je Taj
rapaJiesiorpaM pomo.

Kopumihemem BekTOpa mokazaTy Ja JujaroHaJe IapaJieiorpaMa II0JI0BE HeroBe YHYTPAIIhe
YIVIOBE aKO M CaMO aKoO je Taj IapaJjesorpaM poMo.

OnpeuTu BEKTOP KOjU TOJIOBU yrao m3mely BekTopa a u b.
ITokazaru 718 ce BUCHHE TPOYIJIA CEKY Y jeTHOj TAYKH.

Heka cy A,B,C u D npoussospbHe Tauke y mpocropy. llokasarn na je Tama AB-CD + AC -
DB+ AD - BC =0.

(Vinosu upasua) Yraosu npasna «, 3 u 7y Bekropa U = ai + bj + ck ce JieUHUITY Kao YIJIOBH
u3mehy BeKTOpa U M IO3UTHBHOI Jiesia £—,y— U z—oce, pejoM (a, 8,7 € [0, 7]). Ilokazatu na je

| =
)

) COSBZT, COS’Yzév
| |0 el

Kao U Ja akKo je U jeJuHUYIHU BEKTOP OHIa je U = cos ai + cos 87 + cos k.

Cosx =

=

OnpeauT KOJMKH Ce paj U3BPIIN Ja OU Ce TeJIO IOMEPHUJIO 13 KOOPAMHATHOI IIOYEeTKAa 10 TaduKe
(1,1,1), ako ra momepa cuia F = 5k.

Kosmuku pas ussprmmo (u3pasutu y J = mN) 10k Bydemo casayk 20 MeTapa JyzK [PUCTAHU-
mra, ako ra Bydemo cujiom ox 200 H mox yritom ox 30° o mpaBIia Kperama CaH IyKa.

(a) Ilokasaru ja je BekTop U = ai + bj HOpMaJsiaH Ha upasy ax + by = c.
(6) Tlokazaru ja je BekTOp U = ai + bj napasiesan ca npaBom bx — ay = c.

Hamomena: Kopuctutn koedunujenrte mpapaiia BEKTOpPa U IpaBe.

(a) OxpenuTu npaBy HOpMaJIHY BEKTOpPY U = i+2j, KOja 1npoJiasu Kpo3 tauky P(2,1). Hanpraru
onroBapajyhn nprex.
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279.

>

(6) OxpenuTu npaBy mapajesHy BeKTOpY U = i — j, Koja mpoJia3u Kpo3 tauky P(—2,1). Hamp-
TaTH oAroBapajyhu mprex.

Haru cy sBekropu d = (0, 2t t) =(2,2,1) u ¢ = (—1,—2,—1). Onpenurn peanan mapamerap t
TakaB Ja je (d —b)-¢=a-¢+t.

OmpenuTn omrap yrao Koju rpaje npase 3xr +y =5 u 2z — y = 4.

Onpenuru mapamerap p € R tako ma Bekrop @ = (2p, 1,1 — p) rpaju jegHake yriose ca BEKTO-
puma b= (—1,3,0) u ¢ = (5, —1,8).

OpnpenuTu yrao Koju 00pasyjy JujaroHnaJe mapaJejorpaMa KOHCTPYUCAHOT HAJl BEKTOPUMA 4 =
2i+7j—k u b=i—-37+k.

O,ZLpe,H,I/ITI/I yrao H3Meby BEKTOpa @ U b aKo Ce 3Ha Jia je BEKTOp d+ 3b HOPMAJIAaH HAa BEKTOD
Ta — 5b a BEKTOp 4 — 40 HOpMaJIaH Ha BEKTOP 7d — 25.

Hexka cy matu BekTopu a u b.

(a) Onpemurn |@ + b| u |G — b| axo je |G| = v/3, satum b = 1 u £(@,b) =

SE]

(6) Onpemurn Kakas je yrao msmehy BexTopa @ u b, aKo ce 3ua ga je:
ja+bl=la—0b; 2)|a+b >|a—>; 3)|a+bl <|a-—Db|,
7 00PA3JIOXKUTHU OITOBOP.

Hamomena: Moxke ce xkopuctutu KocunycHa Weopema: y TPOYLIY y KOM Cy CTPaAHUIE
obemeskene ca x,y n z paxn |z|? = |z|2 + |y|? — 2|z||y| cos £ (x, y).

Haru cy BekTopu I u § Takeu ja je [T + §| =5 a |7 — yj| = 3. Uspauynaru 7 - §.

Hatu cy BexkTopu d = m + 31, 5:7m—5ﬁ, 5z7n—4ﬁn&z7ﬁ—2ﬁ, IIpU €My Cy M U 7L
jemuuunanu BekTopu, ¢ L b u ¢ 1L d. Oppenuru yrao uamel)y BekTopa ni u 7.

IlaTu cy BeKTOpH d, b u ¢, TakBu Jia jed+ b+¢c=0, |d| = 3, ]g| =1 u |¢| = 4. Uspauynaru

oL

G-b+b-2+a

<

Onpenurtu yrao nsmely jeMHUIHUX BEKTOpA T U {f, KO Cy BEKTOpU @ = T + 2y u b = 5T — 4
OPTOTOHAJTHU.

(a) Oppenutu npojexnujy Bekropa @ = (1,4, 8) Ha BeKTOp b= (1,2,-2).

(6) Hdaru cy y3ajaMHO HOPMAJIHU jemuamann Bexropu U n U. Onpemuru yriaose tpoyria ABC
ako 3a merose crpanue saxu: AB = 21 — 63, BC =i+ 76 u CA = —3u — ©.

BekTopu @ u b Cy y3ajaMHO OPTOTIOHAJIHH, & BEKTOpP € Ca EHUMa T'Paju yIJIOBE O] g Axko je
@ =3, |b| =5 u |¢| =8, onpesurn (3d@ — 2b) - (b + 37).

O,ZLpe,HI/ITI/I KOOpWHATE BEKTOpa T = (a:l, 2, a:3) KOjU je OPTOroHaJIaH Ha BeKTope a = (2,—3,1)
ub=(1,-2,3) u 3a koju saxu T - (i + 2] — 7k) = 10.

7 L. T . FX -
Vrao namel)y cBaka nsa oj BeKTOpa d, b u ¢ je 3 Ako je |d| =4, |b] = 2 u || = 6, ogpeauTn

WHTEH3UTET BeKTOpa j = d + b + C.

— b . - T . =
BexTopn @ u b cy y3ajaMHO OPTOTOHAJIHH, a BEKTOP C Ca MBUMa rpaju yrao o 5. Ako je |d| = 3,

|b| =5 u |¢| = 8, oxpesurn nHTEH3UTET BEKTOPA @ + b + C.
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6.4 BekTOopcku m MeIIOBUTH IMPOU3BO/ BEKTOpa
O)lpeJLLI/ITI/ICLXEI/I xd akoje (a) d=21—2j—kub=i—k; (8)a=i+j—kub=0; (u)
a=itxju b= 7 x

HanpraTy y KOOPMHATHOM CHCTEMY H OJPEIUTH G X b 1 b X @, ako je (a) G = 2i—ju b =i+ 27;

G)da=i—kub=1j.

OgspeuTu OBPINUHY TPOYTJIa duja cy TeMeHa P, Q) m R, Kao u jeUHUYHY HOPMAaJly Ha paBaH
r(P,Q, R), ako je P(—2,2,0),Q(0,1,—1) u R(—1,2,-2).

Hara je Tauka M (5, —1,2). Heka cy My, My u M3 upojekuuje tauke M Ha KOODIUHATHE DABHMU.
Opnpenutu nospimuny Tpoyraa My Mo Ms.

Ompenurn dopMmyily 3a padyHaibe MOBPIIMHE TPOYIJVIa Ca TEeMEHHMa y TYy—PaBHU IaTHX Ca

(070)7 (a17a2) n (bl,bg).

OzpesuTu MOBPIINHY MapaJjesorpamMa CMEIITeHOr y Ty—paBHu 4dnja cy Temena (—1,2), (2,0),

(7,1) u (4,3).

Hexka cy mare tauke P(1,0,—1) u Q(2,—1,1). Oapeauru jeuHUIHE BEKTOP U KOJU je HOPMAaJIAH
na PQ u ma z—ocy.

Heka je d =57 — j+ k, b= i— 5k u ¢ = —15t + 37— 3k. Ja jin cy Heku oJ1 HABEJIEHUX BEKTOPA
MehycodHO mapaJie/IHl MM HOPMAJIHU?

Haru cy Bekropu d = (0,2, ) (2,2,1) u ¢ = (—1,—2,—1). Ogpeaurn BEeKTOP d Taxas 1a

BasKU @ X b=¢Cxdma x

b=
x d.

(‘N
0‘#

Haru cy Bekropu @ = (1,1,1) u b= (0,2,0). Onpemuru A € R Tako na BekTopu p = Ad + 56 u
q = 3d — b dyny:

(a) oproronaJiHu; (6) mapasesHu.

Heka cy BekTopu €1 m €2 MehycoOHO HeKOJMHEAPHW W HEKa je d = 361 + 263 u b= é1 — €9.
OpenuTu BeKTOP axb nomohy BeKTopa €1 u &y. OgpenyuTy 3aTUM 1 |a><b| ako je 61| = 3, |éa] =2
u yrao usmehy BekTopa €1 u €3 je g

Ila i 3a BEKTOPCKU IIPOM3BOJI BaykKU 3aKOH CKpahuBama, Tj. ma Ju u3 @ X by = d X by m a # 0
caean by = by?

Hamuz d-by =d-boudxb =dxby3sad#0 cnequ by = by?
Ha ma u3 dqy X ¢ = by u dg X ¢ = by cnenu dy - by + dg - by = 07

Oxpeauru BeKTOp T y HPOCTOPY, aKO Ce 3Ha Jia je HOpMaJjiaH Ha BekTope a = (4,—2,—3) u
b=(0,1,3), ako je |Z| = 26 u aKo ca MO3BUTUBHUM JIEJIOM y—OCe I'PaJIU OIITAP yrao.

—

Onpenutun MOMEHT cuiie M , KA0 U IbeH MHTEH3UTET, KOjU HacTaje JiejcTBoM cuje F|, jadmne
|F'| = 120N, koja genyje noz yriom o 135° y oxHocy Ha nosyry gyxute |[7| = 20cm.

S

OpeanTn MEIOBUTH ITPOU3BO/I

) - ¢, KaO U 3alpeMUuHy napaJieieniie/ia onpebenor garum
BEKTOPUMA, aKO je @ =1+ j — 2 —i—

(@ x
k, b= :22+4j—2k.

F

-

I/IspaquaTH MEIIOBUTH IIPOM3BOJL BEKTOPA d, b u ¢, ako je BEKTOD ¢ HOPMAJIaH HA BEKTODE G U

a ;
b u Baxu 1a je [d| =6, [b| =3, |¢] = 3 u £(@,b) = Z.
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Kopucrehn ce camo cKalapHUM 1 BEKTOPCKHIM HPOU3BOJOM O] JIATHX BEKTOpa G, bud KOHCTPY-
ucaru: (a) BEKTOP HOpPMAJAH HA BEKTOPE G X buax e (6) BeKTOp HOpMaJIAH Ha BEKTODPE d + b
ua— b (11) BEKTOP Jy2KUHE |d| y IpaBIly BEKTOpa bu (1) noBpruHy napaJsesorpama ojapehenor
BEKTOPUMA d 1 C.

okazatn ga Bekropu @ = (7,6 —6) u b = (6,2,9) MOry GUTH MBHIE KOIKE, & 3ATHM OPEIATH
BekTOp ¢ Tpehe muBuie Te Kouke. [Tomohly gaTuX BeKTOpa, U3padyHATH 3allPEMUHY KOITKE.

-

Hexka cy gatu Bekropu @ = (1,1,—1), b= (—-2,—-1,2) u ¢ = (1,—1,2).

(a) IIpencraBuTu BeKTOp ¢ KAo JIMHEAPHY KOMOMHAIM]Y BeKTOpa G, b u d X b.

(6) OapeauTn yrao Koju BEKTOD ¢ rpaJjiu ca paBHU KOju ozapelyjy BekTopu d u b.

HMokazaru g Baxu: (@ x b) x (b x &) = ((@ x b) - &)b.

- =

[Mokazaru 3a Baxu: (T X J) x 2 = (Z-2)y — (y - 2)7.
Hoxkazarn Jakodujes unenturer: (¥ X J) X 2+ (X Z) X T+ (ZX T) X § = 0.

Jokazaru Jlarpamxkos muenrurer: (Z x ) - (2 x 1) = (Z-2)(§-1) — (7 - 2)(@ - 1).

—

Jlokazaru /1a 33 MEIOBATH IIPOU3BO/I BAXKH MJIEHTUTET: [d, 5, d = [a, l_;, E’—l—pd’-i—ql;], raecy p,q € R.
eTarssHO 00pa3I0KUTH OATOBOP.

Jar je tpoyrao ABC. Axko je AB = (4,-5,0) u BC = (—4,9, —3), u3pauyHaTu JyKUHY BUCHHE
TOT TPOYIJIa CIYIITEHY U3 TeMeHa .

Har je napajenorpam ABCD. OapenuTy MOBPITMHY TOT NapaJjesiorpamMa, ako Cy Herose Jinja-
ronaJjie 3amare Bekropuma AC = 2m — 7 u DB = 4m — bii, rae ¢y M U 71 jeIMHUIHA BEKTOPHU
KOjU 3aKJjamajy yrao o 45°.

JlaTu cy BekTOpHU @ = 3i+2)— E, b= 2?—#}—]2 uc= Z—2f+3l$. O tpe T BUCHHY TTapasIesIenueia
KOHCTPYHMCAHOT HaJl BEKTOpUMa @, b u ¢, KOja oroBapa oCHOBU ojpeheHoj BeKTopuma d u b.

-
—

Heka cy @, b u ¢ BeKTOpU TakBu Ja je d + b+2=0. Ioxkaszaru ga je taga d X b=bxc=¢exa.
Hare cy Tauxke M1(1,1,1), M2(1,3,2) u Ms(1,2,3). [Tomohy BekTOpa 0O1penTH TOBPIIUHY TPO-
yrita N1 NoNs, e je Ni oproronannHa mnpojekinja Ttadke M Ha xy-paaH, Na OpTOroHAaJHA
npojekrmja Tauxke Mo Ha yz-paBan u N3 OpTOrOHAJHA IPOjeKinja Tadke M3 Ha xz-paBaH.

(a) Ako je @ x b=¢xdudaxé="bxd, ,ZLOKa3aTI/I & cy BEKTOpU @ — d 1 b — € KOJIMHEeAPHH.
() Hoxasaru maenturer: |@ x b|2 + (a - b)2 = |a@|2|b|2.
Bexropu @ u b 0bpasyjy yrao % |d@| = |b] = 1. Onpemuru |(@ x b) x (@ — b)|.

30



313.

314.

315.

316.

317.
318.
319.
320.
321.
322.
323.

324.

325.

326.

7 JemHauuwHe mpaBe U paBHU Yy ITPOCTOPY

OmpenuTn mpamMeTrapcKy jeJHadnHy IpaBe Koja IPOJIa3H:

a) kpo3 tauky P(3,—4,—1) u napajenna je BeKTopy U =i+ j+ k;
kpo3 Tauke P(1,2,—1) u Q(—1,0,1);

KpPO3 KOOPJAMHATHH [I0YeTaK W IapaJiejiHa je BeKTopy v = 27 + k;

)
1)
(1) xkpo3 Tauky P(3,—2,1) u napasenna je npaBoj x = 1+ 2t, y =2 —t, z = 3t;
(e) kpo3 Tauky P(2,4,5) u HopmasHa je Ha paBaH 3x + Ty — by = 21;
(d) kpos rauky P(2,3,0) u HopmaJHa je Ha BeKTOpe U = i + 2] + 3kudv=3i+ 47 + 5%;
)

Z—0COM.
Oxpeauru nmapamerpusanmjy JIy»ku Koja cnaja tauke P(0,2,0) u Q(3,0,0).
OpnpenuTu jeqHaunHy paBHH KOja

a) mposasu kpo3 tauky P(0,2,—1) u HopmaJiHa je Ha BeKTOp 1T = 37 — 2] — k;
—1

( 1
) mpousasu Kpo3 tauky P(1,—1,3) u mapasenna je paBau 2z +y + z = 7;
) uposiazu kpo3 tauke P(1,1,—1), Q(2,0,2) u R(0,—2,1);
(1) mponasu kpo3 tauky P(2,4,5) u HopmasHa je Ha npaBy © =5 + ¢, y = 1+ 3t, z = 4t;
)

Koja je ompehena mpaBama x =2t + 1, y =3t +2, 2 =4t+3uzr=s+2, y=2s+4, z =
—4s — 1 m oJIpeINTH TAYKYy IpeceKka JaTUX IIPaBUX;

(d) kpos rauky P(2,1, —1) u HOpMaJIHA je HA IPaBy y MpeceKy paBu 2x+y—z = 3ur+2y+z =
2;
(r) mposasu kpo3 Tauke P(1,2,3) u Q(3,2,1) u HopmasHa je Ha paBan 4o —y + 2z = T,
2 _ y—3 z+1

(x) xoja campxxum npaBy “x= = Y= = #I= u HopmasHa je Ha paBan z + 4y — 3z = 0.

Ha ymm je paBa x = 1 — 2t, y = 2 + 5t, z = —3t napaJsiesina pasau 2x + y — z = 87 OdjacHuTn
OJI'OBOP.

Oxpenurn ynamenoct Tauke P(2,1,—1) ox npase x = 2t, y = 1+ 2t, z = 2t.

Onpenuru yuamenoct tauke P(2,2,3) ox paBuu 2z +y + 2z = 4.

Onpenuru yaajbenoct uamely pasuu x + 2y + 6z =1 u x + 2y + 62 = 10.

Onpenuru ynaspseHoct uamely npase ¢ = 2+t, y = 1+4¢, z = —% — %t u paBHU T + 2y + 62 = 10.

Opnpenutu yrao usmehy pasan ¢ +y =1 u 20 +y — 2z = 2.
OmpennTn Tadky npeceka nmpaBe © =1 — ¢, y =3t, z =1+t u pasun 2z — y + 3z = 6.
OpnpenuTu jeqHavunHy mpaBe y npeceky paBau 3z — 6y — 2z =3 u 2z +y — 2z = 2.

Oppenurn npecek npase x = 1 + 2t, y = —1 — t, z = 3t ca KOOPAMHATHUM PaBHUMA.

r—2 y+1 =z-1
-1 2

r+2 y—1 =2+5
2 -1 3

JlokazaTu J1a ce TIpaBe p :
IbUXOBY IIPECEYHY Ta4dKYy.

ugq: CeKy U OJIpeJIuTH

OusipeuTy jenHaYUHY [IpaBe Koja HpoJiasu Kpo3 taduky P(—5,2,—1) u cede 1moj nmpaBuM yriom
I z—1 y z+2
npasy [ : === .
DAY T T T T2
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Heka cy nmate tpu ipaBe * =3 +2t, y = —1+4t, z=2—t, 3atum ez =1+4s, y=1+2s, 2z =
—34+4sux=3+2r, y=2+r, z=—2+ 2r. Oapeaurn Koje JBe O HBUX Cy HapaJjejHa, Koje
HOpMaJIHe & KOje MUMOUJIA3HE.

Oxpenuru jeanadnny cumerpaste pasuu ayxu AB tie je A(aq,ag,a3) u B(by, ba, bs).
Oxpenuru cumerpasny pasan jayxu AB, tie je A(5,2,—7) u B(—9,8,15).

Oxpeauru tauky B cumerpuuny tauku A(aj,as,as) y ogaocy na pasan Ax + By +Cz+ D = 0.
Onpenuru Tauky A’ cumerpuany tauku A(2,7,1) y ogaocy na pasan x — 4y + z + 7 = 0.

Onpenurn jemmadnny mpase kpo3 Tadky A(1,2,3) xoja cede um HOpMaJHA je Ha HPaBY %72 =
Yy z+1

-4 2 -

x —_—
Oxpenuru Tauky Koja je cumerpuana Tadku P(—1,—2,1) y onnocy Ha mpaBy | 1 — = =—— =

z—4

Kao ¥ IpojeKkIimjy Tavuke P Ha mpasy .

Ilara je mpaBa “”T_G = y_—Hb = Zal u paBaH x + y — 2z = 2. Oxapenuru napamerpe a,b € R tako

a JaTa MpaBa IPUIAJIa JaTO] PABHU.

Hexka je mata mpaBa p Kao npecek paBan £ —2y +z—1=0u 2x+y — 2 — 3 = 0 u npaBa q gata

ca %‘4 = # = Z;LQ. OapenuTu mapamMeTap m Tako Ja Ce IpaBe p U ¢ CEKY.
r—3 -3 =z-1 r—3 1 z
Hare cy mpase p : Y T = 3 nq: 5 = % = —,m € R. Oapeauru Bpe HOCT
m

M Tako Ja ce jiaTe IpaBe CeKy. 3a KOjy BpeJHOCT m he mpaBe p u g duTu mapaJiesHe?
Hexka je p npaBa y npeceky pasuu 3z +2y —6 =0u x4+ 2z — 2 = 0.

(a) OxpenuTu napaMeTapeKy jeJHaYUHY [IpaBe p.

(6) Ogpemurn rauky C Ha UpaBoj p Koja je jeJHAKO yJlasbeHa of Tadaka A(—1,-3,1) u
B(3,1,1).

Tare c aBe z—1 y-—2 z z+3 y+1 =2-3
T mpaBep: —— =2 "= " ygq: — _
YHPARED =y m -1 3 —2
M TaKo Jia IIpaBe p U ¢ IPUIaJajy UCTOj PABHU Q.

. Hahu BpenocT mapamerpa

Ompenurn mapamerpe a,b € R tako na pasad ax + by + 2z — 1 = 0 dyme HOpMaJiHa Ha IIPaBy
r—1 y z4+1
T =5~ T 3a Tako oxupehene a u b Hahu npecek npase p U JaTe paBHHU.

Hexka je mpaBa p npecek paBau x+y—2z = 6 u 2z —y+ 3z = 5. Heka je npaBa ¢ jaTta jeIHaqnHOM
20 -3 243y  z—2

4 3 2

. Ompernurn y koM MeljycobHOM T0JI0XKajy ce HaJiase MpaBe p u (.

OjipeuTH jepHauNHy IpaBe Koja cede mpase L5l = yTH =3y

2
kpo3 Tauky (4,0, —1).

= y%f = 2‘51 U I[IpOJIa3H

OnpenuTu jeqHavunHy IpaBe Koja cede mpaBy p : = = 2, y = t, z = 2t + 6, t € R u upany
r—8 y+1 =2-8

2 3 1

Hexka je mpaBa p mata xKao npecek paBau - + 2+ 2 = 0 u 2z —y + 1 = 0; a mpaBa ¢ Kao mpeceky
paBEI Hr +42+3=0u2zx+y+ 32 =0.

q: u canpxku tadky A(1,2,3).

(a) Tlokazaru ;@ ce mpaBe p U ¢ CEKY M OJIPEJIUTU TAYKy S Y BUXOBOM IIPECEKY.
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352.
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354.

355.

(6) Ompenurtu jeqHaunHy paBHU KOjy ojapelyjy npase p u q.
u ) r+1 y =z-1 r y+1 z-2
eKa je IpaBa p JaTa ca === ;ampaBa gca — = ——— = .
Je 1p it 1 1 5 p q 1 3 1

(a) Tlokazaru ja cy npaBe p U ¢ MUMOUJIA3HE.

(6) Ompenuru pacrojame usmely mpasux p u q.

Hanomena: Axo je P npousBojpHA TadyKa ca Ipase p, a () ca mpaBe ¢, OHJIa je pacTojame n3Mely
npaBuX p ¥ ¢, y osnamm d(p, q) = |proj ~PQ)|, rae je 7 3ajesHmaKa HOpMasIa MPaBUX P 1 ¢.

OppenuTn 3ajeJHUYKY HOPMaJy ¥ YAAJbEHOCT MUMOWJIA3HUX IIPABUX

S y—1 242 A -6 y—12 2z-38
e = - C T T T

Hanomena: Moxe ce nmohu o1 mpon3Bo/bHEX Tavdaka P € p u () € ¢, Te TPayKUTHU 10, KOjUM
ycaosuma je PQ mHOpMasa Ha ode mpase.

Heka je mpasa p nobujena mpecekoMm paBan « : x —y+2—2=0u B :z+y+32+2 = 0.
Oxpenuru jeaHadnHy npase ¢ Koja je mapaJienna ca p u caapxku tauky A(—1,0,1).

x+2 y—1 z-2 z y+2 z+41
= = I/Iq: = — = .

3 -2 1 —2 4 3

Hare cy mpase p :

(a) UcnuraTn y3ajaMHI OHOC MPABUX P U ¢

(6) Hammcaru jenHaunHy paBHU v KOja CaJIpzKU IPaBy P U lApaJiesiHa je [paBoj q.
Hara je paBan o : 2x +3y —z =1 mnpasa p: “”1;3 = y%?’ = %. Ogpenuru npojexmujy p’ npase
P Ha paBaH (. 3aTUM OJPEIUTH TadKy Ipase p Koja je HajOo/nzKa KOOPAMHATHOM IOYETKY.

OmpennTn jeqHadInHy HOPMAJHE IMPOjeKIuje mpaBe y mpeceKy paBaum £ — 4y + 2z —5 =0 m
3r+y—2z+2=0mnapaBan 2z +3y+2z—6=0.

x
Oppenurn jenHaduny npase b Koja je CUMeTpUYHa [IPaBoj a : 5 =T = 5 Yy OJIHOCY
HapaBaH 7™ : T+ 2y +2z—3=0.

rx—1 Y z+1 .
5 = 5= 1 OnpenuTu je HAUTHY
IpaBe ¢ KOja Caap:K1 KOOPAMHATHH IIOYeTaK U IIPeceuHy Taduky 1’ IpaBe p U PaBHU (.

Hexka cy mare paBan « : bx —y+ 2z = 3 u paBa p :

xr—1 y—-1 =z2-3
2 3

Oppenuru mapamerap a € R Tako z1a mpasa p : OyJie mapaJiesHa paBHU

a:x—2y+2z—5=0u nahu BUXOBO pacTojarbe.

z—1 z+1
Harta je paBan o : 5z —y + 22 —3 = 0 u mpaBa p : 5 :%: le )
(a) OgpeauTn jenHadnHy IpaBe ¢ KOja CaJpyKH KOODJMHATHH IOYETaK W IpecedHy Tadky 1’
IIpaBe P U PaBHU Q.

(6) Ompenurtu jenHaunny pasHu [ Koja CajpKu IPaBy p U HOPMAJIHA je Ha PaBaH (.

-2 -1
ﬂaTajepaBaHOéi2x—y+3z+1=0nnpaBap:%:%:Z 5

paBHE [ KOja CaJpyKU IPaBy p U HOPMAJIHA je Ha paBaH (.

. Onpenurn jegHaunHy

Y mpocropy cy mare tauke A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1) u D(0,0,4). PaBan « caapxu Tadke
A, B,C, a paBan [ tauke A, B, D.
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367.

(a) Oxmpenuru yrao usmely pasau o u f3.

(6) Ompenuru 3anpemuny rerpaeapa ABCO.

Heka je mata paBaH « Koja je HOpMaJiHA Ha jeUHUYIHU BeKTOp 72 u cajpxku Tauky A. Heka je
ca 7'y obDesieskeH BEKTOp I0JIoXKaja Tadke A; oqHOCHO 74 = (74, rae je O KOOPAWHATHHU IMOYETAK.
Y 3aBUCHOCTHU OJT BEKTODPA 71 U T'4 U3PA3UTH BEKTOpE IOJIOXKaja 7', Tc U 'p Temena B, C' u D
kBagpata ABCD koju mpumaia paBHA « ako ce 3Ha Ja je TeMe C Tadyka paBHU « HajOJIIKa
KOOPJINHATHOM TIOYETKY.

Hexka je mara paBan « Koja je HOpMaJiHa Ha jeUHUIHU BEKTOP 7, CAJp:KMA TadKy () u HHje
HopMmaJsHa Ha z—ocy. Heka je ca 7 obejlezkeH BEKTOP IojIoXKaja Tadke (); OTHOCHO T = 0Q,
r7e je O koopanHaTHE ovYeTak. Heka je mata m Tadka A ca CBOjUM BEKTOPOM TIOJIOXKAja T4, KOja
He IpuIajia PaBHU <. Y 3aBUCHOCTH OJf BEKTOpa 7, T U T'4 U3Pa3sUTH BEKTOpe I0JI0XKaja T'g, Tc
u 7p temena B,C u D xBagpara ABCD xoju je takas na je AB 1L «, B € a u crpanuna BC
je mapaJiesiHa ca ry—paBHU.

Ognpenuru temena A, B u C kBagpara OABC, rue je ca O obejie;keH KOOPIUHATHU IIOYETAK,
ako ce 3Ha ja TemeHa A m B npumanajy npasoj p: x = —9+8t, y = =9+ t, z = 4t, 3aTum
74 L pu AB - (8,1,4) > 0. Hamomenumo na je ca 74 00ejieXKeH BEKTOp II0JIOXKaja Tadke A,

—

onnocHo 74 = OA.

Oxpeauru jenHaunHy paBHU «, Koja caipxku tauke Mq(1,—2,2) u Ms(2,3,—1) u HopMmaJiHa je
Ha paBaH

B:3x—2y+2—6=0.

r+3  y—95 z x—10 y+7

z = —-1u =

z
2 3 1 5 4 1

OnpenuTu jeqHaunHy IIpaBe P KOja cede MpaBe u

napaJiesHa je BeKropy d = (8,7,1).

Ozpenuru jenHaunny npase Koja cajapxku taduky M (0,1, —2) u 3akjana ca HO3UTHUBHUM JI€JIOM
xr—oce yrao ox 60°, ca MO3UTUBHUM JI€JIOM y—Oce yrao o 45° U ca MO3UTUBHUM IEJIOM Z—O0Ce
yrao o 120°.

Pasan « cajgpxku tpu Hekosmueapue tauke Mq(1,—1,2), My(2,1,2) u Ms3(1,1,4). Oapeaurn
jeHAUMHY DaBHU (v M 3aTHM OJIPEJIUTH yJasbeHocT Taduke P(2,3,5) of paBHH a.

y—3 z—1 ..

T3 = "y OAPeaMTH TauKy C, Koja je jelHAKO yla/beHa OJ Tadaka
A(1,3,1) m B(3,1,1), a 3aTuM onpenTH jeJHAYNHY PaBHH KOja cajapxku Tadky C' U HOpMaJHa
je Ha mpaBy p.

Ha mpasoj p : g =

Hanwmcaru jennatdunny paBHE KOja CaJIp:KM IIpaBy KoOja je mpeceK paBHU ¢ : £+ Yy +2—1=0mu

z—1 y+1 z
T R n3Mehy maTux paBHH.

B:x—y+2z—7=0 u moJIOBU OJcedaK IpaBe p :

Opapemutn Tauky M y paBunu « : x + 2y + 3z + 4 = 0, Koja je HajOMMKa KOOPANHATHOM TTOYETKY
0(0,0,0). Barum oapeauTu pacrojare Tadaka O u M.

Hare cy papun v : dx —y+32—1=0u B :x — 5y — 2z — 2 = 0. Ogpenurn jeTHATHHY DABHH 7,
Koja caapzku KoopauHarau noderak O(0,0,0) u mpaBy p, Koja je mpecek paBHU o U [3.

. . . . z—3 Y z—1
OpnpenuTu jeiHAUMHY PaBHU KOjOj NPUIAJAjy TapaJjesiHe IIpaBe: pi : 5 = 1 = 5 n
z+1 y—-1 =z

2 1 2

D2 :
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379.
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382.

Hara je paBan « : 2z — y — 52 + 1 = 0. Hahu jeqmauuny mpase p Koja mpunaia paBHU ¢ U KOja
cevye T U Y OCy.

x
Oxpenuru tavuky () Koja je cumerpuwdna tadku P(—1,—2,1) y omgHocy Ha mpaBy p : — =
y—3 =z—4

4 1

r—1 y+2 2-3
2 1 3

OnpenuTu jeTHAYNHY paBHU KOja CAIAPXKU IIPABY P : U HOpMAaJIHA je Ha

paBaH o : 2x —4dy 4+ 2+ 5 = 0.

r—2 y+3 z-1

Oxpenuru jegHadnmny paBHU Koja caap:ku Tadky M (3,2,1) u npasy p : 1 1 5

HomaTtHo, oapeanTn TadKy IpaBe p Koja je Hajosmka tagku M.

OspeuTu jenHaunHy npaBe Koja caapxku Tadky A(3,2,1) u mox npaBuMm yriaoMm cede HpaBy
r y z+1

Py =y~ 3

Oxpenuru jeanaqunny npase p, Koja caiapxku Tadky 1'(—3,1,2), napanesHa je paBau « : 4z —y +
9 5_0 r—3 y-—2 z
z —5 =0 u cede mpasy q : = = —.
PABY 4= 2~ -1

x—1 y+2 =z-3
2 1 3

OpnpenuTu jeHaunHy paBHU (v KOja CaJp2KU 1paBy [ : U HOpMaJIHa je Ha

paBau 3 :2x — 4y + 2+ 5=0.

(a) OapeauTn napamerapcKy jeJHaIMHY IpaBe p Koja je mpecek paBHu « : 3z +2y —6 =0wu
B:x+2z—2=0. OapenuTn jeJMHUIHUA BEKTOD IIPABIA TIPABE P.

(6) Ompenuru Tauky C Ha TpaBoj p Koja je jeaHako yhasbena ox tadaka A(—1,-3,1) u
B(3,1,1).

Oppenurn napamerap a € R, Tako ja mpasa p : %‘1 = % = 253 Oy/Je mapaJjejiHa paBHU
a:x—2y+z—5=0. 3aTuM O/Ipe/INTH jeIHAYNHY PABHU [3 KOja CaIPKU IIPABY P U OPTOTOHAJIHA,

j€e Ha paBaH .

. . — 1 —
Oxpenuru jeaHadnny paBHU o KOja caapxku tadky M(—3,1,4) u npasy p : le = % = 232.

Hare cynpaBap:%: yT_2 = Z:53 u paBaH « : x + 2y + 2z — 3 = 0. /la yim nmpaBa p cede

pasan o? OapeauTy Tauky mpeceka (aKo MOCTOjU). 3aTUM OJPEJIUTH jeJIHAYNHY IpaBe ¢ Koja je
CAMETPUYHA PaBOj P y OJIHOCY HA PaBaH (.

Hexka je p mpaBa y tipeceky paBuu o : t+y—2+1=0u 3 : 20 —y—z = 0. Oxpenuru napamerap

r—1 y+1 2z2+3
2 =1

TadKe ¥ jeJHAYNHY PABHU Y KOjy oapeDyjy mpase p u q.

m, TAKO Jla ce IIpaBe p U q : ceKy. 3aTUM OJIPEJIUTU KOOP/IMHATE IIPECEeTHE

OsipeuTy IapaMeTapeKy jeHadnHy npaBe ¢ Koja cajapxku taduky L(0,2,1) u cede upaBy p : & =
—t,y=—1,2=1+1,t € R mox npaBuM yrJjioM.

. . z y z+1
Onpennru jequadnny npase Koja caap:ku tadky A(3,2,1) u cede mpasy p : 5= 1" 3 o,
IIPaBUM YTJIOM.
x—2 y+3 z
Ompennrn mapamerap ¢ € R Tako ga mpaBa p : ——— = T =3 Oyze mapaJieiHa paBHU
a

a:z+y—z=0. Ounpenurn upojexnujy tauke M (3,2,1) ua upaBy p (rje je a IPeTXOIHO
onpebhen napamerap).
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391.

8 IIuauHapu m KBaJIpaTHE MOBPIINA

Hanpraru cienehe mumnaape: (a) 22 + 22 =4; (6) z =% — 1; (n) 422 +y?> =36 u (1) yz = 1.
HampraTu cienehe KBagpaTHe HOBPINN:

a) emumncomze 9x2 + 4y? + 3622 = 36 u 4a? + 4y + 2% = 16;

(

(6) mapabononge z = 18 — 22 — 9y? u z = 2% + 9y?;

(m) xomyce y? + 22 = 22 u 922 + 4y? = 362%;

(1) xumepGomomzme 9y? + 422 — 922 = 36 u y? — 2% — 42° = 4;
(e) xumepbommane mapadosouse y? — 2 = z n 12 — y? = 2.

Hanpraru ciaenehe mospimm:

a) 22 4+ 9%+ 22 = 4;

[MocmaTpajmo dype Koje je MOCTaB/BEHO YCIPaBHO (Jy:K z—O0ce) y TPaBOYIJIOM KOOPMHATHOM
cucreMmy. Bype je obiuka enuicomaa W TO TakKo Ja Cy JIMHHje HUBOA IMapaJjejHe Ty—paBHU
kpyxHuure. Hajseha kpyxHuma je mosynpednnka R W KOOPJAWHATHHU IOYETAK je CMEIITEH Yy
neHTap Te KpyKuuie (fakie, Hanasu ce y pasuu z = (). Baze Sypera (1HO M mOKJIOmIAI) CY
Takohe Kpy»KHUIIE MOJyIIpedHnKa 1 < R u Haja3e ce y paBHuMa z = h u z = —h. Oxupenuru
jeHauYnHY TOBPINH Koja oapebhyje 3ux garor Oypera. [llrta godbujamo ako je r = R?

IIpecek xurmepdoUIHOT TAPADOJION 1A z—s — 2—3 = Z u paBHu y = y1 je napadosa. OjpeauTn joj
Teme u POKYC.

(a) IIpoBepuTu ma Ju CBaKM IMyT KaJa [pecedeMO KBAJpaTHE MOBPIIN PABHUMA HapaJIeTHUM
KOOD/IMHATHUM DaBHUMa J0OUjaMO KBaJpaTHe Kpube (KOHYCHe IIPeceKe).
(6) IIposepuru 1mTa ce 10d0Uja KaJla MpecedeMo KBaJIPATHY IIOBPII IPOU3BO/LHOM PABHU Yy IIPO-

CTODY.

(Cwepeotpagcra upojexyuja) Heka je marta menrpupana jegunndaa cdepa un Heka je ca N ode-
sexer wen cepepan o N (0,0, 1). Oxpennrn npojeknuje Tadaka cdepe (usyses tauke N) u3s
cesepHor 1osia N Ha Ty—paBaH.

. 2 2 2
HoxkazaTu j1a Kpo3 cBaKy TauKy jeJIHOJIeTHOT XUIepOoIonia oy + Z‘é—g — % = 1 nponaze jiBe npase
KOje YnTaBe IPUIAJIajy TOM XUIIEPOOJIOUTY.

Jara je mapabosa y = 3x2 — x + 5. OJpeuTy jeHAYHHY POTAIMOHE IIOBPIIH, U CKUIUPATH je,
aKO HaCTaje pOoTallijoM Jare mapadoje OKo:

(a) z — oce; (b) y — oce.
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398.

9 IMuaunapudyHe u chepHe KOOpaAMHATE

Hare jenmnaunne m HejeIHAYNHE Yy MPABOYIVIUM KOOPIAWHATAMA, MPEOAIUTH Y IMJINHIPUIHE U
cdepHe KOOp/IMHATE U OJPEIUTH KOje TOBPIIH Cy HmuMa onpehene:

Hare jennadynHe U HejeqHAYNHE Y IUJIUHJIPUYHAM KOODAMHATAMa HPEDAIUTH Yy IPABOYIJE U
cdepHe KOopAuHATE U OJPEINTU KOje MOBPINHU Cy mhuMa, oapehene:

(a) r=0;

() z=0;

(m) 422 =4, 2 < —V2;
(n) z2=4—4r2, 0<r <1
(e) z=4—r, 0<r <4
(b) 2+ 72 cos(26) = 0;

(r) 22—1?=1

Jare jennadmHe W HejeHaUMHE y CPEPHUM KOOpJAHHATAMA MPEdAIUTA Y IIPABOYTJE U ITUINH-
JpUYHe KOOPIAWHATE U OJIPEIUTH KOje MOBPINU Cy muMa oapehene:

OpnpenuTu mpaBoyTJie KOOp/InHATE TIEHTpa cdepe TaTe:
(a) HmMIEHAPHYHIM KoopaumHaTaMa 12 4 22 = 4r cos § + 6rsin 6 + 2z;
(6) cdepuum koopauaaTama p = 2sin ¢(cos — 2sin ).

OzpeuTn CKyIl y IPOCTOPY KOjU 3a70BOJbaBa ciesele jeHatnHe y IUIHHAPUIHIM KOODINHA-
Tama:
(a) r=—-2sinf wu () r=1—cosé.

OsipesuTu CKyII y IPOCTOPY KOju 3aj10BosbaBa cieehe jennadnne y chepHIM KOODIMHATAMA!
(a) p=1—cos¢ u (6) p=1-+coseo.

(Pasan y yuaungpuurum u cheprum KoopguHatiiama)

(a) Tlokasaru ja pasaH 4uja je jeiHadnsa z = ¢, ¢ # 0 gara y HpaBOyIJIMM U IUJIAHIPHIHIM

Koop/IuHaTaMa, y cepHuM KOOpJMHATAMA UM, jeTHAINHY p = — 3

(6) Ompenuru jeqHaunHy TY—paBHU y CPEPHUM KOODPMHATAMA.
() IokasaTu 1@ paBHU HOPMAJIHE HA T—OCY y IMJIMHIPUYHUM KOODJIUHATAMA 33JI0BOJbABAjY

3 _ a
jemHaquny T = .
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407.

408

(n) TokasaTu na paBHE HOpMaJIHE HA y—OCY y NUJIMHIPUYHUM KOODJIUHATAMA 33JI0BOJbABAjY
jeTHaAYnHY 1 =

sin@ "
(e) Onpemuru jennaqauny odsuka r = f(0) y MIIMHAPUIHAM KOOpAUHATAMA, 33 PaBaH ax+by =
c, c#0.

Hahu jennaunny obmmka p = f(¢) y cdepHuM KoopaunaTaMa Koja omucyje mumuaaap 2 + y2 =

a’.

(Cumetmipuge)

(a) Kojy cumerpujy HOCH HOBpIN JaTa jeqHadnHOM 7 = f(z) y IMJIMHIPUYHIM KOOpJAUHATAMA?
(6) Kojy cumerpujy HOCH 1OBpII Jata jearadantoMm p = f(¢) y cdeprum koopaunatama?
(Topyc) Topyc je moBpIl KOja HACTAje POTAIM)OM KPYKHHUIIE JIATe Y Yz —PaBHHU, [OJIYIIPEIHNKA, b,

ca nearpom y tauku (0,a,0), a > b > 0, oko z—oce. Oapeaurn jeHavHUHy TOpyca Kopucrelin
pelioM: IIpaBoyIJie, MUJINHIPUIHE. Te chepHe KOOpINHATE.

OjpeuTn jeqHAYMHY TOpyCa ¥ MPAaBOYTIINM KOODIMHATAMA KOJU HACTaje POTAIMjOM KPYIKHUIIE
y yz— pasuu, ca niearpom y (0,2, 0) noaynpednnka 1, oko z—oce.

Y 1mpocropy je jara HOBPII jeJHAYMHOM Y IHIMHJIPHIHAM KOOD/MHATAMA:
1)r—2z=5,5>2>0; u 2)r=4cosh, z>0.

(a) OapesuTn jesHadumy JaTe MOBPINU Y IPABOYTJIAM KOODJAUHATAMA.
(6) Hampraru mary moBspiir.

(1) OzpeuTu jefHAYMHY JaTe HOBPIIH Y ¢(HEPHUM KOODUHATAMA.

Y mpoctopy je jara HOBPII jeJHAYUHOM y CEPHUM KOODJMHATAMA p = COS ¢ (McTu 3ajarak
ypaautn u 3a p = 1 — cos ¢.)

(a) Hary moBpII U3pasuTH y HPaBOYIIIMM KOOD/MHATAMA.
(6) Hary moBpII U3pa3UTH y IUINHIPUIHAM KOODMHATAMA.

() Hanpraru mary nospi.

Y yz—pasHu je gara xKpusa y = 22 + 1. PoranujoMm oBe KpuBe OKO z—oce 100uja ce HOBPII y
IPOCTOPY.

(a) OapeauTn jejHaduHy J0OMjeHe MOBPIIU Y IPABOYIJIAM KOODJXHATAMA.

(6) Onmpenurtu jegHadnmy 100UjeHe MOBPIIN Y MUIWHAPAIHAM U CHEPHAM KOODIHMHATAMA.

(a) Hary jenmaummy 22 —3z2—3y? = 0 y mpaBoyramM KOOpIHHATAMA TPeOAINTH Y TH/THHPHTHE
u cdepHe KOOPAUHATE U OAPEINTH KOja IOBPII je oapeheHa TOM jeTHATIMHOM.

(6) Hary jemmaummny 22472 cos 20 = 1 y MuIMHIPHIHAM KOOPIMHATAMA IPEDAIlUTH y IPABOYTIIE
u cepHe KOOPAUMHATE U OJPEINTH KOja MOBPII je oapeheHa TOM jeTHATUHOM.

VY mnpocrtopy je maTta MOBPII jeJHAYMHOM Y cEepHUM KOOpaAnHaTaMa psin ¢ = 2.

(a) Hammcaru jeaaunty Jare MOBPINU y MPABOYIJIMM U IIMJIMHIPUIHUM KOODMHATAMA.

(6) OmpenuTu mpecek jare IMOBPIINK Ca Yz —PaBHU.
Y mpocTopy je Jara IOBPII jeHAYMHOM y cepHIM KOOPAMHATAMA: p cos ¢ + p? sin? ¢ = 1.

(a) OzppenuTu jeHAYUHY IaTe MOBPIIN Y IPABOYIJIMM KOODJAWHATAMA.
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(6) Hampraru mary moBpiir.

(n) OgpeauTu jegHavuMHy JaTe TOBPIIM Y IUJIMHIPUYHUM KOODIHMHATAMA.
409. ara je moBpII jeqHAYNHOM y chepHUM KOOpAMHATAMA P sin ¢ = 2sin 6.

(a) OxppenuTu jeHAYUHY JaTe MOBPIIN Y NUJIMHAPUIHUM U JleKAPTOBIM KOODIMHATAMA.
(6) Ckunuparu JaTy HOBPIIL.

-3
cosf’

410. HaTa je MOBPII jeIHATMHOM Y IIJINHIPUIHAM KOODAWMHATAMA T =

(a) OzppenuTu jeHAYUHY JaTe MOBPIIN Y MPABOYIINM U CHEPHAM KOODINHATAMA.
(6) Cxurmparu mary HOBPIIL.
411. (a) Opgpeaurn jennaunny (y JlekaproBuM KOOpjMHATAMA) €JIMICOUJA CA IIEHTPOM y KOODJIHU-
HATHOM I[OYeTKY KOju IpoJia3u Kpo3 tauke A(2,0,0), B(0,0,1) u C(1, @, 0).

(6) CkunupaTy JaTh eJUICOU] U OJPEUTH HEroBy jeHAUYNHY Y IMJINHJIPUIHAM KOOD/IMHATA-
Ma.

412. JlaTta je jemnaduwHa MOBPINHU Y ITUJIAHIPUIHUM KOOPAMHATAMA T = cosf’ Opnpenutu jeHadnHe
coS

OBe TIOBPIIH ¥ MIPABOYTJINM U CPEpPHUM KOOpPJUHATAMAa U HAIPTATH je.

413. JlaTe cy mOBPINK y TMPOCTOPY jeTHAIMHAMA, Y ITPABOYIJINM KOOPIMHATAMA
z=2—a%—y?%
2z =2 + y2.
(a) OxspenuTu KpUBY KOja je IPECEeK MOCMAaTPAHUX TTOBPIIIH.

(6) Ckpuruparu 0b1acT y IPOCTOPY KOja je OrpaHMYeHa HABEJIEHUM MOBPIIAMA.
414. Hara je mospii rsin 6 = 4, jeTHAYMHOM y MUJIAHIPUIHIM KOODIHHATAMA.

(a) Oppenuru jeauaduny mospriu y JlekapToBuM KoopauHATAMA U CKUIUPATH JATY HOBPIIL.

(6) OapeauTn Koja KpuBa Ce HAJA3U y NPECEKy JaTe MOBPIIU U IOBPIIN JaTe jeIHATNHOM
2?4 (y—4)2+22=1.

415. YV mpocTopy cy JaTe MOBPIIH jeJHaInHaMa y chbepHUM KOoOpauHaTaMa psin ¢ = 2 u psin ¢ cos =
1.

(a) Ckunuparu jare HOBPINU U OJPEIUTH HUXOBE jejHadnHe y JlekapToBuM KOOpIuHaTaMA.

(6) OxmpenuTu Mpecek MOCMATPAHUX TOBPIIH (jeJHAYUHOM M OIHUCATH KOJU jé TO CKYI Tadaka
y IPOCTOpY ).

416. Y npocropy cy JaTe MOBPIIU jeTHAYMHAME Y IMIMHAPAIHAM KOOPIMHATAMA,
z=4—1r> u z=rcosf.

OgnpenuTu Koje TOBPIMH Cy TPEJICTAB/BEHE OBUM jeJHAUNHAMA, OAPEIUTH jeTHAYTNHE JTATUX I10-
Bpin y /lekapToBuM KOOpAMHATAMA, CKATIUPATHA UX U OJIPEJIUTH KOja Ce KPUBA HAJIA3HU Y IIPECEKY
nocMaTpaHe J(Be NOBPInU (OIUCATH KOja je TO KpUBA M KOJUM jeJHadnHama je oapeheHa).
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417. Y mpocTopy cy JiaTe MOBPIIU jeHAYNHAMA Yy COPEHUM KOOPIUHATAMA

S1: pcosp =3, So: pcos¢p=—-3uS3: psing = 3.

(a) OzmpenuTu jemHaumHe JATUX HOBPINU Y IUJIMHIPUYHUM U JleKapTOBUM KOOpJIMHATAMA U
OTIMCATH KOje Cy MOBPIIH Yy IIPOCTOPY IPeCTaB/hEHE OBUM jeTHATNHAMA.

(6) Cxunumparu TeJo KOje OBe MOBPIIU OIPAHIYIABA]Y.
(1) OzpenuTy mapaMeTapeky jeJHadnHy [IPpaBe Koja ce HAJA3U y IIPeCceKy HOBPIIN S3 U MOBPIIH
T

Jlare jeTHAYMHOM Yy IAJIMHIPUIHUM KOOpJIuHATaMa, = —.

2

418. Y mpocTopy cy JarTe moBpIu jegHaunaaMa y JlekapToBuM KOOpamHATAMA
Si:ax?+ P+ (z—1)2=1, Sy:z=212>+9

(a) Koje mospru cy nare maBemenuM jennaunnama? CKUIIpaTH TeJIO KOje OBE MOBPIIU Orpa-
HHUIaBajy.

(6) Oapeaurn jennauuty noBpum Sy y cepHUM KOODAUHATAMA.

() Hoepin S5 : z = 2 —r je gaTa jeJJHAYMHOM y NWJIMHAPUYIHUM KoopiauHarama. CKunpparu
ATy MOBPII, OJIPEINTHU IbeHy jeJHaunHy v [leKapToBUM KoOpJAnHaTaMa W OAPEIUTU KPUBY
KOja ce Haja3| y mpeceKy nosprm Sy u S (jennaunnama y JlekapToBUM KOOpJMHATAMA W
OIIVICHO).

419. VYV mpocropy cy gare mospmu S1 1 So, jeqHaunHaMa Y NUIMHIPAIHAM KOOPIAHATAMA.
S1:r=3;
s 5T
So:r=0vl=—-VvVHlo=—.
2 4 4
(a) Ox;penurtu jeHaunHe OBUX TOBPIIH y JleKapTOBUM KOOp/MHATAMA, OIUCATH KOje Cy MOBPIIN

y IIPOCTOPY TpeJACTaB/beHEe OBUM jeITHAUMHAMA W CKUITUPATH UX.

(6) OnmpenuTn nmapamerapcke jeJHadINHE [IPABUX KOje ce HaJja3e y MpeceKy moBpim S u So.

420. Y npocropy Ccy Jare MOBpIIA S| jeJHAUIUHOM y cHepHUM KOOpAMHATAMA, So U S jeIHaIMHAMA,
UJIAHIPUYIHAM KOOD/IMHATAMA,

S1: pcos¢ =3,
3 T

SQI T:O\/ezzvezz,

831 r=3.

(a) OmpenuTu jeHAUMHE OBUX TOBPIIH y JleKapTOBUM KOOp/IMHATAMA, OIIUCATH KOje Cy MOBPIIN
y IPOCTOPY IpeiCTaB/beHe OBUM jeJTHAUYNHAMA M CKUIIUPATH UX.

(6) OxmpenuTn nmapamerapcke jeJHaINHE IPABUX KOje Ce Haja3e y IPeceKy MmoBpim Sy u Ss.

421. Y mpocTopy cy JaTe MOBPIIN jeJHAYHHAMA Y MUJUHAPUIHIM KOOPIHHATAMA,

Si:iz2=2—7r% So:z=r.
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(a) OmpenuTn jegHAaUnHE JATHX IOBPINU y [PABOYIVIMM KOODJMHATAMA M OIMCATH KOje CY
MOBPIIHN JTaTe HABEJEHNM jeqHadanaamMa. CKUMUpaT 00JaCT ¥ MPOCTOPY Koja je OTpaHmIeHa
HaBEJICHUM TIOBPIITUMA.

(6) OmpenuTu KpUBY KOja ce Hajia3u y Ipeceky nospimu S u Sy (jennaununama y lekaproBum
KOOD/IHATAMA ¥ OIICHO).

() OgpeauT KpUBY y IpPECEKy HOBPINU JAaTe jeTHAYMHOM y chepHHM KOOpJIHaHTaMa, S3 :
pCOS @ = % u nospiu Se (jeaqHadnnama y JlekapToBuM KOOpAXHATAMA U OIUCHO).

422. lara je moBpmI S y IPOCTOPY jeTHAUUHOM V IUJIUHIPUIHAM KOOPIHHATAMA
S:r=—3siné.

(a) OzmpenuTn KOja MOBPC je JaTa HABEJECHOM jeIHAYMHOM, OJPEIUTH HeHy jeanaqdnny y le-
KapTOBUM KOOPIMHATAM M CKUIIUPATH IIOCMaTPAHY IIOBPIIL.
(6) OmpenuTu Koje KpHBe Cce HaJa3e y IPECeKy MOBPIIM S U TY-PABHU U y IPECeKy HoBpIu S

U rz-paBHU (ONHCHO U jeHavdnHaMa y JleKapTOBIM KOOD/MHATAMA).

423. Y mpocropy cy gare HMOBpIIH Sp : r = 2 jeIHAYNHOM Yy IUJIMHIAPUIHUM KOOpJIUHATaMa U S9 :
psinfsin ¢ = 1 y chepuumMm KoopauHATAMA.

(a) OxmpenuTu Koje MOBPIIK Cy JiaTe HABEJCHUM jeIHAUMHAMA U HAIMCATU HBUXOBE jeJHAUNHE Y
IekaproBuMm KoopauHaTama. CKUIIpaTH JaTe TOBPIIIH.

(6) OnmpenuTn mapamerapcke jeJHaqNHE IPABUX KOje Haja3e y Mpeceky moppiu S1 u So.
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