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I'masa 1

KoMiiekcHa paBaH

1.1 ApuTrMeTHYKa H reOMeTPHjCKa CBOjCTBA KOMILIEKCHHX OpojeBa

Mosxemo pehu J1a je ckym npupoauux opojesa, N, 610 JbyauMa Mo3Hat, 6apeM HHTYUTUBHO, jOIII O Haj-
paHUjuX BpeMeHa, MaKo HHUCY MO3HaBaJIM MaTeMaTUKy KakBa je fAaHac. Pasjor ga ce HanpaBu PBU UCKOpPaK
U3 CKyIa NpUpoJHuX OpojeBa je 6mia morpeda aa ce pele jerHaunHe oomka mx +n = 0, m,n € N.
Tako ce cTUIIIO 10 CKyma panroHanHux 6pojea Q = {m/n | m,n € N}. [lame, pelaBame oCTaaux Mojiu-
HOMHHX jeIHauMHa, a ToceOHO 06/mKa 22 = 2, Ijie ce MPETNOCTaBba 1a KBaApaTd Mopajy OUTH MO3UTUBHHU
Opojeu, y3 onrorapajyhe KOMIUIETHpambe, JIOBOJIU JI0 CKyIa peaHux OpojeBa R.

KomriiekcHu 6pojeBy j1oM1ase Kao MoTpeda a ce pellle jeHauMHe 00MKa 72 = —5, OJHOCHO Kao CKyT y
KOM CBe€ NIOJINHOMHE jeIHAUMHe UMajy pererse. 30or Tora he u gedpunuimje onepanyja Ha CKyIy KOMILIEK-
cHMX OpojeBa OUTH AMPEKTHA IMPOIIUPEha Olepalrja Ha CKyIy peajHux OpojeBa. EceHIMjaiHU eleMEeHT
CKyIla KOMIUIEKCHUX OpojeBa je 6poj ¢, Ha3BaH UMAUHAPHA jeOuHUYA, YBEIEH TEOPUJCKU KA0 PelIeHe jel-

HaunHe 22 = —1. Baxu:

i2=-1 WIN vV—1=1.

IMonazehu ox oBe Maeje ckyn KOMIUIEKCHMX OpojeBa ce MOXe YBECTH Kao IITO heMo TO ypaauTh y OBOM
norarby. HajaBbernn OCHOBH cTaB anreOpe, OJJHOCHO YHEbEHHIIA [Ia CY CBE MOJMHOMHE jeJHAYMHE Ca KOM-
TUIEKCHUM KOebUIIMjeHTHMA PeIllBe y CKYIy KOMIUIEKCHUX OpojeBa, he OUTH joka3aH HemTo KacHuje, Te-
opema |4.40} kaga MPUKYMMMO JIOBOJLHO pe3yyiTaTa MOTPEOHUX 3a HherOBO JIOKA3UBAIbE.

Hednnunuja 1.1. Kounaexcan 6poj je uspas ooauxa a+bi, 20e cy a,b € R. /]ea komnaexcua opoja a+ bi
u ¢+ di cy jeonaka ako u camo axo je a = c u b = d. Ckyn ceux komnaexcHux opojesa oznauagamo ca C,
O0OHOCHO

C={a+"bi|a,beR}.

Enemenm ckyna komnaexcrux opojesa najueuthe obenedncagamo ca08om z, 00HOCHO z = a + bi.

ITpumeTHUMO J1a CTETIEHOBaeM UMAarHHAPHE je[IMHHUIIE, ¢, JOOUjaMO CaMO YeTUPU Pa3InInuTe BPEeAHOCTH
1 1a ce oHe pehajy nMUKIMIHO:

i=v-1,il=-1, 3= i=—i, i*=G?=(-1)?2=1, "= i=q =i ?=—1,...



Hauwme, Baxu:

1, n =4k, k € Z;

i, n=4k+1, keZ;
-1, n=4k+ 2, ke Z;
—i, n =4k + 3, kel.

Onepanuje Ha CKyIy KOMIUIEKCHUX OpojeBa ce AeuHUIITY Ha ciiejiehn HauuH:

1. cabupame:

(a+bi) £ (c+di) = (atc)+ (b+d)i;

2. MHOXEIbE:

a+0bi)-(c+di) =ac+ adi + bet + bdi” = (ac — + (ad + be)i;
b d di + bci + bdi? bd d+b

3. nebeme:

a+bi  a+bi c—di ac—adi+bci —bdi*  (ac+ bd) + (bc — ad)i

ct+di c+di c—di 2 — (di)2 - 2+ d?
ac+bd be—ad .

~EZiETa e’

OHo 1ITO ce JIaKO yoyaBa je Jia Cy omnepardje cabupama 1 MHOXeHa 100po AeduHucaHe, KOMyTaTHBHE U
acolMjaTUBHE Orepaliyje, OHOCHO 3a CBe 21, 22, 23 € C Baku:

21+ 20€C, z14+20=20+4+21, 21+ (22+23) =(21+22)+ 23, ¥ CIMIHO

Z1-2’2€(C, 21 %2 = 29" 21, Zl‘(ZQ'Z3):(Zl‘ZQ)'Z3.

HeyTpannu enemeHT 3a cadupame je 0, a 3a MHOXewe 1. VIHBep3HU elleMeHT 3a cadupare KOMILIEKCHOT

Opoja z = a + bi je —z = —a — bi. Y OIHOCY Ha MHOXe€Ib€, 32 He-HyJIa KOMIUIEKCaH Opoj z = a + bi,

VMHBEP3HU €JIEMEHT je % = a‘éjﬁfg ,jep

Y N 2 (12 2 12
(a + bi) - a—bi _ (a + bi)(a — bi) _a (bi) _a+b L
a? 4 b? a? 4 b? a? 4 b? a? 4 b?

KoHauHO, Baxy QUCTPUOY TUBHU 3aKOH
(z21+22) 23 =21-23+ 2223, 21,292,23 €C.

Jlakie, IMPEKTHO 10 Je(DMHULM]H Ce TIOKa3yje 1a CKYIl KOMIUIEKCHUX OpojeBa ca OBaKO Je(DMHICAHIM Olle-
paumjama (C, +, -) rpaau nosse.

Hedpunnnuja 1.2. 3a xomnaexcarn 6poj z = a+bi, a,b € R, kaxcemo da je a rwez06 peaaru deo u nuutemo
a = Rez, 0ok ce b nazusa umazunapuu oeo u nuuemo b = Im z. Axo je a = 0, kasxcemo oa je z = bi
UUCIO UMAZUHAPAH OPO].



JlakJie, 1 peajH! 1 UMarMHapHU A0 KOMIUIEKCHOT Opoja z ¢y peaiiHu OpojeBu. MoxkeMo Aa KOPUCTHMO
3aImc:

z=Rez+ilmz, Rez, Imz € R.

Hanomena 1.3. Hanomennmo 1a nosbe komiuiekcHux opojesa (C, +, ) Huje ypehero.

Nmajyhn y Buay na je R C C, nokaxmuMo aa He NMOCTOjU MPUPOIAHO MpOIIHpeme ypehema ca cKkyma
peannux O6pojeBa R Ha ckyn komruiekcaux OpojeBa C. Bpoj ¢ Huje peanan, te je ¢ # 0. [lokaxumo Ja He
Baxu H1 0 < ¢ Hu 0 > 4, OJHOCHO J1a KOMIUIEKCAH Opoj ¢ He Moxe J1a ce yropeau ca 0.

Axo 6u Baxwio 0 < ¢, oH#a Ou Kaga o0e cTpaHe HejelHAKOCTU IMOMHOXUMO MO3UTUBHUM OpojeM ¢

HejeIHAKOCT OCTala OdyBaHa, OJJHOCHO Bakuio 6u 0 < i2 = —1. MelyyTum, 0Bo HUje TauHO.
C npyre crpane, ako 6u 0 > ¢, oHa OM ce, Kaja 00e CTpaHe HejeIHAKOCTU MOMHOXUMO HEeraTUBHUM
6pojeM, HejeTHAKOCT TIPOMEHIIIa, Te 61 Baxkuio 0 < i2 = —1. JlakJie, oneT Jo6MjaMo KOHTPAMKIHjy. [

Kao miro cmo Buenu, komiiekcad 6poj z € C je jeauHcTBeHO ofpeheH CBOjUM peasiHuM AejioM a € R
¥ CBOjUM MMaruHapHuM feiom b € R, tako na je z = a + bi. dakie, cBakom ypehenom napy (a,b) €
R? oarosapa TauyHO jefiaH KOMILIeKcaH 0poj z = a + bi € C. Hasenena Gujekrnuja Ham omoryhasa na
YCHOCTaBUMO OHjeKinjy nu3mely eyxnnucxe[] pasan R? u ckyna kommiekcHux 6pojea C. 360r Tora ce
KOMILJIEKCHU OpojeBHU Hajuelihe mpe/ICTaB/bajy Y paBHA. XOPU3OHTAJIHA £ —O0Ca Ce MHTEPIIPETUpPa Kao peaHa
0ca ¥ Ha H0j Ce OYMTAaBa BPETHOCT PEaIHOT Jieia a KOMIUIEKCHOT Opoja z = a + bi, a BepTHKalHa y—oca
Ce Ha3uBa M MMarMHapHa 0Cca U Ha HOj Ce OUMTaBa BPEJAHOCT b UMAarHAPHOT JieJia KOMIUIEKCHOT Opoja z =
a + bi.

Hecpunnnuja 1.4. Mooyo komnaekcroz bpoja z = [W\ /] %
a-+bi € C,y osnayu |z|, je wezosa eykauocka yoa- L 2-04 \O ’L
JEHOCH 00 KOOPOUHAMHOZ2 NOUemKd, OOHOCHO 4

: PR (ﬂ\‘b‘)
|z| = Va? + b2.
IIpumep 1.5. Mopayo koMIuiekcHOT Opoja:
s il =0+1-i| =02 +12 =1;
« [3—4i] = /324 (—4)2 =05 O a R

N,
e

Moayo KOMILIEKCHOT Opoja je YBeK HeHeraTuBaH peajiaH Opoj, OomHOCHO |z| > 0 3a cBe z € C. Baxu:
|Rez| < |z| u|Imz| < |z|. Ako mocmartpamo [Ba KOMIUIEKCHa Opoja z1 = a + bi u 29 = ¢ + di, BUIUMO
ma je ca |21 — 22| maTo eyknmACKo pacTojame u3Mehy Tavaka (a, b) u (¢, d) y papau R?. 3aucra, Baxu:

|21 — 20| = |a + bi — (c+ di)| = |(a —¢) + (b—d)i| = /(a — ¢)2 + (b— d)2.

Ha ocHOBY Tora, ako eJMMo CUMOOJIMYKY JJa ONHUIIEMO CBE KOMIUIEKCHE OpojeBe KOjH ce 0] KOMIUIEKCHOT
Opoja zp Haymase Ha pactojamy r > 0, pehu hemo Ja cy TO TaKBM KOMILIEKCHH OpOjeBH z 3a KOje Baku
|z — 2| = r. Kopuctuhemo crnenehe o3Hake:

'Eyxumn u3 Asnekcanapuje (3. Bek Ipe HOBE epe) - AHTHUKM MaTeMaTHuap, 3a4eTHUK IeoMeTpHje
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S(z0,7) ={2€C||z—2]|=r}
je cepa (KpyxHHULIA) y KOMILIEKCHO] paBHH C;
B(zp,7) ={2€C||z— 20| <r}

je omeopena nonta (Kpyr, IMCK) y KoMiutekcHoj paBuu C.

N

Re

Hedpunnmuja 1.6. bpoj cumempuuan y oonocy na peaany ocy komnaexcrom opojy z = a + bi € C ce
HA3U8A KOMY208aH KOMNAEKCAH 6poj, U 03nauasa ca z. Badxcu:

z=a+W & zZ=a— b.
N\ e omepanyja Komyraugje ce go0Opo cllaxe u ca
W\ panuj Yy i P
- cabupameM U ca MHOXEHEM, OJHOCHO 3a CBE
Ll 1 Z=04 ba P A
5 : 21, 29 € C Baxu:
\ _— N N - -
' R 21t 2=21+2, Z1-22=21"2%2.
,: o ¢ 6 =z z2€GC;
- W * |zl =1z, 2€C;
ra=A-bl _ _
- r------ ix=a z+z Z—Z
* Rez= ulmz=——  zeC.
l 2 21
Jenan on Bpiio KOPUCHUX WICHTUTETA je:
z-z2=|z%

3auncTa, Heka je z = a + bi € C, Taga Baxu:
z-z=(a+bi)- (a—bi) =a® — abi + abi — b*i* = a® + b* = |2|°.
JlupekTHO ce no0uja, ynoTpeGoM 0COOUHA eyKIIUICKE METPUKE, 1a 32 MOJYO BaXe HEjeHAKOCTH TPOYIJIa:
|21+ 22| <z + 22| m lza] = [z2f] < 21 — 2.
TPUroOHOMETPHUjCKH 3aIKC KOMIUIEKCHOT Opoja z = a + bi € C nobujamo ynotpedom moaapHuX Koop-
muHaTa Tauke (a,b) € R2. Heka je caj kommiekcan 6poj z gaT ca z = x + iy € C. Beh cmo Buzenu na je

HEroBa yIa/beHOCT Ofi KOOPIMHATHOT MOYeTKa JiaTa ca |z|. AprymMeHT 6poja z, ITO 03HAUYaBaMo ca arg z, je
yrao koju nonynpaea Oz rpajii ca MO3UTUBHUM JIeJIOM peajiHe oce. Baxu:



* z = |z|cos(arg z) my = |z| sin(arg z);
° 2| = V2?2 +y? uargz = arctg Y (aKo je
x
arg z € (—n/2,7/2), unave Tpeda 10aTH TT);

* z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)), z € C\ {0}.

N
/7
e

0 R

IMpumetumo na je anreGapcku 3armuc KoMmIuiekcHor Opoja z = x + iy € C, rue je z,y € R, moropan
3a cBe KOMIUIEKCHE OpojeBe U jia moctoju 6ujexuuja usmehy R? u C. C apyre cTpaHe, TPUTOHOMETPH]CKH
o0k z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)), rme je |z| > 0 u argz € R, HHje MOrogaH 3a MPEACTABIbAE
KoMIUIEKCHOT Opoja 0, jep HHUje jacHO Koju yrao moiynpasa OO rpagy ca MO3UTHBHUM JIEJIOM peaiHe oce.
JlonaTHO, TPUrOHOMETPH)CKH 3aITHC HUje jeAMHCTBEH, jep je

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) = |z|(cos(arg z 4+ 2km) + isin(arg z + 2k7)), kelZ.

Axo0 OMCMO XKeJieH Ja IMaMO jeTMHCTBEHO MPeCTaB/bakhe KOMILIEKCHOT Op0ja y TPUTOHOMETPHjCKOM 00-
JIMKY MOpaJii OMCMO Jla OTPaHMYMMO CKYIT KOM TIpUIajga apryMeHT Ha UHTepBaJl Iy>KUHE 27, Ha TIpUMep
argz € [0,2m) wm argz € (—m, ] u camaHo. MehyTum, 0BO OrpaHnyerhe OM UMILTHIMPAIIO TYOJbebe
HEKMX BaKHUX 0COOMHA (DYHKIMje apryMeHTa, MoceOHO U3/BajamMo: arg(z) - z2) = arg 2z + arg zo (BUAeTH
(L.1)). Cem Tora, oBakBO BHIIIE3HAYHO IPE/CTaBIbabEe KOMILUIEKCHOT Opoja je MOHeKa] BeoMa KOPHUCHO jep
JETEeKTYyje CBa pellierwa ofpeheHe jeqHaunMHe, Kao ITO Cy OHE KOoje YKJbyuyjy KopeH. OBy unmbeHuny hemo
YCKOPO Y Mpenu3upaTH.

Kapna je HeonxomHO 1a Mperu3npaMo KOju yrao, OMHOCHO apryMeHT, hieMo MpupyKUTH KOMILIEKCHOM
Opojy 2, WM aKo KeIUMO Aa My IPUAPYKUMO CBe Moryhie Mpe3eHTallje UCTOBPEMEHO, KOPUCTHMO (CHUCTEM)
Pumanosd | nospuiu.

PumaHoBe ToBpIIM Cy 3arpaBo cucteM of OECKOHAYHO
MHOTO EYKJIMJCKHAX PaBHH, NIPU YeMy ce ca jelHe Ha
Jpyry Tpena3u Kpo3 3aceke (Kao Ha cauiu). 3acek je
MoJTympaBa Koja Kpehe n3 KoopauHaTHOT IOYeTKa 1 Ujie
y OWJIO KOM MpaBily. 3aceKk ce Y CBUM paBHUMA Haja-
3W Ha UCTOM MecTy. Tauka u3 Koje 3acek Kpehe, y oBoMm
cJIy4ajy Hyna, ce Ha3uBa mauka zpararea. CBaka paBaH
o0yxBara oOIicer aprymeHTa y nyxuHu on 27. Ha mpu-
Mep, aKo je 3acek Moj yrioMm of /4 y oqHOCY Ha Io-
SUTUBHHU JIEO peasHe OCe, OHJIA je jeaHa paBaH of 7 /4
10 97 /4, npyra on 97 /4 no 177 /4, Heka onet apyra of
—77/4 no 7 /4, utn.

Teopr ®punpux Bepuxapa Puman (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826—1866) - HeMauku MaTeMaTuyap
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Ha 6ucmo HampaBwm pa3iuky, y Oynyhe hemo euwesnauny dynkyujy apeymenma, oHy Koja Tauku 2
nozesbyje cKyn BpeaHoctu {¢ + 2km | k € Z}, cBux Moryhux HaumMHa Jia ce Kaxke KOju yrao oHa rpaim ca
MO3UTHUBHUM JIEJIOM pealiHe oce, 00e/IekKaBaTh BEJIUKUM ITOYETHUM ¢JI0BOM “Arg”. O3Haky “arg”, ca MaauM
MOYETHUM CJIOBOM, heMO KOPUCTUTH 32 21d6HY 2pany, ONHOCHO jeAHO3HAUYHY (KJIACHMYHY) (PYHKIHjY KOja
KOMIUIEKCHOM OpOjy z IPUIpPYXKYje yrao U3 jeHor yHarpen onpeheHor orcera nyxuHe 27. Hajuemrhe je To
uHTepBai (—, 7] wm [0, 27), anu Moxe OuTH 1 6mto Koju apyru (7,7 + 27|, 7 € R. AKo ¥ TO KeImMMo a
HarJacumo, ofakJie Kpehe rimaBHM MHTEpBal, ctaBuhemMo 7 y uHAEKC, arg, u Arg_ . Takohe, npuMeTute aa
CMO KOPHCTHUIIM UHTEpBaJle 3aTBOPEHE KaKo ca JieBe, TAKO U ca JIeCHe CTpaHe, 300T yoOuJyajeHuX KOHBEHITHja.
MehyTtum, To Hehe OuTH npenpeka 3a HacTaBaK pajia, Kao 1mrto hemo yckopo Buaetu. Jlakie, Baxu:

Arg 2z =arg, z + 2km, k € Z, roeje arg, z € (1,7 + 2.
IIpumep 1.7. [Nornenajmo Kako OMCMO OJIpeIMIIM apryMeHT Opoja —¢ Yy HeKuM off MOoryhux ciiydyajeBa:

* aKo GUCMO 32 OCHOBHH MHTepBaJ Oupayu [0, 27), oHga OM BaKUIIO:
3 3
argy(—i) = g € [0,2m), Argy(—i) = ?ﬂ + 2km, k € Z;

¢ JOK, aKO 3a OCHOBHM MHTEPBaJI 6I/IpaMO (—7'(', 7T], OHJa BaXXu:

arg_.(—i) = —g € (—m, ], Arg__(—i) = —g +2km, k € Z.

[pumetrmo 1a je y 00a ciyvaja ckymn BpeqHocTH Arg(—i) UCTH, a Ja ce pas3jMKyje caMo BPEJHOCT TJIABHE
rpase. 3aTo ce BPJIO PETKO UCTHYE BPETHOCT T, CEM aKO TO HHUje MOCeOHO BaXHO. Y KOMIUIEKCHO] aHAIM3H
je yobuuajeHo 1a ce 3a IaBHy TpaHy KOPUCTH UHTepBa (—1r, 7]. O

Beoma IIpaKTU4YaH HAYUH 3a IIPEACTaB/batb€ KOMIIIEKCHOT 6poja jC BEroB CKCHOHCHI_II/IjaJ'IHI/I 3aImmc, o11-
HOCHO

2= |z]e'®8 = |z|etA82 2 e C\ {0}
Ila GHCMO OBO MOKa3a/IH, OTPEOHO je 1a ToKakemo 1a Baxu Ojepod| popmysa:
e =cosy +isiny, yeR.

HaBejeHa jeqHaunHa ce npBu Ny T nojasuia y kwusu ~Introductio” Jleonapaa Ojnepa, o kome je v qoouia
ume, o0jaBibeHoj y Jlo3anu, IlIBajuapcka. ¥ HactaBky hemo mpeactaBuTH jeqan of Moryhux HauvMHa Ja ce
OjnepoBa dopmyia usBene.

[Monazehu on peanHe ekcrioHeHnMjaigHe GyHKIWje e, = € R, neMHAIIIIMO KOMITJIEKCHY E€KCIOHEeH-
uujanny ¢yskuujy f(z) = e*, z € C. IlpBo, pyHkmMja f Kaga ce MpUMeHH Ha peanaH Opoj z = = + 0i
Tpeba 1a Oyze jeqHaKa peanHoj eKCIOHeHIMjaHoj pyHKumMju, oqHocHo f(z) = e*, x € R. 3atum, Kom-
IJIEKCHA eKCTIOHeHIMjaaHa (pyHKIMja Tpeba 1a 3aJ0B0baBa HPABUIIO cabupara CTeNeHa, OQHOCHO 1772 =
e*te*2, 71, zo € C. OBo uMILIUIMPa

ef = e"TW = e%e, xz,y € R.

3 Jleonapn Ojnep (Leonhard Euler, 1707—1783) - mBajuapcky MaTeMaTiyap 1 pusnayap
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C 063upoM 11a je npeu ieo €%, x € R mosHart, ocTaje jom aa oTkpujemo mra je eV, y € R. Tpeha cTBap
KOja je KapakTepUCTUYHA 3a eKCTIIOHEHIIMjaaHy (PYHKIIM]y je Ja joj je U3BOA OMeT eKCIOHEHIIUjaaHa (pyH-
1uja, ogHocHo (d/dz)e” = e*, z € C. MehyTum, Mu joml yBeK He 3HAMO KaKo ce BpIIU AudepeHLrpare
KOMILIEKCHUX (DyHKIIMja, ajli OBJIE je 10BObHO Aa oapeaumo (d/d(iy))e” = e, y € R. Baku:

de'y

deZy o iy dy . iy dely . iy
— =c & - =¢ & — =ie.
d(zy) d(iy) dy
dy
Habe, Apyru U3BoA MO MPOMEHJBUBO] ¥ je
d%e® d ;
=%V = —e¥

ap
Axo obenexkumo ca g(y) = e, y € R, 3namo 1a je GpyHKIMja g TakBa 1a

9"(y) = —g(y)
9(0) =1, ¢'(0) = ig(0) = i.

ITo3Hato je #a je peuiewe oBe AUQepeHIrjaTHe jeJHauMHe APYror peJa ca KOHCTAHTHUM Koe(HlrjeHTuMa
obmka g(y) = 'Y = Acosy + Bsiny, y € R. Kopucrehu u gare noderHe ycioBe gooujamo aa je A = 1
u B = i, onHocHO fno6ujamo g(y) = cosy + isiny, a To je 6am OjnepoBa dpopmy:ia:

e = cosy + isiny, y € R.

3a y = 7 Ojnepoa popmyia nocraje nosnatu Ojnepos uaenTutet: €' + 1 = 0.
IMonazehu o1 TPUTOHOMETPHUJCKOT 3aTHuca, cafa AUPEKTHO JOOMjaMO eKCIIOHEHIUjaTHI OOJIMK KOMIUIEK-
cHor Opoja:

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) = |z|e! 8% = |z|e! 4182, z € C\ {0}.

Bupumo 1a eKCIoHeHIMjalHu 3alucC, Kao U TPUTOHOMETPU)CKHU, HUje jenuHcTBeH. Ha mpumep, ¢ = 1 -
e(m/2i = 1. 6(57T/2)Z, 1=1-e%=1-€2" —1=1-€"=1-e ™, uciamuHo.

Hanomena 1.8. Ilpe Hero mro HacTaBUMO ja IIOHOBUMO, CBaKU KoMILIekcaH 0poj z € C moxe na ce mpea-
CTaBM Ha jJeJUHCTBEH HAUUH Y a.12e0apCcKOM 00AUKY:

z=x+iy,  (z,y) €R?

u noctoju 6ujeximja usmehy C u R2. Ca apyre cTpaHe, MOHeKajl je BP0 KOPUCHO KOPUCTUTH mMpUzoHO-
MempUjcKu U eKCNOHeHYUjaHu 3anuc KOMIUIEKCHOT Opoja, aly OH HUje jeIMHCTBEH U He YKJbyuyje TauKy
z = 0. Tapma 3a cBaku komiutekcan 0poj z € C \ {0} mocroju (jemuHcTBeHO) 7 > 0 U (OECKOHAYHO MHOTO)
€ R Tako na je

2 = 1(cos p + isin ) = r(cos(p + 2kn) + isin(p + 2kn)) = re'? = rl($T2), ke Z,

rie je r = |z| u ¢ € Argz. lakie, KoMmekcan 6poj z = re’¥ = r(cos ¢ + ising) je oHaj 6poj koju
Ce HaJIa3u y IpeceKy KPyKHHMIE MOTyIPEYHNKA I Ca IEHTPOM y KOOPJMHATHOM MOYETKY M MOJMyNpaBe Koja
VICXOIM U3 KOOPIMHATHOT MOYETKA W TPAJH yrao ¢ ca MO3UTHUBHUM JIeJIOM peasiHe oce. [IpecinkaBarbe 13
(0,00) x Ry C\ {0} TakBo na (r, ) ciuka y z = 7€' jecTe cupjekuuja, alu HUje MHjeKLMja; TauHuje,
cimka he mpekpuTH Lelly KOMIUIEKCHY paBaH (Oe3 Hyie), anu he cBaka CIMKa MMaTH GECKOHAYHO MHOTO
OpUTMHAJIA.
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Tlambe, KoMILIeKcH 6pojeBu €Y, y € R cy yHUMO/YIapHH, OJHOCHO Tauke Ha jeIMHUYHO] KPYKHULIM Y

KOMILIEKCHO] PaBHH, jEP je
\eiy| = |cosy +isiny| = \/m -1

ITpumeTMO 12 BaXHU:

|le2‘eiArg(zlzg) =229 = |Zl‘ez‘Argz1 ‘Z2’eiArgzg _ |Zl‘|z2‘ei(Argz1+Argzg), 21,29 € C.
Opnasze, cem Beh mosHator upeHTUTeTA |21 22| = |21||22|, MOOMjamo 1
Arg(zy - z9) = Arg z1 + Argze, 21,20 € C. (1.1
Haracumo 11a oBaj MAEHTHTET He OM BaXMO 3a IVIaBHE IPaHe arg, jep MOXe Ja Ce JIECH, Ha MIPUMEp, 1a je
arg z1,arg zo = %’r € (—m, 7], ma 6u onna Tpedano arg(zize) = argz; + argze = %’r, Al OH HUje U3

untepsaia (—m, 7]. Takohe, cana ce nakie yoyaBajy 1 HeKe M30MeTpHUjcKe TpaHchopmanyje:

. im/2

iz —e iarg z

|z|e = |z|e!("/2Far82)  poranmja 3a yrao g,

7 — |Z|€—iargz

CUMeTpHja y OJHOCY Ha £ —OCy.
KonauHo, omMax 106ujamMo no3Hary MoaBpOByﬂ opmymy:
n in

(cosz 4 isinz)™ = ()" = " = cos(nx) +isin(nz), n €N, z € R.

Hanomennmo oqmax ga MoaBpoBa popMyita Baku caMo 3a cterieHe n € N, jep ¢y y KOMITIEKCHO] aHAIM3U
pallMOHAJIHU CTETeHH, OJTHOCHO KOPEHH, A U CBU OCTaJId CTElleHH, BUIlle3HauUHe (pyHKIMje. Y HACTaBKY
hemo To ¥ mokazaTH.

Cremnena ¢gysakimja 2", n € Ny je kiacuuna (jeqHo3HavHa QyHKIHja). Baxu:

2" = (rei“’)n = rle? neNy, >0, peR,
aJIi ¥ CBaKa JIpyra eKCIIOHEHIIMjajlHa pe3eHTalja KOMIUIEKCHOT Opoja 2 OM [jajia UCTY BPEJHOCT, jep BaXu:
2" = (rez(‘p"'%”)) = prei(net2nkm) rte'™?, keZ, neNy, r>0, peR.

/m

MehyTum, kopena pyskumja z'/™, m € N je BumesHauna pyskuuja. Haume, Baxku:

. 1/m 1 - pt2km 1. - 2k
/M= (rez(‘p+2k”)) =rmel Tm o = rﬁe’%ezﬁ, keZ, meN, r>0, peR.

Onasae Bunumo na hemo, Ha ipumep, 3a k = 0, 1, ..., m—1 godutH pa3nuuure BpeJHOCTH (HyHKIIUje 21/ m
a 3a octaie k he ce BpemqHocTy moHaBbaTu. Jlakie, pyHKIIM]ja m—TOr KOpeHa Y KOMIUIEKCHO] aHAJIM3H 3a
cako z € C\ {0} naje m pa3nuuuTuX BpeAHOCTH.

* A6pam e Moasp (Abraham de Moivre, 1667—1754) - (paHiycKn MaTeMaTHyap
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IIpumep 1.9. * 3a pa3iuKy of peajHe aHajIu3e, [Ie je JOrOBOPEHO /1a je KOPEH NO3UTHBHOTI Opoja yBeK
NIO3UTHBaH OpOj, Y KOMIUIEKCHO] aHAJIM3HM KBaJPaTHU KOPEH je CKYIl Off JBe BPEJHOCTH, U TO CBUX
OHHX KOMITJIEKCHHX OpojeBa KOju Kaja ce KBaJpHupajy Jajy aatu 6poj. Baxu:

V1= (e%”>1/2 =M k=01,
omHocHo v/1 = {e% €™} = {1, ~1}.

* M —THU KOPEHN KOMIUIEKCHOT Opoja z = re'¥ cy Tauke Koje ce
HAJa3e¢ HA KPYXHHIM TOMyTpEedHnKa /™ u rpaje npaBrIaH
m~—mroyrao. Ha npumep, Bpeasoctu /i he 6uru:

o 1/3
%:{(ez(ﬁ?’m))/ ‘k:0,1,2} .
- Ca sr am A\ /
:{ez(g—k%) ’k:0,1,2}:{ezﬁ,el%,el%}, \\ \c // //

~o _ -
KOje KaJia Cce HaLPTajy rpajie IpaBuIaH TPOYrao YIUCaH y jeau- r%li—
HUYHY KDY KHHILY.

1.2 Tomosomke KapakTePUCTHKE KOMILIEKCHE PABHU

Kao mro cmo Beh ucTakiu, jegaH of MoOJeNa 3a NpeACTaB/baibe MPOCTOpPa KOMIUIEKCHUX OpojeBa je
EYKJIMJICKA paBaH, Tie ce MEeTPHKa y CKYIMy KOMIUIEKCHHUX OpojeBa Moayaapa ca eyKJIMICKOM METPUKOM Y
paBHu. Jlakje, CBM TOMOJOIIKY MOjMOBH KOje heMo oBJe HaBecTH, paau KOMIUIETHOCTH W3Jiarama, ¢y Beh

MO3HATH TOTOJIOMIKH TI0jMOBH €YKJIMICKE PaBHH.
Oxkoauna mauke zy je cBaka otBopeHa jonta B(zg,r), r > 0. Kaxemo na je zg ynympawrea mauka
ckyna A C C ako nocroju > 0 tako ga je B(zp,r) C A. Ckyn A C C je omeopen ako U camMo ako je

CBaKO z € A yHyTpallltha Tauka cKyna A.
IIpumep 1.10. Ha nprexy cy gaTu npumMeps OTBOPEHUX CKYTIOBA.

R Yai\2-2:\L Y1 2 \2-2:\>\v
T 4

. 1 /

NN\ L
~ A \

,,\\\/ '\ ——

A% |2-2a\ <Y

p2

1
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Heka cy a1,a9,...,ap+1 € C pate Tauke u l,, &k = 1,2,...,n AyXH KOje Crajajy Tauke ag U Qpy1.
Vuuja nyxu l,, k = 1,2,...,n ce Ha3uBa noaueonasna aunuja. Ckyn A C C je noee3a1—E] aKo 3a CBaKO
21, 22 € A MOCTOjY MOJIMTOHATHA JIMHU]jA KOja X CTiaja U [eja JIexu y A.

IIpumep 1.11. IIpBu u Tpehn npuMep ckyna Ha LPTEKY je MOBe3aH JOK JIPyTH HUje.

Hedunnnnuja 1.12. Obracm je omeopen u nosezamn ckyn.

Tauka 29 € C je pyona mauxa ckyna A C C ako cBaka okonuHa Tauke zg cede u A u C \ A. Tauka
2o € C je mauka nazomunasara ckyna A C C ako noctoju Hu3 {2, fneny C A Tako naje z, # 29, n € N
u limy, o0 2, = 20. Ckyn A je 3ameopen ako U caMo aKo je KOMIUIEMEHT OTBOPEHOT CKYIIa; MJIM aKO U CaMO
aKo CaJpKU CBe CBOje pyOHe Tauke; WM aKO U CaMO aKo CaJpiKK CBE CBOje Tauke HArOMUJIABAmbA.

Ckyn A je ozpanuuen axo nocroju R > 0 tako ga je A C B(0, R). Kao u y peanHoj aHamu3u Moxe ce
nokazaru 1a je ckyn A C C xomnaxman ako v caMo ako je 3aTBOPEH W OrPaHUYCH; WM aKO U CaMO aKo
CBaKkM HU3 y A MMa KOHBEpreHTaH MMOHU3 Y A; WK aKO M CaMo aKo CBaKM OTBOpeHH MOKpuBad { Oy }xcp 0f
A, omrocro A C U)\GA O), IMa KOHa4aH MOTIOKPHBaY, 0fHOCHO A C Uie{17.."k} Oy, -

IIpumep 1.13. IIpumepn KOMIIAKTHUX CKYIOBa ¥ OHUX KOjU TO HUCY.

N° j2-2al &V 2?7 <l2-2w\ 4

ZATBOPEW + OT PAHUMMER ZATROPE & | A\ HWOE  3ATWPEW AN
= VOMDALTAM MIMYE  OTPAWAMEW 2eCE ol Pavauv bl
=5 WWOE KoM ALTRR D e WOMOAKTAN

O]

Ha kpajy, HaBemhemo 1 TeopeMy O HU3y YMETHYTHX KOMITAKTHUX CKYIOBa, Kamopovf] TIPUHIIMII, KOja
he 6utu kopumheHa y HaCTaBKy u3jarama. 3a orpanuded ckyn A C C, dujamemap cxyna A ce nedpunmiie
Ha crieiehn nauun: diam(A) = sup, ¢4 |2 — w|.

>Onmra TONONOrKja Pa3jMKyje H0jMOBE IOBE3AHOCTH, JIyUHe TIOBE3AHOCTH U TIONHIOHAIHE HOBE3AaHOCTH, aJIM KOJ OTBOPEHHX
CKYIIOBa Cy OBH IIOjMOBH €KBUBAJICHTHU.

STeopr Kaurop (Georg Cantor, 1845-1918) - HeMauKy MaTeMaTHyap U yTeMe/bHBay TEOpUje CKyIoBa
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Teopema 1.14 (Kanropos npunnun). Heka je A1 O As O -+ D A, D ... onadajyhu Hu3 nenpasznux
komnakmuux ckynoga, maxeux oa diam(A,) — 0 kada n — oo. Tada nocmoju jeOuncmeena mauka
w € Cmakea da je w € (), oy An-

1.3 KoHBepreHmyja y KOMILIEKCHOj paBHH

VY 0BOM MOIIaBJby MCIHUTYjEMO KOHBEPIeHIMjy YU IPaHUYHE BPEAHOCTH KOMIUIEKCHHUX OPOjHMX HHU30Ba
u penosa. Ckyn komiuiecHux OpojeBa C hemo mocmarpaté Kao METPHYKHU MPOCTOP ca METPUKOM |z| =
| + iy| = Va2 +y?, 2z € C, koja ce, kKao mTo cMO Beh HaBeJHM, MOKJIAMNA Ca €yKJIUICKOM METPHKOM Y
PaBHH.

1.3.1 KomiuieKCHH OPOjHI HU30BH
Nedunnmuja 1.15. 3a nuz komnaexcnux 6pojesa { zy, fnen kadcemo 0a konsepeupa ka zoy € C, u nuwemo
lim z, = 2o,
n—oo
aKo U camo aKo 8adiCu:
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)  |zn — 20| < e.

Cneyujanro, numemo

lim z, =00 < (YM >0)(3Ing € N)(¥Yn >ng) |zn] > M.

n—oo

] ¢
LTS
s AN
7 ~
' 5 2o \\ KomMruiekcHy paBaH cMo, ©3Mel)y ocTasior, MOJIEIOBAIIN U €Y KJIU/I-
wh o . .
/ /’ .\ ckom pauu R?. Mimajyhu To y BHy, Kao U y peasiHOj aHAIU3H,
\ ;e o) _ MOpaMo yBEK MMaTH Ha yMy Jla KOHBEPI€HTaH HU3 KOMIUIEKCHUX
N N “..g Zo / ' OpojeBa {2y, }neN MOXE [1a IPUJIA3H CBOjOj IPAHMLIM 2( U3 PA3HUX
e Y, npasaria.
™ 7/
~ N 7
i

ITpumep 1.16. AHajorHO Kao y pealHoj aHAJIM3U MOXKE ce MOKa3aTy /1a BaXu:

0, gl <1
1 =1

lim ¢" =<{ . 4

n—00 HE TIOCTOjH, lgf =1, ¢ #1
00, g > 1.

Ha npumep, MOry c€ rnmokasaTtu cne)lehe rpaHUYHE BPpEAHOCTU.
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S\ M
1. Baxu lim (;) = (. Tpeba nokazaTtu

n— oo
i\" 1
(VE>0)(E|TL0€N)(VTL>H0) ’(3) —0‘ :37 < e.
Baucra, ako 3a faro € > 0, nzabepemo na je no = [logy/z€] + 1, nobujamo na 3a n > ng Baku

1 1 1) o813

2. I'pannna Hu3a {i"},cn He noctoju. [locMaTpaHu HU3 je MEPUOAMYAH M TO TAaKO /1a Ce CEKBEHIA Off
4yeTupu paszimuuta Opoja ¢, —1 — ¢, 1 HempecTaHo MOHABJbA:

i, —1,—i,1,4,—1, —i, 1,4, —1,—i, 1,4, —1,—i,1,...

-~

JacHo, HU jeJaH KOMIUIEKCaH Opoj HeMa OCOOMHY [la C€ Y HEerOBOj OKOJIMHH Hasla3e CBU (CEM €BEHTY-
aJIHO KOHAYHO MHOTO) YJIaHOBU OBOT HM3a.

3. Baxwu lim,, o0 (1 + 6¢)™ = co. Tpeba nokaszatu

(YA > 0)(3no € N)(¥n > no)  |(1+60)"| = (V37)" > M.

no

Hexa je nato M > 0. Ako je ng = [log, g7 M| + 1, Taja 3a n > no Baku <\/ 37)n > (\/ 37) >
log gz M
(va7) ™" = O

Hanowmena 1.17. Heka je 1at HU3 KOMILUIEKCHUX OpojeBa {2y, fnen = {@n + 1Yp fnen. UcnuTrBame rpanu-
YHEe BPEJHOCTH HU3A KOMNAEKCHUX Opojesa { zy } neN MOKE J1a ce CBejie Ha UCIUTHBAbE IPAHNIHIX BPEJHO-
CTH HU3084 peannux O6pojesa KOju HACTA]y Off pealHuX {T, }neN U UIMariHapHUX JeJI0Ba { Yy, }neN WIaHOBA
oBor Hu3a. Haume, Baxu:
lim z, = lim (z, + iy,) = wo = up + vy & lim z, =uy A lim y, = v.

n—oo n—o0 n—oo n—oo
(=) Heka je nato ¢ > 0. Taga u3 lim,, .~ 2, = wp crean ga mocroju ng € N Tako ma 3a cBe n > nyg

BaXU |z, — wp| < €. OmaBae oqMax Jo0UjaMo aa 3a 1 > 1 BaXu:

| Ty, — uo| < |zp —up + i1(Yyn — vo)| = |20 —wo| < € = lim z, = ug;
n—oo

|y — vo| < |Zn, — uo +i(yn — v0)| = |20 — wo| < € = lim y, = vp.
n—oo

(<) Heka je nato € > 0. Taga u3 lim,,_, o &, = ug mocroju n; € N TaKo aa 3a n > ny BaxH |, — ug| <
£/2 uu3 limy,, o0 Y = v mocTOjU Ny € N Tako ga 3a n > ng Baxku |y, — vg| < £/2. Cana 3a
np = max{ni,na} U n > ng BaXM:

|z — wo| = |xn + iyn — (up + 1vo)| = |zn — uo + i(yn — vo)|

< |xp —uol + lyn —vo| <e/2+¢/2=c¢. O

Kako rmoHekaj HUje J1ako WASHTU(UKOBATY I'PaHUYHY BPEJHOCT HU3a U TaKO MCIIUTATH KOHBEPreHLH)Y
HHU3a, KOPHUCHO j€ UMaTH U APYTd KPUTEPHUjyM 3a MOTBpHUBambe KOHBEPIeHINjE HU3a, KOjU KOPUCTH CaMo
eJIeMEeHTe CaMOor' HU3a.
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Nedunnmumja 1.18. Huz komnaexcrux opojesa { zy } nen Hazueamo Komujea[] HU3 KO U CAMO aKo 8AJICU:
(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n > ng)  |zn — 2m| < e.

Nmajyhu y Buny Hanomeny [1.17] kao u ucroBetHoct KommjeBor u KOHBEPreHTHOI HU3a HA PEasHOj
MpagBoj, 3aK/byuyjeMo Ja cy KoMriekcHu KolmjeBr HU30BM HCTOBPEMEHO M KOHBEpPreHTHH. TauHwMje, BaKu
HapeHO TBpheme.

Teopema 1.19 (Kommje kputepujyM KOHBEpreHIyje HU30Ba). Hu3 komnaekcHux 6pojesa je koneepeeHmau
ako u camo axo je Kowujes.

Opnasne mupekTHO nodujamo cienehy Teopemy.

Teopema 1.20. Ckyn komnaecrux 6pojesa C je komnaemar.

1.3.2 KommuiekcHu 6pojHH peoBH

. . o0
Hedunmmmja 1.21. Peo je opmanu sanuc o6auka co+ci+ -+ +cn+. .., uau exeusasenmuo y .= c;,
20e cy cj komnaexcuu opojesu. Osnaka s,, n € N ce kopucmu 3a cymy npeux n+ 1 uranosa nocmamparoz
peoa, s, = Z?:o Cj, U HA3UBA N—MA NAPYUJANHA cyma damoz pedad. Ako Hu3 napyujarrux cyma {sp fnen

. [o'e) .
UMA 2PAHUYHY 8PEOHOC S, OHOA 3a 0amiul ped Kancemo 0d je KOHEeP2eHMAH, U NUMEMO S = » =0 Cj’
uHaue, 3a 0amu peo Kaxcemo 0d je OudepzeHman.

Jlema 1.22. Hexa je ¢ € C npouzsoman komnaexcarn opoj. [eomempujcku ped Z;O:O ¢l je konsepeenman
3a |c| < 1, odnocno eadxcu:

o
A - 1
1+C+C2++C]+:E 07:17_0 3a |C|<1
j=0

3a |c| > 1 2eomempujcru ped dusepeupa.

Hoxka3. Tlpumetmo npBo 1a je:

(1-c¢) (1—|—c+c2+-~+c”) =l4c+c+ 4 —c—F - - =T =1L
Hame, uMajyhut IpeTXoqHy jeJHAKOCT y BULY, BaXKH:
1 Cn+1
—— (1 24 ) =
e (I+c+c+--+") -

Tpeba na mokaxemo Ja je Hu3 naplyjajHuX CyMa KOHBEPreHTaH, Wid MPeLu3Huje, 1a je

1
lim s, = lim (1—|—c+02+---—|—c"): & lim< —(1+c—|—02—|—---+c”)>:0
n—00 n—00 1—c¢c n—oo \ 1 —c¢
n+1 1
< lim ¢ = lim "t =0.
n—oo 1 — ¢ 1—c nox

Caja TBpheme TeopeMe AMPEKTHO CJIEH Ha OCHOBY YHECHHLIC 1a TeOMETPHjCKM HA3 KOHBEPrUpa Ka HyJd
jenuHo 3a |c| < 1, Ipumep O

"Orucren-JIyj Ko (Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857) - paHIlycKH MaTeMaTiuap, WHKEHep 1 pu3uap
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VY HactaBKy hemMo HaBeCTH HEKOJIMKO KOPMCHUX METOJa 32 UCTIUTHBAe KOHBEPreHIje KOMITIEKCHUX
OpojHux pemoBa kopuctehu Beh mo3Hare pesyiaTare, YIIABHOM M3 peajHe aHaiu3e. TeopeMe yIiiaBHOM
Hehemo noka3mBary, jep cy MOKa3u aHAJOTHU OHMMA Y PeajHOj aHATN3H.

ITpumenom Kommjesor kputepujyma 3a KOHBepreHuujy Husosa, Teopema [I.19] Ha Hu3 nmapuujamaux
cyMa fator OpojHor pelia, nodujamo cienehy Teopemy.

Teopema 1.23. Ilompeban u 0060san yYca08 0a ped KOMNAEKCHUX Opojesa Z?io cj KoHeepaupa je oa

m

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm > n > nyg) Z cj| <e.
j=n+1

Teopema 1.24 (Vnopennu tect). Heka je jo € No u nexa 3a unanoee komnaekcnoz 6pojHoz peoa c;j, j €
Ng saorcu:

il < Mj,  j = jo.

Ako je (nosumuenu peaanu 6pojuu) ped »
6pojuu) ped y 22 cj.

> . M, konsepzenman, onoa je koneepzenman u (KOMNAEKCHU
Jj=jo =7

[o.¢] . . o
3apen ) cj KaKEMO Jia je ancoqyTHO KOHBEPreHTaH ako je KOHBEpreHTaH pe Y [¢;[. Ynorpe-
GOM YIIOpEIHOT KPUTEPHjyMa 3a KOHBEPIeHLH]Y, AMPEKTHO JOOMjaMo /1a je CBAKHU arcojly THO KOHBEPreHTaH
PEJl U caM KOHBEPIeHTaH.

Teopema 1.25 (KomumyHMYKY WA I[anaM6epo tect). Heka 3a unanose peda Z;io cj eajicu:

Cj+1
j

lim sup = L.

j—00

Jamu peo Z;io cj 3a L < 1 xoueepeupa, 3a L > 1 dusepeupa. 3a cayuaj kaoa je L = 1 mecm je
He0O0AYUaH, OOHOCHO NOCMOje NPUMeEPU U KOHBEP2ZEHMHUX U OUBEP2EHMHUX PedO0Ed.

VY cayyajy kana je L = 1, Moxe ce IPUMEHUTH Paa6eo TECT.

Teopema 1.26 (PaabeoB Tect). Heka 3a uaanose peda Z;io cj eaxcu:

lim sup [j < - 1>] = L.
Jj—o0

lamu peo Z]O‘io cj 3a L > 1 xoneepeupa, 3a L < 1 ousepeupa. 3a cayuaj kaoa je L = 1 mecm je
HeoO0AYuaH.

G
Cj+1

Teopema 1.27 (Kopenun nnu Kommjes tect). Hexa 3a uaanose peda Z?io cj eajicu:
limsup {/|a;| = L.
Jj—00

lamu peo Z]O‘io cj 3a L < 1 xousepaupa, 3a L > 1 ousepzupa. 3a cayuaj kaoa je L = 1 mecm je
He00AYUaH, 0OHOCHO NOCMOje NPUMePU U KOHBEP2EHMHUX U OUBEP2EHMHUX PEO0EA.

8an Batuct ne Poux 1’ Anambep (Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, 1717-1783) - dpaniycki MatemaTiuap, 6aBHO ce 1
MEXaHUKOM, (pU3UKOM, (pr1030(h1joM U TEOPUjOM MYy3UKE
°Joced JIynsur PaGe (Joseph Ludwig Raabe, 1801 — 1859) - mBajuapcky MaTeMaTiyap
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1.4 PumanoBa cdepa u crepeorpadycka npojexknuja

Cem eyksmzckoMm pasuu R?, mosmbe kommiekcHux O6pojepa C ce mopenyje u Pumanosom chepom S.
BujekTuBHO npeciukaBawe u3Mely PumaHoBe cdepe U eyKIMICKe paBHU Ce Ha3UBa cmepeozpaghcka npo-
jexuyuja.

PumanoBa cepa je cdepa y npoctopy Oe3 jeHe Tauke, a oBje hemo OupaTu Aa je To jeauHu4Ha chepa
y mpoctopy 6e3 cesepHor nona N (0, 0, 1). 3a eykiuacku Mojes KOMIUIEKCHHX OpojeBa hemo y3eTu Koop/u-
HaTtHy zy—pasaH. CTepeorpad)cka NpojeKiuja je IpeciuKaBarmbe Koje Tauku A € S mofesbyje Tauky z € R?
TaKoO Jia je z TpeceK xy—paBHU 1 nonymnpase pp(IN, A), u 0OpHyTO.

[IpBO mTO youaBamo je fAa ce Tadyke ca eKBaTopa
clMKajy came Ha ceGe. 3aTWM, Tayke ca CeBEepHE
THOJTYJIONTE Ce CIIMKAjy Y CHOJbAIIBOCT KPYKHHIE
|z| = 1, omHOCHO ekBatopa, a Tavyke ca jyKHe Mo-
JTyJIONTe y YHYTPAIIHOCT KpyXKHHULE | 2| = 1.

Heka tauka A € S Wma npocTopHe KOOpauHATe
A(u,v,w). Tana Baxu u? + v? + w? = 1. Heka
ce Tauka A € S cimka y Tauky z(a,b) € R?, u 06p-
HyTo. Hamomennmo fa Tauka z Kajga ce nocmarpa y
npocTopy MMa koopauHarte z(a, b, 0) € R3.

Vv

IMpernocTaBuMO NMPBO Ja je Jara Tayka z M Ja Tpeda ga oxpeaumo Tauky A. Tauke ca monymnpase
pp(N, z), toe je N(0,0,1) u z(a, b, 0), cy obnuka

pp(Na Z) = {(ata bta 1- t) | t2> 0}
Konauno tauka A je npecek cepe S u nonynpase pp(N, z), Te Baxu:
(at)* + () + (1 -t)* =1
@+ 4+ 1) +1-2t=1
t2(a® + b2+ 1) =2t
‘ 2 B 2
a2+ 22 +1

t=0 VvV
3at = 0 godujamo Tauky N (0,0, 1), a oHa HHje TpakeHO pellere, Tako Ja ce Tauka A noduja 3a t =
2/(|z|> + 1). Baxku:

2 2 2
A b 1—
<a EEES RS, yz\2+1>’

OIJHOCHO

(1.2)

2Rez 2Imz |2]?—1
|22+ 17 |22+ 17|22 +1)°

O6pHyToO, aKo je nata tauka A(u,v,w) € S, ¢ 063upom gau A € pp(N, z), Tauky z(a, b, 0) nodujamo
U3 CHCTEMA:

at =u A bt =v A 1—t=w,
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OJlaKJIe je

u v
—.,0]).
Z(l—w’l—w7 )

Bupenu cMmo fa ce Tauke ca ekBatopa crepeorpadCKoM MpOjeKIUjoM CIIMKajy came Ha ceOe. JyKHH Mo
S(0,0,—1) ce camka y KOOpAMHATHH ToyeTak, a ceBepHu N (0,0, 1) Hema ciuky. MehyTum, Tauke A Koje
Texe Ka IV ce CIMKajy y Taduke z TakBe jga |z| — oo. 300r Tora ce kaxke aa je N ciMKa oo U3 MpOIIMpeHe
KOMIUIEKCHE PaBHU C=Cu {oc}. Ha oBaj HaurH Gu ce Moria ycrocTaBUTH Oujekiuja usmely uene cdepe
S U {N} u npoumpeHe KOMIUIEKCHE PaBHH C. Oxonuna Tauke N Ha cepu je kanoTa oko Tauke [V, a lbeHa
crepeorpadcka Mpojekiuja je Cno/balllboCcT KpyXHule |z| = R 3a Heko Benmko R. Kopucrehu oBo kao
MOTHUBAIIH]Y, Y KOMIUIEKCHO] aHAIM3KU OECKOHAYHO JlajieKe TauKe ce TPETHPajy Kao jeJjaH eJIeMEeHT, KOju ce
03HayaBa ca 00, a OKOJIMHE eJIeMEeHTa 0O Cy OTBOPEHHU CKynoBu: |z| > R, R > 0.
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I'naBsa 2

PyHKIHje KOMILIEKCHE IIPOMEH/bHBE

LleHTpaiHu 1mojamM KOMIUIEKCHE aHATM3E j€ (PYHKUUjA KOMIAEKCHE NPOMEHbUBE CA 8PEOHOCUMA Y KOM-
NAeKCHOJ pasHu, HauMe

f:DjcC—D,CC
w= f(z), zé€Dy.

2
-1
IIpumep 2.1. f(z) = ;74_1, z € C\{—i,i}. O

Kako cy v opuruHai z u cJiMka w KOMIUIEKCHU OpOjeBU, MOXEMO MX BUAETH Kao 2z = x + iy, =,y € R
nw =u+ i, u,v € R. ®yHknyja f ce caga Moxe HAIUCATU Y OOJIUKY

f(z) = flz+iy) =w=u(z,y) + iv(z,y), z€ Dy CC,
e ¢y u, v : Dy C R? — R peanne QyHKumje.
Ipumep 2.2. Hekaje w = f(z) = 22 + 2z, z € C. Tama je
w= f(2) = flx+iy) = (x+iy)* + 2(x +iy) = 2> + 2izy — y* + 22 + 24y
= (2% — y?® +22) + i(2zy + 2y),
oJlaKJjie J00ujaMo
u(z,y) =2 —y* +22 A wv(zr,y) =22y +2y, (z,9) € R% O

C 0631poM /1a 3a Tpe/ICTaB/bake KOMILIEKCHOT Opoja 2z KOpUCTHMO paBaH R?, 3a 1pTame rpauka Kom-
niekcHe ¢ynkimje w = f(z), z € Dy C C 6u Ham Tpe6ao 4-IMMEH3MOHATHHI IPOCTOP R*. OBaj npo6em
ce MoHeKaJl NpeBa3ua3u Tako IITO Ce YeTBPTa JUMEH3Hja IpeacTaBba 00joM, au Mu hieMo OBJie OJBOjEHO
LPTAaTH JOMEH 1 KOIOMEH, CBaKH Y CBOjOj KOMILJIEKCHO] PaBHHU.
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Ipumep 2.3. T'paduuku npeactasutu hyukuujy f(z) = f(x + iy) = 22 + 24, |2| < 1. Younmo Hajmpe,
naje u(z,y) = x> mv(x,y) = 2; 3atum, kaga je |z| < 1 ongaje x € [—1,1], te je u(z,y) = =% € [0, 1].

@
;L;_‘\:th- 2
//_x/\

s

w :,4«\4.—?,"L
meloy1]

O

Ipumep 2.4. T'paduuxu npeacraputu pyukumjy f(z) = 23, |z| <2, Im z > 0. Y oBoM clyuajy, KOPHCHO
je z mMcaTi y eKCroHeHIMjalHoM O0JIMKY, ITa Cy Tauke JoMeHa obimka z = re'?, r € [0,2], ¢ € [0, 7).
Crmke w cy Tafa oomuka w = pe'® = (re’?)? = r3e3¢, 1 € [0,2], ¢ € [0,7]. Jdakne, Baxu p € [0,8] u
¢ €10, 3n].

@ 4(2>=2> )
/’_\
>
/s
D L AL L =
77 7 7
_ LY
‘o |- z=ve™ w=vie =L/
Pelomd - - -- = 3pelo>W]
\fec,;,%‘—] .- - 3pelo2nd

[MpumeTnmo na oBako neduHucaHa yHKIM]a HUje OUjeKIja, jep Tauke U3HAJ peasiHe oce y KOIOMeHY
umajy 1o jiBa opuruHaia. [la 6u gyHkiuja f 6mia Oujekiija HEONXOHO je PEeCTPUKOBATU JOMEH Ha CKYII
{zeC|lz| <2, argz € [0, &)} O

1
ITpumep 2.5. Musepsuja je npeckasatbe u3 C \ {0} y C\ {0} mato caw = —, z € C\ {0}. ITokazatu
z

Ila MHBEP3UjU ofrosapa porauuja Pumanose cdepe 3a 180° oko z1—oce.

X3
TN Hexka je z nmpousBossHa Tauka y C \ {0} u A meHa mpo-
A jekuuja Ha PumanoBy cepy obmuka A(aq, ag, a3). He-
Kaje w = — W HeKa je B mweHa npojekija Ha PumaHoBy
z
cepy odsmka B(by, by, bs). Mu Tpeba a mokaxemo aa
tauka A ca PumanoBe cdepe HakoH poraiuje Te ce-

pe 3a 180° oko x1—oce m0Ja3u Ha MONOXKaj Tauke 3,
OJTHOCHO J1ia je a1 = by, as = —byuasz = —b3.
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Ynorpe6om popmyse (1.2) nodujamo aa je

2Rez 2Imz |2)2—1
22417 z2+ 17 |2)24+1)

_Rez—ilmz Rez Imz

2z P PP

1
U |w| = —. YBpuraBajyhu

E

1

Kako je w = —, mobujamo aa je w =
z

10 y hopmyiny (1.2) mobujamo

2Rew 2Imw |w[*—1Y) 2Rez —2Imz 1— |22
w2 +1" w2 +1" |w2+1) T4+ 2127 1+ 212" 1+ 22)

Te 3aKMCTa Baxe TPaKeHe pelalyje. O

2.1 HenpeknaHocT KoMILIeKCHe (PYHKIIHje

Hedunnnnuja 2.6. Heka je komnaexcha pynxuuja f decpunucana y nexoj okoaunu mauke zo. Kasxcemo oa
Je wo epanuuna epeonocm ynxuuje f kaoa z mescu 2y u nUUEMO

lim f(Z) = Wo,

Z—rZ20

aKo U camo aKo eaxcu.

(Ve > 0)(3d(e) > 0)(Vz € Df) 0<|z—2) <8 = |f(z) —wo| <e.

4 /l v T
) ; 58

/ g \
/,__—\ [ ) g
,‘f/_/e ~\ ! e '
\ 2—0 A \ ( Q ) (
\ /s 6 Ay, !
k,_‘/ - \\ ’ -~
= > — N i 7

Cneyujanro, numemo

lim f(z) =wo & (Ve>0)(3K(e)>0)(Vze€ Dyf) 2] >K =|f(z) —wol| <e¢;

Z—00

li_}m f(z) =00 & (VM >0)(30(M)>0)(Vze Ds) 0<|z—2|<d =|f(2)] > M;

2—20

liﬁ\m f(z)=00 & (VM >0)3K(M)>0)(Vze€ Dy) |2 >K = |f(z)| > M.
Ipuvep 2.7. Tokaxumo aa Baxu lim,_,; 22 = —1.

Tpeba rokazatu
(Ve > 0)(36(e) > 0)(V2€C) 0<|z—i|<d = [ — (1) <e.

3ancra, ako 3a gato £ > 0 u3abepemo d = min{e/3,1}, Tamaza 0 < |z —i| < d Baku |z + 4| < |z] + 1 <
24+1=3mu

|22+1|:|(z—i)(z—|—i)|:\z—i\|z—i—i|§|Z—i|-3<§-3:e. O
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Teopema 2.8. Heka cy ¢pynxuuje f u g oecpunucare y nexoj okoaunu mauke zy. Ako je lim,_,. f(z) = A
ulim,_,., g(z) = B, onda eaxcu:

1. lim (f(2) £g(2)) = A+ B;

Z—r20

2. lim,,,, f(2)g(z) = A- B;

A
3. lim /() = —, 20e je g(2) # 0 y nexoj oxoaunu mauxe zo u B # 0.
=0 g(z) B

INoHekan je KOpHCHO KOPUCTUTH CEKBEHLMjATHI KPUTEPHjyM KOHBEPIeHIIje, ToceOHO Kaa je MoTpeOHo
II0Ka3aTy Jja ogpeheHa rpaHuYHA BPeJHOCT HE BaXKH.

Teopema 2.9. Heka je coynxuuja f oecpunucana y nexoj okorunu mauke zg. Taoa je

lim f(z) = wo
Z—20

aKo U camo axo 3a ceaKu Hu3 KOMRAEKCHUX 0pojesa { zp }nen C D Koju koneepeupa ka zo éasicu

lim f(z,) = wp.
n—o0
[Tornappe hemo 3aBpIIMTH IOjMOM HEMPEKUAHOCTH KOMIUIeKCHe pyHKuuje. Hapenthemo nepununyjy u
OCHOBHE 0COOMHE HenpeKUIHUX (pyHKIM]ja 6e3 0Ka3a, jep Cy OHU WASHTUYHM JIOKa3MMa U3 peajiHe aHaju3e.

Hedununuja 2.10. Heka je pynxyuja f oedpunucana y nexoj okoaunu mauke zy. Tada je pynxuuja f
HenpeKuoOHa Yy mauku zy ako u camo ako je lim, ., f(z) = f(z0). @Pynxuyuja f je nenpexuona na ckyny
S C Dy ako u camo axo je HenpeKuoHa y céaxoj mauku ckyna S.

Teopema 2.11. Axo cy ¢pynxyuje f u g nenpexuone y mauku zy onoa cy mo u pynxuuje f £ gu f - g; axo
Jje, 000amno, pynKyUja g HeHyaa y HeKoj OKOAUHU mauke zy OHOA je Henpekuona u gynxuuja f/g.

Baxxu 1 TeopemMa 0 HelpeKUAHOCTH KOMITO3MLIMje HenpeKuHUX (pyHKuyja. Ha oBaj HauMH, y3 mpeTxoanHy
TeopeMy, MOYEBIIH O]] eJIeMEHTapHUX (PYyHKIIMja, KOje Cy HEeNpeKuaHe, J001jaMo MIMPOKY KJIacy HellpeKua-
HUX (PyHKLHjA.

Teopema 2.12. Ako je dpynruuja [ nenpexuona y mauku zo, a yuxkyuja g nenpexuona y mauxu f(zp),
onoa je pynxuuja g o f nenpekuona y zo.

IIpumep 2.13. YV npeTXoqHOM NpUMEPY CMO BUJEIH Jja C€ TUPEKTHOM MPUMEHOM JAeUHHUIM]jE TIOKa3yje Aa
cy komIUtekcHe crenene gyHkuuje f(z) = 2", n € N Henpekuase Ha C, a 1ako ce BUIM Ja je HeNpeKuIHa
¥ KOoHCTaHTHa yHKIMja f(2) = ¢, ¢ = const. OBO UMILTMIMPA, YIOTPEOOM MPETXOAHMX TEOPEMa, 1a Cy
HETIPEKUJHU:

* MOJMHOMHU: ag + a1z + -+ + a2, 2 € Cn

ap + a1z + -+ + ap2"
bo +biz+ -+ by 2™

* panuoHaiHe QyHKIHje: 3aby+biz+ -+ by2™ #0. U
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Hanomena 2.14. AnanorHo kao u'y Haniomenu |(1.17} Moxe ce moka3atu qa rpaHIYHA BPEAHOCT (HENPEKU/I-
HOCT) (pyHKIIMje MOXe Jja Ce UCIHUTA ITOCPEICTBOM IPaHUYHE BPeTHOCTH (HEMPEKUJHOCTH) HEHOT PEaHOT U
MMarvHapHor jena. Baxu:

lim f(z) = lim T+ iy) = lim u(x,y) + 1v(x, = wy = ug + w
lm )=t fasip) = lim () + o) = w = o+ it
-
lim u(x,y) =ug A lim v(z,y) = vg. O
o) " TN By Y =

IIpumep 2.15. Caga ommax mo61jamo J1a je KOMITIEKCHA eKcIioHeHInjaHa ¢pyHknyja e®, z € C Henpekua-
na Ha tenom C, jep je oOmuka e* = e* ™% = e cosy + i e’ siny, x,y € R, a 3a peanne pyHkuumje e cos y
1 €” sin y 3HaMO J1a Cy HelpeKuIHe Ha R2. O

IIpumep 2.16. TTokaxxnMo HEKOIHKO MPUMEPA KOMIUIEKCHUX TPAHUYHUX BPEJHOCTH:

. z 31 .90,
e lim = =7—" = o0;
2312249  —949 0
L diz—2 . i—2%2 -0
e lim - = lim - = —;
z—00 4z 4+ 1 Z—)OO4-|—§ 4+0 4
A430 . 1+3% 140,
e lim —— = lim = = 0. O
z—00 22 + 5z z—>ool-|-i 0+0
z 22

IIpumep 2.17. JupekTHO U3 AedprHULIMje JOOUjaMO aNTepHATUBHE HAYMHE 32 UCIIMTHBAbE KOHBEPreHIuje.
Hanwme, Baxu:

lim f(z) =0 & lim [f(z)] = 0;

Z—20 22— 20
zll)rglo f(z) =00 &= Zli)rrzlo |f(2)] = o0. O

IIpumep 2.18 (HenpekunHo npoayxeme). 3a PyHKIH]y f(z), zeD 7 KakeMo J1a HeNPEKM/IHO POy kaBa

dbynkmjy f(z), z € Dy ako je HenpekuaHa, u ako Baxu Dy C D} u f(z) = f(z), z € Dy.

2
3a paunonanny GyHkumjy f(z) = sz, z € C\ {0,—1}, koja je HerpeKUIHA HA CBOM JIOMEHY,

IPOBEPUTH 1A JIM MOXKE [1a Ce HEMPEKUIHO MPOIYXKM y Tadkama y KojuMa Huje nedpuuucana. [lakie, TpeGa
J1a MPOBEPUMO J1a Jit ocToju pyHKuHja f(2), z € Dj xoja je HenpeKuHa 1 Baxu

f(z), zeC\{0,-1}
f(z) =< A, z=-1
B, z=0.

OyHK1LMja f je HerpekuaHa y 2 = 0 ako Baxu

lim f(z) = lim f(z) = lim 2% _ li 2 2.

5 11 =
z—0 z—0 z—0 24 + 2 z—0 2+ 1

3a B = 2 pobujaMmo HenpeKuaAHO npolmpeme y Hy. Ca apyre cTpate,

. g . . 2 2
zgrzll f(Z) N zlilel f(Z) N zgrgl 241 6 o
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Te (pyHKLMjy HUje MOryhe HeNPEeKKHO NPOAYKUTH y Tauk — 1. KOHauHO, GYHKIM]Y [ MOKEMO HENpeKna-
Ho npoayxuth pyHkuujom f Ha ckyn C \ {—1} Tako ma Baxwu:

() = {f(z), zeC\{0, -1}

2, z=0.

Hanmomennmo Ha Kpajy, Aa ce Tauka z = () Ha3MBa OTKJIOWMBU (IPUBUAHM) CUHTYJIapuUTeT QyHKUMje f, a
Tauka z = —1 Tom. 0

2.2 JIucpepeHnnjadUIHOCT M aHANNTHUYKE PYyHKIIUje

HNedunnunuja 2.19. Heka je ¢pynxyuja | depunucana y nexoj okoaunu mauke zo. M3600 dynxyuje f y
mauku zy 0am je Ha caedehu HAUUH

axo oamu aumec nocmoju. Taoa xasxcemo oa je pynxyuja f oupepenyujabuina y mauxu zg.

HcrakauMo ogmax, a Mokasyje ce aHaJIOTHO Kao y peaiHOj aHaJM3|, Aa je pyHKUMja Koja je nudepeH-
MjabuiIHa y TAUYKU 2o U HETIPEKUIHA Y 2.

IIpumep 2.20. Kao u y peanHoj aHaIM3M BaXU: d—z” =nz"! 2€C, neN.
z
Kopucrehu cnenehu nnenturer

(z+Az)" —2" Y, (§)2"(Az) = 2" - zn: (n

Az Az

nobujamMo na je

d n__ 1: (z+AZ)n_Zn_ : n—1 n n—2 n—2 n—1
o= Jim G i (et ()2 (@ (89

=nz""1, zeC, neN O

IIpumep 2.21. TMokaxkumo na pyukmmja f(z) = z, z € C nuje qudepeHIUjabUIHA HA Y jeIHO] TAYKU
z € C. Tpeba mokazaru J1a Jumec

(z+Az)—Z I Az
Az—0 Az N A,lzg(] Az

He noctoju. Huz a,, = 1/n, n € N je takaB ga a,, — 0, n — 00 ¥ Kaja ra yBpCTUMO Yy T'OPHH JIIMEC
nooujamo limy, o }?—Z = 1, nok 3a Hu3 b, = i(1/n), n € N Baxu na b, — 0, n — oo u godUjamo

limy, oo _ZZS%L 7;) = —1. KonauHo, TeopeMaHMnJmqua Jla IocMaTpaHa rpaHU4Ha BpeAHOCT He MOCTOjU.

O
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Hanowmena 2.22. Huje ciyvajuo aar npumep dynkumje f(z) = z, z € C kao oHe koja Huje audepeH-
urjadbuiHa. KacHuje hemo BUaeTH Ja ce Y KOMIUIEKCHO] aHaim3u (yHKIMje, Koje ¢y qudepeHinjaduine Ha
HEKOM OTBOPEHOM CKYITy, YBEK MOTY U3pa3uTH Kao (pyHKIWMje 1o 2, 6e3 ynorpede x, y, Z U CIUIHO. O]

Crneneha TeopemMa HaM IOMaXxe J1a JIAKO MPOIIUPUMO KJiacy JudepeHInjabmiHux (pyHKIMja.

Teopema 2.23. Heka cy coynxuuje f u g oubepenyujabuane y mauxu z, maoa cy mo u pynxyuje f+tgq, f-g
u f/g aroje g(z) # 0 u eaxcu

* (f£9)(2) = f(2) £4(2);
e (cf)(2) = cf'(2), ¢ = const;
* (f-9)(2) = f(2)g(2) + f(2)g' (2);

. (f)’ (2) = f'(2)g9(2) — f(2)g'(2)
9 9°(2)
Ako je Ppynxyuja g ougpepenyujadurna y mauku z, a pynxyuja f y g(z), onda je u pynxuuja f o g oudgbe-
PEHUUJAOUNHA Y MAYKU 2 U BANCU:

d(f o g) d

— )= (=) = f9(2) - 9 (2)-

, 9(2) # 0.

ITpnmep 2.24. [IperxoaHa Teopema u [Ipumep JUPEKTHO UMILUIMLIMPA]Y A4 Cy CBU MOJMHOMHU U Pallo-
HajHe (pyHKIMje nrudepeHInjadIHA Y CBUM TauyKaMa y KojuMma cy AeUHUCAHH.

Ha kpajy oBor ozmebka nedunucahemMo HajBaXXHUjU MOjaM KOMIUIEKCHE aHAIM3€e, a TO CY aHAJIUTUYKE
ynxmje.

Hedunnnnuja 2.25. Oynxuuja f je anarumuuxa na omeopernom ckyny S C C ako je ougpepenyujadbunna y
ceakoj mauku ckyna S. 3a komnaexcuy ynxuujy f kaxcemo 0a je anarumuuka y mavku 2y ako noCmoju
OKOAUHA mauke zg, 0OHOCHO ako nocmoju € > 0 mako da je pynkyuja f anasumuuka Ha OMeopeHoj nonmu
B(zo,€). Cneuujanno, kasxcemo o0a je pynxuuja f ueaa axo je anarumuuxa na C.

Hanomenumo na je 3a ¢yHkuWjy f mojam “OWTH aHAIUTHYKA Y Ta4KU zo”  MHOTO BHIIE Of ~OUTH
nudepeHnnjabrIHa y 2", jep aHATUTHIHOCT TOIpa3yMeBa Jja MOCTOji OKoiMHA B(zp, €) Tauke 2o Ha K0joj
je f mudepennunjadunna, Buaetu [pumep

Hanomena 2.26. Y iuTepaTypu ce 4eCTO KOPUCTH TEPMUH X020MOPPHHA PYHKUUja WU pezyrapHa PyHKUU-
Jja 3a ¢pyHKIHUjy Koja je nudepeHnrjabriiHa Ha OTBOPEHOM CKYIy, TipeMa JiepruHuImju VY tom ciyuajy
ce aHAIMTUYKUM (PyHKIIMjaMa Ha3uBajy oHe (PyHKIIMje KOje MMajy HeNpeKuJaH IMpBU U3BOJ HA OTBOPEHOM
ckymy. Mehytum, Bugehemo 1a ce te aBe kiace dyHkumja nokiamnajy, Teopemad.33] Te ux mu ogmax Hasu-
BaMO aHAJIUTUYKHM.

Ha xpajy onesbka hemo yBeCTH 1 II0jaM CUHTYJIapHE TauKe.

Hedmaummja 2.27. Heka je 2y mauka nazomunasarea domena Dy dyuxyuje f. Tauxa zo ce nasuea cum-
2ynapua mavkda, uau cureyaapumem, ynxuuje f, ako dynkuuja  nuje anasumuuxka y mauxku zo, aiu
noCmoju HU3 mauaxka Koje Koneepzupajy y zo Y kojuma f jecme anasumuuxa.
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Jlakje, CUHTy/lIapuTeT je OHa Tauyka y Kojoj ce TyOu aHaMTHuHOCT (pyHKuyje. To 3Ha4YM ABe CTBapH, Aa
(pyHKIIMja HUje aHAJIMTUYKA Y CUHTY/IapHOj Ta4yKH, aJly U Ja je aHaJTUTHYKA y eHOj OKOJIMHU. Tauke Koje cy
JaJIeKO 071 00JIACTH AaHATMTUYHOCTH (PYHKIIMje ce He y3UMajy Y 003Mp Kaja ce TOBOPH O CHHTYJIapUTeTHMa.
CuHrynapureT Cy BeoMa BaxkaH I10jaM y KOMITJIEKCHO] aHAJIM3U U CIIOMUbaheMo UX y CBaKoj IVIaBU U TO
ca cBe BuIe geTasba. MehyTiM, Ha OBOM MECTY JKeJMMO Y Hampe[ 1a HajaBUMO Y KOjUM ce OOJMIMMa CBe
jaBmajy. [TocToje ABe OCHOBHE BPCTE CHHTYJIApUTETA:

* 20 je uzonoeanu cureyaapumem ako noctoju € > 0 tako ga je y sontu B(zp,e) Tauka zo jeauHU
CUHTYJIApUTET. Y OBY IpyIly CMajajy NPUBUIHU CUHTYIAPUTETH, ITOJIOBU U €CEHITUjaJTHA CUHTYJIApU-
tetu (Bugetu [Tornassbe [5.5). M3onoBanu cunrynapurteTy Hajuentie HACTAjy Kao MOCJIEANLA AeIbeHba
HYJIOM.

* WHAaue, zg € mauka Hazomuaasarea curneyaapumema. OBjie NOCTOje 1B MOIYNHOCTH: UJIH j€ 2o TauKa
HATOMUJIABakha M30JI0BAHUX CUHTYJIAPUTETA WK je mauka zpanared. TAuke rpaHatba ce MojaBibyjy KOjl
BUIIE3HAYHMX (DYHKIMja: Joraputamcke u kopee (Buaetu Iornasiwe [3.3u[3.4).

2.3 Kommu-PumanoBe napiujajiane audpepeHiajajane jeJHAaYNHe M AaHAJIATHY-
HOCT

[IpeTnocraBumo na je pyHKIMja
f(z2) =u(z,y) +iv(z,y), z=ax+iye Dy

nudepeHnujabuIna y Tauku 29 = Zg + iyo € Dy. Taga noctoju rpaHuyHa BpeIHOCT

/ . flzo+ Az) — f(20)
Pl =™

To pabe UMIUTMLMPA Ja OCTOje U OAroBapajyhe rpaHryHe BPEJHOCTH TI0 MPABIHMMa, OQHOCHO aKo o0eie-
xumo Az = h + ik, 1a mocToje JIUMeCH:

1. nompaBuy Az =h+i-0=h— 0, 1j.

f(z0+h)— f(z0 f(zo+h+iyo) — f(zo +iyo)

):lim

!
=1
1 (z0) hli% h h—0 h

iy Y@+ oyo) +iv(zo + Ay yo) — (ulo, yo) + v (@0, y0))
h—0 h

— lim u(xo + h,yo) — u(zo, yo) 1 lim v(zo + h,yo) — v(zo, Yo)
h—0 h h—0 h
ou L O0v

= %(900, Yo) + i %(ZEOv Yo0)



2. mnonpasuy Az = 0 + ik =ik — 0, 1j.

f(z0 +ik) — f(20) f(zo+i(yo + k) — f(xo + iyo)

! . .
f(z0) = Jimy ik = Hm ik
~ im u(zo, yo + k) + iv(zo, yo + k) — (u(xo,y0) + iv(zo, v0))
k—0 ik
_ lim u(xo, yo + ’f) — u(wo, Yo) 4 lim v(zo,yo + /f) — v(z0,Y0)
k—0 ik k—0 ik
ou ov

=—1 a*y(xo,yo) + 87/(960, Y0)-

Haksie, npBo 1mito npuMehyjemo je aa ako je gpyHkuyja f = u + v qudepeHiujabuiHa y Tauku zg =
xo + 1Yo, OHIA OCTOje PBH MAPLMjaTHA U3BOAM peanHux (QyHKIMja u U vy Tadkd (X, yo) 1 u3Box f'(zo)
MOXe Jia ce u3pauyHa Ha jeilaH 0J] HaBeJCHUX HauuHa:

['(z0) = uz (w0, yo0) + i va(xo, yo) = vy(z0,yo) — @ uy(xo, Yo)- 2.1

3atuM, Ha ocHoBy (2.I) BuaMMO na y tauku (zo,yo) BaKM U, = Uy U Uy = —Ug, Te U3 CBEra u3-
JIOKEHOT MOXeMO Ja popmysuiieMo u no3Hatu Komm-PumaHoB notpedaH yciioB 3a audepeHinjabuiHocT
KOMIUIEKCHE (DYHKIIH]je, 1aT Y HACTaBKY.

Hedpunnmuja 2.28 (Kommu-Pumanose [111)). Kowu-Pumarnose napuujasne ougpepenyujante jeOnauure Kom-
nAeKcHe yHKUuje

f(z) = f(z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y)

y mauxu zg = xo + iy € C cy decpunucane na caedehu nauun:

0 0 0 0
G (70 0) = (@0, w G 0) =~ (50, 30). 22)

Teopema 2.29 (Komm-PumanoB notpebaH yciioB 3a qudepeHInjabuiHocT). AKo je KomnaekcHa gynkuuja
fobauka f(z) = f(x+iy) = u(x,y) +iv(z, y) oudpepenyujaburna y mauxu zo € D, onoa 3a dynxuyujy
| y mauku zy eaxce Kowu-Pumanoge jeonauune (2.2)).

Ako je pynkyuja f anarumuuxa Ha omeoperom ckyny S, onda y ceaxoj mauku ckyna S 3a PyHKUUjy
f eaoice Kowu-Pumanose jeonauune (2.2).

IIpumep 2.30. ITokaxumo na pyHKIHja
f)=flz+iy) =2 +y+iy*—x), z€C

HHje aHAJIMTUYKa HY y jeJJHOj TAaUKKM KOMIUIEKCHe paBHU. [IpuMeTimo, yenyT, 1a je ¢pyHKIdja f HenpeKkuaHa
y CBUM Taykama KOMILIEKCHE PaBHH, jep Cy HEeNpeKHAHW U peatuu u(z,y) = 2 + y U UMaruHapHU Jeo
v(z,y) =y? —x, (v,y) € R Baxu:

ux(m,y) = 2z, uy(a:,y) =1, 'U;B(xvy) =-1, Uy($7y> = 2y.

Komm-PumanoBa napiujaina audepeHnyjaita jenHaunta uy(x,y) = —vz(x,y) je 3a10BO/beHa y CBUM
Taukama (r,y) € R?, mehytnm, jennaunna u, (z,y) = vy(z,y) Baxku camo 3a Tauke ca npase = = y. Jlake,
¢dynkumja f Moxe outu audepeHimjaduiHa camo y Taukama ckyna P = {z € C | z = = + iz, = € R}.
Kako je ckyn P mnpa3sHe yHYTpallllOCTH, He MIOCTOjU HU jeqHa Tauka 2z € C koja MMa OKOJIMHY Ha K0joj je f
ndepeHIvjadiHa, OMHOCHO (hyHKIUja f HUje aHAIMTUYKA HU Yy je[HOj TaYKH. O
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Cana CC IIOCTaBJba IMUTAKE A JIN CYy OBU YCJIOBU U NOBOJbHU.

Teopema 2.31 (Komm-PumanoB nqoBosbaH yciioB 3a qudepeHiujabuntoct). Heka je komnaekcna ynkyuja
f(z) = f(x+iy) = u(z,y) +iv(x, y) depunucana na nekom omeoperom ckyny S Koju cadpicu mauxy z.
AKo npeu napuujaitu u3600u GYHKUUja u U v NOCMoje Y C8UM Maukama ckyna S, HenpeKUOHU cy Y 2o =
xo + 1Yo u 3a006omasajy Kowu-Pumanose jeonauune (2.2)) y 2o, onoa je pynkuuja f ougpepenyujadbunna

Y mavku zp.
Ako cy, 0odammno, npeu napyujariu uzeo0u GYHKYUja u 1 v Henpekuonu na S u 3adosowasajy Kowu-

Pumanoge jeonauune Y ceum maukama ckyna S, onoa je pynkyuja f anarumuuka Ha ckyny S.
Hoxas3. Teopema [2.29 tBpau aa ako ussog f'(zo) nocroju, oHAA je OH jeiHaK
f'(20) = wo = ua (w0, y0) + 7 v (0, Y0) = vy(0,Y0) — i Uy (T0, Y0)-
JlakJie, HaII 3aJaTaK je Ja MOKakeMO [a aKko Bake YCJIOBH TEOPEME OHJIA je

Fzo0 + Az) — f(20) flz0+ A2) — f(20) wo‘ _0

lim =w & lim
Az—0 Az 0 Az—0 Az

[IpBo, BpemHOCT w( MOCTOjH, jep IMOCTOje MapInjaTHi U3BoAM (PyHKIHja u U v. Bakmu:

.| f(z0+ Az) — f(20)
1 _
Ao Az wo
g u(xo + h,yo + k) + iv(xo + h,yo + k) — (u(zo, yo) + iv(zo,%0))
= im - — Wo
Az=h+ik—0 h + ik

_ o @t hiyo + k) +iv(zo + hyyo + k) — (u(@o, yo) + iv(wo, yo)) — wo - (h + k)|
(h,k)—(0,0) m .

Kopuctehu nee MoryhHocTH 3a u3paxaBarbe wy, J00UjaMo J1a je

wo(h 4 ik) = h(uz (o, y0) + 1 vz (0, Y0)) + ik(vy(zo,Yo) — @ uy(x0, Yo))
= hug(20,y0) + kuy(xo,y0) + i(hve(zo, yo) + kvy(wo, yo))-

OBo najbe UMIUTMIIMPA, Pa3/ABajajyhu peasHu U UMaruHApHU €0 MOCJIEALET JIMMeca, a je

0< lim f(zo0+Az) — f(20)
Az—0 Az

lim |’LL((L'0 + h? Yo + k) - U(Q?(), yO) - (hum(l'(), yO) + kuy(x(b y()))|
(h,k)—(0,0) h? + k2
4 lim [v(zo + h,yo + k) — v(zo,y0) — (hve(xo,y0) + kvy(z0,v0))]

(hk)—(0,0) Vh? + k2 ’

aKo TIOCJIe/libe JIBe TPaHUYHE BPEJAHOCTH MOCToje. MehyTum, nmocnie/ibe Be IPaHuYHe BPEJHOCTU Cy Yak
jeIHaKe HyJH, jep Ha OCHOBY yCJIOBA 3aaTKa 3HAMO Ja MapiiujajTHu U3BOAU DYHKIIH]a U U ¥ TIOCTOje U Aa Cy
HEeTpeKUIHU y (T, Yo), @ TO 3HAUYM Jia Ccy u U v audepeHmjabuiHe y (o, yo), OXHOCHO Ja Cy MocMaTpaHe
IpaHUYHE BPEJHOCTHU jefiHaKke Hy . KoHayHo,

f(z0 + Az) — f(z0)

.| flz0 +Az) — f(20) :
< — < — =
0= lim Az wol <O+0 = fim Az wo =0,

<

IIITO CMO M XTCJIM A ITOKAaXEMO.
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IIpumep 2.32. KommiekcHy ekcrioHeHIMjanHy pyHKuMjy e, z € C moxeMo 3anucaTy Ha ciieiehu HauuH:
f(z) =€ = "W = % cosy + ie®siny, (z,y) € R%

Peannu neo excrioneHiwjanHe yHkumje u(z,y) = e cosy u uMmaruHapau v(z,y) = e’ siny umajy He-
TpeKu/IHe MpBe MaplujajiHe U3Boje Y CBUM Taukama (x,y) € R2. Takohe, y cBum Taukama (z,y) € R?
¢dyskmje u 1 v 3ag0BokaBajy Konm-Pumanose jennaunne (2.2)), jep je

uz(z,y) =€ cosy = vy(x,y) n uy(z,y) = —e"siny = —v(z,y).

JlakJie, KOMIUIEKCHA eKcrioHeHmjanHa GyHkimja e, z € C je ananmutruka Ha C, ogHocHO 1ena. JoxatHo,
u3 2.1) nodujamo na je (e*) = e*, z € C, jep je

d
d—ez = (e*) = uz(x,y) +ivy(x,y) = " cosy +ie siny = e*, 2z € C. O
2

Teopema 2.33. Axo je pynryuja f anarumuuka na obaacmu D u ako je f'(z) = 0 3a cée z € D, onda je
f koncmanmna gynxuuja na D.

Jokas. ®yuxuwja f je ananmuruuka u Baku f'(z) = 0, z € D, na na ocHoBy Teopeme n061jaMo
naje uz(x,y) = uy(z,y) = ve(z,y) = vy(x,y) =0, (z,y) € D. C o63upom aa je D nosesaH (nHaue, 61
OBO Ba)KUJIO 33 CBAKY KOMIIOHEHTY MOCEGHO) M OTBOPEH CKYI, OHIA Uy (,y) = uy(z,y) = 0, (z,y) € D
MMIUTHIHPA 2 ocToju Kouctanta A € R tako naje u(x,y) = A, (x,y) € D; u cimuno na nocroju B € R
tako aa je v(z,y) = B, (x,y) € D. Konauno, f(z) = A+ iB = const, z € D. O

IMocaenuua 2.34. Axo cy pynxuuje f u g anarumuuxe na ooaacmu D maxee oa je ['(2) = ¢'(z), z € D
onoa je f(z) = g(z) + const.

Hanomena 2.35. ®yukumja f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y), Koja je aHATUTHIKA HA OTBOPEHOM
ckyny D C C, yBek MOke Jia ce Hamuiie Kao (pyHKIHja [0 2 = & + iy TakKo Jia He 3aBUCH O Z = T — 1y.
VYBeauMo cCMeHny:

E=x+1y mz#

_ : _ &

n=z—1iy Y= "5
21

Tana 3a pyHKIIH]Y

f(&m) = f(z(&m),y(&mn))

BaXu:
oﬁ_@.ai+%.@+z @%+@@ _}(u +v)+£(
o8 Ox 0 Oy O or 0§  dy 0O 2T Y g

PumaHoBe jeHauMHe UMIUIMLMPA J1a je f¢ = Uy + 1v; = f,, a TO CMO M OYeKuBaM jep je § = z;

Uy — Uy), mTO Y3 Kommm-

of Ou 9z Ou dy ov dr v dy 1 i

. 817:656'077+8y'8n+1<6$.817+8y'87]> zi(ux—vy)qtﬁ( « + uy), mro y3 Kommu-
PrmaHOBe jeHauMHe UMIUTALMPA 12 je }n = 0+ ¢0 = 0, ogHOCHO (pyHKLIH]A ]‘" HE 3aBHCH Of 1) U1
JIpyruM peunMa f He 3aBUCU OJl Z = & — 1Y = 1). O
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2.4 XapmoHmujcke (PyHKI[Hje U AHAJIUTHIHOCT

Nednnunuja 2.36. Pearna cynxuuja ¢(x,y) ce nasusa xapmonujcka na obaacmu D C R? axo cy joj
ceu napyujarnu uzeoou opyzoe peda Henpekuonu Ha D u axo y ceakoj mauxu oboaacmu D, ¢pynxuuja ¢
3a0080/5a8a Jlanﬂacoe napyujansuy ougbepeHuujanny jeOHauuny:
0%¢  0%¢
Ap=V?p:=—— +_—— =0.

¢ ¢ ox? = 0y?
Teopema 2.37. Axo je f(z) = f(x+1iy) = u(x,y)+iv(z, y) anarumuuka na oéracmu D, onda cy peane
PyHnryuje u u v xapmonujcke na D.

/Jloka3s. Kachuje he Outi mokasaHo Ja ako je f aHaautuuka Ha oonactu D, oHaa cy u,v € C*°(D).
IMokaxumo aa u 3amoBosbaBa Jlartacosy ITJ. Kako je v € C°°(D) oHpa cy joj MELIOBUTH JAPYT H3BOAU
JeAHAKY, Vzy = Vy,. Cana kopuctehn Komm-Pumanose jenaunne qo6ujamo

o (Y _ 0 (o) _ 9 (ou\_0 ( ou
oz \oy/) 0oy \oz oz \ oz ) Oy oy

L P P
ox2  oyr
AHaJIOTHO ce TIoKa3yje U J1a je pyHKIHja v XapMOHHUjcKa Ha D. O

Hanomena 2.38. 3a paty xapmoHHjcKy (yHKUMjy u(z,y) Ha 0o0aacté D yBEeK MOXEMO KOHCTpPyHCATH
¢dbyukumnjy v(z,y) Tako ga komruiekcHa pyukumja f(z) = f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y) Oyne aHamm-
THIKa (PyHKITHja Ha omrosapajyhoj odmactu D.

IIpumep 2.39. Oppeauty anamutuuky GyHKIHjy f(z), 2 € C K0joj je peanHu 1e0 XapMOHHjCKa (DyHKIHja
u(z,y) = 23 — 3vy? + 9, (v,y) € R2,

TpBo, hyHKIMja u je 3aucTa XapMoHujcka Ha R, jep je uqq (z,y) + Uyy(z,y) = 62 — 62 = 0.

Narme, kako xenmumo na dyukumja f(z) = f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) Oyae aHamuTHuKa, Tpeda aa
Baxe Konm-Pumanose jennaunne. Kopucrehu npBy o muX u, = vy, 106Hjamo aa je vy (z,y) = 32 — 3y
Opnasre je

o(z,y) = / (382% — 3y%)dy = 3% — P + b(a).

Jpyra Kowm-PumanoBa jeqHaunta u, = —v, MIMIUIMLUPA v, = 6y + ¢ (2) = —u, = 6zy — 1, onakue je
Y/(x) = —1, onnocHo 1 (z) = —x + c. Konauno, umarunapuu 1ieo je v(z,y) = 3x%y — y> — x + ¢, Te je
f(2) = flx+iy) =2® = 3zy® +y +i(32%y — 9> —x +¢)
= 23 4 3x(iy)? + 322 (iy) + (iy)> +y — iz +ic = (x +iy)® — i(x + iy) + ic
=2 —i(z—¢).
VICKOpUCTHMO MPUIIKKY [1a IOHOBO UCTAKHEMO JIa HUje CJIYYajHO IITO CMO yCriesu f 1a u3pa3uMo Kao (pyHK-

IUjy Off 2, OIHOCHO J1a YIIapuMO NPOMEHJbHBE U Y TaKO Jia CByJa UMamo T + 7y. Pasor Tome je mo je f
aHAIMTUYKA (PyHKIM]a.

Tjep-Cumon, Mapkus ne Jlarac (Pierre-Simon, Marquis de Laplace, 1749—1827) - (ppaHIycKM MaTeMaTHuap U aCTPOHOM
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JloajMo 1 TO 1a MOCTOjH U jeJHOCTABHUjH HAYMH Ja aHATUTHIKY GyHKUM)Y f(x,y) = u(z, y)+iv(z, y)
n3pasuMo Kao (yHKIHjy 1o z. HanmMe, kako cMo curypHu Ja he cBako x uMaTu 1 oarosapajyhe ¢y (OAHOCHO,
rae rof je x nojaBuhe ce M z = x + iy, a y 3aHEMAPUMO), AHATUTHYKY (DYHKIH]Y f MOXEMO jeJHOCTAaBHO
Harmcatu f(z) = f(z,0) = u(z,0) + iv(z,0). 3aucra, y npeTXOAHOM MPUMeEPy A0OHjaMO:

f(z)=2%=32-0°+0+i(32*-0— 0" — 24+ ¢) = 2> +i(—2 +¢). O
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I'naBa 3

EJjemMeHTapHEe KOMILIEKCHE (DYHKIH]E

3.1 IHonmuHomMu u panuoHaJHe (pyHKIHUje

Heka je n, m € N u Heka cy 1aTv KOMIUIEKCHU OpoOjeBH ag, a1, - - . , An, by, b1, ..., by, € C.
Hedpunnnuja 3.1. IHoaunom n—moe cmenena je
pu(2) =ag + a1z +az® + - +a,2", 2€C, a,#0.

Payuonanna pynxyuja je konuunux 08a noauroma u 0eGuUHUCAHA je Mamo 20e je UMeHUNAY Pa3AUdum o0
Hyae:
ap+arz+ az? + -+ apz”

n,m = 9 Cu a . nabm Jb b bmm .
Rym(2) bo £ bis et & 1 b o z € C, 20eje a #0, bop+biz+ - +bpz"#0

Jlo caga cMo TMokaszaiu Jia ¢y TOJIMHOMH Py, 1ieie (PyHKIMje, OMHOCHO Ja Cy aHanuTuike Ha meiaoMm C,
a 1a cy panyonante gpyHkuuje R, ;,, aHAIMTHUKE TaMo 11 je by + b1z + bz + -+ + b, 2™ # 0. 3arum,

JIOKa3aJiM CMO U J1a je d—z” = nz”_l, n € N.
z

Ipumep 3.2. ®axtopuimmmo nomHoM p3(z) = 23 + (2 — i)2z? — iz Hajl Mo/beM KOMILIEKCHUX OpojeBa.
IIpBu KOpaxk je jacan:

p3(z) = 2(22 4+ (2 — i)z — ).

—2+i++/3 —2+i—+/3
e

3 —2+i+/3 —2+i—+3
p3(z) =z e T I E A e

=17 (2 - 24 VB D) (22— (-2 - VB+9). O

Haswe, pauyHajyhu z; /2 100Kjamo aa je z1 = , OJIaKJIe BaXU

Kapa pa3Bujemo Teopujy KOMIUIEKCHE UHTErpalyje, nokazaheMo jeiHy ol HajllO3HATUjUX TeopeMa aJl-
redpe (Bunu Teopemy |4.40):

Teopema 3.3 (OcHoBHHM cTaB anredpe). Ceaku HeKOHCMAHMAH ROAUHOM CA KOMNAEKCHUM Koeuuyujenmu-
Ma uma 6ap jeony wyay y nosy komnaekcHux opojesa C.
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ExBuBaneHTHa opmysarmja OCHOBHOT cTaBa anredpe je Aa CBaKH MOJIMHOM 1n—TOT CTeNeHa NMa TauHO
n Hyna y oy C, pauyHajyhu u BUX0OBY BuUlllecTpyKocT. HanMe, kako NOJIMHOM p,, UMa Oap jeaHy HyJy
z1 € C, Ha ocHoBy BesyoBor craBa, MOKEMO ra HAIUCATH y OOMMKY pp(z) = (2 — 21)pn—1(2). A u
IIOJIMHOM Py, UMa 0ap jeaHy Hyily zp € C, u Tako pesoM JOK He JoheMo 10 HOJIMHOMA IPBOI CTEIeHa,
KOjU He MOXe JaJbe Ja ce pasiaxe. Jlakie, Baxu:

Pn(2) = (z = 21)pn-1(2) = (z = 21)(z — 22)pn—2(2) = --- = (2 —21)(z — 22) ... (2 — 2n) - @

[Ipumetnmo na 21, . . ., 2, He MOpajy 6utn MehyCOOHO pa3IMINTH KOMILIEKCHU OpOjeBH, Te He KaXeMo 1a
MOJIMHOM 7. —TOT CTEIIeHa UMa TAuHO 1 paszau4umux Hyna, Beh n Hysa pauyHajyhu 1 BbUXOBY BUILIECTPYKOCT.
Hyne nvenmnona pauronaise pyHKIMje ce Ha3UBajy nOA08U.

IIpnmep 3.4. Jlatoj paumonanHoj byHkMju I3 5 dakToprcahemo noHaocod uMeHuIall 1 Opojuiall.

(Bz+3i)(22—4)  3(z+1i)(z—2)(2+2)
(z—2)(22+1)2  (2—2)(z+1)2(z — )%

R35(2) =

Ha nipBu nornen, Hyne panuoHanHe QyHKIuje cy —i, 2, —2, a nojioBu 2, —i, ¢. Mehytum, 6pojeBu —i u 2
uMajy JABOCTPYKY YJIOTY 3a jemHy McTy (YHKIH]y, Te Tpeba Ja OmIyduMo Koja je qoMuHaHTHHja. HakoH,
cpehuBama pazyioMKa BUAUMO 112 je

(32+3i)(22—4) 3(z+1i)(z—2)(z+2) 3(z+2)

Base) = g v 1 ~ DGR GG

Haxne, pehn hemo na je —2 Hyna npBor peja pauroHanHe GyHKuuje 235, 1a je —% IoJ MpBor, a ¢ Mol
ApYTor pejia, AOK BPEAHOCT 2 HUje HU HyJa HU NOJ pauuoHanHe ¢yHkuuje I3 5 (kacHuje hemo 10 3BaTH
OTKJIOEbMBU CUHTYJIAPUTET). O

Cpaka panvoHaiHa (DyHKLMja ca KOMIUIEKCHUM Koe(HMLMjeHTUMa MOXe [la ce Hamuile Kao 30up ele-

. A
MEHTapHUX paunoHanHnx Qpynkumja odmka ———, A € C, k€ N.

(z — 20)
IIpumep 3.5. Baxu:
=44 A B C D _ -1 8 T 6
2z-1)(z-2)2 2z z—-1 2z-2 (2-22  z z—-1 2-2 (2-2)%
2z +i 22+ A B C ik -3
« = =ttt ==+ -2y 2 O
2B+z zz+i)(z—1d) 2z z4+i z—i z  z4+i z—1

3.2 EkcnoHeHmnujajgHa (pyHKOHja (TPUrOHOMETPHjCKe M XUNEePOoJIHIHe TPH-
roHoMeTpujcke (pyHkiuje)

Beh cmo pasmoTpuwin MoTHBaLMjy 3a YBoheme KOMIUIEKCHE €KCIIOHEHUMjalnHe (pyHKLMje Ha caeaehu
Ha4uH:

Hedpunnmuja 3.6. Excnonenuujarna gpyuxuuja komnaerxcre npomerouge, € : C — C, ce depunuwe ca:

z

e® = e*(cosy + isiny), z=x+1iy € C. (3.1
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[Noncerumo ce, mokazasm cMo /1a je eKCIIOHeHIMjaTHa (pyHKIMja anamuTuaka Ha C, ogHOCHO 1ena (pyHK-

. . d
uja. Takohe, 3HaMO U Ja je d—ez =e*, z€eC.
z
Hame, 3a gatu 6poj z = = + iy € C, gupektHo u3 (3.1), nobujamo na je: |e*| = e* u Arge® =

y + 2km, k € Z. C 063upom 1a je |e*| = e® # 0 3acBe z € C, nobujamo na je e* # 0 3acee z € C.

Nakue, y 6ynyhe npernocrasibamo e : C — C\{0}. OBako neduHncana eKClIOHeHIMjaIHA (DyHKIHja je
cupjexumija. Hamme, 3a w € C\ {0} o6mukaw = re'®, r > 0, ¢ € Rpakuw = re’? = M7e¥ = lnrtie,
Jlaksie, npoussobHO w = 7¢'? u3 kogomena C \ {0} nobuja ce kao ciuka z = Inr + i € C, onHOCHO
w = e+ MehyTum, excrioHeHIMjamHa (yHKIHMja Huje nHjekmja. CBe Tauke oOMMKa 2 = & + i(p +
2km), k € Z ce cnukajy y ucty Tauky w = et = e%(cos(p+2km) +isin(p+2km)) = e*(cos p+isiny).
[TpumeTrMo 1a ce GECKOHAYHO MHOTO PA3/IMIMTHX Tauyaka JOMeHa 2, k € 7 CIUKa y jeiHy UCTy TauKy w
y KOJIOMEHY.

Teopema 3.7. 3a komnaexkcHy eKcnoHeHyujanny GyHKyujy eaxicu:
1. =1 & z=2kmi, keLZ.
2. el =e®2 &z =29+ 2kmi, k € Z.
Zokas3.

l. (=) Heka3a z = z + iy € C Baxu ¢* = 1. To 3Hauu 1a je |e*| = e¢* = 1, oguocuo = = 0.
Hame, %1% = e = cosy + isiny = 1 ummmnupa: cosy = 1 A siny = 0, y € R, aTo
je ucIymeHo camo y Taukama y = 2km, k € Z. Konauno, nobujamo ga e* = 1 ummmuupa
z=0+1-2kn = 2kmi, k € Z.

(<) O6pHyTO, aKo je z = 2kmi, k € 7, onna je e2*™ = cos(2kn) + isin(2km) =1 +i-0 = 1.
2. Ha ocHoBY noka3aHor 1oj 1, 1 ocoOMHa eKCIoHeHIjaHe (pyHKIHje, J0O0rjaMo a je

ert=e? & AT =1 & z—z=2kmi, k€l & 2z1=2+2kni, keZ.

O
Hanomena 3.8.
[
Ha ocnosy Teopeme [3.7| moxemo pehn gja ‘]\‘ - @
j€ KOMIUIEKCHa EKCIIOHEHLMjalTHa (PyHK- NN
. i) 4N 2N 2'267'/—-’7‘ i
uvja nepuoauuyHa (UOy:K UMarMHapHe . . W L e
i) . . ‘/////,/‘ y é
oce”) ca nepuosioM 27%. OTHOCHO BakKu: ISGX, e, g
,//// /S S =/ 7/ s LT
. A A A LA
e = €z+k-2ﬂ'z’ = (C, keZ. N -0 /
QNN Z-2ie—"
R
O

V¥ HacTaBKy heMo yBeCcTH KOMIUIEKCHE TPUTOHOMETpHjcke (pyHKIMje yormuTasajyhu Beh mo3Hate peaine
TpuroHomMeTpujcke pyHkimje. Koprucrehn ocobuHe peayHux TPUTOHOMETPUjCKUX (PyHKIIM]ja 100KjaMo 1a je
e = cosy+isinyume ¥ = cos(—y)+isin(—y) = cosy—isiny, y € R. Omapze ce AUpeKTHO A06HUja 1A
peajiHe TPUrOHOMeTpUjcKe (PyHKIMje MOKEMO 3allUCATH Kao COs Yy = W usiny = %, y e R
Ogaj 3amnmc je 1 MOTHBalYja 3a yBohewe AepMHUIN]e KOMIJIEKCHUX TPUTOHOMETPHjCKUX (PyHKIHja:
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Hedununuja 3.9. Kounaexcrhe mpuzonomempujcke pynkyuje oame cy ca

) eiz_e—iz eiz+e—iz
sinz=—————,2€C cosz=———, 2€C,
24 2
sin z cos 2 .
tgz=——,2€{2€Clcosz#0} ctgz=—, z€{2€C|sinz # 0}.
Ccos z sin z

HcrakHUMO y HaCTaBKY HEKe OJf BaXKHUX OCOOMHA KOMIUIEKCHUX TPUTOHOMETPHUJCKHX (DYHKIIHja:

d ) d e¥ — g% i€ 4+ e el  eTi%
— Sz = =

= = =cosz, z € C.

dz dz 2 2 2
* CionuHo, — cos z = —sin z, z € C. [lakie, Baxe ucre gopmyJe 3a JudepeHpame Kao y peaiHoj
aHAJIM3H.

* 3a KOMIUJIEKCHE TPUTOHOMETpHjCKe (DYHKIMje Baxe IMO3HATe TPUTOHOMETpHjcKe popMmyJie, HIIp.
ei?z _ e—i2z (eiz)Q _ (e—iz)2

2z 1z 12 —1iz
sin(2z) = . = . = 2(6 ¢ ')(e e ™)
21 21 2t-2

=2sinzcosz, z € C.

* [lepuogmune cy ("ayx peanne oce’”). Ha mpumMep, cMHyCHa U KOCHHYCHA (DYHKIIHja ca TIEPHOIOM 27T

3ancra,
ei(z+2k7‘r) efi(z+2k7r) eize2kmi | o—iz,—2kmi el 4 iz
cos(z+ k-2m) = +2 = +2 = +2 , 2€C, keZ,

jep je €2k = 72k — 1 |k € Z.

» KomruiekcHe TpuroHoMeTpujcke (pyHKIIMje Cy jelHaKe HyJId jeJUHO TaMo Tie Ccy To Ouie U peasiHe
TPUTOHOMETpHjCcKe (PyHKIMje, aKye HeMa HOBHUX Hyia. Ha npumep, Baku:
etz + e~z . . . o
cosz=0 < #:0 &S F=—e" & ¥ =eTe"”
& iz=—iz+in+2kmi, k€Z <& 2iz=i(n+2kn), kel

7r
&z = 3 + kn, k€ Z, a To cy cBe Beh MMo3HATa peajHa pelesa.
* KowmrekcHe TpuroHomeTpujcke (pyHKIMje HUCY OrpaHuYeHe, OMHOCHO He noctoju M > 0 Tako 1a je,

Ha ripumep, | cos z| < M 3a cBe z € C. 3aucta, ako IOCMATPAMO CTPOTO MMArkHApHE Tavke 00JIMKa
z =1y, y € R Bugumo 1a je

cos(iy)| = = , € R.
[costiy)] = | “— Sy
e Y +eY

A 3a QpyHKUMjYy peasiHe NPOMEHJbUBE: , ¥ € R 3HamMo Ja je HeorpaHUJeHa.

2

Hedununuja 3.10. Xunepooruune mpueonomempujcke (pyukyuje KOMnaekcHe npomMeHbuge ce 0euHuLLy
Ha cnedehu Havum:

ShZ:i,Zec chz:i,zeC,
2 2
sh z chz
thz—ﬂ,ze{zeC\chz#O} cthz—a,ze{zeC\Shz#O}.
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3a KOMITJIEKCHe XUIepOOIMYHe TPUTOHOMETPH]CKe (DYHKITHje BaXKU:

C 003upom ja cy cBe HaBeaeHe (pyHKIUje neprHUCcaHe YTOTPeOOM eKCITOHEHIIMjaIHe (DYHKIH]je, 3a-
KJbyuyjeMo 1a cy sh u ch nene ¢pynkuuje, a th u cth ananmuTruke Ha fomMeHy neUHECAHOCTH.

[ ]
&l =~
wn
=
ISy
Il
&l =~
N

4

N

ol |

ml

N

~_
Il

/N

o

N

ol T

e> =chz, z€C.

CiuHo, i chz=shz ze€C.
dz

» JlupexTHO no aeduHULIMjU ce oKasyje na 3a cee z € C Baxe cneaehe kopucHe opmyie:

sin(iz) =ishz sh(iz) =isinz

cos(iz) = chz ch(iz) = cos z.

2

N3 nedununinmje 1o01jamMo 1a BaXu MO3HATH UIEHTUTET: ch? 2z — sh? 2 = 1. 3aucra,

ch? z —sh?z = <ez+ez)2 _ <€Z - €Z>2 _ (P te )P —(ef—e?)
2 4

2e % . 2¢e* 4e*—*

3.3 Bume3naune pyHKIUje

Y oBom mnornasiey hemo npernusnuje neduarcaty mojam BuiiesHauHe ¢gpyuknuje. [logcetnhemo ce BU-
me3HayHux (pyHKIMja Koje cMo Beh Buzenu u uctahu Heke of] podieMa Ha Koje MOKeMO Jja HauheMo Kool
BHX.

Hedunnunuja 3.11. 3a pyuxuujy f depunucany nao C xasicemo 0a je sumesnauna yHkuuja ako je 3a
oap jeono z € C epeonocm f(z) noockyn ckyna C ca 6ap dsa enemenma.

Ha npumep, 1o cama cMo Bugenu jga cy Kopena ¢ynkumja {/z, z € C (3a cBako z € C \ {0} uma
n BpeaHocTH) U aprymeHT Argz, z € C (3a cBako z € C \ {0} uma GecKOHAYHO MHOTO BpEIHOCTH)
purie3HauHe yHkyje. [lornenajMo nerapaUje oBe aBe (PyHKIHjE.

YV KkomIulekcHoj aHamusy, gyHkuuja {/z, z € C cBako z # 0, obmuka z = re™, r > 0, p € R

- p+2km . .
CJIMKA Y M Pa3IMUUTUX Tayaka wy = /re’” » , k=0,1,...,n — 1, koje 0Opa3yjy NnpaBuiiaH n—TOyrao
y KogoMeHy. 3aucra, 3a CBako wi, k = 0,1,...,n — 1 Baxu ja je wy = rel(Pt2km) — el — - 3a cBako
(ukcupano k = 0,1,...,n — 1, npecnukaBame z — wy, z € C ce Ha3uBa epana euwesnaune Pynxyuje

/2, z € C, nok ce 3a k = 0 onrosapajyhe npecinKaBambe HA3UBA 21A6HA 2PAHA.
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TIpUMETHMO J1a PA3IHUNTH Wy, HACTA]y Of PA3IMUMTUX MOryhHOCTH fa 3ammiemo z = re'(PT267) | ¢
7. Kaja KeamMo [a MCTAKHeMO Koja perpeseHTanmja Tauke z = re!P+2h7) L e 7 ce kopuctn, Ha MecTo
je/He KOMIUIEKCHE PaBHU MOCTaBbaMO OECKOHAYHO MHOTO KOMILIEKCHUX PAaBHH, I7Ie CBaKa O] IbHMX OJroBapa
jemHoM k € 7, OMTHOCHO MEPUOAY apryMeHTa Tauke 2.

y=7
P — ——

3hcEn Aea2d) —
‘ cerlesam) T

Ziare -
/~>L— =y \’w Vet
N

N L
L e - —— - — '
‘\C o 2=\ C—‘\E - R SN e
(1 - v T2

2
S s J 7 Wo
c s SRS
i e -2
./ *2:FE :
< v=-4 3 e "
[in ¥ o fur=4)
e = V= =17
DLNOTMA [ EPW 0L
YelT, 1%)

TakBO npeacTaB/babe KOMIUIEKCHE PaBHU Ce Ha3uBa Pumanosa noépui. 3a pesia3ak ca jefiHe paBHHU Ha
JpYry KOPHCTE ce 3acelyl, OMHOCHO MOoJynpase Koje Kpehy U3 KOOpIUHATHOT IOYETKa, M MOTY J1a Uy y OMIIo
KoM mipaBity. Tume ce nCTOBpeMeHO IeMHHMIIE U [TIaBHHU TIePHOJ] 32 YTao ¢ € [T, 7+ 27), aKo je 3aceK mpasa
re’™, r > 0. 3acek je Hajuenrhe TO3UTHBAH Jieo pealHe oce (M Tajia je IaBHU Nepuon @ € [0,27)) um
HeraTBaH J1e0 peaHe oce (¢ € [—, 7)), anu Moxke J1a Oyze 1 Ouio Koja apyra nonynpasa. [Tonoxaj 3aceka
he yTuIaTH 1 Ha 3ammc Gpoja z € C, Hp. 2 = —i = e 31 je: e(F+20m)i (-z+21m)i

7 .
(FH2(=1)m)i gk jeT = %’r.

, ako je 7 = 0; 3aTuM e
ako je T = —T; WM €
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Hanomena 3.12. V taukama Koje ce Hajla3e Ha 3aceKy, ryOu ce HenpekuaHocT pyukimje Vz, z € C, 3ato
ce Te Tauke Hajuenrhe u3ballyjy U3 qoMeHa Jia OM ce ouyBasia HempeKuaHocT. Ha mpumep, Heka ce 3acek
HaJIa31 Ha TIO3UTUBHOM Jiefly peaite oce, 7 = ( u Heka ce nocmarpa dyHkumja 1/z, z € C. [ocmarpajmo
[JIaBHY TpaHy (DyHKIHMje 1/z KOja KOMIUIEKCHY paBaH y JIOMEHY CJIMKa Ha TOpibY TOJypaBaH y KojomeHy. To
je can pyHKIMja y KIACHYHOM CMHCITY M MOKEMO NIOCMAaTpaTH BbeHy HenpeKUIHOCT. Jlakiie, y OBOM CIydajy
Tauka zp = 1 ce ciMKa y Tauky wy = v/1 = 1. 3a IpOM3BOBHY £—OKOJNMHY Tauke wy = 1 He MOCTOju
d—oKonmHa Tauke zp = 1 Tako ja 3a cako z € C rakBo ja je |z — 1| < 0 Baxu |\/z — 1| < e. Hauwme,
Tauke 2’ U3 d—OKOJMHE Tauke 29 = 1 KOje Ce Hala3e M3Haj peajHe oce (aprymedt uMm je 6imsak 0) he ce
cimkati y 7z’ unmju je apryment oko 0, 1ok he ce Tauke z” M3 §—OKOIMHe Tauke 2y = 1 Koje ce Halase
UCIIOJT peajiHe oce (apryMeHT OJIM3aK 277) CJIMKATH y V2 YHjU je apryMeHT OKO 7.

) ’-:_' \!}‘ fu— r,‘t
VA o N d >
4;&; iy, A CEW (1 ’L
= . T=O -
2 \‘3% o

JlogaTtHo, Ha CIMYaH HAUYMH MOXKE Ja ce MOKaXe Ja ako je 3aCeK Ha MOJIyIpaBoj {re” | r > 0}, OHJa
je cBaka rpana kopeHe (yHkIMje {/z aHanutuuka (yHkiuja Ha obnactu C \ {re’” | r > 0}. Beh cmo
KOMEHTApUCAM J1a 3aceK Moxe na Oyae OWIo Koja mpaBa Koja Mosia3d U3 KOOPAWHATHOT MOYeTKa, 3aTO U
CBaKa Tayka Moxe 1a Oyje aHaIMTHuKa, ceM Hyhe. Hyna ce Hana3u Ha cBakoM Moryhem nosoxajy 3aceka.
Hakne, z = 0 je cuHry/IapuTeT KopeHe (byHKIMje y CBUM BapHjaHTaMa M TO HYje U30JI0BaHM, jep CY CHHTYJIa-
pUTETH U CBe Tauke Ha 3aceky (Ty ce Beh ryOu HenmpeKuaHOCT, Ta U aHAIMTHYHOCT). Tauky z = () Ha3uBaMo
mauxom epanarea xopere pyukuje. C 003upom j1a KopeHa GyHKIMja {/z uma n rpaHa Koje ce hopmMupajy
Kpo3 3aceke, Tauky z = () HazuBaMo NpelU3HUje areebapcka mauka zpanarea n—moe peda. Penumo Ha
Kpajy Jla ce M TauKa z = 00 y3UMa 3a anre0apcKy Tauky rpaHarba n—Tor peaa GyHkimje {/z. 3aucra, ako
u3pasumo z = 1/& nnocmatpamo noHaramwe dpyakiuje v/ (1/€), Buaumo na je £ = 0 (a To 3HaUM U 2 = 00)
anrebapcka Tauka rpaHama n—Tor pefa. O

Cimmano, ynkumja aprymenta Arg : C\ {0} — R C C nara ca

z=re¥ = !PTy Argz = {@o + 2kr : k € Z},
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je BHIIe3HaYHa (byHKIMja. 3a pa3MKy ol KopeHe (DyHKIHje KOja CBaK0j TAYKH MIPUIPYKYje CKYIT Ca KOHAYHO
MHOTO eJjleMeHaTa, (PyHKIIMja apryMeHTa CBAaKOj TaYKH MPUAPYKYje OeckoHauaH npedpojuB ckym. [l1aBHOM
rpaHoM (yHKIHje apryMeHTa ce Ha3uBa oHa Kof Koje je k = 0, u obenexapa ca arg, : C\{0} — [, 7+27),
y 3aBUCHOCTH IIe CMO CTaBUJIM 3aceK. AKO HUje Jpyradyuje HarjalleHo 3aceK ce HaJla3y Ha HeraTUBHOM JeJTy

pe€ajlHe oce, T = —7, U TaAa IMUIIEMO arg 0e3 HHICKCA.
A vg 2~
@ /e TN ©

)

s / \\

/ \ ) 0 = 7 - - e
/ \? 57 2w 1 ve ]ﬁ “F—Lf“_ \.}-Z“\- N4 Pyl ol
—_— + —

7

U xon dyHkumje aprymenTa Arg, ryOu ce HENIPeKUIHOCT, 1A ¥ aHAJIMTUYHOCT, Y Taukama 3aceka re'’,
r > 0, ma ra rmo norpedu nzdaIyjeMo u3 JoMeHa.

T @ oNe

——
2 L] I'\{’i (e YA

Takobhe, kao u kox KopeHe (yHKIHMje, Tauke 2z = 0 U z = 0O ce Ha3WMBajy Tadyke rpaHama (PyHKIHje
aprymeHTa. OBor IyTa, ¢ 0031poM ja ce PyHKLMja apryMeHTa Kpo3 3aceK rpaHa y 06CKOHAYHO MHOT'O rpaHa,
Tauke z = 0 U 2 = 0O ce Ha3UBA]y MPAHCUEHOEHMHe Mauke 2paHarsd.

Ho caga cMo penaTuBHO HeOPMaIHO M ONKCHO FOBOPWIM O rpaHamy (yHKuuje, a caga hemo matu
MpeluusHy JeUHULU]Y 2pake guuiesHaure pyHKuuje U mauxe epararea.

Hednnnnuja 3.13. Qyuxyuja f je epana suwesnaune pynxuyuje F' na domeny D axo je f jeonosnauna u
nenpexuona na D u eaxcu f(z) € F(z), z € D.

Hedpunnnuja 3.14. Tauka zy je mauka epanarea sumesnaune pynkuuje F' axo xaoa y oomeny dpyuxuuje
0K0 mauke zy onuwemo kpyducnuny S = S(zo, 1), cauka ose y kodomeny f|S| nuje sameopena kpusa.

AKo ce cauka y KOOOMeHYy 3ameopu Kada Kpyichuuy S onumemo n nyma oko mauke 2y, OHOA ce 2
HA3UBA aNz2ebapCcKa mauka zpanarea n—moe pedda. AKo ce cAuKa y KOOOMeHYy HUKadd He 3ameapa, maoa je
20 MPAHCUEHOEHMHA MAYKA 2PAHARLA.

IIpumep 3.15. ITokaxuMo Aa je M Ha OCHOBY OBe AeduHHULMje, Tauka z = () anrebapcka Tauyka rpaHama
Tpeher pena GyHKIWMje 2.

Kana kpyxnuny e, t € [0,27] npecimkamo ¢gyHKIHMjoM /z 100MjaMo OTBOpEeHY KpMBY (TauHuje
KpykHu J1yK) ¢'//3, t € [0,2x], jep t/3 npohe camo BpeaHocTHMa o 0 10 27 /3. Jla Ou ce KpyKHMIA Y
CJIMIIM 3aTBOpHIIA, MIapaMeTap ¢ Mopa Jia mpurajaa uarepsaiy [0, 67|, OHOCHO KpyXHHUIA ¥ JOMEHY MOpa
Tpu mmyTa J1a obubhe oko z = 0. O
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z—2
IIpumep 3.16. 3a pyHKI1IH]Y \5/ - anredapcke Tauke rpaHama MeTor peja Cy OHe Tauke Kajl je apryMeHT
z—1

jenHak 0 UM 0o, OMHOCHO 2 = 2 U z = 1. O

Z—1

IIpumep 3.17. dynkuuja aprymenta Arg z MMa TpaHCUEAeHTHY Tauky rpaHama y z = (. Haume, konmko
rof1 TyTa y JOMeHy Jia 0OuheMo OKo HyJe KpykHULOM e, ¢ € R, ciuka y kogoMeHy je npasa arg(e't) =
t, t € R, xoja ce MokJamna ca peaJJHOM OCOM U HHMKaJl ce Hehe 3aTBOPUTH. O

KpaTke annMupane ¢uamoBe o PuMaHOBO]j MOBpLIM, 3acenMa U rpaHama (yHKIHje, Ka0 U APYTUM
MOBE3aHMM TeMaMa y KOMIUIEKCHOj paBHH, MOXeTe Hahv Ha OBOM JIMHKY.

3.4 Jloraputamcka pyHKIHja

Jlorapuramcky (pyHKIHjy %keauMo Aa Ae(HUHUIIEMO Tako fda Oyle MHBEep3Ha eKCHOHEHIUjaIHOj (hYHK-
uuju. Kopucrehu Teopemy [3.7] noGujamo:

lnz=w & e“=z
& eV =re® meje w=u+iv, u,v ER A z=7e¥, >0, p€R
& et = nrele — nrtie (opreje Inr, r > 0 peansa noraputamcka (yHKIHja)
& u+tiw=Inr+ip+2kwi, k€ Z
& w=u+iv=In|z|+i(argz + 2k7), k € Z.

Hedununuja 3.18. Axo je z # 0, onda je Ln z suwesnauna gpynxuuja, ca 6eCKOHAUHO MHO20 8peOHOCU,
dama ca

Loy z :=In|z| + i Arg;) 2 = In 2| + i(arg ;) 2z + 2k7), k € Z.
Osnaka In(;y z = In |z| + 1 arg ) z je pesepsucana 3a enasny epany, kaoa je k = 0.

Hamomennmo, oqmax, 1a Hajuernhe y3uMamMo J1a je 7 = —7 W OHJA T'a He MUIIEMO y WHAeKCY: Inz =
In|z| +iargz, argz € [—m, ). Cana Hema 3a0yHe OKO O3HAKa jep ce IVIaBHa rpaHa KOMIUIEKCHE JIOrapH-
tamcke dyskimje (In z) u peanna gorapuramcka dyskumja (In |z|) moknanajy. 3aucra, 3a z = = € (0, 00)
Baxu Inz = In |z| +iargr =Inx 4 - 0.

IIpumep 3.19. Baxu:
1. In3 =1n|3| +i(arg3 + 2kw) = In3 + 2kmni, k € Z.
2. In3=In|3|+iarg3 =1n3.
. S . A T,
3. In(—i) =In| —i| +darg(—i) =Inl+4 <—§> =5t
4. Ln(1+4) :1n|1+i]+i(arg(1+i)+2k7r):ln\@+i(%+2k7r), kel O

V HactaBky hemo HaOpojaTu HeKe 0J] 0COOMHA KOMILIEKCHE JIOrapuTaMcKe (pyHKIHje.
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLedjb8kTEycKEIfgAT4VBrH00o8hfLUI9

* JlorapuraMmcka (pyHKLHja je UHBEP3HA €KCIIOHEHIMjaIHO] (PYHKIM]H, OJHOCHO BaXKU:
ZZBLHZZGIHZ, ZG(C\{O}

3aucra, kopuctehin 0coOMHEe KOMILJIEKCHE eKCIIOHEHIIMjaIHE U peaJiHe Jioraputamcke yHKIMje, 10-
6ujamo:

ean — eln|z\+z(argz+2k7r) _ eln|z|ezargz€2km _ |Z’ezargz 1=z, =z ?é 0;

Inz _ €1n|z\—|—zargz _ €1n|z\ezargz _

e = |z|e'®8% = 2, 2 #0.

e Baxu: Ln(z122) = Lnz; + Ln 2y, 21,29 € C\ {0}.
3aucra, uMajyhu Ha yMy ocoOMHe peasiHe JorapuTaMcke (pyHKIMje 1 KOMIUIEKCHE BUIlle3HauHe (PyHK-
je aprymMeHTa, 1001jamo:
Inz; +Lnzo =1In|z1| +iArgz; + In|za| + 7 Arg 29
= In|z1||z2| + i(Arg 21 + Arg z2) = In |21 22| + 7 Arg(z122)

= LH(Z1 ZQ).

Z1

CimuHo, Ln <> =ILnz; — Lnze, 21,29 € C\ {0}.
2

MehyTum, MOpamMo MMaTH Ha yMy Jia 3a [JIaBHY IPaHy OBO HE BaXH, OJHOCHO:

In(z122) # Inz; +Inza, 21,29 € C\ {0}.

Haunwme, 3a riaBHy rpaHy Joraputamcke ¢yHkuuje Baxu Inz = In |z| + iarg z, rae arg z npunaja

OCHOBHOM Iepuofy, Hip. arg z € [—m, 7). Ha npumep, ako je arg z; = arg zo = 2{ € [—m,m), onma
je arg(z122) = —%’r € [—m, ), onHOCHO arg(z122) # arg z1 + arg zo. [lakue,

In(z129) = In|z129]| + iarg(z122) # In|z1| +iarg z; + In|z2| + iarg zo = Inz; + In 2.

* Co63upom 1a je Ln, z = In|z| + i Arg, z, z # 0 u ga dyHkumja Arg, z UMa 3acek, Ha MOJTYIPABO]
re™, r > (, oH/a ra UMa ¥ KOMIUIEKCHa Jiorapuramcka ¢pynkuuja Ln, z, z # 0. Hajuemhe, ako He

MUIIEMO UHJIEKC, TIOIPA3yMEBAMO JIa je 3aceK Ha HEraTUBHOM JIENly peajiHe oce, 3a T = —7.
Teopema 3.20. @ynkyuja In z je anarumuuxa na D* = C\ {z : z = —x, x > 0} u saxcu
d

1
%lnz:;, z € D*.

Joka3. 3a QyHKIMjy apryMeHTa argz CMO MOKa3aid Aa T'yOM HEeNpeKWAHOCT Ha 3aceKky re "' =

—r, r > 0, Te TO BaX4 U 3a KOMIUIEKCHY GyHKumMjy Inz = In|z| + iarg 2. [Jakne, Ha 3aceky ryOoumMo
u qudepennmjadmHocT pyHKImje In z, z # 0. Heka je zp € D* (mpumernmo fa je D* obact), Taja BaxH:
. Inz—Inzg w — Wy 1 1 1
—Inz = lim — = lim = = =,

dz =20 220 Z — 2 wwy €W — eWo iew| ewo 2
dw w=wo

Inz " genpexuanoct

Mpu 4YeMy CMO, KOJ Jpyre jeHaKOCTH, KOPUCTWIA CMEHy w = In z, UACHTUTET 2 = e
eKCITOHeHIIMjaJIHe U JjoraputaMcke GpyHKIje Ha D, a y HacTaBKy, mudepeHIjan eKCroHeHIrjarHe (yHK-

uuje. O
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Cana, ynotpe6om Teopeme [2.37, nupekTHO 100MjaMO HapeHA JiBa TBpheba.
Iocnenuua 3.21. Peaana ¢pynkuyuja In |z|, z € C\ {0} je xapmonujcka na ceom domeny.
Hocaequna 3.22. Peanna pynxuuja arg z, z € D* je xapmonujcka na ceom oomeny.

ITpumep 3.23. Onpeaurty gomen aHamutuanoctd, D*, dyrkumje f(z) = In(3z — i) u onpenurn f'(2).
1
Baxu, D* =C\ {2z |3z —i=—ux, IL‘ZO}:C\{Z|Z:—§+*Z', x > 0}.

1 d s
32—i dz 32— c€D =

d
Hame, 7 In(3z —1i) =

Ipumep 3.24. Hahu ony rpany, f, pumesnaune dynkuuje F(z) = Ln, (23 — 2) u onpeautn 7, Koja je
aHanmuTruka y z = 0 u, 3atum, onpeauru f(0) u f/(0).

Oynkpja F(z) = Ln (23 — 2) = In|2® — 2| + i(arg, (2® — 2) + 2k7) uma 3acek (te Ty ryGuMO
HEeMpeKUHOCT, Ma u audepennujaduiHoct) y Taukama z € C 3a koje je 22 — 2 = re™, r > 0. Kako Hac
rnoce6HO MHTepecyje Tauka z = () Gupahemo 7 Tako ga 02 — 2 = —2 ¢ {re'™ : r > 0}. Jlobpu cy nakJe,
CBU 3acelly KOjU HICY HETaTUBHH JIE0 PEasHe Oce, Tj. T # —7. Y3MHUMO Ha npumep 1a je 7 = —m /4.

Tpaxena rpaHa BumiesHaune Gynkuuje F je f(z) = In_, /4(23 — 2). Ha ocHoBy TeopeMe 3HAMO
na je f amamaTuuka Ha oonactu D* = C\ {z: 2 — 2 = re~/4, r > 0}. lasme, Baskn:

f(0)=In_/4(=2) =In| - 2| +iarg_, 4(-2) = In2 +im;

322
'(0) = =0. O
f ( ) 23 —212=0
Hanomena 3.25. Ha kpajy HarmoMeHMMO Ja Ccy U 3a Jiorapuramcky (yHKuujy Tauke z = 0 M 2 = o0

mancyeHOeHm1e mauke 2panared, jep je norapuraMmcka gpyHkmja nedpuHrcaHa Mpeko (PyHKIMje apryMeHTa,
ILnz =1In|z| +iArgz.

3amcTa, ako y I0MeHy oOnheMo MPOM3BO/LHO MHOTO IyTa OKO Hylle KpyxkHHIoM e, ¢t € R, crimka je

npasa In(e*) = In |e| + iarg(e™) = it, ¢t € R koja ce NOKJIaNa ca MUMATMHAPHOM OCOM M HUKa[ ce Hehe
3aTBOPUTH. O

3.5 KommiekcHa creneHa (pyHKIHja
Hedpunnnuja 3.26. Komnaexcra (sumesnauna) cmenena yHkuuja oama je ca
2% = (eln®)@ = egalnz 5 c €\ {0} 3a cearo « € C.
Ipumep 3.27. Onpeauru (—2)°. Baxu:
(_2)1' — eiLn(—2) — ei(ln|—2|+i(arg(—2)+2k7r)) — eiln2—7r—2k7r LeZ
, .
[MpuMeTHMO Ja CMO Kao pellemhe A00MI OeCKOHAYHO MHOTO pa3jMYMTHX KOMIUIEKCHUMX OpojeBa Koju ce
HaJla3e Ha MOJNYNpaBoj Koja Kpehe M3 KOOPOMHATHOT MOYETKA M HaJla3W ce Moj yrioM In 2 y omHocy Ha

MO3UTHBAH JIEO peajiHe Oce, a Ha OJJaJbeHOCTH e_(%“)”, ke Z. O
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C o03upom fa cy u noauHomu z" n € N, creneHe (yHKLMje, a 32 BUX 3HAMO [a Cy jeJHO3HAuHe
(pynkumje, pasmorpumo 3a koje « € C he nohu 10 Tora ga ce BpeJHOCTH BUIIE3HAUHE cTerleHe (PYHKIMje
z% nokJone. [IBe rpane crenene dpynkuuje 2%, z # 03a ki, ko € Z ce nokianajy ako je:

eo(lnz+2kimi) _ go(ln z+2komi) a2kimi = a2komi + 2mmi  3aHEKO m € Z

aky = aks +m 3aHekO M € Z

m

a=-—— 3aHEKOM € Z
k1 — ko

a € Q.

t ¢ ¢

Axo je a € Q BpenHocTy BuIe3HauHe pyHkumje z%, z # 0 he ce moHasbaTH, onHoCcHO 3a v = 7 € Q
BaKH:

m/n _ gy (net2kmd) g1 p 1,

< )

HakJe:
* 3a « € N, dyHkimja 2z je jeqHO3HAYHA;
* 3aa = T € Q, dynkumja z* 3a cBako z # 0 y3uMa 1 pa3IMIUTUX BPEJTHOCTH;
* z3aa € C\ Q, pyskimja 2% y cBakoj Tauku z # () y3uma GECKOHAYHO MHOTO Pa3IMIUTUX BPEJTHOCTH.

I'maBHa rpaHa cTenene (yHKImje 2% = " # je ananuTHuKa Tamo r1e je To u gynkimja In z, z # 0. Ha
ocHoBy Teopeme |[3.20} To je ckyn D*, 1 Baxku:

d « d alnz alnz 1 al
e _£( )=e a =az,

I7ie CMO Ha 00e CTpaHe jeIHAKOCTU KOPUCTWIIM UCTY I'paHy BUIlle3HaYHe (yHKIHje 2.

3.6 UHBep3He TPUTrOHOMETPHjCKE U XHIIEPOOINIHE TPUTOHOMeETPHjcKe PyH-
KIaje

[Nornenajmo, Ha mpuMep, Kako OUCMO OJpeNIN UHBEP3HY (PYHKIH]Y (PYHKIIUJHU COS 2.

ewi+€—wi i .
Arccosz=w & cosw=2z <& #:z & e 22" +1=0
: 2 Viaz? —4
ew’:%:z—i—v%—l & wi:Ln<z+\/z2—1)

& w:—iLn(z—i—\/zQ—l).

[Mpumerumo aa je u pyHKIMja Arccos BUIIE3HAYHA, jep je AedrHuCcaHa ynoTpeOOM YakK JBE BUIIE3HAUHE
dyHKIIMje: KOpeHa U JIOTapuTMa.

Hedpunnmuja 3.28. Komnaekcre (sumesnaune) unsepsne mpuzoHoMempujcke u xunepooiuure mpuzoHo-
Mempujcke pynKuuje ce depurunty, Ha odzosapajyhum domenuma, Ha caedehu Hauumn:
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Arcsinz = —i Ln (zz + 41— z2) Arcsh z = Ln (z 4+ 22+ 1)

Arccosz = —iLln(z + v 22 — 1) Arcchz = Ln(z + V22 — 1)

1 11—z 1 1+ 2
Arctgz = — L Arcthz ==L
rctg z 5 n z'+z> rcth 2 5 n T
1 ; 1 1
Arcctgz = — Ln Z+Z, Arccthz = = Ln 2t .
21 z—1 2 z—1

Henpekungnoct u mudepeHInjabuIHOCT UHBEP3HUX TPUTOHOMETPHJCKUX U XUIIEPOOIMYHUX TPUTOHOME-
TpUjcKUX (PYHKIIM]jA, KA0O U 10 Call, MOXEMO ITOCMATpaTH 3a MojeJuHayHe rpaHe. Tako je

dilz(arccos z) = diz (—z’ln (Z + \/227—1» =—1
1
-

T7e CMO Ha MOYETKY U Kpajy KOPUCTUIIN IJ1aBHY rpaHy (+) (pyHKIMje KopeHa.
TMTokaxkuMo Ha MPUMEPY Aa Cy OBO MPaBa YOIIITEha PeaTHUX UHBEP3HUX TPUTOHOMETPH]CKUX (hYHKIIH]a.

1 z —1
1+ p—
z+\/z2—1( \/22—1> 22 —1

ITpumep 3.29. Heka je z peanan O6poj Koju ce Hanasu y untepsaiy (—1,1). ITokasaru ga ce tajga arcsin z
Hajasu y uHtepBany (—7/2,7/2), Kao MITO je TO CIy4aj y pealHOj aHATU3H.
Hekaje z =z, = € (—1,1). Tana je arcsin x, npema I[e(bI/IHI/IL[HjH jenHak

arcsinz = —iIn(xi + /1 — 22) = —i (ln‘;m'+ V1 —mQ‘ +iarg (;m'+ 1 —x2)> .

[IpumeTnmo npBo ja je 3a © € (—1,1) Bpegnoct V1 — 22 € (0,1], jep kopuctumo TIaBHy (4) rpaHy
1— 22 —i—’il" = /(1 — 22) 4+ 22 = 1, na go6ujamo ja je In )xz + m’ =Inl1=0.
Hase, camga 3HaMO U 1a ce Opoj W +ix,3ax € (—1, 1), y KOMIUIEKCHO] PaBHU Hajla3u IECHO Off
MMarvHapHe oce, 11a je arg (m + m> € (—n/2,m/2). Konauno,

KopeHa. Monyo

. . ‘ ‘ T
arcsinx = —i - i arg (:L'z +V1-— x2> = arg (:m +V1-— x2> € <—§, 5) . O
Hanomena 3.30. IlpumeTtrMo /1a CBe UHBEP3HE TPUTOHOMETPUjCKE M XHIIEPOOIMYHE TPUTOHOMETPH]jCKE
(¢yHKLIMje UMajy TPaHCLIEHJCHTHE TauKe IPaHama, jep Cy JeUHUCAHE MPEKO JiorapuTaMcke pyHKIuje.

1 ) —
Ha npumep, 3a ¢pyHkimjy Arctg z = — Ln Z -
24 1+ z

rpaHama, jep je apryMeHT HaBeJeHe Jorapuramcke (pyHKIHMje Taga jeqaak 0 u oo, peaom.

TaYKE 2 = 1 U 2 = —1 Cy TpAaHCLICHAEHTHE Ta4Ke
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I'nasa 4

KoMIiiekcHa HHTErpamnuja

NuTterpan xommuiekcHe ¢yHKLMje ce JeduHuIle Ha UCTU HAYMH Kao U y peajHo] aHaIUW3U. Y NPBOM
noriasby hemo aeuHUIIATH II0jaM IJIaTKe KPUBE, a 3aTUM KOHTYpe Ka0 KOHAYHOT HETIPEKUIHOT HU3a IJIaT-
KHUX KpMBUX. 3aTUM, Y APYroM IOMIaBiby Je(pUHUILEMO KOMIUIEKCHA MHTErpall Iy KpHBe, IOCPEICTBOM
PumaHoBHX cyma, Beh MO3HATOT MPUCTYIIA U3 peaslHe aHalm3e. Y HacTaBKy hemo ce yro3HaBaTh ca 0coOu-
HaMa 0Bako JeuHrcaHOr uHTerpaia. Kao moce6HoO BaKHO MECTO MCTHUEMO TOCJIe/liba [IBa MOIJIaBiba, Te
hemo Kpo3 HU3 Teopema JJoKa3aTH j1a je ¢hyHKIHMja Koja je nudepeHijadbuita Ha oonacti D (aHaIMTHYKA)
MICTOBPEMEHO M OECKOHAYHO ITyTa HENPEeKHHO Judepenuujadnita Ha obnactu D, Teopema .33

4.1 KoHTypa y KOMILIEKCHOj paBHH

Hedunnunuja 4.1. Cxkyn mavuaxa y komnaekcroj paguu, v C C, ce nHasusa enamka xkpusa ako nocmoju
npecaukasaree z : [a,b] — C mako oa je v = {z(t) | t € [a, b]} u 3a006omasa:

1. npecaukasare z je nenpekuono ougbepenuujadurro na |a,bl, oonocno axo je pynkuuja z obauka
z(t) = x(t) + iy(t), t € [a,b]

S = () + iy (), € lab] wy e Clab
2. Z(t) #0, t € [a,bl;
3. npecaukasarbe z je unjeKmueHo, OOHOCHO KPUBA 7y HEMA CAMONPECEeUHUX MA1aKd.

Cxyn v C C ce nazusa 3ameopena eanamra Kpusa ako axce ycaosu 1. u 2. u ycaos

3’ npecauxasarve z je unjexmusno 3at € [a,b) u éanxcu z(a) = z(b) u 2’'(a) = 2/(b).
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IIpecaukasarve z(t), t € [a,b] nasusa ce donycmusa napamempuzayuja kpuse .

AKO KpHBa Y UMa jeJIHy JIONyCTUBY NapaMeTpU3allnjy, UMa UX U OECKOHAYHO MHOTO.

IIpumep 4.2. OppenuTn JOMyCTHBE MapaMeTpu3anyje ciieaehnM KpruBama:

1. IMocmarpaHa KpriBa MOXe J1a ce MapaMeTpu3yje Ha ciie-
nehu HauuH:
z(t) =1t, t € [1,8], jepBaxu
z(t) =t, y(t) =0, z,yeC'[L,8],
Z(t)=1+#0, te[1,8]

Z je NHjeKTHBHA;

WJIY IpyTa JIOTyCTHBA MapaMeTpu3aliija

Ft)=t+1, t€0,7].

2. MocmarpaHa KpuBa MOXe /la ce NapamMeTpu3yje Ha cJie-

nehy HauMH: N £
2 } 2421
z(t) =2+41it, t € [-2,2], jep Baxkwm ]5..
.’I)(t) = 27 y(t) = t? x,Y < Cl[—Q, 2], }’L —
/ . o
Z(t)=1i#0, t € [-2,2] e i

Z je UHjeKTHUBHA.

3. Ilocmarpana KpuBa MOXe Ja ce MmapaMeTpu3yje Ha cie-

nehu HauuH: ) 6 A / 5+C 4
2(t) =Tt —2+i(9t —3), t €[0,1], jep Baku y/ .:
a(t) =Tt —2, y(t) =9t -3, x,yeC'0,1], 2 N
() =7+9#0, t €[0,1] by 5
Z je WHjeKTHBHA. -2-3¢ |73
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4. TlocmaTpaHa KpvBa MOXe [1a Ce IapaMeTpu3yje Ha cie- )
nehu HaumH: T ¢

2(t) — (1 —1i) = 2¢", t € [0,27], omHocHO
2(t) =1—i+2e", t €[0,27], jepBakm
2 (t) = 2ie', 2z € CY0,2n]

Z(t)#0, te0,2n] 7

Z je UHjeKTHUBHA. J2-(a-2) 1 =2

O

Hanomena 4.3. Tlpumetnmo na je kpusa v = {z(t) | t € [a,b]} C C HempekuaHa ciMKa KOMITAKTHOT
cKyma [a, b], Te je u cama, kao ckyn y C, kommakTHa. [lakJie, Kaji roft To Oyjie moTpedHO, MOKXEMO KOPHCTHTH
3aTBOPEHOCT ¥ OTPAHUYEHOCT KPHBE 7.

3a kpuBy v = {z(t) | t € [a, b]}, napameTpu30BaHy MpeciMKaBameM z, hemo pehu 1a je opujeHTHCaHA
on z(a) ka z(b), a < b. [Ipyra napamerpusanuja Ou MOIJIA Jia Jia U APYTO yeMepeme. Tako /1a, KaJi ToBOpHMO
0 OPMjEHTHCAHUM IJIATKMM KPUBaMa IOJIpa3yMeBaMo Jia lapaMeTPU3aIiija OJiIrOBapa U YCMEPEDY.

XV\

/-/ﬁ——/f;&k\o? Ze, .
:L_LE\ / ’ z ke)

Hedpunnnuja 4.4. Kaoswcemo oa je I' koumypa ako je uau jeOna mauxa zy uau KOHA4AaH HU3 OPUjeHMUCAHUX
20aMKUX KPUBUX (1,72, - -, Yn), MAKO 04 C€ KPAjbad MAUKA KPUSE 7Y NOKAANA €A NOUEMHOM MAUKOM
kpuee Ypv1, k=1,2,....n— 1. Huwemo ' =~v1 +v2 + -+ + Yn.

IIpumep 4.5. Ilornenajmo HeKOIUKO MprMepa KoHtypa I :

8
¥a A
LS
2, Mva e P we fa
P a 24 Lo g ;\;e T ch S
- Ghn Ba C4fn Towe 2ala [y
>
Na
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O]

[MapameTpu3zanyje KpUBUX 71, - - - , Yo, KOHTYpe I' yBek mMory za ce m3abepy Tako Ja UM ce JOMEHH Ha-
10Be3yjy, OOHOCHO ako je v, = {zx(t) | t € [ag,bk]}, k& = 1,2,...,n, oHna je by = apt1, k =
1,2,...,n — 1. NakJe, pehu hemo na je kontypa I' mapamerpusoBaHa npecivkaBameM z(t), t € [a, b], rae
jea=ai, b=">by,uz(t) = 2z(t), t € [ag,bx], kK =1,...,n;a3anpeciukaBarme 2z BaXu Ja je HEIPEKHUIHO
Ha [a, b] u HenpekunHO nudepentmjadwiHo Ha [a,b] \ {bx | K = 1,...,n — 1}. Kopucruhemo o3naky —I"
3a KpUBY CyIpPOTHOT cMepa o Kpuse I, oqHocHo —I' = (=7, ..., —71).

3a koHTYpYy I' KaxkeMo Ja je nemsva ako je 3aTBOpPeHa W, IOJIaTHO, J1a J&€ npocma 3ameopeHd KOHmy-
pa (nemwa) ako HeMa caMOIPECeYHUX Tavyaka (CeM MoYeTHe U Kpajibe Tauke). [IpocTa 3aTBOpeHa KOHTYpa
MO’ke OUTH MO3UTHBHO OPHjEHTHCAHa, aKo jOj je CMep CYNpOTaH Off cMepa KpeTama Ka3ajbke Ha caTy, WK
HEeraTMBHO OPHjEHTHCaHa, aKo jOj je CMep UCTH Kao M cMep KpeTama Kasasbke. 3a NpeLn3Hujy JeuHUL]Y
opHjeHTaIlrje MpocTe 3aTBOpeHe KOoHType unTanai ce ynyhyje Ha [10, Theorem 1, p.158], rae ce opujeHTa-
uuja ysoau ynorpedom XKopaaHose Teopeme 3a KpuBe.

IMoxcerumo ce, ayskuHa kpuse v = {z(t) = x(t) +iy(t) | t € [a,b]} ce u3pauyHaBa Ha cienehn HauMH:

b b
1) = [ Voo a - |

Hyxuna kourype I' = 1 + - - - 4 7y, je nara ca:

dz

dt.
dt

I(T)=1lv1+-+m)=Un)+-+ 1w

Oga gedununmja je 100pa, jep je KpuBa -y 1o AeUHHUIIU]U CJIMKA HEMPeKuaHO audepeHijaduite yHKImje
z(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b], Te HOCMATpPaHK UHTErpaJ YBEK MOCTOjU Kao KOHAYaH MO3UTUBAH peasiaH
Op0j, OMHOCHO BaXKU:

I(y) = /b V' ()2 +y/(t)2 dt € RT.

4.2 HHaTerpaJj no KOHTypu

Heka je v = {2(t) | t € [a,b]} npocTa opujeHTHCaHa r1aTka KpuBa of o = z(a) g0 B = z(b). Heka

je P, mapTuigja KpuBe ¥ Ha n IeioBa Taukama &g = «, £1,&9,...,&q—1,&, = B € 7. O3HaunMoO AenoBe
nyka kpuse 7y ca: &;—1,&;, © = 1,...,n. Hajpehy gyxwuHy yka Iena Kpuse -y 1aTe mapTUmmje 7,, 03HAIUIMO
ca u(Py) = max{l(&-1,&) | i = 1,...,n}. Heka je Ha cBakoM feiy nmaptuije P,, KpUBe 7y Jata Tauka

G €&o1,8,1=1,...,n.

Y‘.‘ ‘NP
(L“ ‘ j;“;/ in.,“ ﬁ‘} W

s
Lw-g
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Pumanosa cyma dynkuyje f : v — C koja oarosapa naptuuuju P, Kpuse - je:

S(Pa) = flen) (& — 1) = > fler) A&
k=1

k=1

Hednnunuja 4.6. Heka je [ komnaexcna gynkyuja oegpunucana oyxic npocme opujeHmucane 21amke
kpuge ~y. Kaswcemo oa je f unmezpabunna oy v axo nocmoju L € C mako oa je:

L = lim S(P,), 3anpoussowan nuz napmuyuja {Pplnen makeuxoa lim p(P,) = 0.

Komnaexcan 6poj L ce nazusa unmeepan ipyuxyuje f oyoic kpuse v u obenesicasa:
n
L= Lf(Z) dz = "ILH;O; f(ex) A

Kaoa srcenumo 0a nazaacumo oa ce unmezpayuja epuiu Oydic 3ameopene Kkpuae vy, kopucmuhemo o3naxy

L= ﬁ £(2) dz.

Kao u y peayiHOj aHaM3u, TUPEKTHO HAa OCHOBY AeduHHUIU]e 100UjaMo, ako Cy f U g UHTerpaduiiHe dyx
v ¥ ¢ = const € C, onpna cy unterpabunue v ¢ - f, f + gu —f u Baxu:

. [/c-f(z)dz:c/vf(z)dz;

g/ﬁwytmme:wamZi/guMz

Y Y
. z)dz = — z)dz.
[ sz =— [ )

Takobe, kao 3a ¢yHKIIMje peasiHe TPOMEHJbHBE, MOXKE Ce IMOKa3aTu u cieaeha reopema:

Teopema 4.7. Ako je komnaexcua gpynxuuja f nHenpekuona y ceum maukama npocme opujeHmucane 2aam-
Ke Kpuge vy, oHoa je f u unmezpadunna oyaxc -y.

ITpumetnmo 1a, ako Ou KpuBa -y Owa naracay = {z(t) =t | t € [a, b]}, a kommiekcHa dyHkuHja f ca
f: v=la,b] C C— R C C, peansn u KOMIUIEKCH! UHTErpaj OK ce MOKJIOMMIK jep je NeUHHIINja UCTa:

Lf(z)dz—/abf(t)dt.

OBa uKEbCHHUIIA, M HaBeJleHe OCOOMHE UHTErpaja, HaMm omMoryhasajy /ia HHTErpaj KOMILIEKCHe (DYHKIHje
obmuka f : [a,b] — C 3anmmemo u Ha cienehn HaumH:

/7 RO / () + iv(t)) dt — / "ty dt+ i / " o) di.

IJie Cy mocjeiha 1Ba MHTerpaia peaiHa.

Haxkue, komiutekcHa dyHkumja f : [a, b] — C obmuka f(t) = u(t) + iv(t), t € [a,b] je unTerpabuiaHa
aKo cy uHTerpabuiHe peanHe ¢pyHkMje v v v. Haume, Heka cy U u V npumuTrBHE (pyHKIMje PyHKIMja U
v v, onHocHo Heka je U/ = uu V' = v. Taga Baxu na je F' = U + ¢V npumurusHa dpyHKMja GyHKumje f,
omrocHo jaje F' = (U +iV) =U +iV =u+iv = f.
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Teopema 4.8. Axo je komnaekcrna pynxuuja nenpexuona na [a, b u F' = f onda easxcu:

b
/ ft)dt = F(b) — F(a).

Joka3. 3aucta, kopuctehu oaropapajyhy teopeMy 3a peanHe UHTerpaie, JoOMjaMo J1a Baxu:
b b b
/ f(t)dt = / u(t)dt + z/ v(t)dt =U((b) — U(a) +i(V(b) — V(a)) = F(b) — F(a). O

=—i(e™ —e¥) = —i(-1—1) = 2i.

0
OBJie cMO KOPUCTMJIM JIa je 3a HempeKuaHy NoauHTerpamny Qynkuujy f(t) = e = cost + isint,
t € [0, 7] mwena npumMuTUBHA DyHKIMja JaTa ca F(t) = sint — icost = —ie®, t € [0, 7]. O

L T
IIpumep 4.9. Baxu: / eldt = —ie'
0

JTo caja MO JIOBEJIU Y BE3y KOMILUIEKCHU MHTerpai (yHKIHMje f = u-+7v HaJ KPUBOM 7 KOja je UHTEPBaJI
Ha peanHoj ocu [a,b] C C u peanHe unHTerpase GyHKIMja u ¥ v HAA [a,b], KA0 M HUXOBE NPUMHUTHBHE
(byHKLIMje aKo MOCTOje. Y HACTABKY KeJIUMO Ja Te pe3y/rare ynoTpeOMMO M 3a W3pauyHaBambe UHTErpajia
HaJl Ipon3Bo/bHOM KpuBoM . Heka je P, = {&o, &1, - . ., &, } mpon3BobHa mapTuimja kpuse v = {z(t) | t €
[a,b]}. Tapa noctoju maptunmja {tg, t1, ..., t,} uaTepBaNa [a, b|, Tako aaje z(t;) = &, i =0,1,...,n.

C

AN

3Hajyhu J1a je opujeHTHCaHa [71aTKa KPUBa -y JaTa CBOjoM IMapameTpu3aiujom z(t), t € [a, b] koja je
HenpeKuaHo qudepeHujadmiHa GpyHKIHja, 100ujamMo

Afk = fk — §k,1 = Z(tk) — Z(tk,l) =~ Z/(tk)(tk — tkfl) = Z/(tk)Atk, Atk — 0.

Vepiiraajyhu To y u3pas 3a onpeljuBame UHTErpaia KOMIUIeKCHe (yHKIMje f Iy KpUBE 7y, T0OHjaMo
n n b
_ . . / _ /
(Awmbgﬁgyﬁwﬂ—ﬁg%ﬁ%%ﬁ@M%—lﬂMW@W-

Teopema 4.10. Hexa je f nenpexuona pynkuuja na npocmoj opujeHmucanoj eaamkoj kpueoj y. Axo je
z = z(t), t € [a,b] donycmusa napamempuzayuja kpuse y onoa je:

b
/&@@—/fvmwww
0% a
JlakJie, BpeIHOCT MHTErpaia He 3aBUCH Of1 IONYCTUBE napamerpusanmje z(t), t € [a, b)].
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IIpumep 4.11. Oapeaumo BpeHOCT UHTErpana [; = % (z — zo)j dz, j € Z.
S(zo0,r) 4
Kopucrehn napamerpusaunjy chepe S(zp,r) = {z € C | z(t) = zo + re*, t € [0, 2]} nobujamo

2

2m . . . .
I = f{ (2 — 20)) dz = / (re)’ ire™ dt = irit! / Ut g, j e Z.
S(z0,7) 0 0

2
3aj=—1lumamo maje I_; = z/ dt = 27i, 10K 3a j # —1 Baku
0

) J+1 21 Jj+1
I; = ]{ (z — 20)? dz = I iG] T (1-1)=0.
S(z0) J+l A
Hakre,
. o =1
I; = 7{ (z —20) dz = i ] N
S(zo,r) Oa J 7£ —1.

Hedununuja 4.12. Heka je I' konmypa I' = v + - -+ + v, u pyuxyuja f nenpexuona na I'. Onoa je
unmezpan no koumypu I cpynxuyuje f oam ca:

n

/Ff(z)dz—Z/ F(2)dz.

i=1"7i

Ako je I" jeona mauxa onoa je / f(z)dz = 0.
r

IIpnmep 4.13. NM3pauyHajMo BpeJHOCT UHTErpaia 7{ e*dz, tne je koutypa I' = 1 + 72 cactaBbeHa off

r
KpHBE 7] KOja je ropma MoNyKpyKuHHUIA |z| = 1, ox Tauke 1 mo Tauke —1, u KpuBe Y2 Koja je myx [—1,1].

Kopucrehu napametpuzanuje:
n={t)=€"[te0,n}n
v2 ={2(t) =t |t € [-1,1]}, nobujamo:

T 1 -1 1
jé e“dz = / e“dz +/ efdz = / e iettdt +/ et dt = / e’ds +/ etdt = 0. O
r 7 Y2 0 -1 1 -1

Heka je  opujeHTHCaHa IIaTKa KpHWBa, a MHTerpadmiHa (GyHKIWja f OorpaHUYeHa, OJHOCHO MOCTOjH
M > 0rako na |f(z)| < M, z € ~y. Taga unterpan pyHKuuje [ MOKEMO OLIEHUTH Ha ciiefiehy HaumH:

[ff(z)dz

n

lim >~ f(cx) A

n—00
k=1

< lim
n—oo

D flen)Aé
k=1

< lim 37 ()]G
k=1

IN

n n
lim > M|AG| =M lim Y [A&G] = M- 1().
k=1 k=1
JIMpeKTHUM YONIITaBameM OBOT pa3MaTpama 1o0njamo ciiesiehy Teopemy.

55



Teopema 4.14. Ako je f nenpexuona na konmypu I' u axo je |f(z)| < M, z € ', onoa easxcu:

/Ff(z)dz

20e [(T") osnauasa oyscuny konmype I'. [loce6no, eadxcu:

‘ /F F(2)dz

IIpumep 4.15. IMornenajmo koja 6u Omila ropwa IpaHUIAa UHTETpaia y{ ﬁdz, rae je I' mosutuBHO
TR

< M-I(T),

< max |f(2)] - UT).

OpHjeHTHCAHa KPyKHHIA |z| = 2.
4

[Tpumetrmo npBo Aa je dhyrkimja f(z) = HenpeKkuaHa Ha KoHTypu [, jep ¢y joj jeauHe mpobiema-

e
: z?+1 :
THYHE TAuKe | ¥ —i KOje HICY Ha KOHTYpH, Te je 1 uHTerpadbmiHa. Caja Ma CMICIIA [1a OLIEEYjeMO BPEIHOCT
unterpana. [IpBo, 3a Tauke z = x + iy ca Koutype I Baxu |z| = 2, teje x € [—2,2| u

e? ' ’62’ ‘exﬂ'y‘ B ‘eszez’y| 2

2+1|

(&
IR T I TR FEE ThaEh

KonauHo, Baxu:

4.3 He3aBUCHOCT HHTErpaJja o/ nyTame

Hapenna teopema nokasyje na, 3a oppeheHy kiacy dbyHKuMja f, MHTerpaa no Koutypu I' yommre He
3aBUCHU OJI caMe KOHType, Beh caMo o7l IbeHUX Kpajibux Tavaka.

Teopema 4.16. Hexka je f nenpexuona na oonacmu D u nexa je F' wena npumumusna ¢ynkyuja na D;
mj. HeKka je %F = f na D. Tada, 3a ceaxy koumypy 1 xoja ueaa aexcu y D, ca nouemnom mauxom o u
Kpajreom 3, easxcu:

Aﬂ@w=Fw%4WW

Joka3. Heka je koutypa I’ = 71 +- - - +7,,, mapamMeTpu30BaHa pecinkaBatmeM z (1), ¢ € [a, b] v Heka je
{a =to,t1,...,t, = b} nonena unreppana [a, b] tako ga je v, = {z(¢t) | t € [tx—1,tx]}, K =1,2,... ,n.
Baxu a = z(a) = z(tg) u f = z(b) = z(t,).

Kako je f nenpekumna Ha obnactu D, nobujamo na je F' aHanuThuka Ha oOyactd DD, ma U y cBa-
Koj Tauku KoHType I'. [TapameTpusanuja z je Takohe audepeHjabuIHO MpecInKaBame y CBUM TauKaMa
[tk—1,tk], k=1,...,n, Te Baxu:



Konauno, y3 Teopemy [4.8| u Teopemy no6ujamo:

/ £(2) dz = Z ) dz = Z DAyt =3 Pl

k=1 Vk te-1 k=1 b1

- Z (F(2(ty)) — F(2(tx-1)))
k=1

— F(x(t)) - Fl2(t0)) + F(2(t2)) = F(2(t1)) + -+ + F(2(ta)) = F(=(tu-1))
— F(2(ta)) — F(2(to)) = F(8) — F(a). O

Hamnomena 4.17. Vicrakaumo jou jeqHom na pynkimja F, u3 Teopeme 4.16, Mmopa Outu aHanuTuuka Ha D.
360r TOra OBy Teopemy, Ha MpUMep, He MOKEMO MPUMEHUTH Ha (QYHKIHM)Y In z = In_, 2, Ka0 MPUMHUTHB-

Hy QyHKIM)y 3a yHKIMjy —, Ha cBUM oOsactuma D. C 063upom aa In z TyOM HENMpeKUAHOCT Ha 3aceKy,
z
HEraTHBHH JIe0 peaiHe oce, 001acT DD He cMe Jia CaJIpKH Taj 3acekK.

1
[Tocmatpajmo, Ha ripumep, / — dz OyX JBe pa3iMuynTe KpUBE 7y KOje Crajajy —¢ u ¢.
z
.

VY oBOM cily4ajy, Kao IpUMHUTUBHY (DYHKIM]jY (KOja je aHaJIWTHYKa Ma

W HeNpeKuaHa Iy’ KpUBE 7Y) MOXEMO KOPUCTUTH In z ca 3acekoMm Ha
. f\ HEraTUBHOM JIeJly peajiHe oce, Jakie Inz = In_; z, jep kpuBa v He
2 -\\&“ caJpKU TauKe ca 3aceKa.
1 i
1 £ - /dz—lnz =1Ini—In(—i)
| >
-V =Inli| +iarg(i) — (In| — i| +iarg(—1i))
=0+i-Z—(0+i-(-5)) =m.
Cana 3a nmpumuTHBHY (PyHKIHjy Oupamo Bep3ujy dyHKIuje In z umju
, 3aceK He ceue KpHBY 7y, Ha npumep lng 2.
a8 ' 1 i . .
P —dz=1Ingz| =lIngi—Ing(—17)
2. £ — v Z

; ‘ =Inli| + iargy(i) — (In| —i| + iargy,(—1i))
-y
:0+¢'g—<o+i.<?’;)>:—m. O

Hocaenuna 4.18. Heka je f nenpexuona na ooaacmu D u nexka uma npumumusny pynxuujy na D. Tada
3a ceaxy nemmy 1" ynymap ooaacmu D easicu:

jéf(z) dz =

Teopema {.7) Bpau 1a cy HenpekuaHe GyHKIHje Qyx Kpuse v C D u uHTerpabuine ayx . Mehytum,
jOIII yBeK He 3Hamo jaa v (yHKIMja f Koja je HempekuaHa Hag D uMa ¥ NpUMUTUBHY (PYHKIHMjy Hag D,
OJIHOCHO Jia i nocToju F' Tako ja je ' = f (Buau Hanomeny [4.17). Cneneha Teopema Ham j1aje OroBop.
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Teopema 4.19. Hexa je chynxuuja f nenpexuona na ooaacmu D. Tada cy caedeha mepherva exeusanernm-
Ha:

1. f uma npumumueny yukuyujy va D;
2. 7{ f(2)dz = 0 3a céaxy nemay I ynymap D:;
T

3. ummezpan no koumypu ynxyuje f He zasucu 00 nymarve (3A6UCU CAMO 00 ROUEMHe U KPajre ma-
yKe).

okas.
(1. = 2.) TlocmaTpaHa UMIUTHKAIIHK]ja je Hocnemxmam

(2. = 3.) Hekacy I'; u I's mBe koHtype ynytap odmactu D C C ox tauke o € D no tauke 3 € D. Heka
jeI' =T'1 —I'g, Tama je I' mets/pa yHyTap obmactu . Ha ocHOBY IIpeTIIOCTaBKe 2. BaXKU:

Osz(z)dz: f(z)dz + f(z)dz= | f(z2)dz— | f(2)dz;
r Iy -y I't T2

OJJHOCHO,
f(z)dz = f(z)dz.
I Iy

(3. = 1.) Heka je tauka zp € D ¢urcupana. Kako je D oGnacrt, oHIa 3a cBako z € D moctoju Kpusa

I'.,— KoOja craja Tauke zp U 2z U 1ena jexu y D. Jedunnummo dynkujy F(z), z € D Ha cienehu
HaYWH:

F(z) = /F 16 de.

C o63upom Ha yciioB 3, nedunuimja ¢pyHkuuje F' He 3aBucu of nzdopa kontype I',,_, . koja cnaja 2
u z. 360r Tora, 3a npou3Bo/bHO Az KOHTYpa ', _, .1 A, KOja craja 2o ¥ 2 + Az Moxe OutH Oanr oHa
KOja IpoJia3u Kpo3 z. [lakie, Baxu:

Feran= [ g@d= [ s@ar [ fod
onaz+Az Fz0—>z Fz—)z+Az
Opnagae no6ujamo:
N 1
F(z+ Az) — F(z) = /F o F(&) de = [”(”t; [ZO’*JAZ} = /0 Fz+tAz)Azdt.

[MpumeTMO J1a CMO Kao mapaMetpusaiujy Koutype ', , 1 A, KopucTim ayx [z, z+Az]. To MoxeMo
Ja ypaaumo jep je D obmact, a THME U OTBOPEH CKYII, Ia 3a CBako z € D moctoju € > 0 Tako jaa
gonrta {z + Az : |Az| < e} C D. lakne, 3a Az takBo 1a je |Az| < e Baxu [z, z + Az] C D. Tamwe,
BaKH:

Flz+ A:i ~F(z) _ /01 F(2 4 1A2)dt.
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Konauno, kopucrehu HenpekugaocT ¢pyHknyje f, nodujamo ja je F npumutuBHA (PyHKIHja PyHKIH]jS
f, OOHOCHO BaXH:

yoy o Flz+A2)—F(z) ! e _ !
F'(z) = Alggo A = Al,lzglo/o f(z+tAz)dt = /0 f(z)dt = f(z)/o dt
= f(2). O

4.4 KomujeBa unterpajiHa TreopemMa

Ha ocHoBy Teopeme [4.19|3namo na dyHkimja f Henpekuana Hag D uMa npuMuTuBHy GyHKUMjy Ha D
aKo M caMo aKo jOj je MHTeTpas AyXK CBake netbe y I jenHak Hymu. OBaj yCJIOB HUje jeTHOCTABHO IPOBe-
putu. Ilo3nata KomwmjeBa unTerpaiHa reopema, Kojoj je nmocBeheHo 0BO MOIIaBJbe, TBPAU 1a AaHAJTUTUUYKE
(pyHKIIMje yBEK MCIyHbaBajy OBaj YCJIOB, TE J1a IMajy Y IPUMUTHBHY (DYHKLH]Y.

Hexa je narta ¢pynknmja f : D C C — C na cnenehn HaumH:

f(z) = flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y), z€D.
Heka je I" opujeHTrcana netba y D nata mapametpusanujoM z : [a,b] — D, rae je
z(t) = z(t) +ay(t), t¢€ la,b].

Tana, Ha ocHOBY Teopeme Jno0ujaMo:
frf(z) dz = /ab F2(0)2' () dt = /ab (w(ar0).9(0)) + v (0).w(1)) ) (= (6) + /(1))
= [ (w(e0). 902 0) ~ (o100} 0 )

‘ b
+i / (v(@(0) y(0)a'(t) + ulz(t), y()y' ®) ) dt.

KomriexkcHu uHTerpan no KoHTypu I' cMo cBesi Ha U3pauyHaBambe JiBa peajlHa uHrerpaia. IIpumenom ge-
(punMIIMje 3a peaNHu KPUBOJIMHUjCKU UHTETPal Jpyre BpCTe, T00HjaMo:

éf(z) dz = ?41; (u(x,y)d:c — v(w,y)dy) —i—ié <v(x,y)d:c + u(z, y)dy).

Hedunumuja 4.20. IIpocmo nogezana obaracm D je obaacm ca caedehom ocobunom: Axo je I npoussosona
npocma (6e3 camonpeceunux mavaxka) opujenmucana zameopena konmypa y D, mada ynympawreocm
koumype 1" yeaa nexcuy D.

IIpumep 4.21. Tlpea gBa nprmMepa Cy NpocTo Mmope3aHe 00J1acTu, Jo0K Tpehu Huje.

D

oRJACT D
WE ¢ME 1A

U A PIAE
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IMoacetnmo ce no3nate I'prHOBE TeopeMe 3a peajHe KPUBOJIMHHU]CKE UHTErpaie Ipyre BpCTe.

Teopema 4.22 (I'puHoBa Teopema). Heka je f = (u,v) Henpekuono ougpepeHyujaburno 6eKmopcko nowve
depunucano Ha npocmo nogesanoj oonacmu D u neka je I' nosumusno opujenmucarna npocma 3ameopend
koumypa y D. Taoa:

(e 9)dz + vz dy) = [[ (o)~ S-ula,y)) dedy,
r or Oy

20e je ooaacm D' C D ynympawreocm konmype T

JlakJie, ako je KomIuiekcHa hyHKImja f aHaauTiuka (mocroju f) Taksa aa je f’ HomaTHO M HETPEKUIHA
(pysnkumja, onga npumenom ['prHOBe Teopeme JoOUjamo:

jgf(z) dz = //, (i(v(z,y)) — %u(x,y)) dxdy +z// / <88:cu(x’y) - %v(m,y)) dxdy.

Konauno, ynorpe6om Korm-PrumaHnoBux napiujaiHux qudepeHIrjaiHiX jeJHauMHa, 3aK/by4yjeMo Jia 3a
HeTpeKuIHO ArdepeHnnjabnIHy KOMIUTeKCHY (OYHKIM)Y f Haja MPOCTO MoBe3aHOM oOjacTu [ Baxwu 1ia je
MHTErpaJl AyXK CBaKke MO3UTUBHO OpHjeHTUCAaHE MPOCTe 3aTBOPEeHEe KOHTYpe ' jeiHaK HyJH, OJHOCHO:

éf(z) dz = 0. 4.1)

KommjeBa nnTerpaiHa TeopemMa je HellTo OIIITHU Pe3yJTarT.

Teopema 4.23 (Komujesa unterpaina reopema). Heka je dpynxyuja f anarumuuxa Ha npocmo noge3anoj
oonacmu D. Tada axo je I' 3ameopena xonmypa y D, onoa:

é f(z)dz = 0.

Hanomena 4.24. [Ipumetumo aa je KomujeBa naTerpaiHa TeopeMa ONIITHja Of HAIller YBOJHOT pa3Marpa-
Ha I10 JIBa OCHOBA!

1. Kontypa I' He Mopa OuTH mpocTa 3aTBOpPeHa KOHTYypa, jep CBaKa 3aTBOpPEHa KOHTypa MOXe Ja ce
pas3buje Ha BUIlle POCTHX 3aTBOPEHUX KOHTYpa. Takohe, opujeHTaIuja Huje OUTHA jep POMEHA OpH-
jeHTalrje MOo)Xe caMo J1a IPOMEHH 3HaK BPEAHOCTU MHTErpaja, KOjH je CBaKako jeJHaK HYJIH.

2. ®yuknyja f He Mopa jaa Oyde HenpekugHo audepeHnrjabuiiHa Ha MPOCTO MoBe3aHoj obnactu D,
JOBOJBHO je camo j1a OyJie aHaIMTHUKA. O

V¥ HactaBky hemo natu ngoka3 moaudukanuje Kommjese nHTerpaine teopeMe, mosHate kao [ypcao-
Ba TeopeMa, rie ce 3a KOHTypy I’ y3uma TpoyraoHa smHuja. ¥ nokasy hemo ucrahu Kako ce mpeBasuiazu
HEJIOCTATaK HenmpeKuaHocTh yHkuje f’. PazmaTparbe I0Ka3a 3a MPOU3BOJbHY 3aTBOPEHY KOHTYpy [ Ou
M3HUCKUBANIO yBohemwe Beher 6poja TOMONOMIKKX MOjMOBA, Kao IITO jeé XOMOTOIH]a, KOjuMa OUCMO TIPEIIM3HO
(popmynmucanu mojam ckymbama (cBohera, Konarncupamwa) NeT/be Y TauKy yHyTap MpOoCcTO MoBe3aHe oOia-
ctu D. Kako Ham T nmojMoBU Hehe KOpUCTUTH Yy HacTaBKy, oBie hemo ce 3aapxkati Ha mpokasy [ypcaose
Teopeme.
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Teopema 4.25 (prcaOBzﬂ teopema). Heka je pynkyuja f anarumuuka na npocmo nogesanoj ooaacmu D.
Taoa, axo je T mpoyzaona aunuja ynymap ooaacmu D, onoa:

fT f(2)dz =

Hoxa3. [IpeTniocTaBUMO CYNPOTHO, HEKA je:

fo(z)dz:J?eo.

Baxwu |J| > 0. O3Haunmo tpoyraony yunujy 1' ca Tj, paad peKypeHTHOT JepHHHUCAba HI3a YIHUCAHUX
tpoyraoHux juauja {17, }nen. Tpoyrao int Tp MOKXeMO HONEINTH Ha YeTUPH jeaHaka Tpoyria int Ty ;, 1 =
1,2, 3,4, kao Ha cvlu.

Baxu z)dz = Z z) dz = J. Ha ocHOBY 0COOMHA MOJTyIa,

TO 7
J
nocroju k € {1,2,3,4}, tako ga je > u

f(z)dz

To,k
TpoyraoHy JuHHjy ca T7. [lasbe, HA UCTH HAYMH, TPOYyrao int 17 MOKeMo
NIOJEJIMTH Ha YeTUpH, jeaHaka int 11 ;, ¢ = 1,2, 3,4, Tako 1a 3a jeaHy
/|
f(z)dz| > —5.
15

Hctum noctynkom, y n—TOM KOpaky U3aBojuheMo TpoyraoHy aunujy 1,
3a KOjy BaXu

. O3HauuMO Ty

0J1 TPOYraHuX JIMHUja, a o3Hauuhemo je ca 15, Baxu

f(z)dz 2|4Jn’, n € N.

3a Hu3 Tpoyriosa {int 1), },ecN BaxXu:

p(int T)

i — 0, n = o0,

CoDointTyDintTyD---DintT, D... u p(int T,,) =
rae cMmo ca p(int T),) obenexunu nospiuudy Tpoyria int T, n € N. Hakne, {int T}, },cN je HU3 ymeT-
HyTHX 3aTBOPEHHMX CKYIOBa y KoMILIeTHOM mnpoctopy C, v HUXOB qujaMetap uje y Hy/y, Te Ha OCHOBY
Kanroposor npunnuna, Teopema|l.14} nocToju:

20 € ﬂ int T, C D. 4.2)
neN

Kako je D o6mact, moctoju r > 0 Tako aa nonrta B(zp,r) € D. C 003upoM Ha HauuH jJerHUCAbA HU3a
tpoyraonux smHuja {1}, }nen, moctoju ny € N tako ga 3a n > ng Baxu T,, C B(zg,r).

®yukiyja f 1 D — C je ananmuruuka Ha odsactu D, Te Baku lim,_, », fE)=I ) = f'(20), 1j

zZ—20
<5).

(Ve > 0)(36>0) (!z — 2| <= ‘ff(zo) — f'(20)

Z — 20

"Enyapn I'ypcar (Edouard Goursat, 1858 — 1936) - (paHiycku MaTeMaTHyap
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Be3 ymarera OmuTocTH, 3a 1aTo € > (), MOKeMO MPETIIOCTaBUTH Ja je r = 0, Te 3acBe z € T, n > no
BaXHU |z — zp| < 7 = 0, IITO UMILTULIAPA

|f(2) = f(20) = f'(20)(z — 20)| < elz — 2.

®ynkumja f(z0) + f'(20)(z — 20) je MOIUHOM MIPBOT CTETEHa, Te je HENPEKUAHO repeHIrjadrIHa Ha
D, na na ocuoy (4.1)) nobujamo 1a je an(f(zo) + f'(20)(z — 20))dz = 0. Onasze je:

— 74 (F(2) = F(z0) — F(20) (= — 20)) dz

n

f(z)dz
Tn

< 74 1£(2) = F(z0) — £(20)(= — 20)| 1d2]

(7)\*
g% 5|zzo|dz|§5l(Tn)7§ |dz§sl2(Tn):5< ( )> .
T Ty 2”

. I(T)
OBjie cMO KOPUCTHIIH [Ia 3a JyXHUHY Tpoyraone muuuje 1, Baxu [(T),) = on o M€ N, kao u 1a 3a cBe
z €Ty, n € NBaxku |z — 29| < I(T},), na ocaoBy (4.2). asme, omaBae pobujamo

iﬁg VTnf(z)dz‘ §5<l(2?>2’ e>0 = |J]<e((T))? e>0.

KoHauHo, Kako 0BO Baxu 3a cBako £ > 0, 3ak/pydyjemo |J| = 0, mTO je y KOHTPAJUKIHjH Ca TIOYETHOM
npernocTtaBkoM. akie, Baxu J = 0. O
Komb6unoBamwem Kommjese nunrerpante reopeme u Teopeme A0JIA3UMO O HapeJHOT TBphemba.

Teopema 4.26. Ha npocmo nogezanoj oonracmu D anarumuuxa pynxkuuja f uma npumumueny PyHi-
uujy, unmeepan no Koumypu ynymap D ne 3asucu 00 nymaree 6eh camo 00 Kpajrux mauaxka nymaree u
unmezpan no nemmwu ynymap D je jeonax nyau.

eZ
IIpumep 4.27. Oppeautu f —dz

5 )
lo|=2 2% — 9
4

[Mpumetumo na je dpyHkmja f(z) = 9 aHaJIMTHUYKA Ha POCTO MoBe3aHoj o0actu D, Koja capxu

2
z
YHYTPAIIhOCT KpuBe |z| = 2, ogHocHO Ha odnmactn D = {z € C | |z| < 2+ ¢}, € > 0. Hanwme, Baku:
(22 —22-9)
') = =
(2= 9P

3aTBOpeHa KOHTypa yHyTap D). Cana, aupekTHO Ha ocHOBY Korujese uHTerpaise Teopeme, 3ak/bydyjeMo

eZ
j{ ———dz=0. O
jol=2 2" =9
3z .
Ilpumep 4.28. Onpenutn ¢ ——— dz, rae je koHTypa ' narta Ha CIMLH.

r°—%

(]
A\

, Te U3BOJ He MOCTOjU jenHO y Taukama —3,3 ¢ D. KpyxHuua |z] = 2je

{
d
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-2 —322+4z—1
S e dymamja f'(z) = <2+_)2 re f nuje

mudepentvjaduiHa jequao y taukama 0 u 1. Melhytum, oBe Tauke ce Hanase yHyTap KoHType 1. Uneja,
KOja je yoOuuajeHa y OBaKBUM CUTYyalldjama, je aa Koutypy 1" Hammmremo kao I' = I'; 4 I's, Te umamo:

-2 -2 —2
j{?)j dz:/ 3; dz+/ Sj dz.
R —% FIZ—Z FQZ_Z

Hasbe, kako je f anamurnuka Ha oomactu C \ {0, 1}, Ha ocHoBy Teopeme [4.26] kontype I'1 u I'a, myx Kojux
MHTErpaJIMMO, MOXEMO 3aMeHUTH KoHTypama [ u ', kao Ha cimuw, jep 3ao0mtase tauke O u 1.

% ‘ \o = <ﬂ”(—l®s 1:.\ g
?1\ o i /A T)\
= —
F

W3Bon nopuHTerpanne ynkumje f(z) =

%3z—2 / 2 /32—2
dz
rz2—=z r z2—z r, 22—z
3z —2
= + +
AF FE ED DC o) 22 —Z
(Lot L / / )
BC CD DE EF FA 22 —Z
3z —2 3272
= 3 dz + 7
|z|=¢ 77 — % |lz—1|=¢ # _Z
z—2 2 1

3 .
Kopucrehu pa je ——— = — + ——, nobujamo
22—z z z-1

3z —2 2 1 2 1
7§ - dz:j{ <+ >dz+j{ <+ >dz
r2c—z lo|=e \Z2 z—1 lo—1j=e \Z 2—1
2 1 2 1
:jq{ dz—l—}g dz+7{ dz+% dz.
|z|=¢ # |z|=¢ # — 1 |lz—1|=¢ # |lz—1|=¢ # — 1

2
JHawe, pyHKIMja — je aHaIUTUYKA yHYTap |2 — 1| = ¢, a
z

— YHYTap |z| = €, Te KommjeBa nHTerpaiHa

TeopeMa UMILUIALIMPA Aa Cy APYTd U Tpehu MHTerpan jeHaky Hyam. Baxm:

3z —2 2 1
?{ '; dz = f —dz + % dz,
rz"—=z |z|=¢ # |lz—1]|=¢ # — 1

rJe cy o0e KpyKHHULE II03UTUBHO opujeHTrcane. OnpehBarbe II0YeTHOT HHTErpaa 3aBpliaBaMo AMPEK THAM
M3padyHaBambeM MOCNe/lba ABa uHTerpana. Kopuctuhiemo crnesehie napamerpusanuje: y IpBOM UHTErpajy
2(t) = ee', t € [0,2n], ay npyrom z(t) = 1 + €', t € [0, 27].

35— 9 2 9 ) 2 1 ) 2m
7{ ; dz = / — icet dt + / —jeettdt = 32’/ dt = 6.
rz?—z o €€ 0 l+eet—1 0
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Hanomenumo s1a hemo y HapeJHOM ToriaBby (opMmyiaucaty U gokaszatu Kommjese unterpaite gpopmysie
Koje HyJle je/IHOCTaBHUj! HAYMH 3a pellaBarma oBor 3agaTka (Bugetu Ipumep @.3T). O

4.5 KomujeBe unrerpaane cpopmyJie

Komumjese unterpanse gopmyne, Koje Ae(pUHUILIEMO U JOKA3yjeMO y OBOM IMOITIaB/bYy, UMILTUIINPA]Y
OpojHe jako BajkHe MOC/IeIuIIe 3a aHAMTHYKe (pyHKIMje. 300r Tora je OBO jeJJHO O] HajBaKHUjUX IOINIaB/ba
oBe Kmure. Jla 6ucmo To onmax uctakiu Habpojahemo Heke off BHX: OecKOHa4yHa TUdepeHnjadrIHOCT
aHATMTUYIKKX (QyHKIH]ja, JInjyBruioBa Teopema (jeuiHe orpaHudeHe 1ielie (pyHKIHje cy KOHCTaHTHE (PyHK-
wje), OcHOBHU cTaB aireOpe u [IpuHIMI MakcuMyMa Moay/ia (MakcumyMm (pyHKumje |f| ce yBek mocTuske
Ha pyOy OorpaHuueHor JoMeHa D).

Teopema 4.29 (Kommjesa unrerpanna gopmyna). Hexa je I npocma 3ameopena nozumuero opujenmuca-
Ha koumypa. Axo je f anaaumuuka y Hexoj npocmo nosesanoj ooaacmu D xoja cadpocu konmypy 1 u axo
Jje zo y ynympawreocmu I, onoa:

RICOR
o) —
f(z0) = 2i r?2— zo
. z) .
Hoxa3. llopuaTerpanHa QyHKIMja 1) j€ aHaJIMTHUYKa Yy CBUM Taukama objactu [ ceM y Tauku zg.
Z— 20

Tauka z( je y yHyTparumocTi KouType I', Te moctoju r > 0 tako ga B(zg,r) C intT.

Hexka cy P u () 1Be npou3BoJbHE Tauke Ha KOHTYypH I, Koje
je mene Ha i1Ba mena, I' = I'; +T'9. Heka je A = S(zp,7)N
Pzyu B = S(zp,7) N Qz0, Ka0 Ha CIALIH.

Teopema ¢ 0031POM Ha AHATUTUYHOCT MOAUHTETPATI-
He (yHKIMje BaH Tayke 2j, TBPAM Ja Ce MHTErpasl AyX
KOHType I'y MOXe 3aMEHMTH MHTErpasoM AyX KOHType
PAU AB U BQ), a unterpan ayx I's unrerpanom ayx
QBUBAUAP, tne cy AB u B A oaropapajyhu ienoBu
KpyxHuie S(zo, 7). Baxn:

/ 1) oo [ S gy [ 16D,

r r, 2 — %0 , 2

</PA+/Z§+/BQ> zf—zodz+</QB /BA /AP>Z—z0 ©
f(z)

:y{ dz,
S(zo,r) # — %0

re je KpyxkHuua S(zp, r) MO3UTUBHO OpHjeHTHCaHa Kao 1 KoHTypa . [lajbe, mocMaTpaHi MHTErpa MOKEMO
TpaHcopmucatu Ha ciefehu HaunH:

flz) f& f(20) f(z) = f(20)
r?— %0 dz = %S(zo,r) 2= 20 dz = %S(zo,r) Z =20 dzt %S(zo,r) 2= 20 dz.
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Kopucrehu mapametpusanmjy z = zo+re', t € [0, 27], npBu MHTErpas ca iecHe CTpaHe rOPHbE jeTHAKOCTH

je jeaHak:
z T piett dt )
j([ f(z0) dz—f(zo)/ ———— = f(z0)i2m.
S(zo,r 0

) 2= 20 reit

AKO MOKaXeMo J1a Ipyrd WHTerpas TexXu Hyam Kama r — 0, TBphewe Kommjese nHTErpaine dopmyrne je
nokasaHo. [IpBo, kako je f HempekuaHa GyHKIHMja, a S(zg, ) KOMIAKTaH cKym, noctoju M, > 0 Tako aa
BaXU:

M, = max{|f(2) — f(z0)] | € S(z0,7)}.

OBo, 1ajpe, UMILTAITIPA

F& =S| D =Sl Mg
z— 29 -z T o7 0: 1/
Baxu:
}[ Fe) = 1), gy{ JE 2T gt < Mo y050,m)) = Mrorr = 20t
S (z0,r) 2= 20 S(zo0,r) 2T Z0 r r

dynkiuja f je HenpekugHa, na f(z) — f(20) kaga z — zp, ogrocHo M, — 0 kama r — 0. dakJe,

§ o rst,
S(zo,7)

<2M,m — 0, r — 0.
Z— 20

KonauHo, nmajyhu y Buay ga cMo KpyxHuiy S(zo,r) OMpand HpOU3BOJBHO Ca jeJMHUM YCJIOBOM 1a je

B(zp,7) C int ', u 1a IpBU UHTETpaJ HE 3aBUCHU OJ MOJTyIpeyHuka r > 0, gobujamo:

M dz = limj{ M dz = f(20) 27mi + lim M
5(

2= %0 r—0 zo,r) # T 20 r—0 S(z0,7) =20
= f(z0) 27,

dz = f(z0)2mi+ 0

OJIHOCHO,

dz. O

ﬂ%)_;g f(z)

C2mi Jr 2z — 2

COS z

IIpumep 4.30. Onpeanmo BpeAHOCT UHTETpaJIa f

3 dz, aKo je KpuBa MO3UTUBHO OPUjEeHTHCAHA.
|z—2|=1 #° —

Ccos z

212 . cos z
c oO3upom na je f(z) = aHa-
Y pom aaje f(z) = ——
JIMTUYKA YHYTap KPHUBE IyK KOje MHTerpaiumo, |z — 2| = 1. [Ipumetnmo aa Ou mpoOJieM, CHHIYJIapuTeT,

¢dynkumje f morna Ouna M Tayka z = —2, aJy OHA OBOT IyTa JIeKH JajeKo BaH KpyxHuue |z — 2| = 1.
[Mpumenom Komwmjese unterpanue opmysie 1001jamMo:

COS 2 sz COS 2
dz = ZH2 0y = 2mi ( )
71_2:1 2 —4 7%2_2|:1 z—2 242
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IIpnmep 4.31. Ipukaxumo kpahe perere nnrerpasa us Ipumepa B.28 npumerom Koumjese unterpaite
dopmye.

/ ]\ [Monemmo, mpBo, KoHTYpy [' Ha ABE MO3UTUBHO
opujeHTHcaHe 3aTBopeHe KoHType I'y u 'y, Tako

\ 8 ’ ‘J/ A gaje ' =11 + I'y, kao Ha cmum.

3 1
Kopucrehu, oner, na je =—-+4+ T u noneny kourype I' = I'y + 'y, mobujamo:
22—z 2 z—

-2 2 1 2 1 2 1
f?”" dz—f 24 dz—}[ 24 dz+]§ 24 dz
r 22—z r\z =z-1 o \z z—1 r, \2  z2—1

2 1 2 1
:7{ dz+jl{ dz+% dz+j{ dz.
Flz Flz—l 1—‘22 F2Z—1

1 yayTap I'y, e Kommjesa unrerpansa teo-

2
Hame, pyHKIIMja — je aHATUTUYKA yHYTap KoHType ['s, a
z

peMa UMITIMIMPA 1a Cy APYyTY U Tpehu MHTerpas jeAHaky Hy . Baxm:

-2 2 1
j{?’j d,z:}{ dz+y{ dz,
rze—z r, ? r, 2 — 1

rie cy obe kourype [';, ¢ = 1,2 nosuruBHO opujeHTHCcaHe. KoHauHo, npumena KommjeBe uHTErpasiHe

opmysie uMIMILIpPA:
3z —2
j{ j dz = 2mi (2)
rR°—%

= 6mi. O

z=1

+ 2mi (1)

z=0

Hapenna Teopema je TeXHMUKOT KapakTepa, Majia BeoMa BakHa U cama 3a cebe. HamoMeHnMo 1a y leHoj
opmynarmjy, 3a paznuky on Komnmjese naterpaine popMyiie, He TpakuMo aHATUTHYHOCT (PyHKIWje f, Kao
HU 3aTBOPEHOCT KoHType [

Teopema 4.32. Hexa je g nenpexuona na konmypu I' u neka 3a ceéarko z ¢ 1" eadxcu:

G(z):/ 9(¢) e

ré—=z

Taoa je G anaaumuuka éan I' u uzeo0 je oam ca:
9(&)
G(z) = / _9©) e
r (£ —2)?
oka3. Hanomennmo mpBo 1a je npecimkaBate G : C \ I' — C godpo nedunucano, jep je 3a ce
9(&)

z € C\ I" nogunTerpanta gyHKImja 57 HenpeKkuaHa oyx KoHType I, Te je Ha ocHoBy Teopeme 4.7, n
—z

UHTerpabuIHa.

66



Habe, Hait 3a7aTtak je aa mokaxemo naa je gpyHkiuja G qudepeHnujabuiHa y cBakoj Tauku z ¢ ') ma
THMe U aHATUTHUKa, jep je C \ T otBopen ckym. [peru3Huje, Tpeda qa MoKax)eMmo aa je:

, . Glz+Az)—G(z) g9(&)
G'(z) = lim :/
r (€

- Az—0 Az — Z)

5d§, z¢T.

3a z ¢ I Baxku:

Glz+Az)-G(x) 1 1 1 _ 9(&)
Az ‘Az/rg“)<5—z—Az 5—z>d§ Le s ane s

rae je Az moBosbHO Manio na v z + Az ¢ T'. Heka je:

G(z+Az) - G(2) 9(&)
Az _/1“

JAZ =

Xohemo lim Ja, = 0. Baxu:
Az—0

_ 1 o1 AL q(&)
JAZ‘/FQ“)(@—z—Az)(g—z) <f—z>2>d5‘A | T3

Kopucrehu HenpekunHocT pyHKLHMje g AyX) (KOMIIaKTHE) KOHTYype I, 3akspydyjeMo ga noctoju M > 0 tako
na M =max{|g(§)|: £ € I'}. Hekaje d = min{|z—n| : n € I'}. C 063upom na z ¢ I' n na je I' 3aTBOpeH
ckyt, gooujamo gaje d > 0. Caga,3a€ € I', z ¢ I'u Az < d/2, Baxu:
d d
6= s = el 2 -l - 822 a g

KonauHo, Baxu:

_ _ M 2MI(T) .
< _ - _
Al Mael = i, 184 g o= Jim sl =

2

YMMe je JOKa3 3aBpIlieH. O
Ha motnyHo aHaioraH HaYMH MOTJIM CMO TTOKa3aT UCTO TBphere nonasehu on dyHKIWMje:

_ [ 9 p
e = [ (e =4

¥ 3aKJbY4UTH Jia je oHna H anaiutiuka u na je H' = G” obnuka:

H'(z) = Q/F (59552)3 d¢, ¢ T,

Hakie, ako je g HempekuaHa ayx kKoHType ' u ako je ¢pynkumja G : C\ I' — C para ca:

G(z):/ré:q(_f)zdg, 2 ¢ D,

onga je G, n € N aHaIUTHIKA U n—TH U3BOJ je AT ca:

G (z) = n!/r(g_g(j))nﬂdf, Z¢T.
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Baxna nocneauua oBux pa3Marpama je Aa je U3BOJ aHATMTUUKE (DyHKLHMje ONeT aHAIUTUYKa (DyHKLHja.
HakJe, 3a KOMIUIEKCHY (DYHKIIMjY KOja je aHaIUTUYKa (MMa M3BOJ Ha OTBOPEHOM CKYITy) BaXH Aa joj je u
U3BOJ aHAIMTHYKA (PYHKLIM]a, OIHOCHO U3BOJ j€ HEMPEKUJaH U MMa CBOj U3BOJ, U Tako peaoM. Haume, axo je
(dbyHKIMja f aHATMTHYKA Y TAYKH 20, OHAa IocToju > () Tako Jia je ananuTuuka Ha oonactu D = B(z, 2r),
Te je aHAIMTUYKA W Ha TMO3WUTHBHO OpHjeHTHCcaHo] Kpyxkuuim I' = S(zp,r) C D. Ha ocroBy Kommjese
uHTerpaiHe opmysie 1001jaMo /1a 3a CBE 2 U3 YHYTpallkhoCcT KprBe [ Baku:

f(z) = 217W7£g(—§)zd£’ z € B(zp,1).

Capa, xako je gyHKIMja f aHAJIMTHUKA, 1A U HEMPeKuaHa, Ha ocHOBY Teopeme (4.32|u pasmarparwa HaKOH
e, nobujamo aa je £, n € N anamutiuka yHKIM]a 1 14 je:

|

e ™ O L g
f (Z) 277'7/ fli ('S _ Z)nJrl 57 z (ZO7T)'

Hagepnena aprymenranyja JUpeKTHO MMITIMIIAPA HapeIHO TBphebe, IOroaHuM n30opruMa KoHuType I

Teopema 4.33. Axo je dpynxuyuja f anarumuuxa na o6aacmu D, onda ceu wenu uzeodu f™, n € N
nocmoje u anarumuuke cy gynxyuje na D.

[Ipuvmemyjyhu nogatao Komm-PrumanoBe napiujaise nudepeHiiyjaite jelHauuHe Ha aHATUTUIKY (PyHK-
uMjy f = u + iv Ha obnactu D, nobujamo na 3a ce (x,y) € D Baxu:

f/(Z) = f,(.'L' + Zy) = Ux(.’l?, y) + ZUI($>y) = 'Uy(xyy) - iuy('x:y)a
f/ nenpexuana na D u nocroju f” na D,

f”(Z) = f”(ﬂj‘ + Zy) = uxw(:E? y) + ivxw($a y) = _uyy(xa y) - Z.Uyy(x’ y) = ’Uzy(:xv y) - iuxy(xa y)7
f” HEMNPEKHUJaHa Ha Dn HOCTOjI/I f(g) Ha D, U TaKO JaJb€, U TOME CIIMYHO.

Teopema 4.34. Axo je pynxyuja f = u + 1v anarumuuka na ooaacmu D, onda nocmoje ceu napyujartu
U36800U pearHux PYHKUUja u u v u Henpekuonu cy Ha D.

Teopema 4.35 (Teopema Mopep. Axko je [ nenpexuona na o6aacmu D u axo 3a ceaxy nemwy I' C D

eas’cu.
74 f(z)dz =0,
T

onoa je pynxuuja f anasrumuuka na D.

Jloka3. dyukuyja f HenpekuaHa Ha obnacty D, TakBa Aa joj je MHTErpai Iyk MPOU3BOJLHE IMETIhe
I' C D jemnak Hynu, uMa npuMuTHBHY (yHKIMjy [’ Ha D, Ha ocHoBy Teopeme Baxu: F'(z) =
f(2), z € D. Konauso, anamuriadocT ynkuuje F' (F uma n3Boa Ha obiacti D) UMILTMIMpPA aHATHTH-
aHocT pyHKImje f Ha obnactu D, npumerom Teopeme [4.33] 0
3aK/by4uMO OBO HOIJIABJbE TEOPEMOM Koja cabHpa cBa MPEeTXOHA pa3MaTpama.

Teopema 4.36 (Yonurtena KommjeBa unterpanna popmynia). Axo je f anarumuuxa ynymap u na nosu-
MUBHO Opujenmucaroj npocmoj sameopernoj koumypu I' u axo je z ynymap I, onoa:

f(n)(z) = n‘jé (éf(g)d{, z€intl', neN.
r

2 — z)ntl

>Baunnrro Mopepa (Giacinto Morera, 1856-1909) - UTa/MjaHCKi MATEMATHYAP U HHAKCHEP
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2 1
IIpumep 4.37. Oppeautu BpenHOCT uHTerpaia I = j{ (z+1)2 dz, tne je koutypa C' maTa Ha CIIVIIH.
C Z\Z —

[Monemmo nocmarpany koutypy C Ha age, C =
¢ Ui c C1 + (5, Tako na je C'| MO3UTUBHO OpHUjEeHTHCA-
G \ /é\ A Ha IeTJba K0joj je 1 y yHyTpamimbocTH, a Co Hera-
b —> TUBHO OpHMjEeHTHCaHa MeTsba Ko0joj je 0 y yHyTpa-
0 A mbocTu. Taga, Ha ocHOBY yommTene Kommjese
c : UHTerpajHe Gopmyiie, Baku:
2z+1

4.6 Ouene anasuruuke pynkuuje, [Ipuyanmun Mmakcumyma MojayJia

Teopema 4.38 (KomujeBa orieHa aHanutiuke pyHkuuje). Heka je pynxuuja f anarumuuxa ynymap u Ha
kpysrcruyu S(zo, R), noaynpeunuxa R > 0 ca yenmpom y zy. Hexa je M > 0 maxeo oa je

fR) <M, z€S(z0,R),

onoa, 3a uzeode ynuxuuje f y mauxu 2y, 8axCu:

1| < nen

Joxa3. Kopuctehu Yorureny KommjeBy unterpainy dpopmyiy, Teopema4.36, u ocobute ¢pyHkuuje f
J1001jaMo:

’f(")(zo)’ =

270 — 20) =27 Rntl R™’

! ! |
”}[ IO el M o MM en O
S(z0,R) (€

Teopema 4.39 (JII/ijBI/IJIOB TeopeMa). Jedurna uena pynkuuja Koja je oepanuuena je KOHCMaHmma PyHK-
yuja.

/oka3z. C 063upom na je pyHkimja f nena, 3a ceako z € C u cBako R > 0, Baxu 1a je f aHaIMTUYKA
yHyTap u Ha KpyxHuuu S(z, R), monynpeunuka R ca neHtpoM y z. Takobe, dyHKIMja f je u orpaHideHa,
omHOocHO nioctoju M > 0, tako aa je |f(z)| < M, z € C. Ilpumenom Kommjese onene, Teopema
J1001jaMo:

M
|f/(2)‘ SE, ZGC, R>0.
Kazga myctumo R — oo, modujamo |f/(z)| < 0, z € C, ognocno |f/(z)| = 0, z € C. Konauno, Teopema
UMILTMIMpA A2 je pyHKuMja f KOHCTaHTHA. O

3Xo3ed Jujysun (Joseph Liouville, 1809-1882) - (paHuycku MateMaTuyap
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Teopema 4.40 (OcHoBHU cTaB anredpe). Ceaxu HeKOHCMAHMAH NOAUHOM CA KOMIAEKCHUM KOePUuyujeH-
muma uma najmaree jeony nyay y C.

/loxa3. Heka je mat monmHOM
P(z) =apnz" 4+ an12" 4+ +a1z+ay, 2€C, a,#0, neN.

[IpeTnocTaBUMO, CYIPOTHO, Aa nomHoM P Hema Hu jeany Hyny y C, 1j. P(z) # 0, z € C. Jedununmmmo
byukumjy f(z) = P%Z)’ z € C. dynkuyja f je nena, jep je nomuHoMm P 1ena QyHKUMja 1 HEMa HU
jenHy Hyty. Ako moKaxkeMo Ia je dyHKIuja f orpaHideHa, Ha ocHOBY JlujyBuiiose Teopeme, Teopema [.39]
nobujamo za je f koHcrantHa ¢ynkimja. Ho, Tana Ou 3a nomHom P Baxwio: P(z) = —— = const, mto

f(z)

j€ KOHTpaauKIyja.
IMokaxumo joru aa je pyHkuyja f orpaHndyeHa. Baxu:

P(z) an—1 ai ag
g = an + . +"'+Zn—1 P an,
oJaKJje J00MjaMo Ja moctoju p > 0 Tako Ja Baku:
P(2)| _ lan|
o > 5 |z = p.
Hame, uMaMo:
1 2 2
f(z :‘ < < z| > p.
TEN= PG| = ol = Taa 127

Hakie, pyHkuuja f je orpanndena 3a |z| > p. Mehytum, dyHkumja [ je HeMpeKUaHA, Te je OrpaHuYeHa U
Ha KOMITaKTHOM CKy1y |z| < p, unMe je 10Ka3 3aBplIieH. O
Kommjesa onena ananmtuike gyHkuyje, Teopema 4.38] uctuue ga Bpeanoct ananutudke GpyHkuyje f,
yHyTap kpyxnuue S(zo, R), Moxe Jia ce orpaHuud BpegHocTuMa QyHKImMje f Ha camoj KpyxHuuu. OBa
YMIEHMIIA je yorTeHa [IpyHIunom MakcumMmyMa Mojiyia, KojeM je nmoceeheH ocTaTak OBOI MOIJIaBiba.
Heka je ¢pynkimja f ananutudka y Tauku zg € C, To 3HauM j1a moctoju R > 0 Tako aa je f aHanmTHika
¥ Ha 3aTBOpeHOM Kpyry B(zp, R). Ha ocroBy Kommjese unterpante (opmyre, TeopeMa BAXH:

1 f(2) 1 (%" f(z0+ Re™) _ ., 12 i+
= — dz = — - Hdt = — ) dt.
f(z0) 57 fg(zo’R) e A Roi iRe o7 Jy f(z0 + Re")

Henpekunnoct dyHkimje f Ha KoMnakTHoM ckymy S(zp, R), ummumimpa aa noctoju M > 0 tako j1a
M = max{|f(z)| : z € S(z0,R)}. OnaBae, najbe 3aKk/bydyjeMo aa U BpeaHoCT |f(zp)| Mopa OuTn Marma
on M, jep

2

1 ” 1 2
e 1 < . — .
]f(zo)]—‘2 f(z0 + Re )dt’ 2 M/o |dt| = M

0

Bepauje [Ipunuuna MakcuMyMa MOJIyJ1a Ce, Y CBOjOj OCHOBH, YBEK OCJIambajy Ha OBY UMIbEHUILY [1a aHAJIMTH-
4ka (PyHKIIMja MAKCUMaJIHY BPEAHOCT MOJY/Ia YBEK JOCTHKE Ha pyOy 00acTh aHATUTUYHOCTH.

Jlema 4.41. Hexa je pynxyuja f anarumuuka na ronmu B(zp, R) u Heka je makcumanna epedHocm ¢pyHk-
uuje | f| na B(zo, R) 6aw | f(20)|. Taoa je | f| koncmanmna ¢pynkuuja na B(zo, R).
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/lokas3. TlpetniocTaBUMO CYIpOTHO, Aa (pyHKIM]ja | f| HUje koHcTanTHA Ha B(20, R).

Tapma noctoju z; € B(zp, R) Tako 1a je:

[f ()l < 1 (20)]-

Heka je r = |29 — z1]. Tama 21 € S(zo,r). He-
npekuaHocT GyHKIMje |f| uMIumnmpa aa nocroju
uHTepsal [a, b] C [0, 27] Tako Aa je:

|f(z0 + 1) < |f(20)|, t € [a,b].

Tapga, Baxu:

2T

4 1 [?7 .
f(zo—i-re”)dt' < / ‘f(zo—i-re’t)‘ |dt]
27T 0

o)l = 5=

0

a b 2m
<o ( /0 £ (z0)| [dt] + / £ (z0)] [dt] + /b | f(z0)|dt|> = L o)l 2m =[£Gl

IITO je KOHTpaauKija. KoHayHO, MpeTrocTaBka HUje TauyHa, OAHOCHO (yHKuMja |f| je KOHCTaHTHa Ha
B (Zo, R) . ]

Teopema 4.42 (ITpunimn Makcumyma Moayia 1). Ako je dpynxuuja f anarumuuxa na oonacmu D u |f]|
docmudice makcumanny epednocmy zog € D, onoa je f koncmanmna pynxyuja na D.

/oka3. TlpumeTMo NPBO, aKo MOKaxkeMo 1a je GyHKuuja |f| koHcranTHa Ha obmacti D, oHna je To
¥ cama aHanuTHuKa yHkumja f = u + iv. Haume, u3 |f| = const cnemu |f|?> = u? + v = const.
[MTaprujanHay U3BOAM KOHCTAaHTHE (DYHKIIMjE Ce aHyIMpajy, Te je

o 2
(‘3];‘ = 2uuy + 2vv; =0
o 2
g; = 2uuy + 2vvy = 0.
Ako Ha Jpyry jenHauuHy npumenumo Komm-Pumanose jennaumue, u, = —v; U Uy = Uy, 3aTUM IPBY

jeIHauMHY MOMHOKMMO ca v, a IPYry ca —u U cabepemo, odujamo aa je (u? +v?)v, = 0. Ako cy u,v # 0,
oHza je vy = 0. Ako ¢y u,v = 0, oHfa je pyHkuyja f = u + v = ( KOHCTaHTHa, 11a je AoKa3 Beh 3aBpILeH.
Ha cimuan HaYMH MOXEMO MOKa3aTu U aa je u, = 0. [dakne, Baxu f’ = u, + iv, = 0 Ha obnactu D, ma je
f = const na D, npumerom Teopeme

[Mokaxumo can aa je | f| koncrantHa Ha D. TIpeTrocTaBuMo CynpoTHO, Jia | f| Huje KOHCTaHTHa Ha 00Ja-
cri D 1 1a JocTHKe CBOj MaKCUMYM Y Tauku 2o € D. Taga nocroju 21 € D, tako aa je | f(z1)| < |f(20)]-
Kako je D moBe3aH CKyII, IOCTOj! Kp¥Ba 7y Koja craja Tauke zo u 21. U3 | f(20)| > |f(21)| u f HenpexkunHa,
cliequ 1a ocToju w € -y rae (yHkuuja | f| mpeu myTt kpehe ga onana, OAHOCHO:
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1. |f(2)| = |f(20)| 3a Tauke z € v Koje ce Hama-
3e Tpe w;

2. unocroju r > 0 tako na je | f(2)| < |f(z0)]
32 TauKe 2z € 7y KOje Cy HAKOH w U 2 €
B(w,r).

JacHO, Ha OCHOBY HenpekuHOCTH (pyHKIH]e | f|, Ba-

xu: | f(w)] = |f(20)].

Konauno, ako npuMeHumMo Jlemy Ha GyHkuyjy f u gonty B(w, ), nodujamo aa je | f| = const Ha
B(w, ), aTo je y KOHTpaauKuuju ca ycioBoMm 2. [lakie, | f| je koHCTaHTHA (DyHKIMja, 2 THME je KOHCTAHTHA

u dyHkImja f. O

Teopema 4.43 (ITpunnun makcumyma monyna 2). Heka je D ozpanuuena oonacm. Axo je pynxyuja f
HenpekuoHa Ha 3ameaparby oonacmu D, oonocno D, u anaaumuuxa na ooaacmu D, onda f docmudice
MAKCUMAAHY 8peOHocm MoOyaa Ha pyoy 00 D, mj. 0D.

Jokas. Cxyn D je koMnakTaH, Te Hempekuana (yHKIMja | f| 10CTHKE CBOjy MaKCUMaJTHy BPEIHOCT Ha
D. Heka je zp € D Tauka y Ko0joj ce JocTHke MakcumyM dyHkuuje |f|. Ako zg € OD, onaa je nokas
3aBpIIeH. AKO Tauka zg € D, onja Ha ocHoBy IIpuHiuna Makcumyma Moxyna, Teopema [4.42] 3Hamo 1a je
¢ynkuuja f KoHcTaHTHAa Ha D, ma u Ha D 360r HENPEKUIHOCTH, Te OMeT MoxeMo pehu a ce MakCUMyM
(dyskumje | f| mocTike Uy HeKoj o Tavyaka ca pyoa, 0D. O]

Ipumep 4.44. Hahu makcumandy BpesHocT ot |22 + 3z — 1| Ha kpyry |z| < 1.

dynkumja f(z) = 22 + 32z — 1 je uena, Te 3a70BO/baBA yCIOBE 3a NpUMeHy [IpuHIMIA MakcUMyMa
moayna, Teopema Ha cKymy |z| < 1, Ha OCHOBY KOI' 3aK/by4yjeMO [a ce€ MaKCHMAaJHa BPEIHOCT Of
|f(2)| mocTuxe Ha pyGy obmacTu, 3a |2| = 1. 3a Tauke 2, Takse ja |z| = 1, Baku z = €', t € [0,27).
Tame, pynkimja | f| je Makcumamsa Tamo e je To u | f|2, a 3a Tauke ca py6a obnactu, |z| = 1, padynamo

|22 + 32 — 1\2“ o (22432 -1)(22 + 32— 1) e (e 4 3t — 1) (72 4 37 — 1)
zZ|l= zZ|l=
2it | —2it
—11-2. % = 11 — 2cos(2t).
Peanna dynkumja 11 — 2 cos(2t) moctmke MakcuMyM Tamo rae je cos(2t) = —1, onHocHO 3a t = g u

3T . . ; )
ty = —. Jlaksie, Tauke y Kojuma (yHKImja |22 + 32z — 1| f0CTH)E MAKCUMAJIHY BPEJHOCT CY 2] = em/2 =

W 29 = €37/2 = _j KoHauHo, TpakeHa MaKCUMaJIHA BPEIHOCT (pyHKIIH]e |22 + 32— 1]|je|i2+3i — 1| =

| —2+3i| =2+ 9 =13 O
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I'nasa 5

AHasuTHuKe (PyHKIHje NpeacTaB/beHe
MPEKO CTeNeHUX peI10Ba

Panyje cMo Buzenu 1a Hausrie HauBHA Ae(OUHUIM]A aHATUTUIHOCTH (PYHKLIMjE Yy TAUKHU 2o, Kao (PyHK-
1yje koja (caMo) MMa M3BOJ Ha HEKOj OKOJIMHH Tayke 2, MMILIMLMPA Ja Ta (yHKIIMja UMa CBE U3BOAE Ha
TOj 00JIACTH ¥ J]a Cy CBH OHM HENIPEKHIHU. Y OBOM IIOIVIaB/by hieMo MOKa3aTH jOII ¥ BUIIE, 1a aHAIUTHUKY
¢yHKIIMjy MOXeMO Aa pa3BujeMo y TejiopoB ped y OKOIMHU Tauke zg. [logceTumo ce, y peanHoj aHaau3u je
¢yHKIIMja HA3WBaHA aHAJTMTHYKA aKO je MOTJIa 1a ce pa3BHje y TejsopoB pea, Te heMo HakOH OBOT IMOTJIaBJba
OIpaBAAaTH yNoTpedy TepMHUHA aHAJMTHYKA Y KOMIUIEKCHO] aHAIM3U. Y HACTaBKy MOIJIaBJba, pasMoTpuhiieMo
noHaniamwe (GyHknyje f Koja je aHAIUTUYKA y HEKOj OKOJIMHU TaukKe Zg, U3y3eB Yy CaMOj TayKH zg. TakBa
TauKa z( Ce Ha3MBa M30JI0BAHU CHHTYIapuTeT MyHKIHjE f.

5.1 ®PyHKNNOHAJIHM HU30BHU H pPeJOBH

[MpumeTtumo nipBo aa Hu3 pyHkuuja f1(z), fo(2),..., fu(2),..., 2 € D C C3aneke z € D C C moxe
Jla KOHBEprupa, 10K 3a Heke apyre z € D C C moke 1a guBeprupa.

n
IIpumep 5.1. [TocmaTpajmo HU3 PyHKIH]jA { (i> } . dupexTHO Ha ocHOBY [Ipumepa |1.16| nobmjamo
neN

2
0, |z] < |2i| =2
. Z\" 1, z=2
lim (—) = ) )
n—00 \ 21 He [0CTOjH, |z| =2, z # 21
00, |z| > 2.

O
CrdHO BakM 1 32 KOMITIEKCHe (DYHKIIMOHATHE PEIoBe ZJO.’;O fi(z), ze D CC.

ITpumep 5.2. Heka je 29 # 0 dukcupan kommekcad 0poj. McnnrajMo KOHBEpreHuujy (hyHKUMOHAIHOT

0 J
pena g (Z) . Umajyhu Ha ymy Jlemy |1.22} nobujamo
" 20
7=0

<0

. (z)j ) 2] < |20l
Z _— = ZO_Z

=0 \*0 JIMBEPrHpa, |z| > |z0|-
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O]

Jla 64 HU3 WK peJ] aHATIMTHYKUX (DYHKIIMja KOHBEPTrUpao Ka aHATUTUYKO] (DYHKIUjU, TPE3EHTOBAHU THUII
KOHBEpreHiyje, KOju ce Ha3uBa TauKacTa KOHBEPreHIja, HUje TOBOJBHO jakK.

Nedunnmuja 5.3. Huz komnaexcrux gpynxyuja { fr }nen yrugpopmno konsepeupa ka Ppynkuyuju f na ckyny
T C C, axo 3a csaxo € > 0 nocmoju ng € N mako oa 3a n > ng eaicu

|fn(2) = f(2)] <e, 3acee z€T.

AHAN02HO, ped KOMNAEKCHUX PYHKUUja Z;io fj ynugpopmno xoneepaupa ka dpynxuuju f na ckyny T', axo
00z06apajyhu nuz napyujarnux cyma yrugbopmuo konsepeupa ka f nalT C C.

EcenrmjanHa ocoOnHa yHU(OPMHE KOHBEPreHIHje je Ja 3a MPOu3Bo/bHO € > (), MOXe [a ce ofpeau
no € N, He3aBuCHO o1 z u3 ckymna 7', Tako ja je pasiuka | f,,(z) — f(z)| < e3acBe n > ngu z € T. JacHo,
yHHA(OPMHA KOHBEPTEHIH]a UMILIMLIMPA TAYKACTY.

0 J
z .
3a can 3Hamo, [Ipumep |5.2) na pen Z <) Ta4yKacTO KOHBEPrupa Ha OTBOPEHOj JIONTH |z| < |zp|.
Z
j=0
Ucnurajmo u yHU(POMHY KOHBEPIEHIIH]Y.
o P 7
IIpumep 5.4. Tlokaxumo na pen Z () yHH(OPMHO KOHBEprupa Ha CBaKoj 3aTBOPEHOj JionTH |z| < r,
Z

=0
e je r < |zo].

. 20
3Hamo 7a je TaukacTa IpaHUIla OBOI peja , |z| < |z0|, Te he Ham oHa OwTH M KaHaMAAT 3a
20— %

yuudopmHy rpanuity. Heka je |z| < r < |zp|. Tanga, jacHo, Baxu:

n J n+1 n+1
z 20 |2/ 20| |7/ 20|
Ve > 0)(dng € N)(Vn > n E — | - = < <&,
( )(3no ) 0) = <z0> 20—z |1—2z/z0| = 1—|r/z0]
jep je T‘ < 1. ]
20

Ha kpajy HaBeguMo Teopemy, KOja je yOIIITeHhe YIOpeJHOI KPUTeprjyMa 3a KOHBEpPreHIujy OpojHUX
penosa.

Teopema 5.5 (Bajepunpacosﬂ M-tect). Heka je ZJ"-‘;O M; xoneepeenman ped no3umuerux peanrHux opo-
Jjesa. Hexa je jo € No. Heka je f;, j € No nuz komnaexcrnux gpynxyuja maxeux oa

|fi(2)] < Mj, 3acee ze€T CC, j> jo.

Taoa peo Z;’io fj(2) ynugpopmno konsepeupa na ckyny T.

"Kapn Teonop Bunxenm Bajepirrpac (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815—1897) - HeMauku MaTeMaTHyap
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5.2 Tejuaopos pex anajutudke (pyHKumje

Lnsp oBor moraBpba je Aa MOKaxkeMo Aa aHaJUTHYKe (PyHKIMje, Kako ¢y JerHUCaHe y KOMILIEKCHO]
aHaJIM3M, MOT'Y J1a Ce pa3BUjy y CTENEHU peji, M TUME Ja OIPaB/IaMoO HHUXOBO HMeE.
Axo 6UCMO KeJleNu Ja ONPeAUMO TIOJIMHOM Pj, KOjU anpoKcuMupa (100po OMnucyje) aHAMTHUKY (PyHK-

uujy f y okonuuu Tauke 2o € C, Tako aa je pglk)(zo) = f®) (%), k=0,1,...,n, 106MM GECMO TIONHHOM
" Z (n) Z
pal2) = Fa) + £z~ 20) + Lot LB e

Cajia ce MoCTaBjba MUTAE J1a JIK KaJl . — 00 MOJIMHOM Py, CBE 00Jbe OIKMCYje aHATUTHIKY (PYHKIH]Y f
1 J1a Jiu O peji Koju Ou ce, eBEHTYaIHO, JOOMO Y TPaHUYHOM MpolLiecy Ouo jeqHak camoj pyHKuju f.

Nedununuja 5.6. Axo je pynxuuja f anarumuuxa y zo € C, maoa ce ped

" Z (]) Z . i (J) z X
F(z0) + F'(20) (= — 20) + f ;0)(2_20)2 4t fj('O)(Z—ZO)] 4= ij('())(z_ZO)J
! ! = !

HA3Usda Tejﬂop%EI ped pynryuje fy mauku zg € C. Axo je zg = 0, nocmampanu peo ce nazuea u Maxno-
peHo peo Ppynxuuje f.

Teopema 5.7 (Tejnopos pen). Heka je pynkyuja f anarumuuxa na omeoperoj aonmu |z — zo| < R.
Taoa Tejaopos peo pynruuje [ y mauku zy koneepeupa ka f 3a cee z uz aonme |z — zg| < R. Jooamno,
KOH@ep2eHyuja je yHugOpMHA HA ceum 3ameoperum aonmama |z — zp| < R’ < R.

Hoxa3. [Ipumetumo, pBo, Aa Kaja NoKaxeMo yHU(OpMHY KOHBepreH1ujy Tejnoposor pena gpyHkuuje
f xa GyHKIMjK f Ha MPOU3BOJBHOj 3aTBOPEHO] JIoNTH |2 — 2| < R’ < R, 100MjaMO ¥ Ta4KacTy KOHBEpreH-
1Mjy y CBUM Ta4yKama z U3 OTBOpeHe Jionte |z — zo| < R. Heka je nato 0 < R’ < R. [TokaxuMo TpaxeHy
yHU(OPMHY KOHBEpreHIMjy Ha 3aTBOPeHOj JtonTu |z — zo| < R'.

Heka je I' mo3uTuBHO opHjeHTHCaHA KPYKHUIA

|z — 20| = (R+ R')/2.

Kormmwjesa unrerpanta dopmyna, Teopemai.29] um-
IUIMIMpa 1a 3a cee z € B (zg, R') Baxku:

10 = 5m; $ 2 e

T 2omi E—z

Y nactaBky hemo, geo moamHTerpanHe (yHKITH]je,

n3pas

HAIUCATH Y IPYroM OOJIMKY, Kopuctehn

reOMEeTpPUjCKY Mporpecujy, Ha cienehu HauuH:

Bpyk Tejinop (Brook Taylor, 1685-1731) - enriecku MaTeMaTHyap
*Komn Maksiopen (Colin Maclaurin, 1698 — 1746) - IKOTCKY MaTeMaTiyap
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1 1 1 . 1
E—2z (E—2)—(2—2) 1_2—2'0 £ — 29

§— 2o
Z— 2 n+1
zZ— 20 Z— 20 2 z—20\" <§—ZO> 1
. +( >+-.-+< >+ g
-2 \{—2 §£— 20 1_27*% §£—20
§— 20
Z— 20

I7e je, jacHo,

Z — Z Z — Z 2
1= o f 2D s f SO g Com IO e

T 2w Jp € — 2 27i — 20) 2mi (& —2)3

(z —2z0)" f(€)
+ é de + Ty (2),

21 (f — Zo)”+1

‘ < 1. Capa, KommjeBa unterpaina ¢popmyia oduja 001mK

rae je ocratak 1), (z), y3 Masio padyHa, o0JMKa
1 _ n+1
I - j{ [O) =t
omi JrE— 2 (€~ z0)™ T

Hase, ynorpebom yommurene Kommjese unterpante dopmyse, Teopema .36] goGujamo aa je 3a cee n € N
nz € B(z,R)

2 1" (Z*Z())n (n)
[ (20) + -+ —— " (20) + Ta(2)

n!

HlaxJe, ocTaio je jour 1a MoKaxeMmo Ja octatak 1, TeXH y Hyly, Kaja n — oo, yHU(OPMHO Ha 3aTBOPEHO]
nontH |z — 29| < R'. Baxu:

R+ R N |z — 2o 2R/

— 2| <R A — 2| = <
‘Z ZO‘ = ‘5 ZO‘ 9 ’f—Z()’ ~ R+ R

Kao u:

R+ R R—FR

— > _ R =
62| > R ==

Konauno, kopuctehn o3Haky M = maxecr | f(§)|, mobujamo na je 3a cee z € B (2o, R')

n / n+1

2w Jple—z] |-z "~ 21 R—R \R+R
_M(R+R)( 2R il
= R-R \R+FR
| 2R
C o63upom 1a je m < 1, 3a cBako € > 0 moxe ce ofgpenuTni ng € N Tako ma 3a n > ng ocTaTak
|T(2)| < e3acee z € B(z, R). O
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ITpumetumo na oBa Teopema umrLIMpa na Tejnopos pen gyHkimje 'y zo KoHBeprupa ka ¢pyHKImju f
y CBUM Tauykama HajBehie oTBOpeHe JIonTe OKO 2, Ha K0joj je f aHaJuThUKa.

Teopema 5.8. Heka je pynxuuja f ananumuuray zg € C. Tejaopos ped pynxuuje 'y mauxu zo ce dobuja
Jugpepenyuparcem unan no uaar Tejroposoez peda dynxuuje f y 2o u on KoOH@epaupa Ha UCMO] OMBOPEHO]
saonmu Ha kojoj koneepeupa u Tejaropoe peo dynxuuje f, oonocro saxicu

o £()( N\ = s N |
f/(z): ij(' 0)(2,_2,0)] :Z (f]( 0)(2_2,0)]) :Z{j _(10))!(2—2'0)j_1.
=1

|
=0 =\

Joka3. Pyukuyja f je aHamurnaka y zg € C, te je ananmtnuka u pyskimja f'y zo. dakne, f’ moxemo
pasButh y TejI0poB pes y OKOIMHY Tauke 2o, Teopemal[5.7] Ha crenehu HaunH:
e ; ) .
(f’)(j)(zo) Z f(j+1)(zo)

F) =3 T ey =3

1 (Z - Zo)j,
= 7

j=0

ITO CMO M XTes ja Jokaxkemo. C o03upom na cy f u f’ aHanuTuuke Ha UcToj oOnactu, Teopema
jacHo je aa je u 00J1acT KOHBepreHuuje 3a 00a Tejnopora pesa jeHaka, jep cy To Hajsehie OTBOpeHe JionTe
Ha KOjuUMa Cy rmocMmarpaHe (pyHKIUje aHaTUTUYKE. O

IIpumep 5.9. Ilocmarpajmo r1aBHY rpaHy joraputamcke ¢yakimje ln z y okonuau Tauke zg = 1. Hempe-

KUIHOCT, Na ¥ JudepeHlnjabnIHoCT, ce ryou y tauku z = (, Tako Ja je Hajeeha jonta Ha KOjoj je OHa
aHamMTHuKa |2z — 1| < 1. Kako je In1 = 0 u Baxu:

d —1)ItL( = 1)

—Inz= (=1) (.‘7 )

dzI 2)

nobujaMo na je pa3soj y Tejnopos pex ¢pyHkIwmje In z, y OKOJIMHY Tauke zg = 1, JaT ca

%0 (G & (L)t ,
lnzzz( DY 1)(z—1)3:2¢(z—1)1, lz—1] < 1.

J! J

) jEN’

j=1 j=1

1
Pa3Boj ¢yskiuje — y TejinopoB pen y okonuHu Tauke zg = 1, kKopuctehu na je
z

je mat ca

L i (_1?jj!(z _ 1)j — i(_l)j (2 — 1)9‘7 |z — 1] < 1.

j=0 J: j=0

HanomeHnnmo fa je 061acT KOHBEpreHiyje, onet, oTBopeHa jonrta |z — 1| < 1, jep dyHkuuja — Huje ae-
z

1

¢unmcana y Tauku z = 0. Ha kpajy, npumetumo ga je (Inz) = — u na 3a wuxose Tejnopose penose
BAXH: §

/
]+1 , s (— 1)]+1 e 1
(1 -1 = ——(z—-1) -1y =— jz—-1| <L
(Inz) Z (z—1) Z ( ; (z > Z (z . |z — 1]

J=1 J=1 J=

O
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JMpeKTHO 1o AeUHUIMjH, CIMYHO Kao y TPETXOJHOM MpUMeEpyY, MOXKe ce TIOKa3aTH Jla Baxe cienehu
MaxkJiopeHOBU pa3Boju eleMeHTapHUX (PYHKIIHja:

25)! ’
= (2)
1 oo
— =>4 <y
=0
o0
1)i+1
ln(l-l—z)zz( ) 27, 2] < 1;
j=1
> «
(1+z)°‘:Z<.>zJ, |z] <1,
j=0
-1...(a—j5+1
rﬂeje(?l):a(a ) .'(a It )7a€R\N.
J J:

Y nHacraBky hemo opmynucaTtu jorr 1Be TeopeMe Koje MOTy J1a IIOMOTHY MpriMkoMm onpehuBama Tej-
JIOPOBUX Pa3Boja.

Teopema 5.10. Heka cy f u g ananumuure Ppynrxuuje y mauku zo € C, u nexa je f(z) = Z?io a;j(z—2p)’
ug(z) = Z]O'io bj(z — 20)? y nexoj oxkonunu mauke zy. Taoa je, y ucmoj moj okonunu mauke z,

1. 3a c = const € C, Tejaopos ped pynxuuje cf oam ca cf(z) = Z;’io ca;j(z — 20)%;
2. Tejaopos peo pynkyuje f + g damca f(z) £ g(z) = Z?io(aj +b;) (2 — 20).

Hedununuja 5.1‘1. Kowujes npouszeoo dea peda Z;io aj(z—z0) u Z?io bj(z—z0)’ je (popmannu) peo
> o ci(z — 20)7, 20e je

J
cj = Zaj_lbl = ajbp +a;_1b1 +---+agbj, j € No.
=0

Teopema 5.12. Heka cy f u g anaaumuuxe pynxuuje y oxoaunu mauxe zo € C ca ceojum Tejroposum
paseojuma y peo f(z) = Z(;io aj(z —2z0) ug(z) = Z;io bj(z — 20)’. Tada je Tejaopos ped dynxuuje
fg y oxoaunu mauxe zg dam Kowujesom gpopmynom 3a npoussoo osa 0ea peda

F(2)g9(z) =) ( ajlbl> (z — 20),
1=0

Jj=0
U OH CUZYPHO KOHBepaupa 6ap Ha Marboj 00 obaacmu KOHEepzeHyuje 08a 08a pedd.

Ha kpajy oBor ofesbka, HAMOMEHUMO jOIII jeJHOM Jia pa3BHjambe aHAIUTHUKE (pyHKIHje Y TejaopoB pen
noTBphyje na ce aHaIMTUUKa (PYyHKIMja YBEK MOXE eKCIUIMIIMTHO U3Pa3UTU Kao (pyHKIIM]jA Of] Z, IPU YeEMY
HUCY JIONATHO MOTPEOHU Z, ', Y U CIMYHO.
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5.3 TejaopoBu U cTENEeHN PeOBU

TejnopoBu peoBY Cy UCTOBPEMEHO U CTEIIEHU PE/IOBHL.

Hedpunnmuja 5.13. Qyuxyuonasrnu ped odbauxa Z;io a;j(z — 20)?, z € D ce nasuea cmenenu ped. Kon-
cmanme aj, j € Ny ce nazusajy koedpuyujenmu cmenernoz peoa.

Onmax ce Hamehy Heka of nuTama. 3a Koje z € C crenenu penoBu KoHeeprupajy? [a im cy rpanu-
yHe (pyHKIMje, cyme, aHamuTuake pyuaknuje? [a i je pa3Bujame (PyHKIMje y CTENIeHU pel] jeMUHCTBEHO,
OJHOCHO J1a JIU je CBaKU cTeneHu pel u Tejnopos pea? Y 0oBOM MOIIaB/by OArOBOpUieMO Ha OBa MUTamba.

Teopema 5.14. 3a ceaku cmenenu peo Z;’;O a;(z — 20)? nocmoju peanan 6poj R, 0 < R < oo, koju
3aeucu camo 00 koepuyujenama a;, j € No, mako da eamxicu:

1. peo koneepzupa ynymap omeopene nonme |z — zy| < R;
2. ped yHugdopmHo Koneepzupa na céaxoj sameopenoj ronmu |z — zg| < R, R < R;
3. peo dusepeupa na |z — zp| > R.

bpoj R ce nasuea noaynpeunuk Koneepzenuuje cmenenoz peod.

[IpumeTnMo Ja TeopeMa He OBOPH HMIITA O KOHBEPreHIMjU MOCMATPaHOI CTENEHOr peja Ha caMoj
KPYXHHULM |2 — 29| = R. ®opmannu 1oka3 oBe Teopeme heMo M30CcTaBUTH, i heMo MoKas3aTh HapeaHy
JleMy, KOja OCBeTJbaBa 3alliTo je 00JIACT KOHBEpPIeHIIHje YBEK JIOMTa.

Jlema 5.15. Axo cmenenu peo Z;‘)io ajz! Koneepaupa y HeKoj mauku uuju je Mooyo r, OHOA KOHEéep2upa u
Ha omeopeHoj aonmu |z| < r.

oxka3. Tlo npernocraBuu nocroju z; € C, ca 0coOMHOM |z | = r, Tako 1a pex » | j—0 @j %] KOHBEPrHpa.
OBo 1ajbe UMITIMIIMPA [1a CY WIAHOBH pe/ia OTpaHuYeHH, OJHOCHO moctoju M > 0 Tako na je

\ajz{] = |aj|rj <M, j€Ny.

) 121\ 21\ 7
o =lagle? (E) < ar (B e

Kako je |z|/r < 1, ynoTpeGoM ynopeaHOr KpuTeprjymMa 3a KOHBEpPreHIHjy PeaoBa U KOHBEPIEeHIIMjy camo

reOMETPHjCKOI Pejia, JOOMjaMO aricoyTHY KOHBEPIeHIMjY TOCMATPAHOT CTENEHOT Pe/a, & TAME ¥ OOWYHY.

[

Bpoj R, 0 < R < 0o, NONYNPEYHHK KOHBEPIEHIIMje CTENEHOT peaa Z;";O aj(z — 20)’, Kao 1 y peaiHoj
aHAJI3M, MOXEMO TTOKYIIATH Ja OAPEAUMO MoMohy gopmya:

Capna, 3a |z| < r Baxku

1. HanambGepoBa gopmyna: R = lim 2] ;
oo |aji1]

1
lim sup; ey </ |ajl 7
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2. Kommjesa popmyna: R =



kopucrtehu kouBeHIHjy 1/0 = con 1/00 = 0.
V HactaBky hemo, pajiii KOMILIETHOCTH U3JIarama, 6e3 JoKas3a, HaBeCTH J[Ba pe3yITaTa.

Jlema 5.16. Hexka je f,,, n € N nus nenpexuonux pynxyuja na ckyny T' C C, koju yrugpopmuo xongepeupa
ka pynxuuju f na T. Taoa je u pynxuyuja f nenpexuona na 1.

Teopema 5.17. Hexka je f,,, n € N nusz nenpexuonux pynxyuja na ckyny T C C, koju cadpoicu konmypy
T, koju ynugpopmmo konsepeupa ka pynxyuju f na 1. Taoa

/Ff(z)dz:/r<nli_>ngofn(z)) dz = lim (/an(z)dz>,

Ha ocHOBY OBe TeopeMe AMPEKTHO, MPEKO MapIHjaTHiX cyMa, 100MjaMo [a U pell HelPeKUAHUX (yHK-
nuja Z;";O [, Koju ynropMHO KOHBEprupa Ka (hyHKIMjH f, MOXKE Jla Ce€ MHTETPaJIi YIaH I10 4JIaH, OJIHOCHO

/Ff(z)dz—/F g:ofj(z) dz—]i(/rfj(z)dz).

Teopema 5.18. Heka je f,, nuz anarumuurxux pynxyuja na npocmo nogesanoj oonacmu D, koju ynugbopm-
Ho KoHeepeupa ka Pynxuwju f na D. Tada je f anarumuuxa na D.

oxka3. 3uamo na je pyHkuuja f Henpekuana Ha D. Heka je I' npousBosbHa netsba yHyTap . OyHKIH]je
fn, n € Ncy anammriuke Ha D, Te je Ha ocHOBY KolijeBe uHTErpaiHe reopeme fF fn(2)dz =0, neN.
Baxu, Ha OCHOBY MPETXOJHE TEOPEME,

jéf(z) dz = lim <£ Fal2) dz) = 0.

Konauno, reopema Mopepe, Teopema 4.35] nmrummnupa na je ¢pyHkinmja f ananmtudka Ha D. O
Kako cy mapuujajiHe cyme CTENEHUX peoBa, MOJMHOMH, aHAIMTHIKE (DYHKIIMje, TUPEKTHO JOOHjaMo
Hape/Hy Teopemy.

Teopema 5.19. [panuya, cyma, cmenernoez peda je anarwmuurka PYHKYUja y ceum maukama ynymap oona-
cmu (aonme) KOH@epzeHylje.

OBaj oxesbak 3aBpuMheMo TEOpeMOM KOja JOBOAM y Be3y IPOU3BOJbHU CTEIIEHH pell, Yija IPaHuIa, Ha
001aCTH KOHBEPreHIMje, je YBeK aHAIMThIKa (pyHKuMja, ca TejmopoBum peioM Te pyHKIH]e.

Teopema 5.20. Axo cmenenu peo Z;‘io aj(z — 20)? xoneepeupa xa dynxuyuju f(z) y nexoj (ne-nyaa)
oKOAUNU MauKe 2, OHOA je

f(j)(zo)

aj =

axkne, peo Z;‘io aj(z — zo)j je Tejaopoe paszeoj dpynuxuuje f y oxorunu mauke z.

Joka3. Heka je I mo3uTHBHO OpHMjeHTHCaHA KPYXHUIIA, Ca IEHTPOM Y Zp, KOja JIeKH YHYTap 00JacTH
KOHBEpreHIje oCMaTpaHor cTerneHor peaa. PyHkuuja f je aHamuTHuKa, Te Ha OCHOBY yomuTeHe Kommjese
uHTerpaiHe gpopmyie, 1001jaMo

F™ (20) = n!ﬁ(gf(g)d& n € Np.

270 — zp)"t!
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Kanma ymecro dyskuuje f(£) yBpCTUMO CTereHH pej Z;’io a;j(§ — 20)’ M MHTErpaIMMO WaH 1O YiiaH,
nobujamo na je 3an € Ny

o0

J ! \
(m)( im0 4(€ ~ =) de = = : }1{ - D) ge ) = ™ 0 9mi = nl
f = o 7{ — 2g)"TL £ i jZ::o a; F(f 20)~ ' 5. an T = nla,,

jep je

. 271, j=n
§ PR (n+1) df _ .
$e-=0) o

£ (z0)
n!
Jlakne, pyHKIMja f KOja je aHAIMTHUKA y OKOJIMHU TauKe 2o CE MOKE Ha jeJIMHCTBEH HAYMH IIPeCTABUTH
y ()opMH CTeNeHOr peJa U To Oa cBojuM TejIopOBUM PeIOM y OKOJIMHH TAuKe Z().

Hakie, Baxu a, = , n € Np. L]

5.4 JlopaHoBu peoBH
Ioncetumo ce, Tauka zg € C je cunrynapuret pyHkimje f, Koja je aHamuTuuka Ha odsactu D C C,
aKo je zp Tauka HaroMmiIaBama ckyna D, OTHOCHO zg € D 1 ako f HHje aHAIUTUYKA y 2o. Y OBOM IIOIJIaBIbY

hemo pasmoTpuTH fa au je Moryhe (pyHKIM]jy pa3BUTH y pesi y OKOJIMHH HEKOT OJ] CUHTYJIapuTeTa.

Teopema 5.21 (HOpaHO[ﬂpeI{). Heka je ¢pynruuja f anaaumuuxa na npcmeny 0 < r < |z—zp| < R < 0.
Taoa pynkuujy f mosxcemo uspazumu Kao 30up 0sa peoa:

oo o0
z) = Zaj(z — ) + Za_j(z — )77,
j=0 J=1

20e 0ba peda KOHBep2UPajy Ha 0AMOM NPCMeHY, a KOH@eP2eHUUja je YHUPOPMHA HA CBAKOM 3AMBOPEHOM
npemeny v < 1’ < |z — 29| < R’ < R. Koepuyujenmu a;, j € Z cy damu ca:

_ f€) .
g % 195

20e je I' npouseosvha nozumueno opujeHmucana npocma 3ameopena KOHmypa Koja npunaoa nocmampaHom
NpCcmeny U 2o ce HaAa3U Y HeHOj YHYMPAaurboCmu.

Hoxa3s. J10BObHO je nokazat yHU(OPMHY KOHBEPIEHIIMjY HA CBMM 3aTBOPEHMM IpcTeHOBUMA 1/ <
|z — 20| < R/, rakBum naje 0 < r < ' < R’ < R, jep oHa uMIumMnmMpa (Taukacry) KOHEBpreHIHjy Ha
OTBOPEHOM IIpCTeHy 7 < |z — zg| < R.

*ITjep Ancponc Jlopau (Pierre Alphonse Laurent, 1813—1854) - (ppaHiycKu MaTeMaTHyap
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Heka je 1at npoM3Bo/baH 3aTBOPEH IPCTEH
r<|z—z| <R, 0<r<r <R <R.

ITokaxumo IIPBO Ja 3a CBAKO zZ U3 TOT 3aTBOPEHOT IPCTEHA
BaXH:

_ 1 f€) 1 [ fE)
f(z)—mjgldf—i— 7? Sdg, (5)

-z 2 €~
rae je 'y HeraTuBHO OpHjeHTHCaHa KPYyKHHIIA Ca [IEHTPOM
/ .
y Zo TOJYNpPEeYHUKa 11 = TET , a I'y Mo3UTUBHO OpHjeH-

THCaHA KPYKHUIIA ca LIEHTPOM Y 2o HONyNpeuHnka R =
R%R/. Hagenena ¢opmyna je Bapujanuja Komujese unte-
rpaiHe popmyJie y ciydajy Kajaa pyHKuja f HUje aHaIu-
THUYKA y CaMOj Ta4KH z(, Beh Ha HEKOM IPCTEHY OKO Hhe.
Hexa je xontypa C' nata xao Ha cimim. JacHo, C' je mipo-
CTa, 3aTBOpPEHA, IO3UTHUBHO OpUjEHTUCAHA KOHTYpA y UHjoj
YHYTPAIIKOCTH Ce Halla3u TauyKa 2z, Te Ha ocHOBY Kommje-
Be UHTerpayiHe (hopMyJsie BaKu:

~ omi f—z

Heka je C’ nomyna koutype C, kao Ha cimuy. [logunre-
rpaiHa (PyHKIHMja je aHamMTUuKa yHyTap Koutype C’, ma
KommjeBa naTerpagHa reopeMa UMILTMLPa

(I

271 C/§—z

¢ = 0.

KoHauHo, Kako ce MHTerpaim Ay NpaBOJIMHUjCKKX aenoBa Kotypa C' u C” ckpahyjy, 1001MjaMo J1a Baxu:

1 f& . 1 f(€) 1 f(€)
R L = L g L

Caj cMo CrIpeMHH J1a HacTaBUMO ca Joka3oM. C 003upoM /1a z MpUIiajga yHypalboCcTH KoHType ['o, Ha
NOTIYHO UCTU HAUMH Kao IpH J0Kasy paseujama (yHkuuje y Tejnopos pex, Teopemal5.7] noGujamo:

L[ J© S .
purl B j;)aj(z =z + Tu(2),

e T,,(z) — 0 yandopmHo Kama n — 0o 3a |z — 29| < R’ u koeduumjentn a;, j € Ny cy naru ca:

1 f€)

= — —d i € Np.
U7 o T, (§— 20)7 11 & 7o

Hakure,

1 /
i P f—zd§ Zajz—zo |z — 20| < R
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©)
. 20
[IpumeTumo, MehyTum, 1a KoeuLUjeHTe a; He MOKEMO UICHTU(DUKOBATH Ca 7'>
7!
ciy4aj y TejmopoBoj Teopemu, jep HeMaMO aHATUTHYHOCT (PYHKITHjE Y TaUKH 2.

Iornenajmo can unterpan ayx kourype I'y y ¢popmynu (5.1). Tauka 2 je caga y crobalilboCT KOHTYpe

, Kao 1ITo je To O1o

I'i,maza¢ € I'y Baxku: £-% < 1. Imajyhu To y BUAY, u3pas € KOjH ce M0jaBjbyje y HOAUHTErPATHO]

z— 20 —z
(yHKIMjHI, yHOTpeOOM reoMeTpHjCKe MPorpecHje, MOXeMO HAIUCATH Kao:
I 1 -1 1
E—2z (E—2z)—(2—20) 2z—20 1_5—2’0
Z — 20

(f—ZO)MH
—1 f—zo+<€—Z0>2+m+<§—20>m+ Z— 20

=— |1+
Z— 20 2z — 20 Z—20 Z— 20 l_f—zo
Z— 20

VBpiraBajyhiv 0Bo y MHTErpaj, 100HjaMo:

Lo RN .
5 s 5_dez ;a_j(z—zo) T+ To(2),

rJe cy KoepUlUjeHTH JaTH ca:

a OCTaTakK:

— )™ 1
Tm(z)zljg f&)  (£—=0)"" e

270 E—2 (z2—zp)mtt

Yumennia jaa £ € 'y ummwmmpa na je: |€ — 2| > ' —rq, [€ — 20| =11 1|z — 20| > /. Jakue, Baxu:

m—+1
Tn2)] < o max | £(©)] - = (5) " 2

1
2 r'—ry \r

Kako je 1 /1" < 1, Tp(2z) — 0 yHudopmuo 3a |z — zo| > r/, Te nobujamo:

1 f€)

o0
i — N —J _ /
5] Flf_zdﬁ—;a_j(z 20)"7, |z — 20| > 1.

Jlo cama cMo mokasanu aa ce 00a MHTerpana, koja ce mojaBibyjy y popmyau MOT'Y M3pa3uTH Kao
yHU(OPMHE TpaHUIIEe PeIoBa KOjU Ce MOMMIbY Y (hopMyJialiijy TEOpeME U Ja UM je 3ajeTHMUYKa 00JIacT KOH-
Beprennyje npcreH 1’ < |z — 29| < R’. Ocrano je jom ga yTBpAMMO [a Jii Cy 3aUCTa KOe(HUIMjeHTH
aj, j € Z tpaxeHor oomika. Kajga nornegamo kojy cMo BpeaHOCT J00MIM 3a Koedunujente a;, j € Ny,
BUJIMMO /12 je jeIMHa pa3juKa Ta Ja KOPUCTHMO MO3UTUBHO OPUjEHTHUCAHY KpyxXHMLY Iy ymecto mpou-
3BOJbHE TIPOCTE MO3UTHUBHO OpHjeHTUCAHE 3aTBOpeHe KOoHType I'. MehyTum, 3Hamo aa vHTerpamnuja yHyTap
00J1acTH QaHATMTUYHOCTH TIOAMHTErpatHe (PyHKIMje He 3aBUCH O M300pa KOHTYpe, Te Cy Ta JBa MHTerpaja
jennaka. Ha cimuan HaunH nobujamo aa u koepuuujentu a_j, j € N 3am0BobaBajy Tpaxkeny gopmy, y3
JopaTtak aa heMo MUHYC KOjU ce I0ojaBibyje MCIIPe] MHTerpajla MICKOPUCTUTHU Aa IPOMEHUMO OpHUjeHTaLujy
HEraTMBHO OpUjeHTUCaHe KpyskHuie [';. O
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Hanomena 5.22. Jlopanos pen ¢pysakimje f ce Hajuyenthe HaBoau ckpaheHo:

o0 o0 o0
f(z) = > aj(z—x) + > a(z—=)7 = Y ai(z—z).
aHaMTHUKK sieo JlopaHoBor pena  rasHM sieo JlopaHosor pena  JIopaHOB pen

Jleo pena ca HeraTMBHUM cTerieHnMa of (2 — z) ce 30Be I1aBHH Jieo JIopaHOBOT pesia, a 1e0 ca MO3UTHBHIM
CTerneHnMa ce, Kao | 10 cajl, Ha3uBa TejJlopoB pej] UK aHAJIMTUIKY Jeo JIopaHOBOT pefa.

JlopanoBu penoBm cy mpaBo yommTeme TejiaopoBux pempoBa. Hammve, ako je pyHKIMja aHATMTAYIKA HA
nontu |z — zg| < R, oHma cy Ha ocHoBy Kommjee unTerpaise teopeme, koedpuimjentu a; = 0, j €
{-1,-2,-3,...}, ma JlopaHoB pen noctaje Tej10poB pej, MTO ce U 0UYeKyje Ha ocHoBY Teopeme

3a rnasHu Aeo JlopaHoBor pena
>as(=2)

j=1
. 1 . 1
Teopema [5.14| TBpau 1a noctoju 6poj — € [0, 00] Tako 1a OBaj CTENeHH pej] KOHBEprupa 3a ﬁ -,
r zZ— 20 r
OJIHOCHO Ha 00J1acTH |z — zp| > 7 (CHOBAIIBOCT KPYKHULE |z — 2o| = 7). AHaymTH4KK geo JlopaHoBor

pena, Ha OCHOBY HCTe TeopeMe, KOHBeprupa y OTBOPEHOj JIoNTH |z — zg| < R, 3a Heko R € [0, co]. Ympaso
Ha OBaj HAYMH U JIONA3MMO JI0 YnkbeHuIe aa JIopaHOB peji KOHBeprupa Ha mpcteny r < |z — zp| < R. [

Ananorno Teopemu MokeMo (hopMyscaT TBpherbe Koje Kake J1a je CBaKW KOHBEPreHTaH pejl

00JIMKa Z;’if oGz — 20)’ jennax JlopaHoBOM pejly Heke aHanMTHUKe (DyHKIMje Ha oaroapajyhoj o6.1a-

CTH (MIPCTEHY) KOHBEPreHIIHje.

Teopema 5.23. Heka cy > 72 a;j(z — 20)7 u > ey a—j(z — 20) "7 06a peda ca credehum ocobunama:
1. peo E?io a;j(z — z0)? konsepeupa na omeopenoj aonmu |z — 29| < R,
2. ped 2 a—j(z — 20) ™ Komeepaupa na |z — 29| > r, cnovawrsocm sameopene aonme,
3. r<R.

Taoa nocmoju gynxyuja f, anarumuuxa na npcmeny r < |z — zo| < R, uuju Jlopanos ped na mom

npcmeny je 6au damu peo Z;’;_OO a;(z — z0)’.

22 —22+43

Ha obnactu |z — 1] > 1.
z—2

IIpumep 5.24. Oppenuru Jlopanos pen pyHkumje f(z) =
IMocmarpajmo ¢yHKIMjy f y cieneheM oOuKy:

f(z):(22—22+3)~212:((2—1)2—1—2)-%.

Ogze cmo npBu wiaH Beh Hancamu y (popmu TejitopoBor pefa y OKOJIMHY Tadke zp = 1,
22 —2:43=240-(z2-1)4+1-(z=1240-(z—=13+ - +0-(z—1) + ...,
Koju KoHBeprupa 3a cse z € C. [Ipyru 4wiaH MOXEMO HalicaTH y OOJIMKY:

1 1 1 1

2=2 (z-1-1 z—1 , 1
z—1
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o0

1
Nwmajyhu y Buay na 3a reOMETPUjCKU pPell BakKu: Z w" = —— |w| < 1, nobujamo na 3a ‘ <1,
s 1 —w z—1
OJIHOCHO 3a |z — 1| > 1, Baxm:
1 - S|
z— -1 Zz—l Z(z—l)j‘
7=0 J=1
KonauHo, 3a |z — 1| > 1, jep Ty o0a pesia KOHBEprupajy, 1001jamo:
o0
f(Z):(Z2*2Z+3)z_2:((Z*]. z_il
j=1
(z—1)+1+ Z - +2- Z
=(z-1)+1+ Z 3 O
ot (z—1)7"

5.5 HyJie u n30/10BaHH CHHTYJIapuTeTH (PYHKIMje

VY oBoM ofesbky KopuctuheMo pa3Boj ¢yHkIHje y JlopaHoB pen, 1a 6ucMo onvcany noHammambe (QyHK-
1yje y OKOJIMHH HeHEe HyJe WM MU30J10BaHOT cuHryiaputera. Hymom dyHkumje HasuBamo Tauky zg € C
3a Kojy Baxu f(zp) = 0. Tauka 2 je M30J0BaHM CUHTYIapuTeT (GyHKuHMje f aKko je f aHAIMTHYKA y He-
KOj OKOJIMHM TayKe Zz() I HUje aHAJMTHUYKA Yy CaMoOj TAuyKU Zg, OZHOCHO aKO je aHAIMTHYKa Ha CKYIy
{z € C|0< |z— 2] < R} 3aneko R > 0. Y HacraBky hemo 3a 0By o0acr, Jonty 6e3 eHTpa Uin
rPaHUYHY Bep3Hjy MpCTeHa, KOpUcTuTH 03Haky B’ (29, R) = B(zo, R)\{z0} = {2 € C | 0 < |z—20| < R}.
5.5.1 Hyaxae pynkumje

Hedununuja 5.25. Tauxa zy ce nasusa nyna peda m ynxuuje | axo je f anarumuvuka y zo u 3a npeux
m — 1 useoda eaxncu: f*)(z) =0, k=0,1,...,m—1u f0™(z) #0.

HpyruM peynmMa, Baxu:
F(z0) = f'(z0) =+ = [T D(20) = 0 # f7(20).
Pa3Boj anamutnuke ynkimje [y TejnopoB pen y OKOIMHM Tauke zg UMILTUIAPA:
f(2) = am(z — 20)™ + ami1(z — 20)™ ™ + amga(z — 20)™ 2+ ...,
OITHOCHO

f(z)=(z—20)" (am + am+1(2 — 20) + amy2(z — Z0)2 +.. ) ,

(m)(
Tae je am = ZO) # 0. dyHKIMja yHyTap 3arpaje, O3HAYMMO je ca ¢, KOHBEpPrupa Tamo TIje je KOHBep-
THpao u pen (pyHKLU/IJe f, Te mobujamo QyHKIMjy g aHATUTUUKY Y OKOJIMHH Ta4ykKe 2 Tako 1a je g(zp) # 0.
Baxwu, HapaBHO U 00pHYTO, 1a MOxeMo (popMyiucatu cieaehy Teopemy.
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Teopema 5.26. Hexa je ¢pynxyuja f anasumuuxa y mauku zo. Tada yukyuja f uma nyay peda m y
MAuKu 2y aKo U camo ako f moocemo nanucamu y 0OAUKy:

f(2) = (z = 20)"9(2),
20e je pynkuuja g anarumuuxa y zo u g(zo) # 0.
JIpeKkTHa MOCTIe/IIIa OBE TEOPEME je HapeIHH pe3yJITar.

Mocaenuua 5.27. Axo je f anaarumuuxa ¢pynkuyuja maxea oa je f(zp) = 0, mada unu je f udenmuuxu
Jeonaka nyau y okoauHu mauke zy uau nocmoju 6 > 0 mako da je zy jeouna nyaa gynxyuje f na B(zp,0).

/loxa3. Heka je Z;’io a;(z — 20)7, e je a; = fU)(20)/4!, j € Ny, Tejnopos pen byuxumje f y
OKOJIMHU Tauke zg. Taga Ha ocHOBY Teopeme OBaj peJ KoHBeprupa Ka GyHkimju f y HeKoj (KPyKHO])
OKOJIMHM Tauke zg. [locToje aBe moryhnocTu: wmm cy ceu xoepuuujentu a; = 0, j € Np mm nocroju
m € N tako na je a,, # 0. Axo cy cu Tejnoposu koedunmjentu a; = 0, j € Ny, onna dpynkumja f
Mopa OUTH WIEHTUYKH jeTHaKa HYJIM y TOj OKOJIMHU Tauke zg. [locmarpajyhu npyru ciyyaj, Heka je m > 1
HajMarK MHEKC TakaB 1a je a,, 7 0. To 3Haum na je zop Hyaa pepa m GyHKuMje f 1 f MOxe J1a ce Haruiie
y ooimuky: f(z) = (z — 20)™g(2), rme je g(z0) # 0. PyHKUHMja g je HEMPEKUIHA Y OKOIMHU TAauKe 2 U
BaxH ¢(zp) # 0, Te MOCTOjU OKOJIMHA TAuKe z(, HA MpUMep |z — zo| < §, & > 0, Tako na je g(z) # 0 3a
|z — 20| < d. Konauso, To nmmmmmpa aa je u f(z) # 0,320 < |z — 29| < 0. O

Baxxne nmocneauue oBor TBphiewa Cy HapelHe JIBe TeopeMe KOje TOBOpe O jeAHAKOCTH JBE KOMILJIEKCHE
ynxmje.

Teopema 5.28 (Teopema o jegHakocTn KoMmrutekcHUX pyHkmmja). Heka cy f, g : D — C 0ge anarumuuxe
Ppynxuuje, decpunucane nao obaacmu D # (). Tada cy caedehu uckasu exeusanrenmmis:

(1) f = gnauerom D.
(2) Ckyn{z € D : f(z) = g(2)} caopacu 6ap jeony mauxy nazomunasarsa cxkyna D.
(3) Hocmoju mauka zy € D maxo da je f™ (zy) = g\ (20) 3a cee n € Ny.
Hoxka3. Tlpumenumo nperxonny IMocnemuuy [5.27 na dyukuujy f — g. 0

Teopema 5.29 (Teopema 0 jeIMHCTBEHOM aHAIUTUYKOM Tponyxewy). Hexa je D C C obaacm, M C D
ROOCKYN Koju caopacu 6ap jeony mauxy Hazomunagarea ckyna D u neka je f : M — C ¢pynurxyuja. Axo
nocmoju anaaumuuxa gyryuja f : D — C koja npodyxcasa f, odnocno f(z) = f(z), z € M, onda je f
Jjeourcmeena maxea pyHKyuja.

5.5.2 HN3osoBaHu cuHryjapuretTu pyHKiuje

VY HacTaBKy OBOT NOIVIaB/ba CBOjy NaKiby NEMO OKPEHYTH M30JI0BaHUM CHHTYyJIapuTeTiMa yHKuuje f.
ITpBo hemo M3/1BOjUTH TpH KapaKTEPUCTUYHE KJIace N30JI0BaHUX CHHTYaapuTeTa. [logcetumo ce, Tauka zg je
M30JI0BaHU cUHTYTapuTeT pyHKIUje f ako je pyHKIMja f aHAIMTHUYKA y HEKOj OKOJIMHU Tauke zg 06e3 came
TauKe 2(, OAHOCHO Ha cKyny B’(zp, R) 3a Heko R > 0. Taga Ha ocHOBY JIopaHOBE TeOpeMe, TeopeMa
(pynkumja f moxe na ce pasuje y JIopaHOB pel] Ha TOM IPCTEHY OKO TauKe Z(, OXHOCHO

o0

f(z) = Z a;(z — 20)’, z € B'(20, R).

j=—o0
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Hedpunnmuja 5.30. Hexa pynxuuja f uma uzonosanu cureysapumem y mavuku 2y U HeKd je pazeujena y
Jloparnog peo

3a0 < |z — 2| < R, R>0.Taoa:
1. axo je aj = 0 3a cee j < 0, onoa mauxy zy 306eMO OMKAOFUEU UAU NPUSUOHU CUHZYAAPUMEN
Ppynxyuje f;
2. axo je a_n, # 03a neko m € N, aau je a; = 0 3a ceée j < —m onOa mauxy zy 306eM0 noa peoa m
Ppynruuje f;
3. axo je a; # 0 3a 6eCKOHAUHO MHO20 HE2AMUSHUX UHOCKCA J, OHOA KAXCEMO Oa je 2 eCeHUUjanHu
cunzynapumem pynxyuje f.

b kpeTawa Kpo3 TeMy W30JOBAaHMX CHUHTYJIAPHUTETA je Ja MOKaKeMO J1a OBe TPU KaTeropuje n3oio-
BaHUX CHUHTYJIApUTETa UMIUTUIIUPAjy OCETHO PA3JIMUUTO MOHaImambe GyHKIMje [ Y OKOJIMHU Tauke zp, Koje
MOXe J1a ce youu u Oe3 pa3Bujama ¢yHKIje y JlopaHoB pe.

OTKJI0ILNBH CHHI'YJIAPUTETH

Axo ¢yHKIHja f ©Ma OTKJIOHUBH CHHI'YJIAPUTET Y TAUKH Zg, OHIA je ibeH JIopaHoB pea oOuKa:
f(2) =ap+ai(z — 20) + az(z — 20)* + -+ aj(z — 20) +..., 0<l|z—2| <R.

Hakie, BUAUMO J1a je (pyHKIHMja f, CeM y caMoj TauKH 2, jeqHaka pyHKmju h(z) = Z;io aj(z—z0)’, |z —
20| < R, KOja je aHAIMTHYKA U y TAYKHK zo. JpyruM peunma, jeIMHN pa3jior Ja Tadka 2 Oyae CHHIYIapuTeT
dynkmje f je taj mro PpyHknyja f HUje AepUHUCAHA Y TO] TAUKHU.

) sin z
Ha npumep, ¢pyHkimja f(z) = —— uMa OTKJIOWUBU CHHTYIApUTET y 2o = 0, 3aucra:
z

525+1 00( 1)7 22 L2 A L6

sin 2 1 -
) Z 23+1 2@ T B e T

z € C\ {0}.

dynkumja f moxe na ce passuje y TejlopoB pesi y OKOJIMHH Tauke zg = (), Mako HUje JeprUHUCaHa Y caMO)j
Tauku zg = 0.

C o03upoMm na je pyHKIMja h aHAIMTUYKA Y z(, OHA je U OTpaHWYEeHa Y HEKOj OKOJIMHU TadkKe zg, T
je orpannyeHa u ¢yHkumja f. OnaBue TUPEKTHO N0OWjaMO TPU KPUTEpUjyMa, KOja HABOJUMO y HapeIHO]
JIeMH, Ha OCHOBY KOjUX MOXEMO /1a TIPENO3HAMO OTKJIOHBUBH CHHTYJIApUTET.

Jlema 5.31. Hexa cynxuuja f uma omkaorwusu cunzyrapumenm y mavku 2o, maoa:
1. f je oepanuvena na B'(zy,r) 3a nexko r > 0,
2. f uma Konauny epanuuny 8peOHOCM Y MAMKU 2o, U
3. f moorce 0a ce dodepunuwe y mauxu zy, mako 0a HO8000OUjeHa PyHKUUja OYyoe aHaIUMUUKA Y 2.

Moxe ce nokasaTtu u oOpar oBe JIeMe Tako IUTO ce Nokaxke Aa je a_; = 0, j € N, Ha ocHOBY popmyna
3a Koedunjerte JlopaHoBoOr peaa gaTux npeko uHterpana y Jlopanoroj reopemu, Teopema
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ITonoBu

JlopanoB pen dyHKkIMje f y OKOJIMHH TauKe zg, KOja je IoJI pea m, je 00JIuKa:

(e 9]

f2)= ) aj(z—z) = (Z(i_:;)er (zi_;;;—l +---+(Za_%o)+ao+a1(z—zo)+...,

j=—m

rae je a_,, # 0, a pa3Boj Baxu Ha B’(2o,r) 3a veko r > 0. Ha npumep, dyHKkImja

f(z)= ez ! i | ZZH ! + - + 1 g + 2. e C\ {0}
ao& 1 R
Bl T TS 3' 41 »F ’

uMa 1o pena 3 y Tauku zg = 0.
Hapenne aBe neme 1ajy KapakTepu3aiyjy rmojaoBa.

Jlema 5.32. Ako pynxuuja f uma noa peda m y mauku zy, onoa sa cee l € {0,1,...,m — 1} saxcu:

Jim (2 = 20)' £ (2)] = o0,

0ok pynruuja (z — z0)" f(z) uma omxaorus cuneysapumem y zg. Ioce6no, saxcu lim,_,, | f(z)| = oco.
Zloka3. Baxu:
(z=20)"f(z) =acm+a—me1(z—20) +..., 0<]|z— 20| <R,
mTo je Tejnopos pen, Te je zo OTKJIOWKB cUHTYIaputeT dyHKmje (2 — 20)"™ f(z). DoaatHo,

lim (z — 20)" f(2) = a—m # 0.

e
Onasne aupekTHO nodujamo ma3acee l € {0,1,...,m — 1} Baku:

lim |(z — 20) f(2)| = lim ! — (2= 20)"f(2)| = o0,

Z=20 2= | (2 — 20)™
jepje (z — z0)™ ! = O0ma_,, #0. O

Orner, MoXke ce IoKa3aTh ¥ OOPHYTH IpaBall OBe JIEMe JMPEKTHUM M3padyHaBameM Ja je a_; = 0, j >
m, ynoTpedoM MHTerpanHux ¢opmyia 3a koedpuuujente Jlopanosor peaa natux y JlopaHoBoj Teopemu,

Teopema[5.21]

Jlema 5.33. @ynxuuja f uma noa peoa m y mauxku zo ako u camo axo nocmoju R > 0 mako da 3a
z € B'(z0, R) sagxcu:

20e je pynkuuja g anarumuuxa y zo u g(z9) # 0.
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oka3. Ako je zg non peaa m ¢gyHKIUje f, OHIa BaXuU:

(2= 20)™f(2) = a—m 4 amy1(2 — 20) + a_my2(z — 20)° +..., 0<|z— 2| <R.
Ako obenexkumo ca g(z) = a—p + a—pmy1(z — 20) + ..., 0 < |z — 20| < R u nepunumemo g(zp) =
a—m 7 0, BAOUMO J1a je g aHamMTHYKa Ha |2 — zo| < R u 1a je g(zo) # 0.
9(2)

O6pHyTO, aKo je f(z) = —,0< |z — 20| < R, u axo je Tejnopos pen pyHKIHje g :

(z — 20)
g(2) =bg+b1(z—2) +ba(z—2)* +..., |z— 2| <R,
onpa je Jlopanos pen dyskimje f nar ca:

9(z) bo by by
z) = = + + 4+ .. . 0<l|lz—2z < }%7
f( ) (z — zo)m (Z — ZO)m (Z _ Zo)mfl (Z — Zo)m*Q | 0|

U, IOJIaTHO, Baxu by = ¢(2) # 0, IITO CMO ¥ XTEJH A2 MOKAKEMO. O
Ha anHasioran HauMH MOXe Jia Ce TMOKaXe ¥ Hape/Ha JieMa, Te je HaBOAUMO 0e3 JIoKa3a.

Jlema 5.34. Ako je mauka zy nyaa peda m ynxyuje f, onda je zo noa peoa m pynxuuje 1/ f. Obpuy-
mo, ako je zy noa peda m gyuxyuje f, onoa dynkuuja 1/f uma omrxarorus cunzyrapumem y zo u aKo
oepunumeno (1/f)(z0) = 0, dobujamo oa je zy nyaa peda m pynruuje 1/ f.

Ecennmjanau cuHryjiapureTu

V HactaBKy heMo ce OKpeHyTH €CEeHLMjaJIHUM CHHIYJIapuTeTUMa U (POpMyJIcaTH 4yBEeHY HI/IKapOByE]
TeopeMy. IInkapoBa Teopema onucyje noHaame (PyHKIHje y OKOJIMHHU €CEeHIMjaTHOT CUHTYJapuTeTa, Koja
Ty He MOXe J1a Oy[e HUTH OTpaHUYEHa, jep je TaKBa Y OKOJIMHH OTKJIOHUBOT CUHTYIAPUTETa, HUTH Ja TEKH
y 6ECKOHAYHO, jep je TO MoHalamke (PyHKIUje Y OKOJIUHU MOJa.

Teopema 5.35 (ITukaposa Teopema). Heka je zg ecenuujannu cuneyrapumem gpynxyuje f. Taoda je cauxa
ceaKe OKoAUHe MAUKe ) UeAd KOMIAEKCHA PABAH, CeM MOXCOA jeOHe mauke.

IMukapoBy TeopeMy oBJie HeheMo JOKa3uBaTH, anu heMo je MCIyCTPOBATH MPUMEPOM, a JoKa3aheMo
HeITo cyiabuju pesyarar, Teopemy Ka3opaTyﬁ—BajepHJTpaca.

Teopema 5.36 (Teopema Kazopatu-Bajepiurpaca). Tauka zg je ecenyujanrnu cuneynapumem gpyuxyuje f
ako u camo ako je cauka ceaxe oonracmu B'(zg, 1), r > 0 ceyda zycm ckyn y C, oonocno 3a ceéaxo ¢ € C
u ceaxo p > 0 eaxcu f(B'(zo,7)) N B(e, p) # 0.

/oka3. Teopema naje nmorpedaH U JOBOJbAH YCJIOB 3a €CEHIMjaJIHA CUHTYJIapUTeT, Tako 1a heMo okas
Jatu y o0a rpasa.

(=) Hoka3y oBoMm cMepy heMo M3BPIIHUTH KOHTPAIIO3UIIK]OM, OJHOCHO MoKa3ahemo Ja ako noctoju r > 0
Tako jaa cimka f(B'(zo,r)) Huje cByrme ryct ckyn y C, oHIa 2o HHje eCeHIMjalHI CHHTYIapHUTeET.
Heka je r > 0 takBo na f(B’(z0,7)) Huje cByrae ryct ckyn y C. Taga noctoju ¢ € C u p > 0 Tako

1
naje f(B'(z9,7)) N B(c, p) = 0. Onasue nodujamo ja je GpyHkumja g(2) = ————— aHAIMTUUKA
—c

f(2)

>Ilapn Emun IMukap (Charles Emile Picard, 1856—1941) - (ppaHitycku MatemMaTiap
S®enmhe Kazopatu (Felice Casorati, 1835-1890) - uTa/nujaHcky MaTeMaTHyap
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1

Ha B'(z9,7) u g(2) # 0, 2 € B'(z20,7). Cana je, jacuo, f(z) = el + ¢ aHayMTHYKa (PYHKLMjA HA

g(z
B'(zg,1), Te je 2y N30JI0BaHHU CHHIyIAPUTET.
Kako je f(B'(z0,7)) N B(c,p) = 0, umamo na Baxku |f(z) — ¢| > p, z € B'(zy,r). Onasue
no6ujamo 1a je (yHKIHMja g OrpaHUYeHa y OKOJMHU Tauke 2, jep je |g(2)| < 1/p, z € B'(2p,71).
Ha ocHoBy obOpara Jleme 3aKJbyUyjeMO 114 j€ zo OTKJIOWMBU CUHIYJapuTeT (PyHKIMjE g U 1A je
lim,,,, g(2) =L, L € C.

E can, moryhe je na je L # 0, ma je onna lim,_,,, f(z) = lim,_,, (ﬁ + c) = % + ¢. Ha ocHoBy
oopara Jleme [5.31| no6ujamo 1a je 2z OTKJIOWMBY CHHIYIApUTeT U byHKuHje f.

Hpyra moryhsocr je ga je L = 0, a onza he lim, ., f(2) = oo, ma Ha ocHoBy oGpara Jleme [5.32]
nobujamo na je zo non gyHkuumje f.

(<) TpernocraBumo cana aa je cimka cBake odnactu B'(zp,7), r > 0 cyrme rycr ckyn y C. Ako
HOKaXeMo Jla He Baxu HU lim,_, ., f(2) = L, 3anmeko L € C, nu lim,_,, f(2) = oo, oHOa je 2o
€CEHIIMjaJIHA CUHTYJIAPUTET.

ITpeTnocraBumo npeo aa je lim,_,,, f(z) = L 3a Heko L € C. Tazma 3a cBako ¢ > 0 mocroju r > 0
TaKo jia 3a cee 2z € B'(2g,r) Baxku | f(z) — L| < e. Nakne, f(B'(20,7)) € B(L,€) mro Huje cByrae
ryct ckyn y C, Te nmpeTnocraBka He Baku.

I[TpernocraBumo 3atuMm 1a je lim,_,., f(z) = oco. Taga 3a cBako M > 0 nocrtoju r > 0 Tako ja 3a
cBe z € B'(zp,r) Baxu | f(z)| > M, onsocro f(B(zo,7)) C C\ B(0,M). Hu y oBoM city4ajy He
noOujaMo CBYT/IE TYCT CKYII, Te HA OBa ITPETIOCTABKA He Baxn. KOHAUHO, TauKa 2 HUje HU OTKJIOHUBH

CUHTYJIAPUTET, HU MOJI, 11a 3aKJbYUyjeMO J1a j& 2( €CEeHIIUjaTHA CUHTYJIapUTET. O

Mpumep 5.37. Tocmatpajmo dyuximjy f(z) = e!/? y Tauku zg = 0.
PasBujamem pynkuuje [y JlopaHos pen y okommHu Tauke zg = 0 jodujamo:

(e} ; (e e}
(/2 11 1
f(z)_E , _g ,Z._1+Z+W+..., 3a CBe EGC@),ZE(C\{O}.

Bunumo na ce y JlopaHoBOM pa3Bojy 10jaBibyjy CBU HETaTMBHU CTEIIEHU Of z, T€ je, mpeMa Ae(pUHULUjH,

20 = 0 ecenumjanau cunrynaputet dyrkumje f. Jacro, e/ # 0 3a ce z € C \ {0}. MehyTum, nokaxumo

1a 3a cBako ¢ # 0 cBako € > () OCTOjU Z TAKBO Aa je |Z| < e m e!/% = ¢, kao mro TBpAU Teopema [Tukapa.
Hakie, 3a nate ¢ # 0 u e > 0 xohemo J1a oipeiMMO Z Tako aa je |Z| < e u

=In|c| +iargc+ 2kmi, 3aneko k € Z.

| =

3a I0BOJBHO BeMKO k € Z, Tako aa je |In |¢| + i arg ¢ + 2kmi| > 1/e nobujamo aa je

1
In|c| 4 i arg ¢ + 2kmi

zZ =

Takeo Jaje || < emel/? =c. O

V HapeHOj Teopemu fieMo 00jeAMHUTH CBe MH(MOPMALIFje 0 U30J0BAHUM CHHTYTaPUTETHMA KOje CMO [0
caJ| MoKa3am.
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Teopema 5.38. Ako je zg usonosanu cuneyaapumem ynxyuje f, maoa sadxce caedehe exsusanenyuje:

1. zg je omknoreus cunzynrapumem < |f| je oepanuuena y okoaunu zy < f uma epanuuny epednocm
Kada z — 29 < f mooce 0a ce dodepunume y zg maxko 0a nOCmMane AHAAUMUUKA Y 2.

2. zgjenon < |f(z)| = cokaoa z — zy < f modxuce 0a ce nanuwe y obauxy f(z) = g(z)/(z—z0)™
3a neko m € N u nexy gynkuujy g koja je anarumuuxa y zo u g(zo) # 0.

3. zg je ecenyujarnu cuneyrapumem < |f| nuje numu ozpanuvena y okoaunu zy Humu medsicu y oec-
KOHAUHO KAOA Z — Zy <> C8AKY OKOAUHY mauke 2o pynkuuja  cauka Ha yeay KOMNAeKCHY PAsa,
uzocmaspajyhu modxicoa jeOny mauxy.

5.5.3 Tauka co

Kaza cmo roBopuim o ctepeorpadckoj npojekiuju, Buaenu cmo aa ce tauka N (0,0, 1) ca Pumanose
cepe cimka y ”o0” y komiuiekcHoj paBHu C. YBoheweM Tauke 0o y KOMIUIEKCHY paBaH JOOMjaMo MPOIIU-
pEHy KOMIUIEKCHY paBaH C=cCu {o0}. Kommekcna paBan C ce cimka Ha PumaHoBy cdepy Oe3 Tauke
N, 1ok je cavka uesne PumaHoBe cdepe npolimpeHa KOMIUIEKCHa paBaH C. Okonmua Tauke oo Ha Puma-
HOBOj cpepH je, MpUPOIHO, KAJIOTa OKO Tauke N, a IeHa CIMKa Y TPOIMPEHOj KOMIUICKCHO] PaBHH C je
CHIOBANIBOCT KpyXHULE |2| = M, M > 0, 3ajeaHO ca caMOM Ta4ykoM oo, Te hieMo TakBe CKyIMoBe 3BaTu
OKo/IMHAMa Tauke oo. [TogceTnmo ce 1a Hu3 { 2, fpen TeXH y 0o ako 3a cBako M > 0 noctoju ng € N Tako
aaje |z,| > M 3an > ng, mro 6u 6una aeUHUIM]ja KOHBEPreHIUje HI3a Ka 00 U Y C.

Pehu hemo na je f(z9) = oo ako je lim,_,., |f(2)] = oo. Cmmuno, f(00) = wp ako je lim,_, f(2) =
wo. Ha npumep, 3a ¢pyHKIMjY

_22—|—1
21

f(2)

je f(1) = o0, a f(oc0) = 2.
Caja MOXEeMO TOBOPHUTHU U O ~aHAIMTHYHOCTH (PyHKIHje y oo. Tauka 0o ce yBeK MoceOHO UCTIUTYje U
TO TaKo ITO ce ymecTo dyHKumMje f(z) y Tauku z = oo nmocmarpa ¢ynkumja f(1/w) y Tauku w = 0. Baku:

1. fje anamutuuka y oo ako je f(1/w) aHanuTi4Ka (MM UMa OTKJIOWMBY CHHTYIapuTeT) y wo = 0,
2. f umamon peaa m y oo ako f(1/w) uma mon peaa my wo = 0, u
3. f uMa eceHLMjaTHU CHHTYIapuTeT y 00 ako f(1/w) uma eceHumjantu cuHryaapuret y wo = 0.

Kaxemo u 1a je zp = oo Hys1a peaa m dyHkumje f(z) ako je wo = 0 Hyna pega m dynkumje f(1/w).
Taxobe, kao y Teopemu 5.38] Basxu:

1. fje ananutuuka y oo ako je | f(z)| orpaHuyeHa 3a JOBOJBHO BEJHKE |z |,
2. fumamony oo ako f(z) — oo 3az — 0o,

3. [ UMa eceHIMjaTHU CHHTYIAPUTET y 0O aKo | f| HUje HUTH OrpaHMYeHa 3a TOBOJBHO BENHMKE |z| HUTH
TeXHU y OECKOHAYHO Kajia 2 — O0.
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I'naBa 6

Teopuja ocraraka

Teopuja KOMILJIEKCHE UHTETpalllje HaM je pacBeT/INIA BakKHE KapaKTePUCTHKE aHAIUTUYKUX (PyHKIHja.
V oBoMm nornaeiky hemo dopmysucat Teopujy octataka noedyjyhu teopujy unrerpanuje u JlopaHose
penose. Teopuja octaTaka uMa BeJIMKY MOTYRHOCT NMpHMeEHe Ha pelllaBambe peaHUX WHTerpaia, KOju HUCY
OuK pelvBY KJIAaCMYHUM MeToaMa peasiHe aHanu3e. Takole, kao mocjieauiie oOBe Teopuje, MojaBibyjy ce u
Teopema aprymenTa u PymeoBa TeopeMa, kojuma ieMo 3aBpIIIUTH OBO TOTJIaBIbE.

6.1 Ocrarak (pe3uayym) (pyHKIHje y H30JJ0BAHOM CHHIYJIAPUTETY

7{ 1(2) dz,

rae je I’ mpocTa MO3WTUBHO OpPWjeHTHCAHA 3aTBOpPEHA KOHTYpa W f aHaiuTW4Ka (PyHKIMja HA KOHTYPU H
YHyTap Be, CEM Yy TauKU 2(, KOja je HeH U30JIOBAaHU CUHTYJIApUTET U JIeKH Y YHYTPAIIHhOCTH KOHType [
Kao mTo 3Hamo, yHknuja f Moxe 1a ce pa3suje y JIopaHOB pejl y OKOJIMHH TavKe Z(,

[Tocmatpajmo nHTErpat

[e.e]

f(z) = Z a;j(z — zo)j, z € B'(20,7).

j=—o0

Ogaj pa3Boj Baxu u Ha S(20,£) 3a € < T ¥ HEKa je JIOIATHO £ TaKBO 1a B(zg,€) JeXH y YHYTPAIIHOCTH
koHtype I'. Kao u y nokasy Kommjere unrerpaine gpopmyse, Teopema 4.29] nobujamo na je

75 (=) dz = fg RICLE

Kako JlopaHoB pes yHI(OPMHO KOHBEPTrupa, MHTErpalyjy MOXEMO BPIIMTH WIaH 110 WiaH, Te J001jaMo

o0

?gf(z)dzzii@o,s) S ey = 3 wf -y

j:—oo j_—OO (ZO’8

Konauno, kopucrehu na je

A o _
7{ (z —20) = i .
5(20.¢) 0, Jj# -1,
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Jno6ujaMo

7{ f(z)dz =a_y - 2mi.
r

Hedununuja 6.1. Heka je zy usonosanu cunzynrapumem pyukyuje f, maoa ce xoedpuuujenm a_1, Koju

cmoju y3 y Jlopanosom paszeojy dyukuuje f oko zg, Hasusa ocmamax (pe3udyym) ynxuuje f y
Z —_—

mauku zy u ooenexcasa ca Res (f, zo).
IIpumep 6.2. OppenuTty BpeqHOCT uHTerpana [ = f 2e3/% dz.
|z|=4
[TpumeTHMO J1a je jeJUHU CHHTYJIapUTET, ¥ TO M30JI0BaHH, oguHTerpaine pyHkumje f(z) = ze® # Tauka
2o = 0 koja ce Hanas3u yHytap cdepe |z| = 4. dakne, I = 27i - Res (f,0). Ja Gucmo oapeaum ocratak
dynkimje f Mmopamo je passutu y JlopaHoB pen. Baxu:

(3 S Y] 32 33
Fe) =z =23 /Z L I - B PR R
=0 =0

3/z

32
Konauno, I = 27i - Res (f,0) = 2mi-a_; = 2mi - o = 9mi. O

AKoO je zy OTKJIOWUBH CUHTYJIapuTeT (pyHKIMje f, OH/Ia ce OHa y OKOJIMHM TauKe z() MOXe Pa3BUTH Y
TejtopoB pel, OQHOCHO CBU KOS(DUIIMjEeHTH y3 HeraTWBHE CTeleHe Off (2 — zp) Cy jeJHAKH HyNH, Ma je
a_1 = 0. Jakie,

Res (f,20) =0, aKo je 2o OTKJIOWMBYU CHHTYJIapuTeT (pyHKIHjE f.

V HactaBky hemMo pa3MOTPHUTH Cliydaj Kajaa je zg moi pyHKuyje f 1 BUASTH Aa HU y TOM CJIydajy He MO-
pamo (yHKIMjy pa3Bujatu y JlopaHOB peq 1a OMCMO OfIpeIMIv BeH Pe3uiyyM. 3a u3pauyHaBambe OCTaTKa
dynkmje f y eceHIMjaJHOM CUHTYJIAPUTETY HE TIOCTOjU moceOHa popmyia.

Teopema 6.3. Hexa je zg € C noa peda m ¢pynxuuje f. Taoa je

((z=20)" f(2)).-

oxkas3. Tlonazehu o JlopaHoBor pena pyHKIMje f y Tauku zg,

1 dm—l

Res (fa ZO) - ( _ 1) Zl—>n;0 dzm—1

e a—m a7m+1 P
T = g T et T

+apg+ai(z—2z2)+...,

HIOMHOXHMO ra ca (z — zp)"™,

(z—20)"f(2) =am +a_mi1(z—20) +...+a_1(z—z)" !

+ap(z —20)™ +a1(z — 2)" T+ ...,
Y Ha Kpajy AudepeHnrpajMo m — 1 myTa no NpoOMEHJbUBO] 2

am—1 (m+1)!

W((z—zo)mf(z)):(m—l)!a_1+m!a0(z—zo)+ 51 ar(z — 20)* 4 ...

Konauno,

dm—l

Res (f,20) = a1 = ((z—20)" f(2))- O

(m — 1)1 =520 dem—1
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COS z

IIpumep 6.4. Onpenurtu pe3uayym byakumje f(z) = ( 3 Y IbCHOM M30JI0BAHOM CHHIYJIAPUTETY.

z—)
Jenunu cunrynapuret dyHkuuje f je Tauka z = 7 u To je nox tpeher pena (jep cos m # 0). Baxu:
1 .. & 3 COSZ 1. " 1 1
Res (f,ﬂ') = 5;%@ <(Z — 7T) . (2—7'(')3> = 5;1;‘[)1;((3082) = —5 COSTT = 5 O

Creneha nocnenuiia ce omHOCH Ha ofipehBambe pe3uayyma y cliydajy Kaaa je zg Toj MpBor peaa QpyHK-
uyje f Koja MOoXe Ja ce Haruile y 0OJIMKY KOJIMYHKUKA JIBe aHAIUTHUYKe (DyHKIIHje.
z
Mocaenuua 6.5. Heka je pynkuuja f ooauka f(z) = Zi% Y HeKOj OKOAUHU mauke 2y U HeKa CY PyHKyuje
z
g u h anaaumuuke y zy, 20e je zg Hyaa npeoe peda pynxyuje h u nuje nynra ynxuuje g. Tada je

9(20)
R ,20) = .
=2 = 1)
Jloka3s. VI3 ycioBa 3anatka ciiefiv ia je zo mou mnpsor peaa ¢yukuuje f. Kopucrehu na je h(zg) = 0,
J1001jaMo:

= li — 2 z) = lim (2 — # 9(2) _ im 9(2) _ 9(z0)
Res (f,20) = lim (2 = 20) f(2) = lim (2 = 20) h(z) e T hGy W (z) -
z— 20

IIpumep 6.6. Onpenutu octatke pyHKumje f(z) = ctg z y CBUM HEHUM U30JIOBAHUM CUHTYJIAPUTETAMA.

®yukija f je obmuka f(z) = , T€ Cy Hyne (mpBor peaa) pyHKIHje Sin UCTOBPEMEHO U MOJIOBU
nipBor pena ¢yHkuuje f. [lakie, moiosu npBor pena gyHKyje f cy tauke 2z = kw, k € Z. Baxu:

oS 2 _ cos(km)

Res (f,zx) = Res(f,km) = =1, keZ. O

(sinz) lz=kr  cos(km)

o cajia cMo peTIocTaB/ballv A je zg jeIMHU CUHTYJIApUTET y YHYTpaimbocTi KoHType . OBaj onerbak
hemMo 3aBpIMTH OIMIITHUM CiTydajeM, omHocHO KommjeBom TeopemoM o octatky. Heka je I' mpocra 3aTBO-
peHa MO3UTUBHO OpPHjeHTHCAaHA KOHTYpa U (PyHKIUja f aHAIMTUYKa HAa caMOj KOHTYpPHU U y HEHO] YHyTpa-
ITEHOCTH CEM Y KOHAYHO MHOTO Tavaka 21, 22, - - - , 2, ¥ YHyTpammocTa KoHtype ['. Tauke z;, i = 1,...,n
Cy, JaKJje, N30JI0BaHU CUHTyIapuTeTu pyHKIuje f.

Kao u y mokazy KommjeBe muTerpaise gpopmyie,
MHTErpai no KoHTypu ' Moxemo TpaHcdopmuca-
TH Ha uHTerpase 1o chepama S; = S(z;,ri), @ =
1,...,n, Tako Aa je jeIUHHU CUHTYJAPUTET YHYTap
cepe S; Tauka z;. Baku:

}éf(z) dz = giy f(z)dz.

Kako cy z; jequHu cuHryaputeTd yuytap S;, ¢ = 1,...,n, ogaBae po6ujamo:
n
j{ f(2)dz = 2mi Z Res (f, zi).
r i=1
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Teopema 6.7 (KommujeBa Teopema o octatky). Heka je I' npocma 3ameopena nosumuero opujenmucana
Koumypa u pyukyuja f anarumuuxa yuymap u Ha konmypu I’ cem y KOHAUHO MHO20 Mauaka 21,22, . . . , Zn,
yHymap koumype 1'. Tada eaxcu:

j([ f(z)dz = 27rizn:Res (f,z).
r i=1

IToceOHO 3HauajHy npumeHy Teopuja ocTataka uMa y oapehrBamby BPEJHOCTH pEaJHUX MHTErpaia u
penoBa, KOju He MOTy Jia ce pellle KJaCHYHUM MeToJaMa peajiHe aHajn3e.

6.1.1 Tauka co

Kaja cMo roBOpHIM 0 M30JI0BAHUM CHHIYJIAPUTETHMA, PEKJIM CMO /I U Ta4Ka 0O MOKE OUTH M30JI0BaHU
cunryiaaputeT. To cMO HajjeTHOCTaBHH]e MPOBEPABATIM TAaKO IITO, YMECTO Jia MPOBEpaBaMo JIa JIM je Tauka
209 = 0o cuHrynapureT ¢yHkuuje f(z), ICOUTUBAIN CMO pUpoy Tauke wy = 0 dynkumje f(1/w).

HNedunnmuja 6.8. Hexa je mauxka oo jeOunu uzonosanu cuneyrapumem yuxyuje [ y cnomaumrocmu
npocme 3ameopere HezamusHo opujenmucare koumype I'. Taoa je

1
R = — dz.
es(f.o0) = 5 ()
VY nactaBky hemo dopmyaucaru aBe TeOpeMe Koje ce 10Ka3yjy AUPEKTHO Mo AehUHULIU]H.

Teopema 6.9. Heka je oo uzonosanu cuneyrapumem dynxuuje f. Tada ako je a_1 Koedpuyujernm y3z — y
z

Jlopanosom pazsojy y peod dpynurkuuje f y oxoaunu 6eckonaunocmu, onoa je

Res (f,00) = —a—_; = —Res <132f <i}> ,0).

Teopema 6.10. Hexa cy z1, 2, . - . , Z2n U 0O U30A06aHU cuHzyaapumemu PyHkuuje [ u nexa dpynxuuja f
Hema Opyeux cunzynrapumema. Taoa eadxcu:

ZRes(f,zk)—i-Res(f,oo) = 0.

i=1

6.2 IlpumMeHa TeopHje ocTaTaKa Ha pelllaBalb€ PeaJTHUX HHTEerpaJja u peao-
Ba

6.2.1 TpuroHoMeTpHjCKN HHTETPAJIHU

WnTterpam obsmka

2
f(sint, cost) dt,
0
rae je f pauuoHasiHa hyHKIIMja 1o sint ¥ cos ¢, MOTy Ja ce u3pa3e Kao KOMIUIEKCHU KPUBOJMHUCKU MHTE-
rpaim 1yX jeluHU4YHe Kpyx)Huie. Hanme, kopuctehu na je
it _ it et 4 it

sint = ——— u cost =
21

96



u yBoziehu cmeny z = e, mobujamo 1a je

e P z71 po At 271
sint = ——— u cost = ———
21 2
te dyukumja f(t), t € [0,27] nocraje KomIUlekcHa paunoHanHa dyHkumja g(z), |z| = 1. Jamwe, Baxu

dz = ie'dt, omnocHo dt = (iz)~'dz, Te je KoHauHO

27 B M X
; f(t)dt—/F. dz,

1z

rae je I' jequnnyuna kpysxauua. [locnaenmu nHTErpal MoXeMO J1a u3padyHamo ynorpedom Koiujere Teope-
Me 0 ocTatky, Teopema aKo panuoHaiHa (PyHKIMja ¢ HEMa CHHIYJIapUTeTe Ha jeJUHUYHO] KPYKHUIIU
|z| = 1.

6.2.2 HecBojcTBeHH HHTETrPaJIN

HecBojcTBeHn nHTErpasi 001MKa

/_ T dt 6.1)

4YecTo MOTY Jia ce u3padyHajy ynorpedom Kommjese Teopeme o octatky, Teopeme [IpermocraBumo na
je f Puman uHTerpaGuiIHa Hajl CBaKMM MHTEpBaJIOM [a, b] C R.

[TocToje aBa OCHOBHA THIIA KOHBEPreHIMje HECBOjCTBEHNX MHTerpana. 3a HecBojcTBenn uaTerpai (6.1)
KaXeMO J1a KOHBEprupa ako MoCToju

T
lim / F(b) dt.
($,y)ﬁ(00,00) -y
Jok 3a HecBojcBenn unTerpan (6.1) kakemo ma KOHBeprupa y CMHUCIIy INIABHE BPEJHOCTH, M TO 30BEMO
o0 .
IIaBHA BPEIHOCT MHTErpana u mimemo p.v. [ f(t) dt, ako mocroju

x
lim f(t) dt.
=00 | .
KoHBepreHnuja y cMucIy IJ1aBHe BPEHOCTH je cliabuja 01 00M4YHe KOHBEPIreHIInje, Te CBaKi KOHBEPIeHTHH
HecBojcTBeHH uHTErpast oosmmka (6. 1) mma u cBojy riaBHy Bpeguoct. 3a unterpai (6. 1) kaxemo na arncomyt-
HO KOHBEprupa ako KOHBeprupa uHrterpai GyHkimje |f|. AmnconyTHa KOHBepreHIMja UMILTHIEPA OOHYHY
KOHBepreHnyjy. 3a ¢yHKIMjy f KakeMo 7a je ancolyTHO MHTerpaduiiHa ako je PumaH mHTerpabuiHa Ha
CBaKOM KOHAYHOM MHTEPBaJIy peasiHe MpaBe U aKo HEeH HECBOJCTBEHU MHTETpasl Hajl R KOHBeprupa arcoiyT-
Ho. Baxu u crnieieha TeopeMa u3 peajiHe aHajmM3e, T je OCTaB/baMo 0e3 JoKa3a, KOja je YOIIITEe e YIopeJHOT
KpUTEPUjyMa KOHBEpIeHLyje.

Teopema 6.11. Hexa cy f u g nenpexuone pynxuuje na R, 20e je g(t) > 0u |f(t)] < g(t) 3a cée t € R.
Taoa unmezpan pynxuyuje f nao R nocmoju u easicu

[rwa < [ awa

ako nocaeorbl Hecgojcmeenu uHmezpan PyHkuuje g kongepeupa nao R.
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YecTo je peanHa noauHTerpaiHa ¢pyHkuMja f HecBojcTBeHOr MHTerpaia (6.1) pecrpukuunja Heke KoM-
wiekcHe (yHKIIMje, Koja je, ceM MOXAa y MpeOpOojuBO MHOTO Tayaka, aHAJIUTHUYKAa Ha OTBOPEHOM CKY-
Iy KOjU CaapXk¥ WM 3aTBOPEHy Toprby monypaBad {z : Imz > 0} wim 3aTBOpeHy [0y MOIypaBaH
{z : Imz < 0}. Ako oBako j00ujeHa KOMIUICKCHA (DYHKIIMja HEMa CUHTYJIApUTETE HAa PEATHOj OCH U aKO
IOBOJBHO Op30 omaja Kaaa z — 0o, onja uHterpai (0.1]) Moxe oa ce MPOU3BOIBHO MPELM3HO APOKCUMEpA
uHTErpajoM pyHkumje f ayx 3aTBOpeHe MOMYKpYKHHUIE y oaroBapajyhoj moixypasau. OBaj HHTErpal MOXe
Ila ce n3pauyHa nomohy Kommjese Teopeme o ocTartky.

CneuyjanHo, npeTrnoctaBuMo ja je f ananutuuka gyHkuuja Ha U, ceM y npeOpojuBO MHOTO Tavaka,
rae je U OTBOpeH CKyI KOju CaJpKu 3aTBOPEHY ropiby mnonypasat. [IpermocraBumo na mnoctoje p, R, C
MO3UTHBHU OpojeBH, rae je p > 1, tako gaje 3aImz > 0

If()| <Clz[® = |z > R. 6.2)

[MoaceTnmo ce, U3 peajiHe aHAIN3€e, 0Baj YCJIOB 00e30eljyje 1a HeCBOjCTBEHH MHTErpasl KOHBEPIUpa.

Heka je I', koHTYpa KOja kpehe U3 —r Ha peanHoj ocH, ujie
IyX MHTepBaia [—r,r| u 3aTM ce Bpaha y —r IyX IONIy-
KPYXHUIIE y TOPHHOj MONypaBHy, |z| = 7.

Baxu

f(z)dz = ' f(z) dx + /Tr f(re®yire™ dt. (6.3)
I —r 0

Axo je r > R oHpa umrunupa ja je | f(rett)ire’| < Crl=P naje

™
/ f(re™yire™ dt’ < nCri P,
0
Kako je p > 1, necHa ctpana HejegHakocTy Texn y 0 kaga r — oo. Ofasie u U3 3aKJpydyjeMo J1a je
T oo
lim f(z)dz = lim f(z) de = / f(x) dx.
r—oo Jp r—oo J_. S

Ca apyre ctpaHe, Ha ocHOBY KoimjeBe TeopemMe 0 OCTaTKy, UHTErpa fl“,« f(2) dz je 2mi myTta cyma
pesunyyma dyHkumje f y curyaaputetuMa yHytap Kontype I',.. Veios (6.2) 06e306ebhyje na Hema cunrymna-
pUTeTa y rOpH0j MOJlypaBHU BaH MOJYKpyra nojiynpeunuka K. To nabe uMmmimpa aa uMa caMo KOHAYHO
MHOT'O CHHTYJIApUTeTa YHyTap KoHType 1), a u y camoj ropwoj nonypasHu. Ha ocHOBY oBora J1o6ujamo j1a
BPEJHOCT KOMILJIEKCHOT MHTETpaJla He 3aBUCH Of ', Kaja je r > R, 1 jeHax je 274 myTa KOHaYHa CyMa CBUX
pe3uayyma yHKiMje f y TOpHOj Moy paBHH.

Ako je pyHKIMja f aHAIMTUYKA HA OTBOPEHOM CKYIY KOjU CaJap:Ky 3aTBOPEHY IOy IMOypaBaH, OHIa
WCTH OBaj MOCTYIAaK MOXe J1a Cé CIIPOBEJE Y J0HK0] MOIypaBHH, TaKO IITO ce KOHTypa I, 3aMeHu cBojom
CHUMETPUYHOM CJIMKOM Yy OJJHOCY Ha x—ocy. Ha Taj HaunH hemMo TOOUTH HEraTUBHO OPUjEeHTHCAHY KOHTYDY,
na he jenmuHa paszivka OMTH TO IITO je pelliehe KOMIUIEKCHOT UHTerpajia —27i MyTa KOHauyHa CyMa CBUX
pe3unyyma pyHKIuje f y TauKkama U3 JIoke MOJTypaBHU.

OBuM je yjeJHO I0Ka3aHa Hape/Ha Teopema.
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Teopema 6.12. Heka je H uau zoprea uau oorva 3ameopena noaypasan. Ako je gpynxyuja f anarumuuka,
cem Y npebpojuso MHO20 mavaxd, Ha OMmeopeHoM CKyny Koju caopacu H, Hema cuneyaapumema Ha peannoj
ocu u nocmoje nosumusne koncmanme R, C u p > 1 mako oa je 3adosoneno (6.2)) 3a cee z € H, onoda je

/00 f(z) dx = U(H)QﬂiZRes (f,25),
o =

20€ ClY 21,22, - - ., Zm C8U cunzyrapumemu Pynxuuje [ y noaypasnu H, u éasxcu oa je o(H) = 1 axo je H
eoprea nonypasan, a o(H) = —1 ako je H dorwa noaypasan.

6.2.3 dypujeoBa Tpancopmamnmja

TexHuke M3padyHaBama MHTErpaja ynoTpeOoM TeopHje OCTaTaka Cy MOCceOHO KOpHCHE 3a M3padyHa-
Babe MHTETPATHUX TpaHc(opMalja Kao mTo Ccy @ypnjeoseﬂ Jlanacosa, MenHHOBzﬂ u apyre. O6u4IHO
MHTETpaJe KOju ce MojaBbyjy y OBUM TpaHcgopMalyjama Hije Moryhe n3pauyHaTH TEXHUKaMa pealHe aHa-
nm3e.

®dypujeona Tpancdopmanuja

dypujeoBa TpaHchopmMalyja MMa IUPOKY ynoTpedy y peliaBamwy mpodiema TudepeHlrjaTHIX jeaHa-
4uHa, (pU3KKe U MHKemepcTBa. Yommrema PypujeoBa TpaHchopMaryje cy npeaMeT U3ydaBarmba MHOTHX
MaTeMaTUYKUX 00JIACTH, a aKO Y3MeMO y 003Up U HeHe NPUMeHe, OHJIa MOXeMO pehr U CBUX rpaHa mate-
MaTHKe.

Hedununuja 6.13. Hexa je pynryuja f oedpunucana na peannoj ocu u nexa je t € R. [Muwemo
F t) = — x)e "dzx,
(N =—= [ 1@

Kao 08aj necgojcmeenu unmezpan Kougepeupa u dooujerny dynxuyujy F(f)(t), t € R z06emo Qypujeosa
mpancghopmauuja ynxuuje f.

[MTpumeTtnMo a2 aKo je f(z) ancoiayTHO UHTerpaduiHa GyHKIHMja 1Mo = Ha (—00, 00), OHIA je TO 1 (PyHK-
umja e~ f(x) 3a cBako (hpUKCUpaHoO t, ¢ 063MPOM Jia oBe /iBe (DyHKIIMje UMajy UCTY afcoIyTHY BPEIHOCT.
Jlakie, 3a CBaKy arconyTHO MHTerpaduiHy GyHKIHjy f noctoju ieHa Pypujeosa tpancdopmarmja F (f)(t)
3acBet € R.

V¥ HactaBky heMo moka3aTy Kako jia yIoTpeOuMo Teopujy octaraka 3a oapehupame ®ypujeoBe TpaHc-
dopmanuje pyHkMje Koja je ananmuTruka Ha C, ceM y npeOpojuBO MHOIO Tayaka, M KOja TeKH y HyJy Kaja
z — oo. KipyuyHa ynmweHuna je ga ]e‘itz\ = e Op3o omama kaga y = Imz — oo 3at < 0, 1OK wcTn
u3pa3 Op30 onaga Kaga y — —oo 3at > 0. Y npBoMm cilydajy uHTErpai Kojum aedunuinemo ®ypujeoBy
TpaHchOpMAaIjy MOKEMO J1a U3pa3uMO Kao CyMy ocTaTaka (pyHKIHje f y TOPHO0j MOyPaBHH, 10K Y IPyroM
CJIy4ajy MOXeMO Jla ra U3pa3rMo Kao CyMy OcTaTaka y Jomo0j noaypaBHu. KoHauHo, To hemo u 1okazatu y
HapeHOj TEOPEMH.

!’Kan Baruct XKozep ®ypuje (Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830) - (ppaniyckn MareMatiyap u pusudap
Pobept Janmap Memuu (Robert Hjalmar Mellin, 1854—1933) - dhusCK: MaTeMaTHyap
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Teopema 6.14. Hexa je f cpynxuuja xoja je anarumuuxa na C, cem y npebpojuso muozo mavaxa, maxko
Oa Hema cunzyaapumeme Ha peaanoj ocu u da je lim, o f(z) = 0. Tada nocmoju F(f)(t) za t # 0.
Dypujeosa mpancpopmayuja Pynxuuje f je jednaxa \/2mi nyma cyma ocmamaxa dynxyuje f ()e "ty
20pre0j noaypasru 3a t < 0, u jeonaka je —V2mi nyma cyma ocmamaxa yuxyuje f (z)e‘m Yy maukama
Odorwe nonypasru 3a t > 0.

Hoxa3. lokazahemo ciy4daj kaga je t < 0. Kapga je ¢ > 0, goka3 ce U3BOIU aHAJIOTHO, [IPU YeMy Ce
YMECTO TOPHe MOJTypaBHU, KOPUCTH JIOHa MOy PaBaH.
C o63upom aa je lim,_,~ f(2z) = 0, pyHKIHMja f ©Ma KOHAYHO MHOTO CHHTYJIapHUTETA.

Heka cy a, b u ¢ TO3UTHBHY peasiHN OpOjeBH 1 HEKa d TLO r
je I mo3utuBHO opujeHTHCaHa KOHTYpa Koja je rpa- <

HUIIA TPABOYraoHWKa ca TeMeHuMa —a, b, b + ic u

—a + ic, Kao Ha CJMLMU. AKO Cy a,b M ¢ JOBOJbHO

BEJIMKY, CBU cuHrynaputetn ¢pynkiuje f he ce na- |

Ja3uTH yHYyTap KoHType I - O0x b X

Y

Tana, kopucrehu napamerpusaiujy koutype [', nodujamo na je

b c
/ f)e ™ dz= | f(z)e " dz +i / F(b + iy)e= 0+ gy
N —a 0
b

- f(x +ic)e M@Fi0) dg — z/ f(—a+iy)e o) gy (6.4)
0

—a

[Tyctuhemo mMMHT Kaga ¢ — 00, a 3aTUM U 32 @ U b HE3aBUCHO, U MIOKA3aTH J1a Tajga Mocjeqmha TpU UHTe-
rpasa Koja ce nojasmwyjy y (6.4) texe y Hyuy.

Kako je dynkumja | f| HempekuaHa Ha cKymy rae je ¢yHkumja f aHamuTHuKa (1ejia KOMIUIEKCHA paBaH
C Ge3 KOHaYHO MHOTO Ta4yaka) M Kako | f(z)| — 0, z — oo, 3ak/bydyjemMo aa | f| HocTi)e CBOj MaKCUMyM
IyX CBake MpaBe Koja He Mposiasu Kpo3 curryiaapuret dynkuuje f. Heka je M makcumym dyHkumje | f|
Iyx BeptukanHe iuHuje Re 2 = b, Mo MakcuMyM Ioy) Xopu3oHTanHe JuHuje Im 2z = ¢, u M3 Makcumym
nyx BepTukanHe quauje Re z = —a. OBe BpegHocTu cy (pyHKIMje 10 b, ¢ ¥ a, pECTIEKTUBHO, U CBE TEXe y
HYJTy Kaja a, b u ¢ Texe y 6eckoHauHo, jep je lim,_, f(z) = 0.

3a Tpehu uHTErpas Ha JeCHOj CTPaHH jeJHAYNHE BaXKU

b
< Mg/ e’ dx = Mye™ (b + a).

—a

b
’ fx +ic)eH@H) dy

Kaxo je t < 0, oBaj uHTErpas TeXM y HyJIy Kaga ¢ — 00, 3a CBako (pUKIMpaHo a, b > 0.
3a spyru uHTErpai ca gecHe crpade jegHakoctu (6.4) Baxu

c ) ) c M.
/ fb+ iy)e_”(bﬂy) dy‘ < M, / eWdy = Tl(etc -1).
0 0

Kanma ¢ — oo oBaj unrerpan texu 'y —M; /t. damwe, kako M7 — 0, b — 00 U 11e0 MHTErpaj TeXHU y HYIy
Kaga b, ¢ — 0o. AHAJIOTHO ce ToKasyje Ja U YeTBPTH MHTerpai ca jecHe crpade jeaHakoctu (6.4) texu y
HYJy Kaja a, ¢ — oQ.
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Ca npyre cTpaHe, HHTErpaJ ca Jiese ctpaHe jequakoctu (6.4)) He Mera CBOjy BpeJHOCT OJf OHOT MOMEHTa
Kaja cy a, b M ¢ 1OBOJBHO BEJIMKU TaKoO Jla Ce CBU CUHTYJIapuTeTu (pyHKIHje [ Hally y yHyTpammoCcTH KOH-
type I'. Taza je BpeAHOCT MOCMAaTpaHOTr MHTErpaja jefiHaka 274 IyTa CyMa CBUX OCTaTaka IOAMHTErpajiHe
(ynkumje. Jakie, kaja mycTUMO Aa ¢ — 00, a 3aTUM U @, b — 0o, 1odujaMo Ja je

n b o]
2mi ZRes (fe ™, z) = ( b)lir(n : f(z)e " dox = / f(x)e ™ dx = V21 F(f)(t), (6.5)
= a,b)—(00,00) J_q — oo

e Cy 21, ..., 2y CBH CHHTYIapuTeTH (pyHKIHMje f y ropmwoj noaypasHu. KoHauHo, KaJa cBe MOAEIMMO ca
V27 mobujamo TBpheme Teopeme 3a t < 0.

[pumeTHMO 12 je MoCTojare rpaHndHe BPeIHOCTH Koja ce mojasibyje (6.5)), ypaso oHo mito ce mozgpa-
3yMeBa I0J] KOHBEPIeHIIjOM HECBOjCTBEHOI MHTErpasia KojuM je nedunucana Pypujeopa Tpancgopmanyja
FU(@).

Hokaz 3a t > 0 je ckopo uneHTnyaH. Pasnuka je mro ce kopuctu ja je ¢ < 0. Tana kontypa I' nexu y
JI00] TOJIyPaBHU M HETATHBHO je opujeHTrcaHa. JleBa ctpana jequakoctu (6.5) cana mounmse ca —27i myta
cyMa ocTataka yHKIHje fe " y 10m0j momypaBHy, IITO CMO ¥ XTEJH J1a J0OHjeMo. 0

HNuBep3na ®ypujeoBa Tpanccgopmanmja

Wnsep3na dypujeosa Tpanchopmauuja F 1 (f) yukimje f Ha R je kommosurmja ®ypujeose TpaHc-
(opmarmje u cumMeTpHje Y OTHOCY Ha KOOPIUHATHH MOYETaK, OTHOCHO

R I (C

[Non oppehernm ycioBuMa, y Tauku & y K0joj je byHKIHMja f HEMpeKuaHa, MOXe ce TIOKa3aTH Ja je Ha OBaj
HAYMH 3aucTa JAeprHucaHa uHBep3Ha TpaHcopmanuja PypujeoBoj TpaHchopMalnju, OGHOCHO

ﬁ/ e"TF(f)(t) dt.

JIoka3 je NpUIMYHO TEXHUYKH 3aXTEBaH U MOXe Jia ce Halje y BeIMKOM Opojy KEbUra, Te ra MH U30CTaBIbaMo.
Hajuenthe ce npetnocraeiba aa cy f u F(f) anconyTHo unTerpaduite Ha R, kako 01 ce 06e30eI110 1a CBU
HECBOjCTBEHU MHTETPAI KOHBEPIUPajy.

ITosi0BH NPBOT pejja HA KOHTYPH

[Motnornasbe hiemMo 3aBpIIMTH TeOpeMOM Koja oMmoryhaBa peliaBambe MHTerpaia KoJ KOjUX ce MOJIOBH
IPBOTI pejja HaJla3e Ha KOHTYPH.

Teopema 6.15. Hexa je pynxuuja f anarumuuka na B'(0, R). Heka je mauka 0 noa npeoz peda dpynxyuje
f u nexa je T koumypa dama napamempusayujom z(t) = ret |t € [01,65], r < R. Tada je

lim/rf(z)dz:i(Hg—Hl)Res(f,O).

r—0

oxkas3. Kako je 0 mon npBor peaa dyHkuuje f, oHa ce y okoiuHM Tauke 0 Moxe pa3But y JlopaHoB
pen Ha crnenehu HauMH

a
f(z)= 71+a0+alz—|— a2t 4.
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rae je a—; = Res (f,0).

PR
Wuterpan gyx kpyxHor nyka I" npeor cabupka y Jlopano- Z r
BOM pa3Bojy je jeaHaK ,
02 N % (4 1
/ ia_1dt =i(62 — 01) Res (f,0), AN =
01 ; . B W
v “?(

JIOK je 3a ocTtajie cabupke, n > 0, jeqHaK
0o '
/ ianr" ettt gy
01

¥ MMa arcoyTHY BPEJHOCT Matby WM jeiHaKy Of |ay,|r" 1 (0 — 61). Kako unrerpam 3a n > 0 Texe y
Hyny Kajga r — 0, JOKa3 je 3aBpIleH. 0

6.2.4 JlanaacoBa u MeauHoBa Tpancdopmaiuja

V HactaBky hiemMo ce ymo3HaTu W ca JApyre JiBe BakHe MHTerpaiHe TpaHcdopmaiidje, JlarmiacoBoM u
MemmHoBOM TpaHChOPMAITHjOM.

JlamiacoBa Tpanccopmanmja

JlartacoBa tpancdopmanuja dpyskuuje f Haz [0, 00), aedunmuiie ce Ha cieaehn HaYuH

[e.@]
LN = [ e @) do (©6)
0

3a CBe KOMIUIEKCHE OpojeBe A 3a Koje OBaj MHTerpasl KOHBeprupa. AKo je w TakaB peanaH 0poj na je QyHk-
mmja e~ f(z) ancomyTHO MHTErpabwiHa mo x Hax [0, 00), oHAa je u dyHKkImja e~ f(z) uHTErpabUIHA
no x 3a cBe A Takee 1a je Re A\ > w. Unterpan L£(f) je aHanutuuka GpyHKIMja IO A y OTBOPEHO] MOy~
pauu {A € C : Re\ > w} u T0 TakBa 1a joj je y 0BOj monypaBHU rpaHnyHa BpegHoct 0 Kaga A — oo.
[TpumeTnmMo, Kako je

C(f)(s+it) = /0 T ete s f () do,

Jlanmacosa tpancdopmanmja dyrKimje f y Tauky s + it je /271 myra ®ypujeosa Tpancopmaruja (yHK-
uje g koja je jeqnaka e **f(x) 3ax > 0u 0 3a x < 0. Ako je moryhe npumenutr uHBep3Hy PypHjeoBy
TpaHchopmanujy Ha F(g), oHaa ce f Moxe peKoHCTpyucaTu u3 cBoje Jlariacose Tpancdopmarmje. Crie-
[UjaiHO, 3a A = s + it

s 00 s+1i00
f(x):% /_ L(f)(s + it)e™ dt = ! / LA™ dA. (6.7)

278 J_ioo
Ogo hemo Ha3zuBaTH MHBEpP3HOM JlamiacoBoM TpaHchOpMaIjoM.
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Ha otBopeHoj nonypasuu rae je £(f) nedpuHnucana 1 aHAIMTUYKA, HHTErpal y HE 3aBHCH Of] S U,
ako je x < 0, Texu y HylIy Kaga s — o0o. Ako ce L(f) moxke npoxyxutu JieBo o1 Re A\ = w, Tako j1a
nobujena ynknyja 6yne aHanmutuaka Ha C ceM y KOHAYHO MHOTO CHHTYJIApUTETa, OHJIa UHTErpal y
MOXeMO u3pauyHaTu ynorpedom Kormjere reopeme o ocraniuma. Taunuje, Tpeda u3pauyHaTH

1 T
/F L()(N)e™ d,

7
rae je I' py0 npaBoyraoHuka uvja yHYTpaIIbOCT CaIpKHU CBE CHHTYJIApUTETe U Ydja je (prKCHa UBUIA, IeCHA
WBUIIa, KOja JIe)K! Ha BepTUKAITHO] MpaBoj Re A = w. Kao n y nokasy teopeme o ®ypujeoBoj TpaHchopma-
umju, Teopemal6.14] naTerpan e 3aBrcu o M300pa IPaBOYraOHUKA U, Ca je[JHe CTPAHE je jeIHAK MHTEerpaty
natom y (6.7), a ca mpyre cTpase je jeqHak cymu octataka dyrkimje L(f)(\)e™. Jlakne, ako je f He-
npekuaHa Ha (0,00) U ako uMa JlammacoBy TpaHcopMaiujy Koja je aHATMTUYKA, CEM Y KOHAYHO MHOTO
CUHTYJIApUTETa, OHJIA je

f(z) =Y Res (L(f)(Ne™, N,
i=1
e cy A1, ..., A, cBH cunrynapuretu pynkuuje L(f).

MesmmHOBa TpaHcgopmanuja

Heka je ¢pyHknyja f nedunucana 3a no3utuBHe peaiHe 6pojese. Tana ce pyHKIMja 110 ¢

/ h flz)a' ™t da, (6.8)
0

3at > 0, Ha3uBa MenmHoBa TpaHcopmauyja pyHkumje f. OBaj HECBOjCTBEHM MHTETPA MOXKE Aa TUBEPrH-
pa3acse t > ( WM Ja KOHBEprupa caMo 3a Heke BpeJHocTu mapametpa ¢. Kopuctehu teopujy ocraraka,
HapemheMo Heke ycioBe 3a f M ¢t mox kojuM he oBaj MHTErpaj KOHBEprupaTu U Jaté (hOpMyIly 3a HEeroBo
U3pavyyHaBame.

IMpernocraBumo 1a je pyHknuja f anammtraka Ha C ceM y KOHAYHO MHOTO CHHTYJIapUTETa, O] KOjUX HU
jenan Huje Ha TO3UTMBHOM Jieny peanse oce. ledunuummo byukimjy ¢!, anamumiuxy na C \ [0, 00), Ha
cnenehu HaunH: [TocTaBnheMo 3acek Ha MO3UTHBHOM JIeJly peaslHe Oce U O3HAauMTH ca Ing 2z, z # 0 maBHY
rpaHy jorapuramcke (yHKIHje, Tako 1a arg z npunaga uatepsaiy [0, 27|. [IpumeTrmMo Ja cMO 3a Tavke ca
MO3UTHUBHOT JieJla peajiHe oce JI03BOJIMWIIN [IBE BPEHOCTHU, OMHOCHO Ja je arg z = 0 u arg z = 27. Moxemo
TO 3aMHCJIMTH Kao JIBE KOIHje MO3UTHBHE peanHe nomympase (0, 00), Tako Ja je Ha ropwoj argz = 0, a
Ha 10W0j arg z = 2m. Hama norapuramcka ¢yHKImja Ing z je yoOnuajeHa jgorapuramcka (pyHKIUja dyx
rOpe KOIHje, a IUyC 27¢ Iy JOHe KOIMje MO3UTHUBHE peanHe nonyoce. ledunummo cag

o - 6(t—l) Ing z’ P ?é 0.

V HapejiHOj Teopemu heMo U3padyHaTH BPeHOCT HHTErpasia KopucTehr KPUBOJIMHU]CKU HHTETPAT.

Teopema 6.16. Heka je cpynxuuja f anasumuuxa na C, cem y Konauno mHozo cunzyrapumemad, 00 KOjux
HU jeOaH Huje Ha NOUMUBHOM 0eNlY PeanHe 0ce, U HeKA CY 21, 22, - - - , Zn, HEHYAA cuHeyaapumemu GyHKyuje
f. lpemnocmasumo da t nuje yeo 6poj u oa Pymnxuuja |f(z)||z|" mexcu y nyay xaoa z — 0 u z — oo.
Taoa Meaunosa mpancgpopmavuja pynxuuje f nocmoju y mauxu t u jeonaxa je

—7ti

/0 F(z)att da = _Fsien(imf)zReS (9, 25), (6.9
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t—

20e je g(z) = f(2)2 1 na C\ [0, 00) u pynxyuja 2*=1 je depunucana xao wmo je zope nasedeno.

Hoxa3. Heka kpuBa I' uae nyx ropme KoIuje MO3UTUBHOT Aelia peanHe oce og € > 0 go R > 0, 3atum
IOy LIEHTpaIHe KpyXHuLle nonynpeuynnka R, ['r, na gyx Jome KOIHje MO3UTUBHOT Jiefa peaiHe oce o IR
JO € ¥ Ha Kpajy Iy’ LIEHTpaJIHE KPyKHULE MOTyNpevyHuKa €, I'..

&

Heka cy 21, 22, . . . , 2, HEHyJIa CHHTYJIapUTeTH (DyH- P R
kiyje f ¥ Heka je R JOBOJLHO BEJIMKO U € TOBOJHHO
MaJlo TaKo Jia ce CBH CHHTYJIApUTETH Hajlase yHyTap -
koHType I'. Heka je ol N
X
- R
9(x) = ()27 2 [0,00), c

Tana Ha ocaoBy KormjeBe Teopeme 0 0OCTaTKy UMamo

n R
27m'ZRes (9,2j) :/Ff(z)zt_1 dz:/ flx)z'tde + g f(z)2 7t dz

j=1
R
_ 2rit-1) / f@)etVde — | ()2 d (6.10)
5 re

Axo naTerpamu nyk I'p u I'c Texe y Hyny kana R — come — 0, oHa je

2mi Z Res(g,2;) = (1 — e2mit=1)) / f(x)z' =t dx.
0

j=1
Kako t Huje 11eo 6poj MoxkeMo moaemTu ca 1 — e2mit=1) e J1001jaMo
00 1 e~ it n
r)x' dr = -—-nm1—— Res (g, z;).
| r@ ey s 0)

Ocraje jour ga ce mokaxke ja unrerpamu gyx ' u I'c y (6.10) Texe y Hyny kaga R — oo n e — 0. Heka je
M (R) makcumym ¢yukuuje | f| Ha I'z. Taga je

(2)2t"tdz
I'r

< 2rM(R)R',

na unterpan no I'p Texu y Hyty Kaga R — oo jep je lim, o |f(2)]]2|" = 0. Cimuno, Heka je M (e)
makcumyMm dyHkumje |f| va I'.. Taga je

< 27M (e)et,

f(2)zt 1 dz
re

na 1 uHTerpai no . Texu y Hyty kana e — 0 jep je lim, o | f(2)||2|' = 0. Oum je nokas 3appmen. [
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6.2.5 Dbpojuu pegoBu

YV oBoM moraBsby heMo mokasaTu Kako Moxe Ja ce kopuctu Kolmjesa Teopema 0 0OCTaTKy 3a CyMUPame
penoBa 00JMKa

> fn), (6.11)

n=—oo

rae je pynkumja f aHamurruka Ha C ceM y M30JI0BaHUM CHUHTYJIapUTETHMA.

Upneja je cneneha: Heka je ¢ynkimja g aHanmuruuka Ha C ceMm y nenuM OpojeBUMa rie MMa IoJioBe
MPBOI pejia, Tako Jia je ocTaTak y mKuMa jeqHak 1, oHga he ¢yHKuWja fg MMaTH MoJIOBe MPBOT pefa y
1eMM OpojeBUMa Tako Ja je octatak f(n). AKo MOXeMO Ja u3adbepeMo pacTyhu HU3 MPOCTHX 3aTBOPEHUX
koutypa {I'y}, Tako na ce caku cuHryaapurer ¢GyHKuuje fg Hama3um yHyTap Heke of KoHTypa I'y 3a
JOBOJBHO BeJIMKO /N ¥ Tako ja uHTerpan ox fg pyx 'y Texu y Hymy kaga N — 00, OHZA Ha OCHOBY
Kommjese TeopeMe 0 ocTaTKy MOXEMO Ja TBPAMMO [a CyMa ocTaTaka (yHKuuje fg UMHU KOHBEPreHTaH
pen Koju TeXH y Hyily. AKo f MMa caMo KOHAYHO MHOTO CHHTYJIApUTeTa U HU jeJaH Off BbUX HHUje 1eo Opoj,
OHJa je pen KOHBEPreHTaH M KOHBEeprupa Ka HeraTMBHOj BPeHOCTH cyMe ocTataka (pyHkuuje fg y
cunrynaputetuma pyHkuuje f. Axo ¢pyHKIMja f ©Ma CUHTYJIapUTET U Y HEKOM O/ 1ieJiux OpojeBa, OHa ce
0Ba TEXHUKA MOpa TOMeE MPUJIaroquTy Ha oaroapajyh HaumH, Kao mto hemo y HacTaBKy mokasaru.

Oga nporie1ypa Moke Jia ce CrpoBeie 3a oarosapajyhe ¢gyunkuuje f u g. Jenan on Hajuenhux usdopa 3a
Pyrkumjy g je g(z) = wctg(rz).

Kako ¢yHkumja sin(7z) uma camo HyJsie TpBOT pela y HejuM OpojeBUMa M HeMa JAPYruX HyJia, Mepo-
MopdHa pyHKIMja

ctg(mz) = M
sin(7z)
MMa caMo I0JIOBe MPBOT peja y LeuM OpojeBuMa U HeMa Ipyrux cuHrynapurteta. Ocratak ose hyHKIH]jE je
1/7 y cBakoj Tauku n € Z. [lakie, Baku cieneha jiema.

Jlema 6.17. @ynxyuja m ctg(mz) uma nonoge npgoz peda y céaxkom yeaom o6pojy, maxo oa je ocmamak 1 u
Hema Opyeux noaoaa.

®ynkumja 7 ctg(7z) HUje OrpaHNYeHa y OKOIMHN OECKOHAYHOCTH, jep MMa MOJIOBE Y CBUM LIeJIM Opo-
jeBuMa. MehyTum, NOCTOjU HU3 3aTBOPEHUX KOHTYpPA, KOje KOHBEPrUpajy y 00, IyK KOjUX je oBa (pyHKUHja
OrpaHUYeHa.

Te xoutype 'y, Toe je N npupoman 6poj, cy mo-
3UTHUBHO OPHjeHTHCAHE KOHTYpE KOje MPeICTaBIbajy A 2
rpaHMIly KBajpara ca TeMeHuMa y Taukama (N + N
1/2)(1+1), (N+1/2)(—=1+1), (N +1/2)(—1 —1) Nayl 7
u(N+1/2)(1—1q).
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Jlema 6.18. Ilocmoju nosumusan 6poj R mako oa je | ctg(mz)| < 23a z € I'y 3a céako N > R.
oka3s. Baxnu
COS(T['Z) . eﬂ—iz + 6_777;2 ] 627Ti2 +1 ) 627ri1'e—27ry +1

ctg(mz) = =17 — — = . =1 i
g( ) sin(ﬂz) ez _ o= iz e2miz _ | e2mizo—2my _ 1’

rae je z = x + 1y. Hakue,

2mix ,—2my
e e +1
cte(n2)| = | \ -
Akojex = N +1/23a N € Z, oupa je ™ = —1 u |ctg(nz)| < 1. Hakze, |ctg(nz)] < 1 myx

BepTHKaIHKUX cTpaHa KoHType ['y. Ha xopusoHTanHuMm crpanama, rie je y ¢pukcupano u usHocu £ (N +
1/2), N € N, ¢yukuuja | ctg(mz)| noctuxke MakcumyMm Kaja je e2™@ = 1, a 1o je Kaja cy z e/ 6pojesu.
Hake, Tajga je MaKCUMyM

e:l:(2N+1)7r 41
AN ]

Kaxko oBaj uzpas rexu y 1 kana N — oo, oHaa noctoju M Tako ga je oH Mawu o 2 kagaje N > M. [

JIema 6.19. Hexka je I' kao wmo je zope dedpunucano. Taoa je 3a ceako N € N
t
[ e g,
I'n z

Hoka3. ®ynkumja h(z) = %(m) j€ aHAIMTHYKA y YHYTpaIIbocTd KOHTYpe ['y ceM y 1iesum Opoje-

BUMa, Iac uMa I10JIOBE. Ha OCHOBY KOHII/IjCBC TE€OPEME O OCTATKY

metg(mz) al
/ TRETE) _ omi Z Res (h,n).
I'n

z
n=—N

Kako je h mapnHa ¢yHkuuja, meH octatak y 0 je 0. Y HeHyna neanm OpojeBrMa, (pyHKIHja h MMa MojoBe
IpBOT pela U ocTal y TMM Taukama n cy 1/n, n = —N,—N + 1,..., N — 1, N. KonauHo oBo cBe
MMIUTAITEPA Ja je TpakeH! uHTerpat jeqHak (. O

Kopucrehu ocobune oBe pyHkumje g(z) = 7 ctg(mz) caga MOKEMO Jia TOKaKEMO TEOPEMY O CYyMUPAbY
penoBa.

Teopema 6.20. Hexa je pynxuyuja f anarumuuxa na C cem y konauno mmnozo mauara
E = {ZlaZQa .. 'aZTL}v

Koje cy FeHu u3on08anu cuneyaapumemu. [Ipemnocmasumo 0a nocmoje no3umueru peaauu opojesu R u
M maxkeu oa je

M
|f(2)] < Bk 2| > R. (6.12)
Taoa je
Jim D f(n) == Res(rf(z)ctg(rz), ),
nELN 7j=1

20e je LN ckyn yeaux opojesa uz [—N, N| koju ne npunadajy E.
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/Jloka3. Cunrynapuretu ¢pyHkuuje 7 f(z) ctg(mz) cy cBu Henm OpojeBu U Tauke u3 ckyna F. YV Tauku
n € Z xoja Huje y F, oBa ¢pyHkumuja uma ocrarak f(n), jep dyHkuuja ctg(mz) uma moa opeBor peaa ca
ocTaTKoM 1 y Tauku n, A0K pyHKIMja f HEMa CUHTYJapUTET Y 7. AKO je [N TOBOJBHO BEJIMKO TaKoO J1a Ce LEOo
ckyn E Hanasu yHyTap KoHType I'y, KommujeBa Teopema o octaTky MMIUIMIMpa Ja je

= wf(z)ctg(mz)dz = Z f(n)+ Z Res (7 f(2) ctg(mz), z;).
j=1

211
Iy neELN

JaxJe, octalio je jour aa MOKakeMO Jia MHTerpas Ha JIeBOj CTPaHU je[IHAKOCTH KOHBEprupa y Hyily Kajia
N — 0.
Heka cy nosutusHu peannu 0pojeBu M u R Taksu ga Baxu (6.12), Jlema u jaje |z;| < R 3acse
zj € E.Tana je dynkuuja f anamuruuka Hanpereny A = {z : R < |z| < 0o} uTexku y HylIy Kaja z — 00.
dynkumja f ce gakie Ha OBOM NPCTEHY MOXe pa3BUTH y JIOpaHOB pel] caMo ca HEraTUBHMM CTETIEHUMa Off
Z W HEeKa je
c—1

c_
f(z) = . +722+-~-+—+..., z € A.

Kopucrehu Jlemy UMaMo J1a je

z
Te je
1 1 c_1
3 - wf(2)ctg(rz)dz = 3 - T (f(z) - 7) ctg(mrz) dz. (6.13)
Hame, pyHKIHja
f(z)—c;;zcz’—zz+---+cz’—n”+...

je obimuka q(z)/2? na A, e je byHKIMja ¢ aHATUTHYKA Ha A M TeXH y ¢_o Kajia z — oo. OBO MMILIALAPA
na je, 3a Heko Ry > R, dyHKkumja |g| orpannyena nosurusHoM KoHcTantom My Ha {z : |z| > R;}. Tama
je, Ha ocHoBy Jleme noauMHTerpaaHa (GpyHKIMja ca JECHE CTPaHE jeIHAKOCTH OrpaHuyeHa 0g03ro
ca 2mMi /|z|%. Kako je |z| > N na Ty u kako je nyxuna I’y jennaka 8N + 4, no6ujamo ja je

1 M, (8N +4)
" /FN wf(z)ctg(mz)dz| < — Nz
Te MOCMATPAHU UHTErPAI KOHBEPTMpPA y HyJy Kajga N — 0o, IITO CMO U XTEJIH JIa JOKAKEMO. O

6.3 Ilpunoun aprymenra u PymeoBa Treopema

Ha ocnoBy KomujeBe Teopeme 0 ocTaTKy, y 0BOM 0Je/bKy heMo U3BeCTH JiBa BeOMa IPUMEH/bUBA Te-
opujcka pe3ynrara: [IpyHuun aprymeHTa u PYH_ICOByEI teopeMy. OBM pe3yiTaTu ce oJHOCe Ha (pyHKLHje
KOjiMa Cy TOJIOBH jeIMHU CUHTYJapuTeTH, Te heMo npBo JeduHucaTu Ty Kiacy (pyHKIHja.

3Esxen Pyme (Eugéne Rouché, 1832-1910) - hpaniycKu MaTeMaTHyap
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Hedununuja 6.21. Qyurxyuja | ce nasusa mepomopgra na domeny D ako je y ceaxoj mauxu ckyna D
UAU AHAAUMUYKA UAU UMA ROA.

dyHKIIM]je Koje Cy aHAIMTUIKe Ha HEKOM JoMeHy D) cy, cBakako, nmpuMepu MepoMopdHUX (QYHKIH]ja.
Takohe, MoxkeMO OIMax HaBECTU U pallMOHATHE (PyHKIMje Kao mpuMep (pyHKLHMja Koje cy MepoMopdHe Ha
1eJoj komruiekcHoj pasau C.

Heka je mara ¢pyskimja f Koja je aHaIMTHYKa M HEHyJa Y CBMM Taykama KOHType I’ u mepomopdHa
yHyTap KoHType I'. IIpumetriMo nipBO Aa yHKIMja f MOXE MMaTH caMO KOHAYHO MHOTO IOJIOBa YHYTap
koHType ['. Haume, konTypa I' ca cBojoMm yHyTpamimoiihy YMHM KOMIIAKTaH CKYIl, O3HAYUMO Taj CKYII ca
(G, Te ako 61 OMII0 GECKOHAYHO MHOTO T0JIOBA, OHM OM MOpaJIM 1a Ce HArOMHJIaBajy OKO HeKe Tauke 2o € G
KOja je Tajia TauKa HaroMuIaBama CUHIYIapUTeTa, [1a HUje YaK HA U30JI0BAaHU CUHTYJIapUTeT.

Bpoj nyna mepomopdne dpyHknyje f yHyTap koHType I, KOja je aHaIMTUYKa U HeHy/Ia Ha CaMOj KOHTYPH
I", Takohje Mopa Outu KoHauaH. Haume, npeTnocTaBUMO CYIIPOTHO Ja je CKyIl Hyia yHkiuje f OecKoHa-
yaH. Taga 61 oHe Mopasie 1a ce HaroMMIaBajy OKO HeKe Tauke 2zp. AKO Ou yHKUMja f Ouna aHaIMTHUYKA
y TauyK# 2(, OHa OM HA OCHOBY HENpeKUAHOCTH (pyHKIMje f, Tauka 2o Ouna Hyna ¢pyHkimje f. OgaBae Ha
ocHoBy [locnenuue cneau 1a je ¢pyHKIMja f WAGHTUYKM jeJHAKa HYJIM HA HEKOj OKOJIMHU TaukKe 2.
AHAJIMTUYKUM TIPOAY KeHheM, Kao pyOy obsactu yHyTap KoHType I, BpenHocT dyHkiumje f Ou Ouna Hyna u
Ha camoj kKoHTypu I, mTo cmMo npetnocTaBuim Aa Huje. pyra moryhHoct je aa pyHKIMja f HUje aHATUTH-
YKa y zp, OJHOCHO Jia je zp HEeKU M30JI0BaHU CUHTYyJIapuTeT. MehyTuM, y TOM ciy4ajy rpaHUYHA BPEAHOCT
lim,_,, f(z) He MOXe GUTH HM HEKN KOHAYaH Opoj (Pa3IMUUT Of HyJIe), HU OECKOHAYHO (jep MOCTOjH MO~
HU3 KOjU KOHBEprupa y Hyiy), Te ocTaje caMo MOTYhHOCT Jia je eCeHLMjaTHU CUHTYJIapUTeT, ald U TO je y
KOHTPAJMKLMjU ca MPETIOCTAaBKOM 1a je f MepoMopdHa.

Jlema 6.22. Heka je cpynxyuja [ anarumuura u nenyaa oysic konmype I u nexa je I' npocma zameopena
no3umueHo opujeHmucara konmypa. Taoa je

PG,
7§f<z> de=idrargf,

20e je ca Ar arg f osznavuena npomena apeymenma epeorocmu gpynxuuje f oyoc konmype I.

/loka3. Hexa je xourypa I' mapameTpusoBana npecimkaBameM z(t), ¢t € [0, 1]. Uaeja je na mpumeHrMO
cMeHy npomersbrBe s = f(z). Tama hemo tpebatu na mHTerpanmmmo mo koutypu f[I'], koja je mapamerpu-
30BaHa npeciukasamweM f(z(t)), t € [0, 1]. Mehytum, nodujena konrypa f[I'] Moxza Buile HUje TpPOCTa,
OJIHOCHO MO’/Ia HEKOJIMKO ITyTa 00MIa3y OKO KOOpAMHATHOT moveTka. OBO 3a MOCTe Iy UMa Ja, Hako Cy
npBa f(z(0)) u mocnenmwa f(z(1)) Tauka Ha KOHTYpH jeJHAKe, OHE MOTY [a Oyaiy MPeACTaBbeHe Pas3/Inyn-
THM apryMeHTHMa, Tj. Ja NpUNaaajy pasHum PumanoBuM noepimma. 300r Tora hemo NOAeIuT HHTepBal
[0,1] Ha n momuuTepBana [t;_1,t;], j = 1,2,...,n,tne jetop = Omt, = 1, tako ga cy f(z(tj—1))
u f(z(tj)), i = 1,2,...,n y ucroj PumanoBoj noepum. O6enexumo ca ~y; aeo kourype I' Tako na je
vi ={z) |t € tj—1,t]}, j=1,2,...,n. Baxmu:

f/(Z) - e - = (In nf(z(t;
0 s Z/ o Zl F(a(t) = In f(=(t-1)

s

= (In|f(z(t;)| +iarg f(2(t;)) — In|f(2(t;-1))| — iarg f(2(t;-1)))

7j=1
=i larg f(2(1)) — arg f(2(0))] =i Ar arg f,

IIITO CMO U XTCJIM Ja JOKAXEMO. O]
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Ipumep 6.23. ®yukuuja f(z) = 2> npecimkasa kpyxkuuny I' © 2z = €%, ¢ € [0,27] Ha KpyKHMILY
fIl] : w = f(2) = €%, ¢ € [0,67] koja Tpu MyTa 0GMIA3U OKO KOOPAMHATOHOT TloueTKa. Jla Gucmo
nobwm nenose koHtype f[I'] Koju ce Hamase y uctoj PUMaHOBO] MOBPIIM, MOYETHH UHTEPBAN IEIMMO HA
tpu jena [0,27/3), [27/3,4n/3] n [47/3,27]. OBUM cMO M modyeTHY KOHTYypy I' mojemuiu Ha Tpu ; :
z = €%, € [2(j — V)n/3,2jm/3], j = 1,2,3. Cana, jacHo, Baxku: f(v;) : w = 2% = €%, p €
[2(5 — Dm, 247, 7 = 1,2,3, mrto cy Tpu Liesie KPyKHUILIE y Pa3IHIUTAM PUMaHOBHM MOBPIIAMA.

A o Pel %, W]
)
2-3. / X3 2ve Luh, 671
20 Pe[g'\%’]
e o 2= € LPc,LoLar /—@R’ﬂ' Ape Lot wiwl
7
Q —_
/\ ':3-6 5\pe[o ¢l valo &1
47 s @ 3pelon 3]

-

Haksie, mpoMeHa aprymMeHnTa BpeqHoctu pyHKIMje f ayx koHtype I je:

Ararg f = arg f(2(2n)) — arg f(2(0)) = arg f(e*™) — arg f(e”) = arge®™ — arge" = 6. O

Teopema 6.24 (Ilpunuun aprymenra). Hexa je konmypa I' npocma 3ameopena u nosumusHo opujermu-
cana. Heka je ¢pynxuyuja f anasumuurka u nenyna y ceaxoj mauku xkoumype I u mepomopgna ynymap
koumype 1. Taoa je

Nr(f) = Pr(f) = %Arargf,

20e je ca Ny (f) u Pr(f) obeaexcen 6poj nyaa u nonosa gpynkuuje | ynymap konmype I, pedom, pauyna-
Jyhu u wuxosy euwecmpyxocm.

Jloxa3. J[Jokazahemo J1a, TI0]] yCIIOBUMA TEOPEME, BaKH:
L[ f(z2)
2ri Jr f(2)

ogaxie he, Ha ocHOBY Jleme [6.22] nupekTHO cieautu TBpheme Teopeme.
Wneja nokasa je na onpeauMo cBe CUHTYJapUTeTe MOoJUHTerpaiHe (pyHKIuje

dz = Nr(f) — Pr(f),

!/
G = L3 T,
f(2)

Y U3payyHaMo OCTaTaK y CBaKoj o THX Tavyaka. [IpumeTumo fa je pyHkumja G aHaIMTUYKA Y CBUM TauKaMa
ca konrype I, jep je Ty dpyHkumja f aHanmuTuuka v HeHynaa. CHHTynapuTeTd yHyTap Koutype I' pynkimje G
HACTajy y OHMM Tadkama rje je ¢pyHKIMja f jeHaKa HyId WM UMa TIOJ1.

Heka je zy € intD nyna pena m ¢ynkimje f. Taga ce, Ha ocHoBy Jleme [5.26 oHa Moxe HanmcaTu y
00JIHKY:

f(2) = (z = 2n)"h(2),
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rae je (pyHkuMja h aHaIMTHYKA U HEHyJIa y Tauku Z = zy. Taga 3a Heko r > 0 Baxku:

e m W(2)
 flz) z—zn + h(z)’

G(2) B'(zy, 7).

C 063upom 1a je dpyHkimja h' /h ananurtiuka y Tauku 2 = 2, BUAUMOo ja ¢yHkiuuja G uMa 1o npBor pejia
y Tauk¥ 2 ¥ Baxu Res (G, zy) = m. [lakie, octatak ¢yHkimje Gy Tauku zy Koja je Hyia pyHkimje f je
jeIHaK BUIIIECTPYKOCTH Te HyJIe 2 3a (PyHKIH]Y f.

Ca apyre cTpaHe, ako je Tauka zp € int 1 non peaa k pyHkuumje f, onna, Ha ocHOBY Jleme BaXKU:

H(z)
(z = 2p)*’

fz) =
rae je ¢pyHkiuja H aHanUTUYKa U HEHyNa y Tayku z = zp. Taga nocroju R > 0 Tako na

MO _He ke
= F) " HGe) oo BB

G(2)

Kopucrehu ananuriasoct dyukimje H'/H y Tauku z = zp, 3aKJby4yjeMo J1a je zp TOJ OpBOT peja (GyHK-
mje G u 1a je Res (G, zp) = —k. Ocrarak ¢yHkuuje Gy Tauku zp Koja je mon (yHkumje f je MuHyC
BUILIECTPYKOCT TOT MoJa zp 3a GyHKIHjy f.

KonauHo, Ha ocHoBY Korujese Teopeme 0 ocTaTky, 1006ujamo

1 1'(2) 1 7{
— dz=— ¢ G(2)dz = Res (G, zs)
2ri Jr f(2) 271 Jr ngr;tr
N——
cuHrynapuretu ¢pynkuuje G
= Z Res (G, zn) + Z Res (G, zp) = Nr(f) — Pr(f),
zy€Eint zp€int’
S—— ——
Hynie pyHkngje f nosioBu pyHKIHje f
LITO CMO U XTEJH A2 TOKAXEMO. O

Hocaemuna 6.25. Heka je pynxyuja [ anarumuuka ynymap u Ha RPOCMoj 3ameopeHoj NO3UMUEHO Opu-
Jjenmucanoj konmypu I u nexa je f nenyna na I'. Taoa je

11 f(z)
2mi Jp f(2)

1
dz = Nr(f) = o Ararg f,

20e je Ny (f) 6poj nyna gpynxuuje f ynymap konmype U, pauynajyhu u wouxosy euwecmpyrocm, a Ar arg f
npomena apeymenma gpeonocmu pynkyuje f oyoc konmype .

Ipumep 6.26. dynximja f(z) = 22 — 22 = z(z — 2) uma camo jeaHy Hyay yHyTap KpykHuue I' : |z| = 1,
Te je mpoMeHa aprymeHta Ararg f = 27. Meljytum, ¢ 063upom Jia je y mUTamy KBaapaTHa (yHKIIH]a,
Moru OMCMO MHUCJIUTH JIa je IIpoMeHa aprymMeHTa jeqHaka 4. To 6u u Ouiio TauHo 11a je koHTypa I’ Ouna
Heka Beha kpyxHHIIa Koja 00yxBara o0e HyJie OBe KBaJpaTHE je/IHAUYMHE, OBAKO je IPOMEHA apryMeHTa UIaKk
2.
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Aoy 2 =2W

Tdrwg (2-H=0
\ —>

3aucra,
Ararg f(z) = Az arg 2(2 — 2) = A arg 2 + Aoy arg(z — 2) = 27 + 0 = 27 O

Jakie, u3payyHaBame MpoMeHe apryMeHTa BpeqHocTu pyHkuuje f myx koHType I' ce cBonu Ha oape-
huBame komko myTta KouTypa f(I') oGube oko KoopauHaTHOT MoveTKa, a [IpUHIMIT apryMeHTa Ty BpeJHOCT
noBe3yje ca 6pojeM Hysia MepoMopdre dyHKurje f yHyTap KoHType I'. ¥V HacTtaBky hemo BUOETH KOJIHKO
MOXEMO J1a IPOMEHUMO, IIepTypOyjemMo, PyHKIH]Y f, a Aa ce Opoj Hy/1a UM MPOMeHa apryMeHTa He U3MEHe.

Teopema 6.27 (PyiicoBa Teopema). Hexa cy ¢pynxuuje f u g anasumuuxe oysxc u ynymap xowmype I,
Koja je npocma 3ameopena u no3umueHo opujenmucana. Heka easicu cmpoza nejeonakocm:

l9(2)| <|f(z)], =z€l. (6.14)
Taoa je Ny (f) = Nr(f + g).

Joxa3. Tlpe Hero mrTo npehemMo Ha caM J0Ka3, MpuMeTHMO 1a ce HejenHakocT (6.14) onHocu camo Ha
Tauke ca KoHType [, a He ¥ Ha Tauke U3 yHyTpammwocTu. Takohe, UCTa HejeTHAKOCT UMIUTUIUpA fa3a z € I’
BAXH:

>0, 1+ > 1) lg()l] > 0, \(1 +4) <z>] > ‘1 - 58” -0

Te Cy CBe TpH NoMeHyTe (PyHKITUje HeHy1a Ha KoHTypu ['. JacHo, dpyHk1mje f, u f 4 g cy aHanmMTHUuIKe yHyTap
v Ha KouTypu I', a ¢pyskumja 1 + 4 je curypHo aHalIMTH4Ka y Tauykama ca Koutype I'. Cana cy ucnymeHn
yenosu IMocneuue [6.25|u Jleme @L T€ BaKU:

) ¢
) (2)

A G IO R G N IR N /S B I (R ) RO
:% 4 f(1+190)(z) dz:% rf(Z) dz+m£)dz

dz

_ 1 (9, 1 e
Np(f+9)—2m~?£(f+gg)(z)dz_2m r f<1+

ke | sk

= Np(f) + %Aparg <1 + ?) :
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KonauHo, 1oka3 3aBpiiaBamMo npumea00M Aa je MpoMeHa apryMeHTa BpeJHocTH (pyHkuyje 1 + % Iy KOH-

type I' jennaka nyau. 3aucra, 3a z € I' je 3a10BO/bEHO ‘ (1 + %(z)) — 1‘ < 1, ma Baxu

9(2) }
1+=—=,zel'; CS(1,1),
G .
OIHOCHO cJika KoHType [ modujena dpyHkuujom 1 + % HH jeJJHOM He 00MJIa3u OKO KOOPJUHATHOT MOYeTKa,
jep je ynytap kpyxuuue S(1,1). O

Ipumep 6.28. TTokax1Mo 1a ce CBUX MeT Hysla nommuoMa p(z) = z° + 3z + 1 Hanase yuyTap jonte |2| < 2.
Osnaunmo ca f(z) = 2° u g(z) = 3z + 1, tamaje p = f + g. Py6 sonre |z| < 2 je kpyxuuua |z| = 2.
[Mokaxumo xa je |g(z)| < |f(z)], na pyOy |z| = 2.

lg(2)| =132+ 1] < 32| +1<3-2+1=7<32=2°=|2°| = |f(2)], 2| = 2.

Ha ocnoBy Pymieose Teopeme no6ujamo fa je N, —2(f) = Np.j=2(f +9g) = N|;j=2(p)- Kako je z = 0 nyna
netor pejia pyHKImje f U npunana yHyTpammbocTu Jonte |z| < 2, godujamo aa je Ni.j—2(p) = 5. O

Baxna nocinenuia PymieoBe TeopeMe je YMibeHHUIIA [1a CY aHATMTUYKE (PyHKIIMje YBEK OTBOpPEHA MPecIy-
KaBama.

Teopema 6.29 (Teopema 0 0TBOpeHOM npeciiukaBamwy). Heka je pynxuuja f anarumuura u nekoncmanms-
Ha Ha ooaacmu D. Taoda je cauka

fID] ={w|w=f(2), z € D}
OMeOpeH CKyn.

/Jloka3. Heka je ¢yHKuMja [ aHATUTHYKA Y HEKOj OKOJIMHK Tauke zg € D u Heka je f(zp) = 0. Taza, ¢
003upom fa (yHKIMja f HUje KOHCTaHTHA, ocToju 0 > 0 tako 1a je f(z) # 03a z € S(zp,d) Ha OCHOBY
[Mocenuie Heka je o munnmainna BpenHocT |f(2)| 3a z € S(z0,d). Heka je w € C rakBo na je
|w| < o. Tanma je pynkumja f(z) — w anamTruka Ha B(zp,d) 1 HeHyna Ha pyOy S(zp,d), 1a HA OCHOBY
Py1ieoBe TeopemMe BaKu:

| —w| <|f(2)], 2€85(20,0) = Ngz,5)(f) = Nsz,6)(f —w).

Hakue, 3a cBako w € B(0,0) nocroju z € B(zp,d) Tako aa je f(z) = w, OAHOCHO CJIMKa CBaKe OTBOPEHE
OKOJIMHE TavKe Z( CaJpXH OTBOPEHY OKOJMHY HyJIe. [Ipyrum peunma, ako je 0 € f[D], 3a 1o6po u3abpane
9,0 > 0, Baxu na je B(0,0) C f[B(20,0)] C f[D], 1j. f[D] je okommna Tauxke 0.

CimaHo ce moKasyje 1a je u 3a Tauke zo € D Ttakee ma je f(zp) = wo # 0, npumersyjyhu onucann
nocTymnak Ha GyHKIMjy f(z) — wp, CIMKa CBaKe HheHe OKOJIMHE TAKBa /14 CaIpXH OTBOPEHY OKOJIMHY TauKe
wp y kKogoMmeHy. OzHocHo, f[D] je okoimHa cBake CBOje Tauke, Ma je OTBOPEH CKYII. O
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I'naBa 7

AHAJMTHYKO POy KeHe

[pu periaBamwy oapeheHUx npodiiemMa, YeCTo ce JielliaBa Jia peliehe J00ujeMo Y 00JIMKY CTereHOT peja.
ITokazamm cMo f1a cTerneHu peja YHHU(POPMHO KOHBeprupa Ka (pyHKIMju f KOja je aHaIUTHYKA, MPH YeMy
Ta KOHBEpreHIMja Baku Ha HEKOM oTBopeHoM ckymy (2. C npyre cTpaHe, MOXe Jia ce AOrou aa jjo0ujeHa
aHamTHiKa pyHkiyja f 6yne nedpuHucaHa Ha MHoro Behem oTBopeHOM cKymy. Ha npumep, crerneHu pej

oo
> "
n=0
yHI(pOPMHO KOHBeprupa Ha jequauusoj sontu B(0, 1), u mweroa cyma je (yHKIHMja Koja je aHATUTHIKA Ha
T0j JonTH. TauHMje, MO3HATO je [a je CyMa OBOT peja aHAIUTHYKa (PyHKIHja f, ynju je anredapcku 00IMK

1
f (Z ) - 1— Z’
Te je OHa curypHo aHaiauTuuka Ha B(0, 1). MehyTum, Mu 3HaMO [1a je OHA aHAJIUTUYKA U Ha MHOTO Behem
oreopeHom ckymy C \ {1}.

Harme, mpeMa TeopeMu 0 MHBEp3HOj (PDYHKIIUjU, aHAMUTHIKA (PYyHKIIU]a f, YUjH je U3BOJ Y Tauku 2o € )
pa3IMIMT Of HyJie, IMa MHBEp3HY (PYHKIMjy KOja je Takohe aHaJIUTHUYKa W Koja je dedpuHuCcaHa Y HEKOj
okomnuu W Tauke f(zg). Teopema rapanryje noctojare UHBEp3He (PyHKIIMje Y HEKOj, MOTEHIMjaTHO BPJIO
MaJioj OKOJMHH Teuke f(zp), Ma je MPUPOIHO 3AMHUTATH Ce KOJMKO CE Taj CKYIl MOXKE MPOIIMPHTH, a Ja
(pyHKUIHMja 1 fabe OcTaHe aHATUTUYKA.

ITocToje MHOTe cuTyalyje OBaKBe IMPUPOJIE, TIe je pellehe JaTO Kao aHATUTUYKA (DYHKIIHja JIOKAJTHO,
WIM cCaMo y OKOJIMHU Heke Tauke. OpaBze ce npupogHo Hamehe nmuTame KOJMKO ce JOMEH Je(pHHUCAHOCTH
MOXe MPOIIMPUTH TaKO Ja je (PyHKIIMja Ha lheMy aHAJIMTUYKA U JIa je pellere mojasHor npodiema. [Turtama
OBOT THIIA CY MUTaba AaHATUTHUKOT POAYKeHa.

JenaH MeTox aHAMTHUKOT POAYKeHa je H_IBapuo npuHLMN pedrekcuje. Jpyru HauUMH aHATUTUIKOT
NPOYKeHa je, TAKO3BAHO, POy Kehe TyXK KpuBe . Y HacTaBKy hemo OJivke MpeCcTaBUTH OBE JIBE METO-
Ie.

7.1 IlIBapuoB npuHIun pedpiekcuje

Jenan of HauMHa Ja ce aHAMMTUYKa (PYHKIIMja IIPOAYKHU Ha IIMPH JOMEH, je Jja Ce UCKOPUCTHU HheHa yHY-
Tpallmka 0coOuHa cuMeTpruyHOCTH. [IIBapioB nprHLIMI pedieKkcje KOPUCTHU ONepalyjy Kowyraugje 2 — z,

"Kapn Xepman Amanayc Ilsapu (Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921) - HeMauku MaTeMaTHyap
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KOja TauKy CJIMKA Y 0] CUMETPUUHY TAUKY Y OTHOCY Ha X —O0cCYy.
V HacrtaBky, ako je V noackym on C, onna je V'~ o3Haka 3a ckyn {z : z € V'}.

Teopema 7.1 (IlIgaprioB npunimi peduiekcuje). Hexa je 2 omseopen ckyn, cumempuuan iy 00HOCY HA pe-
anny, r—ocy. Hexa je A = Q N R u nexa je V oeo ckyna Q) koju je y 20pr0j noaypaenu. Axo je pynxuuja
f nenpexuona na' V.U A, anaaumuuxa na 'V u axo ckyn A cauka y ckyn peaanux 6pojesa, onoa ce f modice
npodyosicumu 0o Pyukyuje koja je anarumuuxa na ueaom €, yzumajyhu oa je na ckyn V- npodydicena

Pynxyujom g, koja je degpunucana ca g(z) = f(z),z € V.

Hoxka3. IlpumetnmMo npBo Aa je pyHKIMja g, AepruHUcaHa ca

aHaJMTUYKa Ha ckymy V ™~ . BaucTa, ako je f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y), 2 = x+iy € V, oHaa je pyHkmja
g(z,y) = u(x,—y) —iv(x,—y), z = © + iy € V. Cazma ce nako 106uja 1a u GyHKIMja g 3a10BObABA
Komm-PumaHnoBe qudepeHnyjaite jeIHaurHe.

Hawe, ckyn V™~ je oHaj meo ckyma ) KOju JIEKHU Y
JI0B0j nonypaBHU. PyHKLIMja ¢ je HEMpeKUuAHA Ha
V= UA, jepje f nenpexkupna na V U A.
Yumenuna jaa je f peanHo3HayHa Ha A uMIUmnu-
pa na ce f u g mokjianajy Ha A, Te Ja 3ajeHO
(popMmupajy jeaHy pyHKLIH]jy KOja je HempeKuIHa Ha
Q) =V UAU V™. Ilpumerumo, oBa pyHKIH]ja je U
AQHAIMTHYKA, CEM MOX/Ia y TauKkama ckyna A.

IMornenajmo mira ce gemana y Taukama ckyna A. Ckyn A je otBopeH ckyn y R, na je yHHja OTBOpeHHX
uHTepBasa. Heka je L jegaH on TMX OTBOpeHMX MHTepBasa. Tajga je ckymn W = V U L U V™ oTBopeH
y  u ¢pyskuyja f je HenpekuaHa Ha W u aHamutruka Ha W cem Moxja y Taukama ca L. Mehytum,
teopema Mopepe, Teopema [4.35] ummmnupa ga dynkuuja, koja je HenpekuaHa Ha VW n aHaimrraka Ha W,
ceM MOXKJIa Yy TauKkama jeJlHe Tyxu, Mopa Outh aHajuThuka Ha 1iesiom W. KoHauHo, kako je dyHkimja f
aHaJIMTUIKA HAa CBUM OTBOpeHUM ckynosuma W =V U L U V™ rae cy L OTBOpeHM UHTEPBAJIM KOjU YMHE
CKyNll A, OHa je aHAJIMTHYKA U Ha BbUXOBO] YHH)H, a TO je Oamr ckym (). OBUM je JI0Ka3 3aBplIIeH. O

Moske na ce mokaxe u ommTrja Bep3uja [lIBaprioBor mpuHmmma pedekcuje, Tako mro he ce gpyHKIMja
”CUMETPUYHO” MPOAYKUTH NPEKO KPUBE, YMECTO IPEKO —oce. 3a TO HaM je MOTPeOHO NpeCIIKaBamke Koje
he urparu ynory Komyraiuje u Hazpahemo ra peduekcuja. Heka je € obnact u v C 2 r1aTka KpuBa Takpa
na gemu obiact €2 \ v Ha aBe noBe3ane kommoHeHTe V' u W. Heka je p aHanmutiuka ¢yHkuuja Ha §) TakBa
Jacy p ¥ p aHATUTHIKe, e je p(z) = @, z € ). Tapa ce dyHKIHUja p 30Be pediekcHja y OHOCY Ha
KPUBY 7y aKo je p MASHTHYKO Mpec/IMKaBarbe Ha vy, npecivkasa V' y W, u oOpHyTo, 1 Baxu p o p(z) = z 3a
cBe z € (2.

Teopema 7.2. Heka je 2 ooaacm, v C ) enamka kpusa maxea 0a 0eau )\ y Ha 06e OUC]yHKMHe nose3ane
komnonenme V- u W u da je ¢ynxuuja p, oedpunucana na §2, pedpaexcuja y oonocy na xpusy . Tada
ce ceaxa pynxyuja f roja je nenpexuona na V U 7y, anasumuuxa na V u peasnosnauna Ha -y mooice
anaumuuky npooyxcumu Ha ueao ), ysumajyhu 0a je npooyaicena dynrxuujom f(p(z)), z € W.
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IIpumep 7.3. Oppenutn pedpriekcrjy y 0OJHOCY Ha jeJUHUYHY KPYXKHHUILY, a 3aTUM ITPUMEHHUTH NIPETXOTHY
TeopeMy.

IIpecnukaBame

iy _ L i

, omHocHO p(re*) = e
je nepunucano Ha C\ {0} u 06e pynkuwmje p u p cy ananmuridke Ha C\ {0}. Takohe, Baxu u 1a je pop(z) = z,
a Tayke ca jeJJMHUYHE KPYXXHUIE Ce CIMKajy came Ha cebe. [lakye, Ouino koja obyact {2 Koja ceve [eo,
KPY’XKHHM JIYK, jeAMHUYHE KPYXKHULE 7y U NPeCIMKaBa ce cama y ceOe NpecIuKaBameM p, je pedieKCUBHA Y
OJJHOCY Ha KPUBY 7Y, TOCPEACTBOM Oalll OBOT TIPECINKABaba p.

3a oBako uzadpane {)  y, IpeTXOHA TeopeMa TBp/a Jla ce aHaMTHUKa PyHKIUja f, Koja je nedunrcana
Ha ey V obnactu (), MO3WIMOHMPAHOj Ha jeHOj O CTpaHa KpuUBe 7, a Koja je HenpekuaHa Ha V U v u
peaTHO3HAYHA Ha 7y MOXE aHAUTMTHYKH POy KUTH 10 (PyHKIIHMje KOja je aHAJIMTUIKA Ha LeJIoM ). O

7.2 AHAJIMTHYKO MPOAYKeme 1yK KPpUBe

IIpernocraBumo 1a je f aHamuTHuka pyHKuMja Ha obsnactu (). Jeman on HauwHa Aa ce gyHKuwja f
npoaysku Ha Behy 00JacT je Ja ce mocMaTpa ibeH pa3Boj y TejslopoB cTerneHu pejl y OKOJIMHU Tauke zg Koja
ce Haja3m 6im3y pyOa obmactu €.

[IpermocTaBUMO [a Taj peji KOHBeprupa Ha jontu B(zg,r).

Tana on pedunuie aHamUTHIKY GyHKUM)Y g Ha B(zp,7).

[IpetnoctaBuMoO, Aake, Aa je r Behe HEro mTo je pacTojame e
Tavke zp o pyda obaactu €2, Tako aa B(zp, r) npenaasu npeko '
py0a obsactu 2 u mpetnoctaBumo 1a je 2N B(zp, r) moBe3aH
CKyIl. 3HaMO Jla TOCMATPaHy pe]] KOHBeprupa Ka pyHKuuju f
Ha OMJI0 K0jOj JIONTH ca IIEHTPOM Y 2 Koja je caapkana y {2, ma
je nakjie f = g Ha oBoj yontu. [Jabe, Kopuctehu je JMHCTBE-
HOCT pa3Boja y TejinopoB pex, Teopema OBO MMILTMLMPA
naje f = g Ha ueaom Q N B(zp, 7). Jakie, Ha OBaj HauMH
O1UCMO aHAJIMTHYKY Npoay kM ¢hyHKIMjy f Ha Behy oOsact
QU B(zo,r) usjennauasajyhu je ca g Ha B(zo, 7).

Ogy nporieaypy je moryhe npumermuBaT Ha (PyHKIM]y [ Y pa3HUM MpaBLKMa, CBE 0K Ce HEIITO He Hahe
Ha ToM nyTy. To 61 Morao 6MTH U30J0BaHU CUHTYNIApUTeT (PyHKIMje f, rae PyHKIMja pacTe y OECKOHAUYHO
WM TO MOXe OMTH MECTO Ha KoM je (pyHkimja Beh onpeheHa, aam je HaKOH MpOaykera AeUHUCAHO Ha
JpyTraduju HAY¥H HETo IITO je TO oyeTHO Omna. CIMYHO, MOXKeE J1a Ce JIOTO/IM J1a HAKOH aHAJIMTUYKOT ITPOJTY-
KaBama JIykK JBa pa3JIMuMTa MpaBlia, Ha IbMXOBOM €BEHTYaTHOM IpeceKy nooujemMo (pyHKIMje epuHrucaHe
Ha pasnuunrte HaunHe. OBaKBa CUTYyalldja MOXe Ja MOCTaHe BeoOMa KOMIUIMKOBAHA, 1a YaK U HepellrBa.

¥ HactaBky heMo npenu3Ho AeduHUCATH TIPUHITUN aHATUTHYKOT MPOIYKeHha AYK KPUBE U TEOPEMY O
Mononpomuju. [Ipe Tora hemo yBecTr HEKOJIMKO MOjMOBa, KOju fie ce KOPUCTUTH Y HACTABKY.

Nedunnmuja 7.4. Anarumuuxu enemenm je ypehenu nap (f, B), 20e je f anarumuuxa dpynxuuja dedpuru-
cana na omgopernoj nonmu B. Kasicemo oa je (f, B) ananrumuuxu eaemenm y mauxu w axo je w € B. /Jea
anaaumuuxa enemenma (f1, B1) u (f2, B2) y mauku w cy exeusarenmnua y w axo je f1 = fo na By N Ba.

Ha npumep, aHanmuTHiky eneMeHT (f, B) y w je eKBUBAJIEHTaH Ca CBAKUM aHAIMTHYKUM €JIEMEHTPOM
(f1,B1), TakBuM 11a je w € By C B u aaje fi pectpukimja pyskuuje f Ha By. [Ipyrum peunma, 3a JIONTY
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B aHanmuTHYKOr efleMeHTa y TAaUuKU W je BaXKHO CaMo Jia CaJIpXKu TayKy w, U J1a je GyHKIMja f aHATMTHUIKA
Ha 10j.

Nedunumuja 7.5. Hexa je v : [0,1] — C anamka kpusa u (fo, Bo) anaaumuuku enemenm y mauu
20 = ¥(0). IIpemnocmasumo oa nocmoju

1. napmuyuja 0 =ty < t; < -+ < tpy1 = 1 unmepeana [0,1] u

2. nuz ananumuukux enemenama (fi, B1), (f2, B2), ..., (fn, Bn) maxo oa je y([t;,tj+1]) C Bj 3a
Jj=0,....,nuf;=fjzinaB;NBj13aj=0,....,n—1

Taoa kascemo oa je ( fn, By) anaaumuuxo npodyacerse ( fo, Bo) oyoic kpuee .

Nako penyje na aHaIMTUYKU elie-
MeHT (fn, By), U3 nperxonHe ne-
¢unumje, 3aBucu on u3bopa mnap-
TULMje ¥ HU3a AHAWIMTUYKUX eJie-
MeHaTa, HapeJIHOM TeopeMoM hemo
MoKa3aTu Jia, JI0 Ha EeKBUBAJICHT-
HOCT, TO HUj€ CIIy4aj.

Teopema 7.6. Heka je Oama kpusa 7y Koja nouure y zo u 3a8puiasa y w u anarumuuku eaemenm ( fo, Bo)
Yy 20. Taoa cy 6uno koja 0sa anarumuuka npooycersa ( fo, Boy) Oy kpuse =y ekeusareHmuu aHANUMUUKY
eneMeHmu Y mauku w.

/Joka3. TIpuMeTHMO TIPBO, Ja 1aTO aHATUTHYKO OOy Xere eaemenTa ( fo, By) dyX KpHBe 7, KOje Ofi-
roBapa maptuinju 0 = tg < t1 < -+ < tp41 = 1 ¥ HU3Y aHAIMTHIKUX enemenarta (f1, By), ..., (fn, Bn),
MOKe Ja ce MoAU(UKYje TaKo Aa OAroBapa Npou3BOJbHO] (puHMjOj MapTUIMU 0 = Sp < §1 < - -+ < Sy =
1, a TaKko j1a ce Ha Kpajy H00Mje UCTO aHATUTUYKO Hpoxyskeme. Haume, ako je [t;, ;1] mogebeHo Ha k 1o-
JVHTEpBaJia y HOBOj NapTULIMjU, OHJIA MOKEMO jeJHOCTABHO CBAKOM OJ] THX IMOJUHTEpBaja JOAEIUTH UCTH
enemeHT (f;, Bj). OBakaB MOCTyIAaK, jacHO, Hehe POMEHUTH KPajiby €IeMEHT aHATHUTUYKOT POy Kekba.

Heka cy nara qBa aHanMTHYKa Mpoayxkewa enementa (fo, By) ayx kpuse 7. Kako npodumere gaTnx
NapTHIMja He YTUYE Ha KPajiby UCXOJl aHATUTUYKOT TPOJYKEHha, MOKEMO TPETIIOCTABUTH A3 00a aHAJIMTH-
YKa MPOJYXKeHha KOPUCTE UCTY NAPTULIH]y

O=to<t1 < - <tmy1=1.
[MpeTnoctTaBUMO A2 je jeAHO aHATMTHYKO MPOLYKEHe aTO HU30M aHATMTUYKUX eJleMeHaTa

(f17Bl)7 SRR (fmaBm)a

a JIPyro HA30M ejieMeHarta

(}bBl)> R (}maBm)7
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riae hemo, U3 TeXHMYKUX pas3Jiora, MOYeTHH eJieMeHT, ( fo, Bp), 03HauuTH ca (} 0 Bo) = (fo, Bo). Ako obe-
nexumo V; = B; N Bj, J =1,...,m, oHza je 3a CBaKo j, CKyn V; IIoBe3aH OTBOPEH CKYII KOjU CaJpXku
v(t;) 1 y(tj41). Ocraje jom na ce mokaxe aa je fr, = fm Ha V,,,. Taunuje, mokazaheMo MHAYKIIMjOM 1a je
fj = fj maVj 3a cBako j.

o mpermoctaBiy uMamo aa je fo = fo Ha Vj. IIpernocraBumo 1a je f; = ]ij Ha V; 3a j < m. Umamo
naje f; = fjy1Ha B;N B upnaje fj = }j+1 Ha Bj N BjH. Kako je y(t;+1) y 06a oBa OTBOpeHa cKyra,
nobujamo aa je fjy1 = fj+1 y HEKOj OKOJIMHM Tauke 7(t;41), a U Ha 1enoM V)1, jep je MoBe3aH CKyII.
OBuM je 10oKa3 3aBpIIIEH. 0

Tephemwe ciienehe Teopeme je qocTa OUUIIIEIHO, HaKO Ou (hOPMaTHO 3aXTEBAJIO J0Ka3, aJii ra OCTaB/haMO
YHUTAOILY.

Teopema 7.7. [Ipemnocmasumo oa je ( fo, By) anarumuuku eaemenm y mauxu zo u 0a Kpuea =y nogesyje
mauke zg u w. Ako nocmoju omeopern ckyn §), koju caopacu By u v, u pyukyuja f xoja je anarumuura na
Q makasa oa je f = fy na By, onda ce ( fo, By) Mooce anarumuuru npooyscumu Oyic vy.

Unak, o6pat oBe TeopeMe He Baxku. Moryio Ou [1a Jienyje Aa BaxH, jep je YHUja HU3a OTBOPEHUX JIONTH,
KOje ce KOPHCTE IpY IPOAYXKEHY, Oy KpHBE Y OTBOPEH CKyH ) KOju CaApXu KpUBY 7y M Jejyje Ja ce
aHayuTHuKe (pyHKUMje f; yKIamnajy Tako Ja YMHE je[HY jeJMHCTBEHY aHaJIUTUUKy (pyHKIMjy Ha (), TakBy
na je jemnaka fo Ha By. Mehytum, oBo HHuje yBek TayHo. Ha mpumep, ako KpHBa -y MMa CaMOIPECEUHY
TauKky, KOja je cajpxaHa y JBe pasnuuute jonre B; u By, onrosapajyhe dynkuuje f; u fi, He Mopajy
OUTH eKBUBAJIEHTHE Ka0 aHAIMTHYKH €JIEMEHTH y TOj Tauku. KprBa Moke OMTH 3aTBOpEHa, TaKo J1a je 2o =
7(0) = v(1) = w. Ha oBaj Hauun enemeHT ( foy, By) y 2o MoxeMo npoxyskutu 1o ( fy,, By,), Takohe y Tauku
w = 20, TaKO J]a OBA /IBa €JIEMEHTA HUCY €KBUBAJICHTHA.

IIpumep 7.8. [Nornenajmo jemaH nprMep OBaKBOT MPOAY KeHha.

Heka je log rinaBHa rpana soraputamcke yHkuuje. [Tocmarpajmo anamutuuku enement (log, B(1,1)).
Heka je -y MO3UTHBHO OpjeHTHCAaHA jeMHUYHA KPYXKHHUIIA Koja Mounmbe U 3aBpmasa y v(0) = (1) = 1.
Tana ce (log, B(1,1)) Moxe aHATUTUUYKY IPOYKUTH TyK KPUBE 7y, alu he ce Kpajibl eJIEMEHT aHATUTHIKE
(yHK1IMje, Ha MOCTIeqH0] JTOITH, pa3IMKOBATH O IIPBE 3a 277%.

He mocroju obaact Koja capku jeIUHUYHY JIONTY, a YHyTap Koje OM ce MOrao MpoIyXUTH €JIeMEHT
(log, B(1,1)). Ako 6u mocrojana Taksa obsact ) n aHamuTHuko npoxysxkeme f eaemenrta (log, B(1,1))
Ha (), oHzla OM ce [ MOKJamana ca IJIaBHOM rpaHoM Jjoraputamcke ¢yHkimje log Ha 2\ (—o0, 0], amm
norapuTamcka (yHKIHMja gyk noiynpase (—oo, 0] uMa CKok o1 27, Te He MOXe YaK HU HelPeKHUIHO 1a ce
TIOBEXE. U

IMpeTxonHu mpumep je MmoBe3aH ca ciefehnM murameMm: AKO Cy 7y U 2 JBE pa3jMuiTe KpUBE Koje
crajajy zo 1 w, ( fo, Bo) aHAIMTHUKK eIEMEHT y TauKH 2o U ako (fo, By) MOXe [a ce aHAJIMTHIKU POy KU
Iy) 00e KpHBe 7y1 1 Y2, [a J1 Cy pe3ynTyjyhu e1eMeHTH eKBUBaJeHTHU Y w. OAroBop je He yBeK, Kao IITO
nokasyje cienehu nprmep.

IIpumep 7.9. Jla i1 aHAIMTHYKO [IPOLYKEHE AHAIMTUUKOT €IEMEHTA Y TaUKH 2o AYK JBE Pa3JIMUUTEe KPUBE
KOje Ccrajajy zg ¥ w Moxe aa Oyjie He-eKBUBAIEHTHO Y w7

Hexka je nouernu enement oner (log, B(1,1)), rae je log riaBHa rpana joraputma, zp = 1 mw = —1.
JacHo je ma ce oBaj eJleMEHT MOXe aHATUTUIKK MIPOLYKUTH OYXK KPUBE Y] KOja je ropma jeIMHUYHA TONTy-
KPY’KHHUIIA ¥ IyK KPUBE 72 KOja je Ioma MoayKpyxHuna ox 1 qo —1. MehyTtum, pesynryjyhe aHamutiuke
dynkumje y —1 = 71 (1) = y2(1) ce pasnukyjy 3a 27i. O

Crneneha Teopema, TeopeMa 0 MOHOIPOMHUjH, [1aje OATOBOP MOJI KOjUM ycIoBUMA he aHAIUTUYKO IPOY-
KEeme AYXK ABE Pa3JIMUMTe KpPUBE KOje CIajajy zp U w AAaTH EeKBUBAIEHTHE Kpajie eyieMeHTe. [Ipe Hero mro
dopmymuiieMo Teopemy, nedunrcahemMo nojaMm XOMOTOITHUX KPUBHX.
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Nedunnmuja 7.10. Hexa cy o u 1 kpuse y ), napamempuszosare nao unmepsarom I = [0, 1], maxee da
Jje 7(0) = 71(0) = zg u 0a je vo(1) = v1(1) = w. Tada kaxcemo da cy kpuse Yy u 1 XOMOMONHe Kpuge
Koje cnajajy zo u w, ako nocmoju HenpeKuoHa PyHKuuja, Kojy Hazueamo xomomonuja,

h:IxI—Q
makea oa je
h(0,t) = vo(t), tel,
h(1,t) = v (t), tel,
h(s,0) = zo sel,
h(s,1) = w, sel.

[Ipema ropmwoj aAeduHUIMjK, XOMOTOITH]a TeHepHIlle HEMPEKUAHY jeAHO-TIapaMeTapcKy (haMIuijy Kpu-
BUX {7s }ser, tae je vs(t) = h(s,t), (s,t) € I x I, koje cnajajy Tauke zo 1 w. HenpekuaHoct yHK1mje h
Ha [ X [ mvrmnmpa

(¥ >0) @35> 0) |s=r| <8 = = = supislt) =1 (0)] <.
€

Hanomennmo, npocto nose3ana o6nact, Jepunuumja @.20, Moxe na ce geduHuine n Kao oHa 0071act y
KOjOj je cBaka 3aTBOpeHa KpMBa XOMOTOITHA Ca TAYKOM (KOHCTAaHTHA KpHWBa). Y HACTaBKy heMo KOpHCTUTH
cnepehy uMIbeHUILY, KOja MOXe Aa ce gokaxe: OO0JacT je MpocTo MOBe3aHa ako M CaMO aKo Cy CBake JBe
KpHBE KOje cIiajajy JBe Tauke YHyTap Te obiaactu xomotonHe (Buaetu [[13], nornasme 4.5]).

Teopema 7.11 (Teopeme o MmoHoapomuju). Hexa je 2 oonacm y C, mauke zo u w uz Q u ( fo, Bo) anaau-
muuku eaemenm y zg, 20e je By C 2. I[lpemnocmasumo

1. oa (fo, Bo) modcemo anarumuuru npodyscumu Oydxc céake kpuse y 2, u
2. 0a cy Yo u y1 xomomonte kpuse y §) Koje cnajajy zo u w.
Taoa cy anarumuuxa npooyaicersa gpyHkyuje fo OYuc Yo U Y1 eK6UBANCHMHU EAEMEHMU Y W.

Joka3. Xomoronuja o o 10 y; y §) reHepuilie HENPEeKUIHY jeHO-TIapaMeTapcKy (paMUinjy KpUBHUX
{75} se[0,1) KOje cmajajy zo U w 1 Hanase ce yHyTap (). HenpekuHOCT OBe (hamuiMje MMILTMIIMPA 13, 32 1aTO
€ > 0, moctoju § > 0 Tako aa

|s —r| <d = s — vl < e.

Anamutiaku enemeHT ( fo, Bp) MMa aHaIMTHYKO POy KeHe AyXK CBAKe O KPUBUX s, s € [0, 1], mo mpert-
nocTaBiy. O3HAYMUMO ca (g KPajibll aHATMTHYKH €JIEMEHT, KOji HACTaje aHAIMTHYKUM TIPOLYKEHheM IyK
KpuBe s, s € [0, 1]. TBpaumo aa, 3a cako r € [0, 1], moctoju § > 0 Tako Ja je ¢s eKBUBAJISHTHO ca ¢, 3a
CBe S TakBe Ja |s — r| < 4.

Hekaje 0 = tg < t1 < -+ < tp41 = 1 naprunwja u veka je (f1, B1),. .., (fn, Bn) HA3 QHATMTHIKAX
eJieMeHaTa Koju Je(PUHHUINY aHATIMTUIKO Tpoyxete ¢ = (fn, By) AyX Kpuse .. Tana je

Y[ty tj1]) € Bj,  §=0,...,n
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3acBako j = 0,...,n, HeKa je €; pacTojame o KOMIAKTHOT cKyna ¥, ([t;,t;4+1]) @0 pyba nonte B;. Ako
je [|[vs — |l < €, onmahe m v5([tj,tj4+1]) C Bj. Jakune, ako y3memo Ja je € = min{eg, ..., e, }, ¥ 12 je
6 > 0 TakBo Ja

|s—r| <o = lvs — | <e.
Tapma 3a cBako s € [0,1] takBo na |s — r| < §, maprumja 0 = tp < t; < -+ < tpy1 = 1 ¥ HE3
aHAMTUYKKX enemenata (f1, By), ..., (fn, By) AeUHHILY U aHATUTHYKO MPOAyXetbe enemenTa (fo, Bo)

IyK KPUBE s, T€ je OHO (fn, By) = ¢,. Kaxo je, Ha OCHOBY MPETXO/IHE TEOPEME, CBAKO JIPYTO POy KEHE
enemenTa (fo, By) AyX s, Ia U @5, CKBUBAJTHETHO Ca OBHUM, 3aKJby4yjeMO 1a CY ¢, U (s CKBUBAICHTHH.
OBHM je 10Ka3aHoO 1a CY ¢, ¥ (5 EKBUBAJICHTHU Kaj rof je |1 — s| < 4.

Jlokas ce 3aBpiaBa ynotpe6om nosezanoctu oonactu 2. epunummmo dyHkmjy x Ha [0, 1] Tako ga
je x(s) = 0, ako je ¢s EKBUBAICHTHO ca ¢y, a x(s) = 1, uHave. Taaa je Ha OCHOBY MpeTXOQHOT maparpada,
¢dyskumja x Henpekuana Ha [0, 1]. Ako je x(1) = 1, onga ¢ 063upHO aa je x(0) = 0, Ha ocHOBY Teo-
peme cpeame BpeAHOCTH, (PyHKIMja X Mopa y3uMaTH cse BpegHoctu usmehy O u 1. Kako To Huje ciyyaj,
3aksbyuyjemo 1a je x(1) = 0, OHOCHO ¢ U ¢ CYy EKBUBAICHTHH. O

IIpumep 7.12. [MocmaTpajMo eneMeHT (pyHKIMje ¢ KOjU YMHE INIaBHA rpaHa Jiorapuramcke (yHKIMje U
nonrta B(1,1). Heka je

A={z€C: |z| >0, —7/2 < arg z < 37/2}.

[MokaxuMo Ja aHATMTUYKA IPOAYXeHa AyXK JABe NPOU3BO/bHE KpHBe Koje crnajajy 1 u —1 y A nmajy exBu-
BaJICHTHE Kpambe aHAINTUYKE eJleMeHTe y —1.

I'pana sorapuramcke (pyHKIHje, KOja je AeduHIcaHa Tako faa je arg z y uHtepBaiy (—m/2,37/2), ce
MOKJIaNa ca IJIABHOM IPaHOM JiorapuTamcke (yHKLHje (3aceK Ha HEraTUBHOM JEJIy peajiHe Oce) Ha JIONTH
B(1,1). Tana ce, Ha ocHoBy Teopeme AHAJMTHYKY €JIEMEHT ¢ MOKE aHATMTUYKH MPOLYKUTH AYXK OHIIO
koje kpuBe y A. Ckyn A je mpocTo moBe3aH, Ia cy cBe KpuBe Koje crajajy 1 u —1 yHyTap A XoMoTomn-
He. Ha ocHoBy Teopeme 0 MOHOZIPOMUjH, aHAIMTHYKA TPOIYKEHe O ¢ Tyk OMJIO Koje aBe KpuBe y A cy
€KBMBAJIHEHTH aHAJIMTUYKM €JIEMEHTH Y Kpajihoj Tauku —1. O

Teopema 0 MOHOzZpOMHjU HaM oMoryhaBa J1a JOKaXeMO Jla Ce aHAIMTUYKU eJIEMEHT MOXe aHAJIUTHUIKH
NPOAYKUTU AYX CBaKe KpUBE Koja JiexkH y obaacTH 2, a JOOaTHO, aKo je Ta 06sacT {2 ¥ mpocTo MOBe3aHa,
OH/Ia ITOCTOjH aHAIMTHYKO Npoaykerme pyHKIHje fo Ha meo ckym 2.

Teopema 7.13. IIpemnocmasumo oa je Q2 npocmo nogeszana ooaacm u oaje ( fo, By) anarumuuxu enemenm
Y z0 € Q, 20e je By C Q). Axo ce (fo, Bo) modice anarumuuru npooysxcumu oy céake kpuge y ), onda
nocmoju pynxuuja f koja je anaaumuuxa Ha ueaom ) u jeonake je fo nHa By.

Joka3s. Heka je z € ). C 063upom aa cy cBaka ABa IMyTa o[ zo 10 2 y {2 XOMOTOIHA, Taja Cy, Ha OCHOBY
Teopeme 0 MOHOZIPOMUjH, CBAKA [Ba aHAIUTUYKA IPOAYKEHa Iy OBUX KPUBUX €KBUBAJICHTHH €JIEMEHTH Y
z, Te he ogpehuBaTH UCTYy aHATUTHYKY (PYHKLM]Y Y HEKOj OKOJIMHHU Tauke z. Ha aHamoraH HauMH MOXEMO
JaTH aHAJIMTHIKY enieMeHT ( fo, Bo) mpomyxutu 1o cBux tavyaka z € 2. ledunucahemo na je f(z), z € Q
Oar Ta BpeJHOCT, Koja ce JoOUje OBUM MOCTYIIKOM aHAIUTUYKOT ITPOLY Kerba.

JacHo fo(z) = f(z) 3a z € By. Octaje ma nokaxemo ja je pyHKIMja f aHammMTH4Ka Ha 1iesoMm ). Heka
je w tauka y €2, Heka KpuBa vy y €) craja Tauke zo 4 w ¥ Heka je (fn, By) Kpajibu eIeMEeHT aHaTUTHIKOT
nponyxema (fo, By) ayx kpuse 7. Ako je z € B, ouna je (fn, By,) aHATUTHYIKO MPOyXKeHe eJeMeHTa
(fo, Bo) u nyx KpuBe <1 Koja cmaja zp U z yHyTap {2 (jeAHOCTaBHO y3MEMO Ja ce KpHBa 7y CacTOjH Of
KpUBE Y M Iy KU Koja criaja w ¥ z). Omasze je f(z) = f,(z) 3acBe z € B, a He camo 3a z = w. Kako je f,
aHanuTHIKa QyHKIMja HA B, 3aKbydyjemo Jia je u ¢pyHkiuja f aHamuTiuka Ha B,,. Tauka w € (2 je Ouna
MIPOM3BOJBbHA, 1A je (hyHKIUja f aHAIUTHYKA Ha 1esioM (). O
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