10.

11.

12.
13.

14.

KoMmiiekcHa aHa/m3a - Bexkoe

Mwumna 2Kurunh, Aruka Hhamirysr, Credan Tyruh

30. cerrrembap 2022.

1 TITosme kKomIutekcHux SpojesBa (1. u 2. Bexde)

N z z1
. Hoxazarm: (a) z-Z2= 212, (B) 21 +ze=z1+722; (m)7zZ1-2a=21-%22; () (;) = 2:1
2 2
. * Onummre cKyn Tavaka 2z y KOMILJIEKCHO] PABHU KOjU 3aJ10BOJbABA:
(@) [z =1+ ]z+1] =7 (©) |z =3z -1
. 141 21
. OapeauTn peasiHn uMaruHapHu j1eo cieelinx KoMIuleKcHux dpojesa: (a) z = ;o (0) 2

1—4 T 344

. * Cnenehe komiiekcHe OpojeBe HAIPTATH Y KOMILJIEKCHO] PABHU U IIPETBOPUTH UX y TPUTOHOME-

TpHjcKH U eKnonenmujaamm odommk: (a) z =1 —4;  (6) —14++/3i; () 2 = /3 + 1.

. * Ba koMILIekcHe OpojeBe M3 MPETXOMHOr 3aJaTKa U3PAIYyHATH —, & 3QTUM HAIPTATHU JIOOHjeHe
z

BPEIHOCTH y KOMILJIEKCO] PABHU W IIPETBOPUTH HMX y TPUIOHOMETPHUJCKH M EKCIIOHEHIIVjaJHU
OOJINK.

. Mspauymarm: (a) 2 = v/1;  (6) z=v/—1; (m) z=(1+4V3)?3; (n) 2= V-2 +2i.

4/~
JokazaTu n1a Vi nma caenehie BPEIHOCTH:

i;<\/2+\/§+i\/2—\@>, i;(_eri\/m)'

. JokazaTu 1a 3a cBe 21, 2o € C Baskm: |21 + 22| + |21 + 22|12 = 2(|21]? + |22]?) (upasumo mapase-

Jlorpama,).

. Hoxaszaru unentater: |1 —ab|? — |a — b2 = (1 + |ab|)? — (Ja| + |b])?, 32 a,b € C.

Jokazaru ga jenmaunna z -z + Az + AZ+ B = 0, tne je A € C, B € R oapebyje kpyr y
KOMIIJIEKCHO] PaBHH.

* JlokazaTu kopuctehn reoMeTpujcke apryMenTe Ja HeHy/1a KOMILIEKCHU OPOjeBH 2] W Zg 3a10-
BOJbABAJY YCJIOB |21 + 23| = |21| + |22| ako u camo ako mmMajy jeJHAKE apryMeHTe.

* ITokasaTu j7a je BEKTOp z] mapaJiesian ca 2zg (21,22 € C) ako u camo axo je Im(z; - z3) = 0.

* Kopucrehu le MoaspoBy n duHOMHY (bOpMyITy JoKasaTh naeHTuTeT sin(30) = 3 cos? §sin 6 —
-3
sin” 6.

Wszpaaynarn: sin o + sin(2a) + - - - + sin(na), n € N.
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Axo je z € C myna nosimaoma P(x) ca peaHuM KoeUIUjEHTUMA, TaJIa je U Z HyJIa TOT HOJTMHOMA.
Hoxkazarn.

Heka je z = 2 u z onucyje KpyKHUILY MOJYIPEYHUKA 2 OKO KOOPJIMHATHOI IIOYETKA Y CMEPY
CYIPOTHOM OJ1 Ka3ajbKe Ha cary. Kosmka je npomena aprymenTa f(z) ako je:

(@) f(z) =vz—1 () f(z) =Vvz*=1; (1) f(z) =Vz*+22-3.

2 Amnasmmtnuke dpyHkuuje (3. Bexxkde)

Hoxkazatu ga Kommu - Pumanose mapnujasane audepeHnujaiie jelHAYNHE yV TOJAPHUM KOOPIU-
HaTaMa MMajy cjaejehu obJIMK:

8u_ 1 0v 10u Ov

9 pde’  pdp I

ako je f(z) =u(p, @) + v(p, ¢)

[Tokazaru na dbyuxmuja f(z) = /|ry| y Taukn z = 0 3amoBospaBa Komn - Pumanose yciose,
aJId J1a y TOj TAYKHU He MOCTOJU M3BO/I.

Tne je dyukumja f(z) = z - R(z) mudepennujadbunna? Oxpenurn ussox dyukiuje f. (R(z) je
O3HAKA 32 PEAJIHH JIEO KOMILIEKCHOT OpPOja).

OppesuTa obacT y Kojoj je dynxmaja f(2) = |22 — y?| + 2i|xy| anammrmaxa.

Tlokazaru 78 3a CBaKy aHAJUTHYKY (DYHKIIN]Y BaXKU pesalnja:

2?02
(ax2 + 0y2) |f (@ +iy)|* = 4 f' (= + iy)|>.

Oxpenuru anagntuaky GyHKImjy 9uju je peannu jeo u(z,y) = e*(xcosy — ysiny) u f(0) = 0.

sin(2z)
ch(2y) + cos(2x)
dbyuxupmje. Onpeaurn umarnHapHu Jeo yHKIMje f, a 3aTUM U3PA3UTU E€KCILUIMIUTHO [ Kao

byHKIHjY on 2 = & + 1y.

Hokazaru na dyskumja u(x,y) = MOXKEe OMTHU peasiHH JIe0 HeKe aHAJIUTHIKE

Hahu anamuruaky byHKIujy amnju je peannu geo u(x,y) = 22—y + 504y — %W

3 Amnanuruuke dpyukuuje (4. Bexxde)

OspemuTu anauTuaky QYHKIUJY YUjU je peajnu j1eo u(x,y) = g (g) [Mocroju i anaIMTHIKA
x

dbyHKITja Iuju je peasHu meo ez ?

OapeuTn anamurmaky Gyakmjy f(z) = u + iv axo je v = p(z? + y?).

Axo je f amasmruuka y odsactu /I (orBopeH, moBe3aH ckyi) u peanau jeo f(z) (wim, aHaJIOTHO
umaruHapsu Jieo f(z)) je koncrantHo y I, Tama u f(z) mopa duru koncrantHo y 1.

ITokazatu ma ako je f(z) amasuTudka u peasna y odmacru [, rana je f(z) xorcranrao y [I.
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Hexka cy f(z) u f(z) anasmruuke dbyuknuje y odsactu 1. Tlokazaru na je raga f(z) KOHCTAHTHO

y .

Hexka cy dyuknuje v u v xapmonwujcke y odsactu /1.
(a) Ja st je muxoBa cyma u + v xapMoHujcka dyukuuja y 17
(6) a Jin je BUXOB POU3BOJ, U - U XapMoHHjcKa (byHKImja y 17

u
(n) Ha s je p xapMoHujcKka pyHkimja y 17
x

Vaytictieo. Mooice ce Kopucluiiu “UMERUUG G TAPMOHUJCKE PYHKUUJE UMY HETPEKUGHE

UaPUUJaIHE U3BOGE CBAKOT PEYQ.

4 Enemenrapne dpyukiuje (5. Bexxde)

JHokazaru sin® z 4+ cos? z = 1.

Hoxkaszaru sin(z; + z2) = sin 21 cos 2z + sin 2 cos 2.
h?z—sh?z=1

Hokazaru ch® z —sh” z = 1.

Hoxkazaru cienehe jeHAKOCTH:
(a) chz = cos(iz); (6) ishz = sin(iz); (u) ch(iz) = cosz; () sh(iz) = isin(z);
(e) tg(iz) = ith(z); (b)itg(z) =th(iz); (r)ctg(iz) = —icth(z); (x)—ictg(z) = cth(iz).

Wszpaaynarn:

() Ind;  (6)Lni; (w)Ini; (o) Lo(-5); (¢) Ln "

7

Uspauaynaru: (a) 1v2; (6) .

Hoxkazartu cienehe jeqrnakocTu:
(a) Arcsinz = —iLn(iz +vV1—22%); (8) Arccosz = —iLn(z + V22 + 1);

1 1
() Arctgz = —ZLn — =, () Arcctgz = —an+2 (e) Arcshz = Ln(z + V22 +1);

i+2z’ z—1i
1 1 1 1
() Arcchz = Ln(z + V22 —1);  (r) Arcthz = §Ln 1 i Z; (x) Arccthz = B Ln> + T
0 2n+1 0 22n
[Mokazaru ga je sin z = nz:()(—l)"(znm M COSZ = HZ:O(—I)” o)l

5 Kowmniekcua narerpanuja (6. u 7. Bexxde)

Heka je nmar xomiuiekcan Opoj zg = g + tyo u peasan opoj r > 0. Heka je v mosurusHO

OpHjeHTHCaHa KPYKHUIA MOJYIIPEYHIKa T ca IeHTpoM y zo. Oapemurn | f(z)dz, tae je f(z) =

g
(z—20)™, m € Z.

s
Nzpauynaru Jezdz, rje je v seo npase ox 1 mo 1 + 5
v

z+1 .
Be3 pauynama mHTerpasia mpoBepuTH TPOIEHY H 1dzH <8m, rae jey: |z —1| =2.
z [e—

Y
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v

42. Tlokasaru ma je J e cos(2bz)dx = 5 e_bQ, b € R. YuyTcTBO: HHTErpaaIuTh Jez dz, roe je ¢

0 c
—+00

kpuBa Ha caunu Purype 1 u xkopuctutu 1a je J e dy = /7 (Paycos maTerpad).

—00
A
C
c3
el
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S e
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Slika 1: Zadatak 42

43. Nszpauynatu PpeHeJIOBE UHTETPAJIE:

+00 +00
J cos(t})dt u J sin(t%)dt,
0 0

unrerpasiehin byukuujy f(z) = 6’_22, o KOHTYpH Ha caury Purype 2.

c2

£

cl

Slika 2: Zadatak 43

44. Heka je ¢ mpocTa, 3aTBOpeHa, IO3UTHBHO OPHjEHTHCAHA KOHTYpa, a {) HmeHa YHYTPAIIHOCT.

z
Uspauynaru: ‘[“9 ako je (a) 3i € Q, —3i ¢ Q; (6) 3i ¢ Q,—3i € Q; () 3i, —3i € Q.
z
(&
45. Heka je 7 MO3UTUBHO OpUjeHTHUCAHA 3aTBOpPEHA KOHTYDa, a () meHa yHyTpalimoct. 3padynaru
1 e?
— | ——=xdz
2mi J 2(1—2)3""
¥
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rie je (a) 0 € Q,1 ¢ (6)0¢ Q1€ () 0,1 € Q.

. 23 —22+1 .
Hahn nnTerpan ynkumje — 5——— 10 NO3UTHBHO OPHjEHTHCAHAM KPyZKHAIAMA:
z
(@) z—il =1  ©)z+il=1  ()]z—T7i=1.
sin(mz
Wspauynarn unrerpan I = J (22(_132dz, rge je |z — 1] = 1 mo3uTHBHO OpHjEHTHCAHA
|z—1|=1
KPY2KHHIIA.
chz

Wszpaaynaru marerpas [ = J mdz 110 [IO3UTUBHO OPUJEHTUCAHO] KPYKHUIM |z| =

|z|=2
2.

6 Tejmopos pen (8. Bexkbe)

“+oo —+00
Hexka je g Cn, KOHBEPIeHTaH pejl M HeKa | arg ¢,| < a < 7, ¢, € C. IlokazaTu 1a Tajga pes E Cn
n=0 n=0
KOHBEPIUpa aIcojIyTHO.
—+00 —+00
Hexa je ¢, = ap, + by, n € N u a,, b, € R raksu na je R(c,) > 0 u Heka pesosBu E Cns E c%
n=1 n=1

—+00
kouseprupajy. Ilokazaru na Taja KOHBEPrupa U pejl Z lenl?
n=1
+o0
Jatu cy penosu Z ¢p. VlcimraTy KOHBEpreHImjy, ako je: (a) ¢, =

n=0

O ipe T TOTYTIPEYHNK KOHBEPTEHITHje cyieieNiX pesioBa 1 1 NCIUTATH KOHBEPTEHIIN]y Ha PYOy:

+00 p +0o0 p +oo +oo n +00
(@Y =5 O 5 D ne" () 52 () Y B+ (=)

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Pazsutu y Tejiopos pex oko Tauke zg = 0 dynxuuje: (a) f(z) =chz; (6) f(z) = sin? z;

1 z £2
(1) f(Z)—m,a,b%& () f(z)—mv (e) f(z)—Je dt.
0
53

Passuru y pen dynkumjy f(z) = m y Taukn zg = 0.

Passurn y pex dyukumjy f(z) = Vz+iy 20 =0 axo je Vi = ei’.

Passuru byukuujy f(z) = Arctg z y Tejnopos pen y tauku zg = 0.

1
Hamucaru Tejinopos pen dyuknuje f(z) = T2 Ha KpyKHAIH |2 — 1] < /2.
z
. e? —1 . .
Oyuxiyjy f(z) = I pasButu y Tejinopos pen, ako je To moryhe, y okosuuu Tauke zg = 0.
nz
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7 Cunrynapureru ¢pysnknuje; Jlopanosu pemosu (9. Bexkde)

1
Passuru dbynkuujy f(z) = ( (ako je |a| < |b|) y Jlopanos pex y zp = 0 ako:

z—a)(z—0b)
(a) [z <lal;  (6) lal <[z <[b;  (m) |2 > [].

Wcnuratu KapakTep CHHTYJIapHUX Tadaka ciaefehux dpyHKIm]ja:
COoS 2 sin z

(a) f(z) = 5 (6) f(2) = ot (n) f(z) = ex.

Ha nu je y oxkonunan zg = 0 moryhe ciiegehe dyuknuje pasputu y JlopaHoB pes:

() F)=sin s (6) f2)= — 1.

sin =
z

Wcnurarn KapakTep CHHTYJIapHUX Tadaka ciaeaehunx GyHKImT]ja:

@ f& =1 0= W )= 3(11_) () 7(z) = th;
(&) f(z) = ﬁArc’chz; (@) f(z) = TArcthz.
2—1+2z-2

Hanwucaru Jlopanos pa3soj obe rpane dyuknuje f(z) = y upcreny 0 < |z—3| <

1.

(z—3)°

z

———— y Jlopanos pej y upcreny 1 < |z| < 2 3a oHy rpany
(z—=1)(z—2)

Pazsuru dyukuujy f(z) =

3
3a KOjy je %f(§) > 0.

z
Passuru dbyukuujy f(z) = cos 1 V pell Y OKOJIMHH Tauke z = 1.
-z

z
Passuru dyukuujy f(z) = cos 1 y PEI y OKOJIMHU TadKe Z = OO.
—z

1
Passuru dbynkuujy f(z) = —— y Jlopanos pes y okosmau Tauke z = 0.
sin z
Oxpenuru Tauke rpaHama ciegehux dbyHKImja:

() F()= Vo1 © 1) =20 )= vEtvET
. . e —1
Hara je dynkuuja f(z) = 2610

(a) Ucnuratn kapakrep cunrynapurera dyuknuje f (ykmpydayjyhu n z = 00).
(6) Passurn dyukmmjy y JlopaHoB pejs; 0OKO CBaKOI CHHIYJIApUTETa OKO Kojer je To moryle u
OJIPEJIUTHU PE3UYYME.

8 Pesuayywm dyuknuje y usosnoBanom cunrysapurery (10. Be-
xK0e)

L2

sin z

Hara je dyukuuja f(z) = 1) Ozpemurn pesunyym dynknuje fy Tauxu 0 ny 7.
22(z —

jus
4
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Ompemuru I = J 2dz

(z—1)(z —2)%
|z|=55
1 1 1 1
Uspauaynaru: (a) 5 J sin;dz; (5) 5 J gin? ;dz.
|z|=r |z|=r
dz dz
Nzpauynaru: ——— 1 —5—-
sin® z sin® z
|z|=3 |z|=3
flz-1+1

Tara je chymenwia f(2) = F
(a) Oxpemauru k Tako ma tadka z = 0 Oyae most 3. pena.
(6) 3a Tako oznpeheno k mspauynaru J f(2)dz.

o= 11=1

Heka je I' mosuruBHO opujenTucana Kpyzkuura |z| = 3. Jokasaru ja je taga

etdz

I= =mi(t — 1+ e ‘cost).
J22(22+2z+2) i e cost)
r

z—1)"
Wszpaaynar uarerpasa [ = J(n)ldz, rme je n € Nyn > 1, tae je I' mosutuBHO opujeHTHCAHA

r
KpyKHuma |z| = R > 1.

9 IIpumena pauyyHa ocTaTaka Ha pelllaBambe PeajHuX WHTerpa-
jga (11. Bexkde)

2m
[ dt
Wspauynaru unrerpan I = d m, a>b>0.

0

2

s
[ (14 2cost)” t 1
(1+2cos?)" cos(n )dt, rme je —1 <a < —.

Nspauyna: erpai I =
padyHaTu UHTErpaJl 1—a—2acost 3

J

0

—+o0
[ dx

W3pauynaru unrerpaJ T <a-
party P (22 +1)3

—00

—+oco
[ zdzr

(22 + 4z + 13)%°

W3zpauynatu mHTErpas

—00

s —-b —a

) cosx ™ e e )
Hoxkaszaru ga je I = J (m2+a2)(m2+b2)dx_a2—b2 <b—a>,aKOJea,b>OHa7éb.

—0o0
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—+00
ax

WNzpauynaru unTerpas J dx, tme je —m < a < .

ch(rx)
—0o0
+o0 .
Nzpauynaru J de, rme je a > 0,b > 0.
+00
Axo i < . Jsh(cw)d 1ta
KO je —m < a < T JI0Ka3aTH Jia je r=—tg—.
) A A sh(mx) 283
0
+oo
. % -
Hokazartu 1a je J dr = — 3a —1 < a<0.
1+zx sin(ar)

0

1
Inx . +
Wspauynartu | —————dx upu dyemy je a € R™.
22 + a?
0

10 PymreoBa Teopema u npuHiui aprymeHTa (12. Bexkoe)
Kommxko ce nyna gatux dbyHKInja Haga3m yHyTap Kpyra |z| < 17
(a) f(z) =225 — 23 +322 — 2+ 8; (6) f(z) =27 — bzt + 22 — 2.

Kosmxko permema uma jegaaunna 22 — 52 +1 =0y
(a) jemmamanom xpyry |z| < 1;  (8) y npcreny 1 < |z| < 27
Kosuko pemema nma jenaunta e” — 42" + 1 = 0 y jenuanaaoM kpyry |z| < 17

€R
Kousmuko pemema y kpyry |z| < R uma jeanaunna e® = az", n € N ako ce 3na ja je |a| > ﬁ?
Hokazatu ja jemnadmua z = A —e *, A > 1, uMa y JIECHO] IOJyPABHU jEIUHCTBEHO PEAJHHO
pererse.
Oppemuta 6poj myna mommmoMa f(2) = 20 + 2° + 62% + 523 + 822 + 42 + 1 y ;ecHoj momypasHmy.

Onpeuru 6poj myita nomaroMa f(z2) = 24 + 222 4+ 322 + 2 + 2 no kBapanTHMA.

Kommuko mysta uma momaoM P(z) = 24 — 423 4 1122 — 142 + 55
(a) y mpBom kBaspanty; (0) y Tpamu 2 < Re(z) < 3.



