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KoMmiiekcHa aHa/m3a - Bexkoe

Mununa 2Kuruh, Aruka Fbamiryn u Credan Tyruh

30. cerrrembap 2022.

1 KomniaekcHe dpyHKIje

Ha sz 3a cBe a,b € C Baxu: |a||b| = ‘ab|? OnroBop JieTajbHO OOPA3IOKUTH.

V3 i
2 2

603
. Uzpauynaru e*, rae je zp = (_ + > )

. Onmcaru ckyn tavyaka z y KOMILIEKCHO] PaABHU KOjHU 33/[0BOJbaBa yCJIoB: |z| = 3|z — 1.

z4+1

. . Z—1 ™ .
. OmpemuTtn ckyn Tadaka z y Komiuiekcuoj pasun C 3a koje Baxkm: 0 < arg ( ) < ik # 1.

Pemmtu jepmadunny: 22 — 2z 4 (14 2i) = 0.

. Axo je z = \EVI, z # 1, raga je 224 + 23 4+ 222 + 1 = 0. Jokazarn.

3a koje z € C paxu jegmaxoct (ei?) = ¢'(2)?

Pemmurn jenmaunny sin z = 4.

. Hoxazarn: Arccos z = —iLn (z +v22 - 1).

1 11—z
Ilokazaru na 3a z € C\ {—i,1} Baxu Arctgz = — Ln ( )
at \{—i, i} gz =5 Ln(;—
OjpesuTu cBa perersa jegaunne z = 2"~ rie je n npuponan 6poj sehu o 2.

[TokazaT Ja je peajHu Jeo CBUX permemba jeanadnne (z 4+ 1)28 = (z — 1)® jenmak myomm.

1 i \"
Ha mu au3 { < + — koupeprupa’? OOpasyioxKUTH OIrOBOP.
\/5 \/§ neN

2
O/ ipesuT cBa, KOMILIEKCHA, periema e = 1.
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2 Amnanutudke pyHKIHje

Hara je dyuknuja

Ll L

Y 'Z#07

, 2z=0.

f(z) =

O n

a) Ilokazaru ma xKomiuiekcHu ussoj f'(0) He mocroju.
(a) ]

(6) Ilokazaru na dyuknuja f Huje audepeHnujaduHa HU y jeJIHO] TAYKN KOMILICKCHE DABHHU.
OppeauTu u3Box riaasHe rpane dynkmmje 21ty Taukn zg = i.
Ucnuraru HenpekugaocT u audepennujaduanoct kKomiuiekcre dbyuakmuje f(z) = zRe(z), z € C.

Oppenutu rpany sumesHaune dynxuuje f(z) = Ln(z2 + 1) xoja je amamutuuka y 2 = 0 u
jemnaka 2mi. Oapenuru f/(z).

. _ 7 .
e dyukuuja f : C\ {0} — C nara ca f(z) = zz+ — 3agoBossasa Kommn - Pumanose jeqnaunne?
z
Hamomena: Mory ce xopuctutu Ko - Pumanose jegnadnse y mojapHIM KOOPAXHATAMA.

Onpenutu aHaguTraky GyHKIU)Yy f = % + v U W3pa3uTH je eKCIUIUIUTHO Kao (PYHKIU]Y OJf
z = x + 1y, aKo je TMO3HATO JIa joj je peasHu Jeo xapMoHujcka byHKImja u(x,y) = o3 — 3xy? + 1.

Joxazaru ja je peanna dyammja u(z, y) = ot + y* — 622y + 22° — 2% + 1, (z,y) € R? xapmo-
HujcKa QYHKIHja KOja MO2Ke OUTH peasiHu Jeo Heke anajqutudke dyuknuje f. Hahu f u uzpasuru
je excrummuTHO Kao dyHKIMjy o 2z = x + iy. 3arum onpenuru f'(z), z € C.

Joxaszarn nma peanna dynkimja u(z,y) = eV cosz, (r,y) € R? Moxe duTn peainm 1eo Heke
aHAJIUTHYKe (DYHKIHje caMo 3a JIBe BpeaHocTu mapamerpa ¢ € R. 3a Te BpeaHoCcTH IapaMeTpa
¢, M3pa3UTU JOOUjeHy KOMILIEKCHY aHaJIuTHIKy GyHKuujy f Kao dbyHKIwumjy on z = x + iy.

Jlokazatn ga peasna dbynxmuja u(x,y) = 2% cos(yln2), (z,y) € R? moxe Surn peannm aeo
KoMIuteKcHe aHasmTuuke ¢yukuuje f. Ouxpenuru dyukuujy f axo je f(0) = 1 u uspasuru je
eKCIUIITHO Kao byHKIW]y o z = x + iy. Oapenuru f (2).

Hokazarn na dyskmmja u(x,y) = xcoszchy + ysinx shy Moxke durn peasHu /1e0 aHAJIUTHIKE
dyukuuje f. Onpenuru dyukuujy f ako je f(0) = g U U3PA3UTHU je eKCIUIUIUTHO Kao DYHKITHI]Y
on z = z + iy. Oupemuru f (2).
Opnpenutu KoHCTaHTE a,b € R Tako ma ¢yHKIMja

f(z) = f(x +iy) =cosz (chy +ashy) +isinz (chy + bshy)
Oyne anammrnika Ha C (mema).

Ilokazaru na je dpyHKIM]a

f(z) = flx+iy) = Al (cos(ny) + isin(2xy))

nesia 1 Hall ¥eH U3BOJI.
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Oxpenuru anajuTudky komiuiekcHy byuruujy f(z) = f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y) auju je

peasinu Jieo u(x,y) = (x,y) # (0,0); onpeauru u goMeH aHaauTHIHOCTH QyHKIHjE f,

_r
22 4+ y?’
Dy. Oppenuru f'(z), z € Dy.
a? — b?

——— da = 4 + const.
(a? +b2)? a? 4 b?

Hamomena. Moxe ce xopuctutu j1a je J
Jokazatn ma dbynkmuja v(x,y) = ycosxchy — rsinzshy, (z,y) € R? Moxke dutn nMarmaap-
HU JIe0 HEeKe aHaJuTh4IKe (GyHKIuje f; OIpeuTH Ty KOMILUIEKCHY (MYHKIW]y f U U3PasuTH je
eKCILINITUTHO Kao (PYHKIHI]Y O 2 = T + 1.

Hoxazarn ma v(x,y) = (ycosy+xsiny)e” Moxke SUTH MMATTHADHY JI€O HEKE AHAJIUTHYKE (DyHK-
nuje f. Hahu f u u3pasuru je eKCILIMITUTHO Kao (DYHKIMU]Y O1 2 = & + 1y.

x
f. Hahu f m uzpasutn je ekcmmmnuTHO Kao MYHKIA]Y O 2 = T + Y.

Hoxazarn na v(zx,y) = vy — MOKe OUTH UMarnHaPHU Je0 HeKe aHAJIUTHIKe (DyHKIH]e

Hahu anamutuuaky dyuknujy f auju je uMaruHapHU €0
v(z,y) = e Y sin(2zy — ).

Uzpasutu f excrumutao Kao QYHKIH]Y O 2 = T + &Y.

Hahwu anaymruaky dbyrknujy f amju je umarunapmu eo v(r,y) = e+*+v* sin — el Wspasuru
T Yy

f excrummuTHO Kao GyHKIUjy o1 2 = T + iy.

Hoxazaru na v(z,y) = — arctg(tg x - thy) Moxke durn UMArMHADHY JI€0 HEKE aHATUTHYIKE (DyHK-

nuje f. Hahu f u u3pasuru je eKCILIMIIUTHO Kao (DYHKIU]Y OO 2 = = + 1y.

Hoxkazaru jna v(x,y) = x arctg LA yln /2?2 + y? Moxke OUTH UMarMHAPHU J€0 HEKe aHATUTHYKE
x
dyukmmje f. Oapenutn f v U3pa3uTH je eKCIUTUIUTHO Kao QYHKIW]Y O 2 = T + iy.

Hoxazaru ma v(z,y) = sh(2zy)sin(y? — ) Moxke GUTH HMATHHADHI €0 HEKe AHATHTITKE

dyurnyje f. Hahu f n uzpasuru je eKCIIUIUTHO Kao (GbyHKIU]Y O 2 = & + 1.

Hahu ananutnuky dyskinujy f auju umarusapsu jeo je v(x,y) = ((:L‘2 —y?) siny + 22y cos y) e’.
Wspazutn f eKCruiuTHO Kao (pyHKIWM]Y O 2 = & + 1y.

Hahn amamurimiky byskmmjy f amjn je mmarnnapru geo v(z, y) = e 2% sin(2? — y?). Uspasutn
f excimuiuTHO Kao GyHKIWMjy o1 2 = x + iy.

[Tokazaru 1a peanna dynkuuja v(x,y) = arctg %, (z,y) € R2\ {(~1,%) | y € R} moxe Gurn
T

MMaruHapHH J1e0 HeKe KOMILIeKCHe aHajauTnike ¢dpyHknuje f. Hahm anammtuuky dyskmujy f
YUjU je IMAaruHapHU J1e0 JaTa PyHKIHja v, a 3aTUM U3pa3uTh f eKCIUIUIIUTHO Kao (PyHKIHU]y O
z=x 4+ 1y.

Hahu anamutuaky dyukuujy f auju je peasnu 1eo
u(z,y) = 2> — 3xy® + e“cosy + wsinzchy — ycosxshy.

Wspazutn f ekcruuTHO Kao (byHKIM]y ox 2z = x + iy. Oapeaurn f/(z)

e’ sin
Halin anamuruuxy dyukuujy f umju je umaruHapau jeo v(x,y) = arctg J_ NzpazuTn

e*cosy + 1
f excimuiuTHO Kao GyHKIWMjy o1 2 = x + iy.
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JokazaTu n1a
v(x,y) = —2sin(22) sh(2y) + y

MOXKe OUTH MMarnHapHH Jjeo aHajaurudke dyuknuje f. Hahum anmasmruuky dyakuujy f ako je
f(0) = 2, uzpazuru f eKCHIUIUTHO Kao PYHKIW]Y O 2 = T + iy U OJIPEIUTH f/(z).

HokazaTn ma peansa dbyamaja v(z,y) = In(z? +32) +  — 2y, (z,y) € R*\ {(0,0)} moxe Surn
UMaruHapHU Jie0 HeKe KoMIlekcHe anajuTnyike dyuxnuje f. Hahu anamuruuky dyuknujy f
YUjU je UMArMHApHU JIe0 JaTa (PYHKIHja v. 3aTUM U3PA3uTH f eKCIUIMITUTHO Kao (PYHKIHU]Y O
z=ux+1y, ako je f(1) =i —2.

Oupenuru anamutuaky Gyakuujy w(z) = u(x,y) + w(z,y), z = = + iy € C 3a xojy je mweH
peaJtHu Jieo peasna dynkimja odmka u = f(x2+y?), (x,y) € R?, tue je f apa myra HermpekuIHO
nudepenimjaduana peasana GyHKIHTja.

Hexka cy ¢(z,y) u ¥(x,y), z,y € R xapmonujcke dyukuumje. Jokazaru na dbyHkmje v u v gare
ca:

1
w(@,y) = daty +¥athy m v(wy) =5 (65 + Y5 -6 —vy),

3a,10BoJbaBajy Komum — PumanoBe jeqHaunte u nokasaru ja je f = u+iv aHagutudka QyHKIH]a.

Hoxkazaru ja je dbyukuuja f(z) = f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y), 2 = x + iy € C nara ca
3 ~ 3 :
x2(1+1i) —y?(1 —14) B ,
f(z) = e A A
0, z=x+1y=0.

HEIIPEKUJIHA, JIa eH PeaJiHi U UMarnHapHU J1e0 U U v 3310Bo/baBajy Komu-Pumanose jeanaanne

y 2 =0, amm ga dyurnmja f umak nuje qudepennujadbuana y z = 0.

Onpenuru anamutudaky byskuujy f(z) = u(z,y) + iv(z,y), 3a KOjy je mbeH peasHu Jie0 peaHa
1

byuxkuja u(z,y) = 5 In((z4+1)*+v?%), (z,9) € R\ {(~1,y)|ly € R} u m3pasutu f ekcrmmuarHo

Kao PYHKIM]Y O z = T + 1.
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3 KommniiekcHa mHTerpalmja

1 . . .
Wspauynaru J dz, Tae je ¢ MO3UTUBHO OpUjeHTHCAHA jeMHUIHA KPYKHUNA |2| = 1.
Z

C

WN3zpaaynaru J\z|z dz tne je C MO3UTUBHO OpjeHTHCaHA KOHTYpa KOja C€ CacTOju U3 TOPHe

C
noaykpyzkunre |z| = 1 u cermenta —1 < x < 1.

(a) Cxunumparu xpusy v = {z(t) | t € [0,2]}, rue je mapamerpusarmmja 2z : [0,2] — C nara ca

[ 1+t(=i-1) zat € [0,1]
Z“)—{ 1—t+i(t—2) sate[l,2].

1
(6) OzmpenuTu BpeHOCT MHTErPAJIA J — dz.
z
v

Ilokazatu na je
2m

J 058 cos(sin @) df = 2.
0

z
VYyrcrBo: Ilocmarparn nnaTerpas GyHKIMje — JyK jeIMHUYHOI KPYTa.
z

Bes uzpauynaBama nnTerpasia, mokKa3aTu 1a je

J dz 9
- gi,
Z24+z4+1 16

C

rie je kpusa C' JIyK KpyKHHUIE |z| = 3 o Tadke z = 3 J0 Tayke 2z = 3i KOJU JI€KHU Yy MPBOM
KBaJIPAHTY.

Heka je kpusa C' m03UTUBHO OpHjeHTHCAHA KpyXKHUIA |z| = 1.

2
1 1
(a) Uspauynaru J mdz. (6) Kopucrehn pesynrar oz (a), uspadyHaru J mde .
& 0

Hexka je nar a € C. N3pauynaru nnrerpad

J(z—a)k dz, keZ
C

ako je kpusa C' neo kpyxuuie |z —al = R, rue je 0 < arg(z — a) < 7 ycmepena oz Taduke a + R
Ka a — R.

Nzpauynaru uaTErpa JZQZdZ, rre je kpuBa L meo KpyxKHUIE ca 1eHTpoM y 0, Koja craja Taduky

L
1 ca TaukoM 1.

z + m
M3padynaru KOMILUIEKCHE WHTErPaJI B 2 dz.
(e
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Z2

24 —1

W3pauynatu wHTErpaJ J

e}

22 — 1) cos(mz)
2241

Wspauynatu mHTErpas J (
C
JKHUTIA.

Wspauynaru nnrerpas
J z—1 d
= _dz,
23 + 222
C

rze je kpua C' MMO3UTHBHO OpjeHTHCAHA KpYyKHHUIA |z| = 3.

cos z
Wszpaaynartu wHTErpas -5 dz.
24+ 2z
|z[=1

W3zpaaynaru wHTErpas
J zsin(mrz) iz,
(22 + 1)2
C

rje je kpua C' IO3UTUBHO OPHMjeHTUCAHA KpyzKHuUIA |z — i = 1.

W3zpauynaru maTErpas

e'LZ .
J Wdz, rae je KpuBa r
r

(a) HEraTMBHO OPHjEHTHCAHA KPYXKHUIA |z| = 3;

(6) mosuTHBHO OpHjeHTHCAHA KPYXKHHUIA |z — 3 + 2i| = 1.

W3pauynatu wHTErpas

e? cos(mz
J()dz, rae je kpupa [’

22 4+ 22
r

(a) mMO3UTUBHO OpHjeHTHUCAHA KPYXKHHUNA |z| = 1; () HEraTMBHO OpHjEHTHCAHA KDY KHHIA

|z| = 3.
Nzpauynarn naTerpas

dz, TIe je KpuBa ¢

Jemlz cos(7z)
(22 — 22)?2
C

(a) mO3UTHBHO OpUjeHTHCAHA KPYXKHUNA |z| = 1;

() meraTMBHO OpHjeHTHCaHA KpyxKHUNA |z — 81 + 2| = 1.

Wspauynaru naTerpas

eT=TE sin(7z) s
i(zl)(g -5

r7e je kpuBa C KpyKHUIA |z — —| = — yCMepeHa y TMPAaBIly Ka3asbKe Ha caTy.

2 4

3‘1

dz, vie je ¢: |z| = 2 IO3UTUBHO OpPUjEHTUCAHA KDY KHUIIA.

dz, rze je ¢ : |z| = 2 HeraTMBHO OpHjeHTHCAHA KDY-
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Heka je ¢ mHeraTuBHO OpujeHTHCAHA I'PAHUIA KBAIPaTa YHje CTPAHUIIE JIeYKe JIyK MPABUX T = F2,

h tg (£
y = £2. Uspauynarn unrerpai: (a) J ;: : dz; () Jg(ZW)dz.
27+ =z z

C c

2

Uspauynarn wHTETpaJT J g(z)dz, ako je KpuBa ¢ : |z — i| = 2 HeraTHBHO OpHjeHTHCAHA U

c

1 1
a) g(z) = ——; 0) 9(2) = ——5—+.
@)=y ©9E) =
Hexka je ¢ rpanuna tpoyria ca teMernma y Tadkama 0, —4 u 3¢, OpUjeHTHCAHA Y TTO3UTUBHOM
cmepy. Uspaaynaru |(e* — %) dz.

c

Heka je mat marerpas I = Jze"’2 dz.

Y

(a) a sim uaTerpas I 3aBucH OJf MyTarme WHTETPAIMje Y WM 3aBHCH CAMO OJ IbeHUX KPajIbIX
Tagaka’

(6) Oapenuru BpemHOCT WHTerpada I ako je KpuBa v Jeo mapadojie y = r2 y KOMILIEKCHO]
paBHU o7 Tadke 0 70 Tadyke 1 4 7.
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4 Tejmopos u JlopaHoB pe

Heka je nara komiutekcHa dyukimja f traksa ga je z = f(2)(e* — 1), z € C. Oapeaurn Koedu-
[AjeHTe U MOJIYIPEYHNK KOHBEPIeHIrje pa3Boja y Makiopenos pej dhyukimje f.

Pazsurn y Makigopenos pen dbyukmmjy

¥ OJIPeUTH IOJIYIIPETHNK KOHBEPreHIIHje JO00NjeHOr pela.

(0.9}
—1)"
OnpenuTu MOyIPEYHUK KOHBEPIEHITH]e CTEIIEHOT Pefia E (=1)
n
k=1

2" ¥ UCIINTATHU MOHAIIAIbE peaa

Ha pyOy 00JIacTH KOHBEPTEHIHje.

Pasurn kommiekcny dyskimjy f(z) = 5 v Tejiopos pejx y oxkoiauHu Tavke z = i U

o
(1—2)

OJIPE/INTH TIOJIyIPEYHUK KOHBEPIEHIUje TOOUJEHOT PEJIA.

. 1+z2 . .
Pasuru dbyuxiujy f(z) = 1> y TejmopoB peJ y OKOJIMHU TadKe 2o = ¢ U OJPEJTUTH TOJIyIIpe-
—z
YHUK KOHBEPIeHIIrje JI00UjeHOr Pea.

. 22 —22+5
Pasuru dbynkuujy f(z) = o9+ D y Jlopanos pes y tauku zg = 2.
. 2292245
Passuru dbyukuujy f(z) = m y Jlopanos pen y npcreny 1 < |z| < 2.
z+1

PazButn HKIIH] z) = Jlopanos pe OKOJIMHU Taudke zg = 4 u
dymemnjy f(2) = o5 e er, ¥ 1P pes y 0
OJIPEINTH TIOJIYIIPEIHNK KOHBEPIEHIIHj€e TOOUjeHOT Pea.

2

Passutu bynxmujy f(z) = ﬁ

z+4

271352 y Jlopanos pex y mpcreny: (a) 1 < |z| < 2;

Pazsuru dyuximjy f(z) =
) 0<|z+1 < 1.

1+V1+4 22

PasBuru y pen 0be rpane Buriesnadse Komiviekcune dyukimje f(z) = 1+ 5
z

YV OKOJINHU

zo = 0 u ompeauT 00JIACT KOHBEPTEHINjEe TUX PEIOBA.

y Jlopamnos pexy npcremny: (a) 1 < |z <2; (5)0 < [z—2| < 1.
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5 CuHryJapuTeTu U pe3uJayyM KOMILJIEKCHe (pYHKIMje

Opnpenutu cunrynapurere QyHKIHjE:

e —1—=z cosz — 1

(a) f(2) = ——— ©) f(2) = ——,

z z

a 3aTUM je PasBUTH y PeJi y OKOJIMHU jJeJTHOT OJT HhuX. AKO (DYHKIIHMja MMa OTKJIOIWUBHU CHH-
ryJIApUTET Y TA4KHU Zg, KOJy OW BpeaHOCT Tpedajo jmomesuTu GyHKIuUju f y 2o Tako Ja Oyie
anaauTnuka? Ako yHKIuja f UMa IOJI Y TAYKU 2 OAPEIUTH My Pel.

Oxpenuru Kapakrep cuaryaapurera cieaehnx dyuknuja (ykmpyayjyhu u z = 00):

z

(m) k(z) = Vzln —;

14+ V221 2542241
= - :
z

(e) m(z)

z+3 1 2241

Hata cy bynxmmje f(z) = —,
zv—1 cos

(a) 1. Ucumraru kapakrep cunryiapurera Gyukmuja f, g u h (yrmpyayjyhu u zp = 00).

(6) Passurn dyukmuje y Jlopanos pex oko tauke z = 0, ako je To moryhe, ma uM oxpenntn u
pe3ugyme y z = 0.

(z —1)%(2 +3)
1 T2 :
1 —sin %5
Ako dyHKIMja UMa OTKJIOILUBU CUHIYJIAPUTET Y TAYKHU 2o, KOjy OM BPEIHOCT TPEDAJIO JOIE/IATH
byarmmju f y zg Tako ga Oyme aHasuTuvka? Ako QyHKIMja f MMa MO Y Ta9KU zg OJPEIATH

My pen. Pazsuru dbyukiujy f v Tejiopos pen y okosuuu Tadke z = 1, ako je To moryhe.

Onpenuru cunrynapurere gyukmje: f(z) =

2 . R
2 — 20z —iex—i

Passuru dbyuxiujy f(z) = - y JlopanoB pej y okosmau Tadke zg = ¢. Oapeanru
z—1
00J1aCT KOHBEPreHIije TOT pelia U pesuayyM opyHknuje [ v zg.
Jara je bymauria f(2) = <5
ata je dyukmmja f(z) = ————.
Je DYHKAH) 22(z2+1)

(a) Ucnurarn kapakrep cunrynapurera dyukinuje f (ykmpyayjyhu u zg = 00).

(6) Paseurn dyuximjy y JIopaHoB pej 0OKO cBaKOI CHHIyJIapUTeTa OKO Kojer je To moryhe u
OJIPE/IUTU PE3UJLYYME.

Jara je bymauria £(2) = <5

ara je dpyukmmja f(z) = ———.
je dymxiuj 302

(a) Ucnuraru kapakrep cunrynapurera dyukinuje [ (ykmpyayjyhu u zg = 00).

(6) Passurn dyukimjy y JlopaHoB pej; 0KO CBaKOI' CHHIYJIApUTETA OKO Kojer je To morylie u
OJIPEJIUTU PE3UJLYYME.
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22 cosaz

(22 +1)(2* +2)

,a>0.

(a) Mcunratn kapakrep cuHryiapurera QyHKIuje g.

(6) Passuru dbyukimjy y Jlopanos pes Koju he Komseprupatn 3a |z| > /2.

2

Heka je nara dynxmuja f(z) = (1 — z)“sin 1

(a) Haliu cBe cunrynapurere dyHkimje f U 0ApeUTH UM THIL.

(6) PasBuru dyHKImjy y pesi y OKOJUHU TauKe z = 1 ¥ OJPEJIUTH MOJIYIIPEYHIUK KOHBEPIeHIH]je
JIO0WjEeHOT pea.

(1) Oxpenuru pesuayym dyuknuje f y Tadku z = o0.

(n) Uspauynarn uaTerpas J f(z)dz.

|z|=2

- 1 =
Hara je dyukuuja f(z) = z 5 <e1_z _ 1>.
z

(a) Mcunraru xapakrep cunrynapurera dyakuuje f (yrmyayjyhn u zgp = 00).
(6) Paseurn dbyukimjy y JIopaHoB pej 0KO cBaKOI CHHIyJapuTeTa OKO Kojer je To moryhe n
OJIPEJIUTH PE3UILYyMe.

OgpeauTn cBe cuHTyIapuTeTe DYyHKITHjE

Lnz

f(Z):m

u oxpenutn M Tui. Pazsutu dyuknujy f y JIopaHoB pex y OKONMHN OHUX CHHTYIATHTETA T
je To moryhe.

14++v1—22

L 1).
S Tn(z+ 1)

Heka je nara dyuxmmja f(z) =

(a) Haliu cBe cunrynapurere dpyHKImje f U OAPEIUTH UM THIL.
(6) Paseurn dbyuximjy f y Jlopanos pex y tauku z = 0 (3a miaBHy rpaHy KOpeHa W IJVIABHY

IpaHy JIOTapuTMa).

Onpenuru cBe cunrymnapurere dbyuknuje f(z) = 23 cos pmrt a 3aTuM je pa3sutu y Jlopanos
- —

pex Ha npereny 0 < |z — 2| < oo.

Ucnurarn kapakrep cunrynapurera (yrpydayjyhn u zg = 00) caenehnx dynknumja:

@16 =VEL Y T @) -

Ha jin ce pynrmmja f Moxke pasputu y Jloparos pex y okosuau zg = 07 Obpasioxuru.

ctg? 2’

Ucnurarn kapakrep cunrynapurera (yrpydyjyhin u zg = oo) dyukimja:
l4+e® 1 1 [i—223
S l—e 27 2 z

(a) f(2)

10



95. OapeauTtu cBe CHHTyIapuTeTe (DyHKIHjE

u oxpeauru um tutl. Oapeautn pe3uayyme GYHKIMjE g Y CBUM U30J0BAHUM CUHTYJIAPUTETAMA.

1 1
96. Hexka je mara kommiekcHa dyHknuja f(z) = — eT-=.
z

(a) Hahu cBe cunrynapurere dyHknuje f u 0QpeuTH HUXOB THIL.

(6) Mspauynaru pesupyym dyHKnuje f y Taukum z = 00.

(1) Uszpauynarn J f(z) d=.

1
[z=1]=5

97. * Ucnurarn KapakTep cunrynapurera (yrpydyjyhn u zp = 00) u u3padyHaTH pe3uayyMe y OHIM
CHUHTYJIAPUTETUMa Y KOjUMa MOCTOje 38 PYHKITU]Y

=5 (7 1)

D |
sz

98. Hexka je marta dyukmmja f(z) = m

(a) Hahwu cBe cunrynapurere dyHkimje f U OApeIUTH MM THIL.
(6) Onmpenutu pesumyym dyukumje f y Tadku z = o0.
() Passutu dynkuujy y peny okosmau tauke z = 0 U OJpeIUTH [OJIYIPEYHUK KOHBEPreHIuje
JI00MjEHOr pejia.
(1) Uspauynaru mHTErpas J f(z)dz.
|2=2

1+ 22z - 1)V22—22+2

99. lara je dyukmmja f(z) = 1
Z p—

(a) Hahlwu cBe cunrynapurere dyHkimje f U OApeIUTH MM THIL.

(6) Passurn dbyukuujy f y Jlopamos pex y okommum tauke z = 1 3a ony rpany f 3a Kojy
je apryment V22 —2z+ 2y z = 0 jeqHaK Hy/IM U OJPEJUTHU IIOJyIIPEIHUK KOHBEPIeHIH]e
JIO0MjEHOT peja.

(1) Oxpenuru pesunyym dyuknuje [y Tauku z = 1.

i 2+l
sin #T=

23z 41

(a) Ucmuratn kapakrep cunrynapurera dynknuje f (ykmpyayjyhu n zp = 00).

100. Hdara je dyuruuja f(z) =

(6) Mspauynaru pesmiayyme (3a IJIaBHY TpaHy KOpPeHa) Y CBUM CHHIYJIAPUTETHMA y KOjUMAa

IocToje.
1
ez—1
101. Hahu cee cunrymapurere dynknuje f(z) = — ] U ONDEJMTH UM THIL Uspauaynaru Res(f,0).
e pa—
1
z—1
102. Oxpeauru ce cunrynapurere GyHKIwmje g(z) = ﬁ, a 3aTuM oxpeautu Res(g, 1).
z(z

11



103. Ucnurarn kapakrep cunrynapurera (yr/bydyjylin u zg = 00) 1 u3padyHaTu pe3ujyyMe y OHUM

z+1
cUHTyJIapuTeTuMa y Kojuma nocroje: (a) f(z) = +Z1 ; (6) f(z) = arctg z.
z
104. Hara je dyuruuja f(z) = 3#8@%,
23 _

(a) Ucmurarn kapakrep cunrynapurera dyuknuje f (ykmpyayjyhu n zg = 00).

(6) Uspauynaru pesupyyme y CBUM CHHIYJIAPUTETUMA Yy KOjUMA HOCTOjE.

105. Ucnuratn kapakrep cunrynapurera (yKbyIyjyhn u 29 = 00) U U3padyHATH PE3UIAYyMe y OHUM
CHUHTYJIAPUTETUMa Y KOjUMa IMOCTOje:
1
ez —1

() f(2) = S

Ha jin ce pyHKRIEja ¢ MoxKe pasputu y JlopaHoB pen y okosuau 29 = 17 Obpasigoxuru.

(6) g(z) = arcth z.

106. Ucnurarn kapakrep cunrynapurera (yrpydyjyhin u zg = oo) caenehux dbyuknuja:

sin L e? 3/z—1

(a) f(z) = 1_7;5 (6) g(z) = m? () h(z) = :

z+1
Wspauynaru pesusyyme OYHKIHjE g Y OHUM CHHIYJIAPDUTETUMA y KOjUMa IIOCTOje.

107. * Hara je dynkmuja

Vitz+22+23 -1
= 29 .

f(2)

(a) Oxmpenuru kapakrep cunrynapurera gyukmuje [ (yrmpyayjyhin u zg = 00).
(6) Mspauynaru pesmuyyme (3a IVIAaBHY I'DaHy KODEHA) Y OHUM CHHIYJIAPHUTETHMA Y KOjUM
IToCTOje.
(25+1)Ln(1 — 2)e=
24(z+1) ‘

108. * Jlara je dyukmmja f(z) =

(a) Ucnurarn kapakrep cunrynapurera dyukiuuje f (ykmpyayjyhu u zg = 00).

(6) Uspauynaru pesumyyme (3a raBHy I'paHy JOrapuTMa) y CBUM CHHIYJIADUTETHMA Y KOjUMa,
IIOCTOje.

(23 —1)thz

109 * Mara je dymeamna f(2) = =75

(a) Ucnurarn kapakrep cunrynapurera dyukiuuje f (ykmyayjyhu u zg = 00).
(6) Uspauynaru pesujyyme y CBUM CHHTYJIAPUTETUMA y KOjUMA HOCTOje.

oMoh: MOXKe ce UCKOPUCTHTH jeJHAKOCT z) =1- 2 3a pasBHjambe (YHKIHje y
TTomoh ' thz) = 1 — th? ' '
MakJiopeHoB pejt. )

Yoo 2
110. * Tara je dyurmmja f(z) = 2 %:fl—i)_fz Rk )

(a) Mcuuratu xapakrep cunryirapurera dyakuuje f (yrmyayjyhn u zg = 00).

(6) Passutn dyukmujy y JlopaHoB pes; 0KO CBaKOI' CHHTYJIApUTETAa OKO Kojer je To morylie n
olpe/TH pe3ujyyMe (3a TIaBHY IPaHy KOPEHA U JIOTApUTMA).

12



111.

112.

113.

114.

115.

Ucnmrarn kapakrep cuHrysapurera (yK/bydyjyhu u zg = 00) U u3padyHaTu pe3ujayyme (HyHK-
mja f u h (3a rIaBHY IpaHy JIOTApUTMA) Y OHUM CHHIYJIAPUTETHMA Y KOJUMa IIOCTOje:

i ZLn(l -
@ 1) = mE @ a) - SRl
Hara je dyukmuja f(z) = ﬁei.

(a) Ucnurarn kapakrep cunrynapurera dyukinuje f (ykmpyayjyhu u zg = 00).
(6) Uspauynaru pesujyyme y CBUM CHHTYJIAPUTETUMA y KOjUMA HOCTOjE.

z
Passuru dyuxmujy f(z) = —— 3 Yy Jlopanos pej y oxoiuHu Tauke zgp = 1 Koju KOH-

(1—=2)(z—1)
i
BEPrHpPa y TAUKI o . OxpeuTn 001aCT KOHBEPTEHIHje JOOUjEHOr Pejia U U3PadyHATH PE3UILYYM
dyurnmje f y taukm zg = 1.

e —1—=z

Onpenuru k € N tako na z = 0 Syze most apyror pega byukuje h(z) = -

. Nzpaaynarn
z
pesugyym dyHKIHMje h y N30JI0BAHUM CHHIYJIAPUTETUMA.

1 1
Hara je dynkuuja f(z) = 2 sh ()

z

a) Halin cBe cunrynapurere dyHkuuje f u ojpeguT UM THUIL.

6) Passuru dyukimjy f y Jlopanos pex y okosmuu Tauke z = 0.
)
)

B) Ompenutn pesmayym dyukimje [y Taukn z = 1.

r) Uspaaynaru: J f(z) d=.

|2]=2

13



6 IIpumeHe Teopmuje pe3ujyyMa IMpU peHiaBamby PEAJTHUX UHTE-
rpaJsna

116. Uspauynartu, y 3aBUCHOCTH OJI PEATHOT IapaMeTpa p, HHTerpal

21
dt
, e je e R\{-1,1}.
J1—2pcost+p2 e p M }
0
117. N3pauynatu uaTErpas
2m
cos
de:c, a€R, a>1.
(a — cosz)?
0
2
. . sin? ¢ 27
118. IIpumeHoM KOMILIEKCHE UHTErparuje Jokaszamu ga je [ = | ————— dt = — <a —Va?— b2) ,
a+ bcost b2
0
rae je a > |b| > 0.
119. Uspauynatu nHTErpas
21
1
Jdt, rieje a€R, a>1.
a+ cost
0
120. Ilokazatu ma je
2
J dt 5
(5 —3sint)2 32
0

21
dx

cost + 2sinz — 3’

121. IIpumeHOM KOMILIEKCHE WHTErpalfje u3padayHaTn uHTerpaa I = J
0
122. N3pauynatu uHTErpas
21

dt
Ja2s1n2t+b20082t’ raeje a,b€R, a>b>0.

0

123. Kopucrehu KOMILTEKCHY HHTETrPAINjy U3PadyHATH

21
J 1+sinz

——dx.
1+sin?x

0

124. Kopucrehu KOMILTEKCHY WHTETrPaIyjy MOKa3aTh 14 je

™

1—7r? do
— =1, 0<r<l.
J 1—2rcosf +r22nm "
—T
2m
1
125. IlpumenomM KOMILJIEKCHE UHTErpaIije u3padyHaru uarerpai I = J ——— 5 df, ako je a > 1.
(a + cosf)

0

14



126. N3pauynatu uHTErpas
+o00o

1'2
J(x2_i_a2)2d$, GER,(I>O.
0

127. Nspauynatu nHTErpas
—+00

sin(2x)
J 755(3:2—# 1)2da;.

128. Kopucrehu KoMmIieKCHy HHTErpPaInjy U3padyHaATH

o0

jm3sinx d
—— dx.
(22 4+1)3

0

129. Kopucrehu KOMILTIEKCHY UHTETPAINjy U3PadyHaATH

o0

J cos 2ax — cos 2bx

5 dx, a,b> 0.
x

0

130. Kopucrehu KoMIIeKCHY MHTErpaIjy U3padyHaTH

o0

J cosx dx
R
0

oo

. 1
131. IlpmMeHOM KOMIIJIEKCHE MHTETPAIMje OJIPEeIUTH BPEIHOCT PEAJTHOT MHTErpasa: J 155 dx.
x
0
Hanomena: Kopuctutu KpUBOJIMHUjCKU UHTErpaJs ojroBapajyhe KoMmiuiekcHe YHKIHjE TyK
KpHBE KOja je TPaHulla CEKTOPA JaTOr V IOJAPHUM KOOPIMHATAMA

4 P
{7“6“”:0<7"<R,0<g0<;},]%>1.

132. Kopucrehu KOMIIEKCHY HHTETrPaIljy MOKA3ATH

o0

I 1 d s

xr = .
zt+1 2v/2
0

+o00
.%'2

(22 +2) (2% + 3)

133. IlpumMeHnoM KOMILIEKCHE MHTETrPallje, N3PAIyHATH UHTETrPaJL: J dx.

—00
134. IlpumeHnoM KOMILIEKCHE MHTEIrPAIje ITOKA3aTH 11 BAXKU
o0

X T

L ge="

J:c4+1 YTy
0

15



135. IlpumMeHOM KOMILIEKCHE WHTErpalifje MoKa3aTh J1a BarKu

T
T
dt = —.
J1+t6 3
0

136. Kopucrehn KoMIIeKCHY MHTErpaIyjy TOKA3aTH

o0

cost T _,
J'WtZZQG y a > 0.

0

137. IlpumeHoM KOMILIEKCHE HHTErPAIHje ITOKA3ATH Ja BAXKU

oo
COS T s
ST g =T
J (14 22)2 T
— 0

o
rsinx s
138. IlpumenoM KOMILIEKCHE MHTErpalyje mokazaTu: | ———— dxr = —.
22 +1 2e
0
139. Nspauynatu nHTErpas
+o0 d
T
—_ a,beR, b>a>0.
J 22 + 2ax + b2
— 0o

140. Ogpenuru
o
J 2x dx
(2 4+ 4)%
—0o0
141. Kopucrehu KOMILTEKCHY UHTETrPaIyjy J0Ka3aTu Ia je

o0

2
T s
JdeZSQ?’, Rea > 0.
—0o0

142. N3pauyHaTtu WHTErpaJ
+00

dx .

T ) roe je a,beR, a>0, b>0.

— o

o0
T dx

-tz —1

143. N3pauynatu nnrerpan I = J
—0o0
144. Kopucrehu KOMIJIEKCHY WHTETPAIINjy MOKA3aTH

o0 .
ST
——————dx = —me ™.
J 2 2r 45 e

—00

16



145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

Ilokazaru ma 3a a > 0 Baxku

o)

| ) g = Zeesin

—0o0

0
x cos xdx

IIpumenoM KOMILIEKCHE HHTEIPAIHj€e PEITUTH HECBOjCTBEHU PeaTHu nHTerpast I = J' 2 et 6
T4 — dx

—00
7r w/2
Hamomena. Moke ce KOPUCTUTH YUHMILCHUIA 12 j€ JeRSint dt = 2 J e Bsint gt R > 0.
0 0
. 2t
Taxobe, Baxu sint > —, t € [0,7/2].
T

HpI/IMeHOM KOMIIJICKCHE I/IHTeraI_[I/Ije IIOKa3aTH Ja BazKM

Y ax 1— 2a—l
TR R,
(e*+1)(e* +2) sin arm

W3zpauynatu wHTErpaJ

rze je ¢ > 0 nmpousdBosbaH peasian Opoj.

IIpumenoM KOMILIEKCHE MHTErpallije MOKa3aTH 1 BaXKu

00 -1
Jx de=—" 0<p<l.
1+=z sin pmw

0
Uspauaynaru, ako p ¢ Z u 0 < p < 3, HuATErpaJ

® 1
P~ dx

i (x+ 1D (z+2)(x+3)

Kopucrehn koMIiekcHy MHTErpalujy nu3padyHaTn

® a
x
J1+x2dx, -1<a<l1.
0
Onpeauru
T P dx
T
, —-1<p<3.
J (22 + 4)(z + 4)2 P
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153.

154.

155.

156.

157.
158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.
168.
169.

170.

7 RusSeova teorema i princip argumenta

[okazaTu ja ce ceu Kopenn jegnauune 2° — 522 + 10 = 0 mamaze y npereny 1 < |z] < 2.

IlokaszaTn ja ce cu Kopenn nojunoMa P(z) = 27 — 523 + 12 manase y npereny {z € C: 1 <
|z| < 2}.

Onpemuta 6poj mymta mommHoMa P(2) = 26 — 25 +62% — 523 4+ 822 — 42 + 1 kojuma je peasn eo
CTPOTO MO3UTUBAH.

[Tokazaru ma 3a Hysne nonmHoMa P(z) = 24 + 23 4+ 422 4+ 22 + 3 Baxku 12 je Rez < 0 u 1a Hema
peaHuX HyJIa.

Oppemuru 6poj myna nommmnoMa P(z) = 2% — 423 + 1122 — 142 + 55 y cBaKOM KBaJIpanTy.

V KojuM KBaJIpaHTHMa KOMILJIEKCHE PABHH Ce Haja3e KOpeHH jeanaunue 2% 4 23 +422 42243 = 07
Jla Jii TIoCcTOje peaslHi WM YUCTO MMATHHAPHHU KOpeHu oBe jeaHadnue? OOpasiioxKuTu OIAroBOp.

JHokazaru 1a jeamaansa 28 4+ 32° + 2 + 5 = 0 mMa Ta4HO [1Ba KOPEHA Y IPBOM KBAJIPAHTY, aKO je
ITO3HATO /I3 HEMa, PEATHUX HYJIA.

Onpemuta Koymko momuaoM P(z) = 23 — 222 + 22 — 1 mMa Hysna y csakom KBajapanty (6e3
KOOD/IMHATHUX OCA.).

Ounpeuru 6poj Hysta nosmuoMa P(z) = 2545243 yHyrap jejiuHuaHe KPY>KHHIIE KAO U y IPCTEHY
{zeC: 1< |z| <2}

Oapemuta 6poj myna nommmaoMa P(z) = 28+ 27 — 52 +2023 4+ 24+ 4 y obnacru |z| < 3 u y npsom
KBaJIPaHTYy.

Oxpenuru 5poj Hysna nosmHoMa P(z) = A 422343224242

(a) y kpyry |z <4
(6) y mosypasuu Re z > 1.

Oppemuta 6poj myna nommmoMa P(z) = 20 4+ 2° + 102 + 323 + 22 + 22 + 1

(a) y mpcreny 1 < |z| < 4;
(6) y mpBOM KBaJIpaHTy.

Onpemuta 6poj pemema jenmaunme z' — 524 +iz2 — 2 = 0 yryTtap kpyxnuume |z| = 1.
Onpemuta 6poj Hyna nommaoMa P(2) = 27 — 524 +i22 — 2

(a) y obmacru rze je |z| > 1;

() y smecHoj Moy paBHH.
Oppemuru 6poj pemesa jeamaunne z° +iz3 — 4z +4 =0y npereny 1 < |z| < 2.
[Tokazaru na jennaunna (z+2)e”* = z+3 HeMa pellenha KOjJuMa je PEAHH JIe0 CTPOro MO3UTHBAH.
[Tokazaru na jennaumna (z 4+ 1)e™* = z + 2 Hema pelleba y IeCHO] Oy PABHH.
ITokazaTu 12 jeqnaunna 2% 4+az+b =0, a,b > 0, ©Ma TAYHO je[HO PEIIEEE Y IPBOM KBaIPAHTY

. 7r
U Jia je HeroB aprymenT Behu of 1
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171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

Heka cy a,b € R u n € N. Oapenuru 6poj KopeHa jeanaunne 22" + a22?" 1 + b2 = 0, unju je
PEAJHH J1€0 MO3UTHUBAH.

Hamomena: pa3aBojutu Ha caydajeBe n MapHO U 71 HEIapHO.
Hexka je nat mommmom P(z) = 2% 4+ 1922 + 640.
(a) Tlokasaru ma KopeHu nosjmHOMa P HHUCY peasiHu OpPOjeBH, HUTU CTPOIO MMAIMHAPHU KOM-
IJIEKCHU OPOjeBH;
(6) Ilokazaru ma mosmuOM P mMa IO jeJlaH KODEH y IIPBOM M YeTBPTOM KBAJPAHTY, a Ja y

ApyroMm u TpeheM KBaJIpaHTy MM I10 JBa KOPEHA.

Heka je f anasurmuka dysknuja Ha |z| > 1 n Heka je |f(z)] < 1 ma |2| < 1. Ilokazatu na f uma
jemmucTBany uKCHY Taduky Ha |z| < 1, Tj. Ja HOCTOju jenMHCTBEHO periemne jeanaqdnne f(z) = z
Ha |z| < 1.

Hoxkazaru ja 3a A € R, A > 1, jenrnadnna

)\—zzl

UMa TAYHO jeJIHO pelllerbe yHyTap Kpyra |z| < 1, u To peasiHo.

z

Oppemutu 6poj permema jeqnadune e > — 422 = 1 ynyrap jeaumumanor xkpyra |z| < 1. Jokazarn

a Cy Ta peIlerba PeaTHa.

Heka je k peasan 6poj, Taxkas ma k > 1, u meka je n € N. Ilokasaru na jennaunna 2" = €%

uMa n peremba y Kpyry |z| < 1.
Heka je a > e. Ilokaszaru na jeqnaqnna az" = e uMa n periema yHyTap Kpyra |z| = 1.

Heka je A € C TakBo na je |A| < 1 un € N. ITokazaru na jenHadnna
(z=1)""=A=0
uMa n perrerba yHyTap Kpyra |z — 1] < 1.

Heka je f amamurnuka dyHknuja Ha obsactu D Koja Caap:KU 3aTBOPEHY jeJIMHUYHY JIOITY
B(0,1) = {z € C : |z| < 1}. Ilpernocrasumo na je |f(z)| < 1 3a |z| = 1. Oapeantn KOIUKO
periesa UMa jegaaqdnna f(z) = 2" yuyrap B(0,1).
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