AHanuTtn4yka reometpuja

MpepnaBarse 3

KoHycHu npeceum

(kpuBe gpyror pesa, KBagpaTHE KpuBe)

Muaunua Xuruh (AMW, MM®, YHC) AHanuTu4Ka reometpuja



ime — c 0b3npom Ha KapakTepucTumke

@ «koHycHN rpecek (KOHVKA) — KPWUBA Y MPECEKY KOHYCa 1 PaBHU Y PasHNM

nonoxajuma € €
@ «BagpaTHa KpuBa — jeaHaudnHa Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F =0

e KpnBa Apyror pega — Ca NpaBoM MOXe Ada uma HajBI/ILLIe AB€ Npece4dHe Ta4dke

b
parabola hiperbola

KoHycHe npeceke KOpUCTUMO Aa ONULLEMO KpeTarbe HeDECKNX Tena, KpeTarse
€/IEKTPOHA Y aTOMy, Y ONTULM ONUCYjy ODJINK COYMBA 1 Ornejana...

Munuvua XKuruh (MU, MM®, VHC) AHanuTu4Ka reometpuja



KaHOHCKe jefiHa4YMHe KOHYCHUX npeceka

0° Kpy»xHuua

Hecdunununja. Heka je y pasHn gata Tauka C. KpyxHuua je ckyn Tavaka y pasHu
TaKBUX Aa UM je pacTojarbe of faTe Tauke C KOHCTaHTHO u usHocu r, r > 0.
[JaTa Ttauka C ce Ha3uBa LLEHTap KPY>XXHULLE, a JAaTO pacTojatbe r je
NONYNPeYHUK KPY>XXHULUE.

[Moacetnmo ce

~Toep 0 d(T,0)=/x®+y?=r=

g 70N f
/ LN Xty =72
| T |
G o
. /
- ° d(T.C)=/(x—hP+(y—kP=r=
\“\”“‘4\‘ ™ c(v‘t: o YA
O LMD mgpeminua © (x—h2 4 (y — k> =1
h b
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KaHOHCKe jefiHa4YMHe KOHYCHUX npeceka

1° MNapabona

Hedunnnunja. Heka cy pate npasa d u Tauka F y pasHu. Ckyn Tavaka y pasHu
KOje ce Hanase Ha jelIHaKoM pacTojatby o gaTe npase d n gate Tadke F Ha3uBa
ce napabona. Tauka F 30Be ce cokyc, a npasa d gupekTpuca napabone.

s
T b/i?;[»; eon! o CneuwujanHo, ako Tadka F npunaga npagoj d
A (omHocHo, F € d) 3a onucanm ckyn Tadaka
}A(Tﬂ:) =d(Tyd) nobujamo aa je npaga Koja je HOpMasHa Ha
*': o dy Tauku F (gerenepucany napabony,

nz06nuyeny, ogpobery) CEIED

V HacTaBky, npernoctasumo ga F ¢ d.
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KaHoHcKka jegHauymHa napabosie

o ,“?(xta) KoopaunHaTHu cnctem nogecumo Tako Aa je hokyc
F(0,c), a pupektpuca d: y = —c

| Heka je P(x, y) npoussosbHa Tadka ca napadone.
W = OsHauumo ca @ npojekumnjy Tauke P Ha gupekTpucy d.
“ Jacho, Baxun Q(x, —c). Taga

aolt g=-e
Q AupaeTPuen
(Xy-¢)

d(P,F)=4d(P,Q)

N R e ) e RN
x> 4 y? = 2yc+ = y? +2yc+ A

x* = 4yc

1
}/—4—CX

KaHOHCKa jeflHa4MHa LeHTprpaHe napadone CUMeTpryHe y OAHOCY Ha y—oOcCy
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KaHoHcKka jegHauymHa napabosie

MpumeTumo fa je Ha npetxogHoMm LpTexy kopuwherno ga je ¢ > 0; 3a ¢ < 0 camo
ce LpTex, OQHOCHO ycMepetbe napabonie Merba, a KaHOHCKa jeaHavmHa napadone

CUMETPUYHE Y OAHOCY Ha y—OCy ocTaje y = 4le2

c>0 c<O0

el e
/
lT(o,o) x
= d
iz

@ oca napabone — oca cumeTpuje napabone (caga, y—oca)

@ Teme napabose — npecek napabose ca weHom ocom (caga, T(0,0))
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KaHoHcKka jegHauymHa napabosie

KaHOHCKA jeflHa4yMHa LeHTprpaHe napadone cuMeTpryHe y OAHOCY Ha X—OCy
ce podbmja Ha NOTNYHO aHafnoraH HayuMHa
Heka je gupekTtpuca d : x = —c n cokyc F(c,0) (Ha
canuy ¢ > 0)
npojekuuja npouseosbHe Tadke P(x,y) ca napabone Ha
% ) anpektpucy je Q(—c,y) u Baxn

-

Al-ef) R0

d(P,F)=d(P,Q)
Vix=c2+(y =02 =V(x+c)+(y—y)

" g, = 2xct @by =X 4 2xc+ &
\ Fte,0)
\“ y2 = 4xc
d: x=-c
N N 15,
=2
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KaHoHcKka jegHauymHa napabosie

ako je c <0

jeaHaumHa napabone cumeTpuyHe y ogHOCy Ha
— i — 1.2

X—0Cy ocTaje X = z-y

mehyTnm, rpacuk napabone je obpHyTO ycMmepeH

@ oca cumeTpuje nocMaTpaHe napabone je x—oca
@ Teme napabone je T(0,0)

Mpumep 3.1 3a napabony y? = 10x ogpeanTn upekTpucy, GoKyc, ocy cuMeTpuje
N Teme, Te je Ha KPajy U CKULMpaTu
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KaHoHcKka jegHauymHa napabosie

JegHnauuna napabone TpaHcampane Tako ga joj je teme T(xo, o)

KpeHeMo og, napadone, Hnp.

" _L l\“\‘au
v=2u c>0 \V=zeM ) ‘
. \ (=
nomepuMo je Ha hecHoxka Xy \ - wpeom o T
” \ ' I
3aTuM Ha "ropexa ¥ N AR B aexe, v [rpe
. 7 g
R Xy AT

+ %o -

Tapa, 3a Tauky P(x,y) ca TpaHcnupaHe napabone y ogHocy Ha oarosapajyfiy
Tauky P'(u,v) ca ueHTprpaHe napabone Baxu:

HoBe koopguHaTe (x,y) cTape kopguHate (u, v)
X = U+ Xp Uu=X-—Xp
y=v+y V=Y —Yo
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KaHoHcKka jegHauymHa napabosie

3a nouetHy (ueHTpupaHy) napabony Baxu:

jepHaunHa je v= 4—1Cu2
dokyc je F'(0,¢)
AMpeKTpuca je d: v=-c
Teme je 7'(0,0)

CUMETpnYHa je y ogHocy Ha npasy u =0

Tapa, TpaHcnupaxa napabona (ca temerom y T(xp, ¥o)) 3af0BOsbaBa:

jenHauuHa je Y=Y = ﬁ(x —x)?
cdokyc je F(x0.y0 +€)
aupekTpuca je d:y—y=-c
Teme je T(x0, y0)

CUMETpUYHa je y ofHocy Ha npaBy x — xg = 0: oca je x = xp

Mpumep 3.2 OppeanTtu okyc, ANPEKTPUCY, TEME N OCYy CUMeTpuje napadose
x? 4+ 2x + 4y — 11 = 0; 3aTuM je 1 ckuumMpaTu
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KaHoHcka jegHaynHa enunce

2° Enunca

Hedunnunja. Heka cy paTte age dukcupare tadke F; u Fp y pasun. Enunca je
CKyN Tayaka y paBHW TakBMX [a UM je 35up pacTtojarba of aatux Tadaka F1 u Fp
koHcTaHTaH. [laTe Tauke F; u F, Ha3nBajy ce pokycm enunce.

@ npaga ogpeheHa dokycuma F; n F, ce
Ha3mMBa ¢pokasiHa oca

) D @ cpeguHa gyxu FiF, ce Ha3uBa yeHTap
= enunce
Ll . - v B '\_ T @ 33 Npou3BOJbHY Tauky P ca enunce Baxu
TENEN Fu WEWTA? %KQ\AHA, d(P, Fl) + d(P, Fz) = const = 2a,
~ P ako je d(F1, F2) = 2¢, ¢ > 0, Taga jacHo
e BaXkKn a > ¢

@ y npeceky enunce n dokasaHe oce Aodujamo
TeMeHa enunce
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KaHoHcka jegHaynHa enunce

Cneuujanto, ns geduHuunje ennnce
@ ako je ¢ =0, ogHocHo F; = F, n a > 0 podujamo kpyxxHuuy;
@ ako je ¢ = a = 0 jegHy Tauky;
@ a ako je c = a > 0 gobujamo ayx FiF,

KaHOHCKa jeflHa4MHa LeHTprpaHe ennnce ca pokycMma Ha X—ocCw

A4 KoopguHaTHu cuctem nogecumo Tako Aa je
Plx%) X— oca doKasHa Oca U fa je LeHTap enannce
"“1’—..\-"‘\,\ Y KOOPAWHATHOM MOYETKY
g R pakne, Fi(—c,0) n F(c,0)
Fa.-" & P V".\ boverve.  Tapa 3a npomssosbHy Tauky P(x,y) ca
\ (-ec) (@) (¢:C> Tl ennnce Baxu
\ o
J,/' d(P, Fl)—|—d(P, Fz) =2a
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KaHoHcka jegHaynHa enunce
Hakne, kopuctefin ga je F1(—c,0), F2(c,0) n P(x,y) aodbujamo:
d(P,F1)+d(P,F2) :23
Ve +y?+V(x—c) +y>=2a

(x+c)2+y?=2a—/(x—c)2+y?

a/(x—c)+y?=a" —cx

(a* — A)x* + a%y? = a%(a* — &?)

2 2

X

7 ﬁ:l b>=a>—c? jepjea>c
2 2
§+%:1, a>b

KaHOHCKA jeflHA4MHa LeHTprpaHe enunce ca pokKycMma Ha X—ocu
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KaHoHcka jegHaynHa enunce

Heke ocobuHe enurnce koje npousmnase u3 HeHe KAHOHCKE jefiHaYMHE:

x2 y2
_+§:1

("]
ru'\)l x

€[0,1] = x € [—a, 4]

€[0,1] = y € [-b, b]
@ Tauke (+a,0) n (0,£b) npunagajy ennncu

°
e

o Enwunca je cumeTpudHa y ogHOCY 1 Ha X—OCy 1 Ha y—ocCy
P(x,y) «— P'(x,—y), kao u P(x,y) <— P"(=x,y)

Iy

b \
P Jew ixi

L (a\0)

o)
~Q
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KaHoHcka jegHaynHa enunce

LleHTpupaHa enunca ca pokycmma Ha Xx—ocu

2 2
X y ayb
- + ? =1 a>b /T \
cokycu Ha x—ocu ¢y Fi(£c,0), i=1,2 i 2
rae je c = Va2 — b? gl e Yo i
Temena cy Ti(£a,0), i=1,2

LleHTpMpaHa enunca ca hokycmma Ha y—ocu

2 2

X v

? + p =1, a<b
cokycu Ha y—ocn cy Fi(0,+c), i=1,2
rae je c = Vb2 — &2

TemeHa cy Ti(0,£b), i=1,2
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KaHoHcka jegHaynHa enunce

JepHaunna enunce ca uentpom y S(xo, yo) je

ERVAY PRV
(x 2Xo) + (y — ) -1
a b?
X
2 2
[Mpumep 3.3 HaupTatn enuncy 6 + 9= 1 n ogpeanTyn joj chokasiHy ocy, Kao un
came dhokyce n TeMeHa
2 2
[Mpumep 3.4 HaupTaTn enuncy 9 + 6= 1 n ogpeanTn joj cbokasiHy ocy, Kao u

came dhokyce n TemeHa
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KaHoHCcKa jegHaumHa xunepdosne

3° Xunepbona

Hedurnunja. Heka cy gate ase Tauke y pasiu F; n F,. Xunepbona je ckyn
Tayaka y paBHU TakKBUX A UM je pa3/inka pacTojarba of AaTux Tadaka Fi un F,
KoHcTaHTHa. [JaTe Tauke F; n F, Ha3uBajy ce pokycn xunepbone.

@ npaga ogpeheHa dokycuma F; n F, ce
HasnBa ¢pokasiHa oca

J 4
=l

\

@ cpepuHa pyxu F1F, ce Ha3uBa yeHTap

3
\

\
PRI i, S

xunepbose
o B .
I 'f‘, Y ,\ﬁ‘b":‘“;“" @ 3a Npou3BoJbHY Tauky P ca xunepdone Baxu
C yerw? Tl = OCA |d(P, F1) — d(P, F;)| = const = 2a,
F Er ;
2 Heka je d(Fy, F) = 2¢, ¢ > 0, Taga Baxu
a<c
@ y npeceky xunepbosie u dokanHe oce
y \ fodujamo Temena xunepbose
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KaHoHCcKa jegHaumHa xunepdosne
KaHOHCKa jeAHauyuMHa LeHTpupaHe xunepdose ca okycrMa Ha x—ocu

KoopauHaTHu cuctem nogecmmo Tako fa je
Xx— oca cdokasHa oca U fa je ueHTap
xunepdosie y KOOpAMHATHOM MOYETKY
pakne, Fi(—c,0) n F(c,0)

Tapa 3a npomsBosbHy Tauky P(x,y) ca
xunepdose Baxu

|d(P, F1) — d(P, F2)| = 2a
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KaHoHCcKa jegHaumHa xunepdosne
Hakne, kopuctefin ga je F1(—c,0), F2(c,0) n P(x,y) aodbujamo:

d(P,F)—d(P,F)=+2a
Vix+e2+y2—(x—cP+y?=+2a

Vix+e)2+y?=42a+/(x—c)?2+ y?
2
Fay/(x—c)2+y?=a—cx ‘

(a* — A)x* + a%y? = a%(a* — &?)

‘ 2

2 2
X .
7 ﬁ:l b= —2% jepjea<c
2 2
X
S -5=1
a b?

KaHOHCKa jeAHauyuMHa LeHTpupaHe xunepdose ca okycrMa Ha x—ocu
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KaHoHCcKa jegHaumHa xunepdosne

Heke ocobuHe xunepbone koje npomsnnase ns teHe KAHOHCKE jefHAYMHE:
X2 y2
a2 b?

L >1= x€(—o0,—a|Ua,0)

=1

WwTOo jow umnamumpa ga je x # 0, Tj. xunepdona He ceve y—ocy

Tauke (+a,0) npunagajy xunepbonu

Xunepbona je cuMeTpuYHa y OAHOCY U Ha X—OCY 1 Ha y—OCy

. 2 2 .
Xunepbona uma acumnrore jep ns % = % — 1 godujamo
b? a

y= :i:g x2 — a2 opaknie BUAUMO y A~ :I:é’x Kafla X — 00
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KaHoHcka jegHa4vnHa xunepdone

LleHTpupaHa xunepbonia ca hoKycrma Ha X—ocu

XZ y2

2 B
okycu Ha x—ocn ¢y Fi(£c,0), i=1,2
rae je c = a2 + b?

TemeHa cy (+a,0)
acumnToTe y = :I:gx

=1

ueHTpupaHa xunepdona ca okycmma Ha y—ocu

cokycn Ha y—ocu ¢y Fi(0,+c), i=1,2
rae je c = va*+ b?

Temera cy (0, +b)

acumnToTe y = :I:gx

Muaunua Xuruh (AMW, MM®, YHC) AHanuTu4Ka reometpuja



KaHoHCcKa jegHaumHa xunepdosne

JepHaunna xunepbone ca ueHtpom y S(xo, yo) je

a2 2 1
X2 2
Mpumep 3.5 HaupTaTtu xunepbony 75" 1 n oppenunTu joj dokanHy ocy, Kao
n came hpoKyce, TEMEHa N acCUMNTOTE
2 2
Mpumep 3.6 HaupTtaTtu xunepbony yg — XI =1 n ogpenutn joj okanHy ocy, kao

n came hpoKycCe, TEMEHA N aCUMNTOTE
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