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Predgovor

Ovaj udzbenik je namenjen pre svega studentima osnovnitheakskih stu-
dija koji na smeru Informacione tehnologije na Departmaauratematiku i in-
formatiku Prirodno-matemaditkog fakulteta u Novom Sadu sluSaju predmet Ana-
liti Cka geometrija, mada moZze biti interesantan i studentimgildistudijskih pro-
grama, kao i starijim srednjoSkolcima.

Analiticka geometrija je disciplina koja geometrijske problemeuaje i re-
Sava algebarskim jezikom i algebarskim sredstvima. Takabgekti kao Sto su
prava ili krug opisuju jednéinama, dok se oddivanje t&aka preseka dva objekta
svodi na reSavanje odgovarail sistema jedr@na. Na taj nain analittka geo-
metrija obezbedjuje jezik i alate kojima se reSenja odggjuaih geometrijskih
problema mogu formulisati na i prihvatljiv za r&unske masine.

UdZbenik pred vama je koncipiran kao zaokruzen kurs, madad $itaoca
otekuje da vlada elementarnim geometrijskim vestinama vaurprve dve go-
dine srednje Skole, kao i osnovnim elementima progranaranprogramskom
jeziku Java. Prilikom odabira materijala k@i biti ukljuten u kurs poseban na-
glasak je stavljen na koncepte koji su potrebni za efikasynadenje nastave iz
predmeta Réunarska grafika 1 koji se izvodi na osnovnim akademskimi-stud
jama na smeru Informacione tehnologije, idRaarska grafika 2 koji se izvodi na
master akademskim studijama na smeru Informacione tegifmlo

Kurs je podeljen wwetiri glave, a svaka se zavrSava operacionalizacijom te-
orijskih koncepata koji su u toj glavi razmatrani u vidu koetkiog Java koda,
kao i izborom zadataka za vezbu. Cilj navedenih Java kod®dajsecitaocu
demonstriraju algoritamska reSenja elementarnih gedjsigtr problema. Tako
je Citaocu na jednostavnim primerima prégo kompletan put algoritamskog re-
Savanja geometrijskih problema:

geometrijski problem- algebarski model- algoritamsko re3enje.

U Glavi 1 se podseamo nekih osnovnih algebarskih vestina kigenam tre-
bati za dalji rad u oblasti analike geometrije. Budki da se presek dva geo-
metrijska objekta u jeziku analitke geometrije svodi na odfanje re3enja ne-
kih algebarskih jedri@na kao i sistema linearnih jedtiaa, prvo se podéamo
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osnovnih strategija za njihovo reSavanje. Podsetio se pojma determinante i
matrice i pokazeemo kako se oni koriste za reSavanje sistema linearnilajedn
¢ina. Nakon toga se podsamo elemenata vektorskogCraa, Cije tehnike de-
monstriramo na problemu podele duZi u datom odnosu i na@mubbdréivanja
teziSta konénog skupa téaka. Kao prirodno uopstenje ove geometrijske situacije
uvodimo pojam i osnovne osobine (realnog) vektorskog prastNa kraju, ope-
racionalizujemo pojam afine i linearne transformacije ukebklasaAffine2D i
Affine3D Cije implementacije dajemo na kraju glave.

U Glavi 2 razvijamo kljiEne elemente analitke geometrije u ravni. Nakon
Sto koordinatizujemo ravan i pokazemo kako se vektorimaeljigid koordinate
uvodimo osnovne operacije sa vektorima i izvodimo nekglddnostavnih ali va-
znih formula (rastojanje taka u ravni i povrsSina trougla). Potom uvodimo ska-
larni proizvod vektora kao mamo orude koje nam omodtuje da u ravni merimo
rastojanja i uglove. Centralni deo glave predstavlja difjlauo tri oblika jedna-
¢ine prave (normalni, parametarski i eksplicitni) i o odnues osnovnih objekata
u ravni. Sledi kratka diskusija o poligoniniji osnovi cilj je izvodenje for-
mule za ozné&nu povrsinu poligona. Potom dajemo anékitioblik najvaznijih
transformacija ravni. Glavu zavrSavamo operacionaljaaciuvedenih teorijskih
koncepata u vidu klasBoint2D, Line2D i Polygon2D koje implementiraju rad
sa t&kama, pravim i poligonima u ravni.

Glava 3 je posveena kljlenim elementima analitke geometrije u prostoru.
Glavu p&injemo tako Sto koordinatizujemo prostor i pokazemo kadkwekto-
rima dodeljuju koordinate. Uvodimo osnovne operacije detoréna i odmah
prelazimo na osnovni tainski alat: skalarni, vektorski i meSoviti proizvod vek-
tora u prostoru. Nakon toga uvodimo parametarski oblik e prave i nor-
malni oblik jedn&ine ravni i diskutujemo uzajamne odnoséaiaa, pravih i ravni
u prostoru. Potom dajemo anatii oblik najvaznijih transformacija prostora
(translacija, centralna simetrija, ravanska simetriganbtetija i rotacija oko koor-
dinatnih osa). Poglavlje koje sledi opisuje osnovne tehipitojektovanja, procesa
kojim se prostor preslikava na ravan na ,,razumatiniadok poglavlje nakon
toga uvodi kvaternione koji nam omoguju da na jednostavan ¢ia opiSemo
rotaciju oko proizvoljne prave u prostoru. Glavu zavrSawamperacionalizaci-
jom uvedenih teorijskih koncepata u vidu kl&@aaternion, Point3D, Line3D i
Plane3D koje implementiraju rad sa kvaternionima¢kama, pravim i ravnima
u prostoru.

U Glavi 4 temo upoznati i detaljno ispitati osnovne tipove krivihglrg reda
u ravni: krug, elipsu, hiperbolu i parablu. Potdramo izvrSiti klasifikaciju kri-
vih drugog reda u ravni i pokazati da su, osim nekoliko degsarih slitajeva,
prethodnim spiskom obuh@ane sve netrivijalne mog@nosti. Na kraju glave
pokazujemo zasto se krive drugog reda u ravni zovu joSs i kurreseci. Algo-
ritamsko rezonovanje u vezi sa krivim drugog reda predjstgetian od ozbiljnih
problema savremenog@anarstva i zato glavu zavrSavamo implementacijom koja
operacionalizuje samo one teorijske koncepte koji se anaskrug u vidu klase
Circle2D.
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Veliku zahvalnost dugujem recenzentkinjama ovog udzlzemkJovanki Pan-
tovic i dr Maji Pech, koje su pazljivo ptitale tekst, ukazale mi na veliki broj pro-
pusta, i svojim komentarima zéajno doprinele jasri prezentacije. Naravno,
odgovornost je samo moja za sve greSke koje su uspele dawagpro finalnu
verziju teksta.

U Novom Sadu, Dragan MaSulovi
februar 2019.
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1 Uvod

U ovoj glavi temo se podsetiti nekih osnovnih algebarskih vestina &eje
nam trebati za dalji rad u oblasti anatie geometrije. Budki da se presek dva
geometrijska objekta u jeziku anafike geometrije svodi na odfwanje reSe-
nja nekih algebarskih jeddma kao i sistema linearnih jedtiaa, prvocemo se
podsetiti osnovnih strategija za njihovo reSavanje. Pitts®o se pojma deter-
minante i matrice i pokaz&mo kako se oni koriste za reSavanje sistema linearnih
jedn&ina. Nakon toga se podsemo elemenata vektorskogttaa,Cije tehnike
demonstriramo na problemu podele duzi u datom odnosu i Hagymu odréi-
vanja tezista konmog skupa téaka. Kao prirodno uopstenje ove geometrijske
situacije uvodimo pojam i osnovne osobine (realnog) vekiog prostora. Na
kraju, operacionalizujemo pojam afine i linearne transtarije u obliku klasa
Affine2D i Affine3D Cije implementacije dajemo na kraju glave.

1.1 Algebarske jedn&ine
Algebarska jednaCing jedn&ina oblika
P(x.y,...,2) =0

gde jeP(x,y,...,2) polinom sa realnim koeficijentima,ay, ...,z supromenljive

ili nepoznate Stepen algebarske jednacijeenajveEi stepen monoma koji se ja-
vlja u jedn&ini. Na primer, ¥— 6 = 0 je jedn&ina prvog stepena, kazemo jos
i linearna jednacCinasa jednom nepoznatomx2 y—1 = 0 je linearna jedna-
¢ina sa dve nepoznate? — 3x+ 5= 0 je jedn&ina drugog stepena, kazemo jos i
kvadratna jednacinasa jednom nepoznatorm? + y? — 3x— 4y — 12 =0 je kva-
dratna jednéna sa dve nepoznatex2 y+z= —5 je linearna jedn@na sa tri
nepoznate.

Postoje i jednéine koje nisu algebarske (na primefsinx+ /cosx = 1), ali
se reSavanjem takvih jedtiaa bave druge oblasti matematike.

Resiti jednacinu By, ...,z) = 0 u nekom skupu brojevaZ i odrediti sve
mogtte torke(a,b,...,c) elemenata skup@koje zadovoljavaju datu jednacinu
odnosno za koje j€(a,b,...,c) = 0. Jednéina moZe imati proizvoljno mnogo,
¢ak i beskon&no mnogo redenja. Na primer, jedimax? — 2 = 0 ima dva re$enja
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uR, ali nema redenja @, dok jedn&inax?+y? — 1 = 0 ima beskon&o mnogo
reSenja R, a t&nocetiri reSenja &: (—1,0), (1,0), (0,—1)i (0,1).

Neke algebarske jedtime mozemo veoma lako da reSimo, neke imaju kom-
plikovana reSenja, a neke mi, homo sapiensi, uopste ne urdamesimo. Sada
cemo se kratko podsetiti dve klase jedima koje se izuzetno lako reSavaju.

Linearna jednacina sa jednom nepoznatgnedndina oblika

ax+b=0,

gde jea,b € R.

. . o L . b
e Ako je a= 0 jedn&ina ima t&no jedno reSenjr = _5;
e ako jea=0ib+# 0 jedn&ina nema redenjalR, a

e ako jea = b = 0 jedn&ina ima beskortano mnogo resSenja B (Stavise,
svaki relani broj je tada reSenje jedirze).

Kvadratna jednacina sa jednom nepoznaferfednaina oblika
ax + bx+c =0,
gde jea,b,c € R. Neka jeD = b? — 4ac diskriminantaove jedndine.

e Ako jea# 0iD < 0 jedn&ina nema reSenjalR;
, . . o L . b
e akojea# 0iD =0, jedn&ina ima t&no jedno reSenjr = ~ 23 a

e ako jea#01i D > 0, jedn&ina ima t&no dva reSenja R koja su data
—b++D

2a
e Ako je a= 0 slutaj se svodi na linearnu jedtiau sa jednom nepoznatom.

poznatim obrascemy » =

1.2 Dve jedn&ine sa dve nepoznate

Sistem jednacinge niz jedn&ina (preciznije, njihova konjunkcija) kojima
trazimo zajedriika reSenja. Na primer,

Xy +72=9
X+ y+ z=0

je jedan sistem jeditina. Kazemo da je teistem dve jednacine sa tri nepoznate
Ako su sve jednéine u sistemu linearne, onda jegistem linearnih jednacina
Prethodni sistem je sistem jedne linearne i jedne kvadiatiregine.



1.2 Dve jednaine sa dve nepoznate

Primer. ReSiti sistem jedr@na

X+ y=1
X+ 27 =2.

ReSenje.Ako iz linearne jednéine izrazimox dobijamox = 1 —y. Uvrsta-
vanjem ovako dobijenog izraza zau kvadratnu jedrfainu dobijamo jedn&nu
(1—y)?2+2y? = 2 poy Cija resenja sy; = 1iy, = —z. Dakle, reSenja polaznog
sistema sux,y) = (0,1) i (x,y) = (3,—3).0

Sistem dve linearne jedtime sa dve nepoznate u opStemcsiu izgleda
ovako:
ax+by=k (%)
apX+ by = ko
i moZe se veoma lako resSiti. Jedna strategija za reSavast@rei(x) se sastoji
u tome da se reSavanje sistema svede na reSavanje jednadifedndine tako
Sto se iz jedne jedidine sistema izrazi jedna nepoznata i uvrsti u drugu jéidina
sistema.

Primer. ReSiti sistem jedr@na

2X+3y=5
4x+ 7y =8.

ReSenje.Ako iz druge jednéine izrazimox dobijamox = —£y+ 2. Uvr-
St avanjem ovako dobijenog izraza xau prvu jednd&inu dobijamo jednéinu
( %y+ 2) + 3y =5 poy Cije reSenje jey = —2, i sada se lako nalazi da je

Druga strategija za reSavanje sistefrpase sastoji u tome da se sistérans-
formiSetako da dobijemo novi sistem koji ima ista reSenja kao pthoa koji
je jednostavniji za reSavanje. K§na napomena ovde je da novodobijeni sistem
mora imati isti skup reSenj&ao polazni sistem. Ukoliko dva sistema jedima
imaju isti skup reSenja, kazemo daekvivalentnia za odgovarapte transforma-
cije kazemo da saekvivalentne transformacije

Teorema 1.Neka jeS sistem dve linearne jedbime sa dve nepoznate), neka
je S sistem dobijen o&tako Sto je jedna jedi@éna sistem& pomnoZena realnim
brojema # 0O:
X+ bly = Kk
aaxx+ abyy = aky

i neka jeS’ sistem dobijen o& tako Sto je jednoj jedriani sistema dodata druga
prethodno pomnoZena realnim broj@n

arx+ by = kg
(Ba]_ + az)X—l— (Bbl + bz)y = Bk + ko

Tada su5, S i S' ekvivalentni sistemi.
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Dokaz.Lako se pokazuje da ssi S ekvivalentni sistemi. Dokazimo da 8i S’
ekvivalentni. Jasno, ako j@, V) reSenje sistem&onda je(u,v) reSenje i sistema
S’. Pretpostavimo, sada, da(je v) reSenje sistem8&’, odnosno da je
au+ byv=k;
(Baq +az2)u+ (Bb1+bp)v = Bk +ko.

Odakle lako vidimo dgu,v) zadovoljava prvu jedré@nu sistemeS. Ako prvu
jedn&inu pomnozimo s@, a u drugoj prerasporedimo sabirke dmdimno:

Baju+ Bbiv = Bky
(Ba1u+ Bb]_V) + (a2u+ sz) = Bky + ko.

Sadatemo prvu jedn@nu uvrstiti u drugu:

Baju+ Bbiv = Bkg
Bki+ (agu+ bpv) = Bky + ko,

odakle lako zakljgujemo da je
U+ bov = ko.

Dakle, (u,v) zadovoljava i drugu jedri&nu sistemes. m

Prema tome, mnoZzenje jedne jedime sistema brojem koji nije nula, i doda-
vanje jednoj jednéini sistema druge jedgme koja je prethodno pomnozena ne-
kim brojem su dve ekvivalentne transformacije sistemaalinin jedn&ina. Ove
transformacije se mogu koristiti za efikasno reSavanjermsiatlinearnih jedna-
¢ina, pogotovo ako se radi o sistemima viSe jéiima sa vise hepoznatih,cemu
ctemo govoriti kasnije u kursu.

Primer. Ponovo resiti sistem jedma

2Xx+3y=5

4x+7y=8
transformisanjem u njemu ekvivalentni.

ReSenjePrvu jedndinu sistema pomnozimo s& i dodamo drugoj jedré@ni
i tako dobijamo novi sistem
2X+3y=5
y=-2.

koji je ekvivalentan polaznom, Sto zZtiada imaju ista reSenja. Iz novog sistema

odmah vidimo da jey = —2, dok se vrednost promenljivesada lako réuna iz
prve jedn&ine.



1.3 Determinante reda 2

Prethodni primer je ujedno bio i primer sistema linearnitin@ina koji ima
tatno jedno reSenje. Neki sistemi linearnih jedina nemaju reSenje, recimo
ovaj:

2x+3y=5
2x+3y =6,

dok drugi mogu imati beskogao mnogo reSenja, kao Sto je &hjisa ovim siste-
mom:

2X+3y=5
4x+ 6y = 10.

Za sistem linearnih jedidna kazemo da jememogucako nema resenja, da je
neodra&lenako ima viSe od jednog reSenja, i dagdredenako ima t&no jedno
reSenje. Kasnij€emo pokazati da ako je sistem linearnih jefina neodrden,
onda ima beskorimo mnogo reSenjal

1.3 Determinante reda 2

Posmatrajmo ponovo sistem dve linearne j@ilmasa dve nepoznate

aiX+by=Kk (*)
apX+ oy = ko

Ako je a;by — apb; # 0, njegova reSenja u opStem &hju su data sa

ki —koby . agko —agks
- a1b, —asby N agby — axby '
Ako uvedemo oznaku
a b
c d ‘ =ad—-ch

onda reSenja sistema mozemo zapisati na &ledgin:

ki bp ap kg

ko by : a ko
X= o i y=

a; by a b

a by a b

naravno, pod pretpostavkom daagh, — axb; # 0. Broj i g =ad—cb

zovemodeterminanta reda .2Primetimo da4 i predstavlja néin da se od

b
d
tabele brojeva Z 2 dobije novi broj.
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ki by

: a b
BI‘OJD:' oA ke by

a by

se zovedeterminanta sistemg); broj Dy = ‘

. . a; k
se zovedeterminanta po xa brojDy = ‘ al kl
> Ko
nante pa i y se dobijaju tako Sto se u determinanti sistema odgovizadjolona
zameni kolonom koj€ine slobodniclanovi u jednéinama. ReSenja sisten(a)
se uz ovako uvedene oznake i pretpostadki 0 kompaktno zapisuju na sletle
n&cin:

determinanta po.yDetermi-

Dx . . Dy

p 'Y D

Prema tome, ako jB # 0 sistem(x) je odreden i jedinstveno reSenje sistema je
dato prethodnim izrazima. Ako je, metim,D = 0 onda je sisten) nemog ili
neodrélen. U sl€ajuD = 0 potrebno je izvrsiti dodatne analize da bi se utvrdilo
da li je sistem nemoduili neodreden.

X =

Primer. Diskutovati reSenja sledeg sistema jeditna u zavisnosti od vredno-
sti parametrk € R:

kx+ 2y=1
X+ (k—1)y=k.
ReSenjeDeterminanta sistema je
k2 B
D= 1 k1 =k“—k—-2=(k—2)(k+1),

dok su determinante poi po y date sa

Dakle, zak € R\ {—1,2} sistem je odréen i njegovo reSenje je
Dy 1 Dy 1-k

D 2-k "D 2-k
dok slitajevek = —1 i k= 2 razmatramo posebno. Za= —1 dobijamo sistem:
—X+2y=1

X—2y=-1

koji je neodrélen i sva njegova reSenja imaju oblik= 2t — 1,y =t zat € R. Za
k = 2 dobijamo sistem

2X+2y=1
X+ y=2

za koga se lako vidi da je nemagu]



1.4 Tri linearne jedn@ne sa tri nepoznate

1.4 Trilinearne jednacine sa tri nepoznate
Sistem tri linearne jedr@@ne sa tri nepoznate u opStemdsju izgleda ovako:

aiXx+byy+ciz=k;
X+ by +crz=ko (x%)
agX+ bgy+ c3z = k.

Sistem(xx) se moZze reSiti tako Sto se iz jedne je€ine sistema izrazi jedna ne-
poznata i uvrsti u preostale dve jednee, i time se problem svede na reSavanje
sistema dve linearne jedtiae sa dve nepoznate. Ovo je, tim, veoma nee-
fikasna strategija pa se sistemi koji se sastoje od tri i wialnih jednéina sa

tri i viSe nepoznatih uglavnom reSavaju primenom ekvivaligntransformacija
sa ciliem da se u svakom koraku dobije ,,jednostavniji’esist Dokaz sledee
teoreme je analogan dokazu Teoreme 1 pa ga zato ne navodimo.

Teorema 2. Neka jeS sistem tri linearne jedrigne sa tri nepoznatéxx), neka
je S sistem dobijen o0& tako Sto je jedna jedidina sistem& pomnoZena nekim
realnim brojeno # 0:

aix+ biy+ ciz=k
aax+ abyy+acz= ak;
agX+ bay+ c3z=ks,

i neka jeS’ sistem dobijen o& tako Sto je jednoj jedriani sistema dodata druga
prethodno pomnoZena nekim realnim brojBm

X+ bry+ cr1z=kg
(Bag + a2)x+ (Bb1+bo)y+ (Bc1+ c2)z= Bki + ko
azX+ bay + C3z=ks.

Tada suS, S i S' ekvivalentni sistemm

Gausov metod eliminacijgredstavlja veoma efikasnu proceduru za reSavanje
sistema linearnih jediiina (koju je, naravno, predloZituveni neméki matema-
ticar Karl Fridrih Gaus — odatle ime). Umesto apstraktnog&ténja demonstri-
ratemo Gausov metod eliminacije na jednom primeru.

Primer. ReSiti sistem jedr@na

IX+y+4z= -2
2X—y+2z=-4
X+y+2z=-1.
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ReSenjeNapis&amo jednéine sistema drugim redom, tako da na prvo mesto
dovedemo ,,najjednostavniju” jediiau:
X+y+2z=-1
IX+y+4z= -2
2X—y+22= -4

a ondacemo tu jednéinu mnoziti raznim pogodno odabranim brojevima i tako
pomnozenu dodavati ostalim jedmaama sistema kako bismo uklonili sva po-
javljivanja promenljivex osim onog u prvoj jedr@ni. Prvu jednéinu sistema
ctemo, prvo, pomnoziti sa4 i dodati drugoj, a ondéemo je pomnoziti sa-2 i

dodati tr&oj:
X+y+2z=-1 4
IAX+y+4z= —2? (-2
2X—y+22= -4

Tako dobijamo novi sistem:

X+y+2z=-1
—3y—4z=2
—3y—2z=-2,

u kome nijedna jedri@na ispod prve ne sadrzi promenljivu Sadatemo na
isti naCin upotrebiti drugu jedri@nu da uklonimo sva pojavljivanja promenljiye
osim onih u prve dve jedi@ne. Dakle, drugu jedianu cemo pomnoziti sa-1 i
dodati tr&oj:

X+y+2z=-1

—3y—4z=2 71
—3y—27= —2.> o

Dobijamo novi, jos jednostavniji sistem:

X+y+2z=-1
—3y—4z=2
2z= -4

Pccetni sistem smo tako sveli iebugaoni oblikodakle se lako dobijaju reSenja
sistema. Iz tree jedn&ine dobijama = —2, pa kada taj podatak uvrstimo u prve
dve jedn&ine sistem postaje

X+y=3

—3y=—6.



1.4 Tri linearne jedn@ne sa tri nepoznate

Iz druge jednaine dobijamoy = 2, pa iz prve imamx = 1. Dakle, sistem je
odreden i njegovo jedinstveno reSenje(jey,z) = (1,2, -2). O

Primer. ReSiti sistem jedri@na

X+y+22=-1
2X—y+22=-4
AX+y+6z=-2.

ReSenje.Prvu jedn&inu pomnozimo sa-2 i dodamo drugoj, a onda je po-
mnoZzimo sa-4 i dodamo tréoj jedn&ini, i tako dobijamo ekvivalentan sistem:

X+y+2z=-1
—3y—2z=-2
—3y—2z=2.

Potom drugu jedri@nu pomnozimo sa-1 i dodamo tréoj i tako dobijamo sistem

X+y+2z=-1
—3y—2z=-2
0=4.

Ovaj sistem 6ito nema reSenja, Sto ztiala ni polazni sistem nema reSerija.

Primer. ReSiti sistem jedr@na

X+2y+z=-1
2X+2y—z=—-4
4x+6y+z= —6.

ReSenje.Prvu jedn&inu pomnozimo sa-2 i dodamo drugoj, a onda je po-
mnozimo sa—4 i dodamo tréoj jedn&ini, i tako dobijamo ekvivalentan sistem:

X+y+2z2=-1
—2y—3z=-2
—2y—3z=-2.
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Poslednje dve jediiine u sistemu su ideitime, tako da jednu mozemo da odba-
cimo, pa dobijamo sledgsistemdve linearne jednacine sa tri nepoznate

X+y+2z=-1
—2y—3z=-2

Promenljivaz mozZe imati proizvoljnu vrednost. Zato stavimo daje t za neko
t € R, pa dalje reSavamo sistem kao i ranije: iz druge jétdmajey = 1— %t, dok
iz prve jedné&ine dobijamox = —2— %t. Dakle, sistem je neodden, a reSenja
imaju oblik (x,y,z) = (—2—3t,1-3t,t),t e R. O

Prethodnim primerima smo pokazali da Gausov metod elinjgae samo
Sto moze da reSi sistem, odnosno, @dhla li se radi o nemogem ili neodrée-
nom sistemu, v@u slitaju da je sistem neodfen dobijamo i detaljnu strukturu
resSenja.

U poslednjem primeru smo imali primer neodemog sistemaa jednim ste-
penom slobodesto zn&i da smo vrednost jedne promenljive mogli proizvoljno da
biramo, ali su time vrednosti ostalih promenljivih bile jeznano odrelene. Za
kraj dajemo primer neoddenog sistema sdva stepena slobodgde proizvoljno
moZzemo da biramo vrednosti dve promenljive.

Primer. ReSiti sistem jedr@na

X+2y+z=-1
2X+4y+2z= -2
3X+6y+3z=—3.

ReSenje.Prvu jedn&inu pomnozimo sa-2 i dodamo drugoj, a onda je po-
mnozimo sa-3 i dodamo tréoj jedn&ini, i tako dobijamo ekvivalentan sistem:

X+2y+z=-1
0=0
0=0.

Sada promenljivey i zmogu imati proizvoljnenezavisnerrednosti. Zato stavimo
dajez=tiy=szanekest € R, paiz prve jednéne dobijamax= —1—2s—t.
Dakle, sistem je neodden, a reSenja imaju oblikx,y,z) = (-1 —2s—t,st),
steR.O
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1.5 Determinante reda 3

Determinanta reda predstavlja néin da se od tabele sax33 brojeva dobije
novi broj na sledéi nein:

a b o
a by o |= ajbycz+bicraz+crazhs—
ag b3 C3 —aghycy — bzcoag — czanbg.

Postoji jednostavno pravilo (tz§arusovo pravilpda se na osnovu tabelex33 Sarusovo pravilo
izraCuna vrednost odgovardje determinanteOno radi samo u slu€aju determi4 . korak:

nante reda tri izgleda ovako: pdemo od determinante reda 3 i dopiSemo zdesnal a; b; ¢ |a; by
prve dve kolone. Potom, ,,glavne” dijagonale mnoZimo i w@im sa znakom a b o ‘ a b
.+, a,,sporedne” dijagonale mnozimo i uzimamo sa znakef ,, a3 bs c3|as bs
2. korak:
. . . . . . Lot ++
Neke osobine determinanti reda 3. Direktnim r&&unanjem se lako pokazuje ~\, .
da determinante reda 3 imaju slédeosobine: a b cja b
a b coja b
1. Ako su svi elementi neke vrste ili kolone determinantengd nuli, vred- ag b3 c3|as bs
nost determinante je O: 3. korak:
a b c a; by ci|a by
d e f|=0 azgzczazgz
a cs | &
0 0O e 3/ 3/( 3 3 3

2. Ako su svi elementi ispod glavne dijagonale determingadmaki nuli,
vrednost determinante jednaka je proizvodu elemenataavagjl dijago-
nali:

=adf.

oOoyw
Qo
-+ D O

3. Vrednost determinante se ne menja ako vrste i kolonerdetante zamene
mesta tako da prva vrsta postane prva kolona, druga vrstarmosruga
kolona, a tréa vrsta postane tta kolona:

a b ¢ a ay ag
a by ¢ |=|b by b
a3 b3 c3 CL C C3

4. Ako dve vrste ili dve kolone determinante zamene mestajarse znak
determinante. Na primer,

ar by ¢ @ b ¢
a b col=—|a b
a3 bz c3 az by c3
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5. Ako se jedna vrsta ili jedna kolona determinante pomnodeln a, vred-
nost determinante se Wwsavaa puta. Na primer,

a b ¢ aay ab; acg
ala b, o |= a by Co
a3 bz ¢c3 a3 bz c3

6. Vrednost determinante se he menja ako jednu njenu viskolfnu) pret-
hodno pomnoZenu nekim brojem dodamo nekoj drugoj vrstikloni).

Na primer,
a b o a1 by C1
a by o’ = | kag+a kbi+by keitco
ag b3 c3 ag b3 C3

7. Ako su dve vrste ili dve kolone determinante jednake, wostl determi-
nante je 0. Na primer,
a by ¢
a bl c1 | =0.
& b c

Iste ove osobine imaju i determinante reda 2, Sto se lakoepawa direktnim
racunanjem.

14378 14253 1412
Primer. Izra€unati vrednost determinaniz= | 14377 14252 14126.
14376 14376 1437
ReSenje.Primetimo, prvo, da su u poslednjoj vrsti determinante sojdvi
jednaki, tako da je

14378 14253 1412
D =14376 | 14377 14252 14126.
1 1 1

Ako sada drugu vrstu pomnozenu-sé dodamo prvoj, dobijamo:

14378 14253 1412"> 1)
D =14376 | 14377 14252 14126
1 1 1

1 1 1
= 14376 | 14377 14252 14126.
1 1 1

Dakle,D = 0 posto poslednja determinanta ima dve jednake \ir$te.
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X y Xty
Primer. IzraCunati vrednost determinanie=| y x4y X
X+y X y
ReSenjeAko drugu i tre€u vrstu dodamo prvoj, dobijamo:

X oy Xty 2(x+y) 2(x+y) 2(x+y)
D= y x4+y X = y X+y X
Xty X y X+y X y
1 1 1
=2(x+y)| Y Xty X
Xty x Yy

Sadatemo prvu vrstu pomnoZiti say i dodati drugoj, a onda sax—y i dodati
treCoj:

1 1 1 ) 1 1 1
D=2(x+y)| y Xx+y X ?uw =2(x+y)| 0 x Xx-y
X+y X y 0 -y —x

Poslednja determinanta se lako mozedaraati pom@u Sarusovog pravila, tako
da dobijamo:

D = 2(x+y)(— +xy—y?) = —2(C +y®). O

Razvoj determinante reda 3 po elementima neke vrste ili kolee. Ako u
definiciji determinante reda 3 pregrupiSemo elemente avako

a1 bl C1
a by C | =ay(bycz—bscy) — by(axcs — azcy) + Ci(aghs —aghy)
az bz c3

vidimo da se determinanta reda 3 moZe predstaviti prekoetgrchinante reda
dva:

ag by c
1 1 L b, o a C a b
a b o|l=a4 b +C b |
b 3 C3 a3 C3 az D3
a D3 C3

Ovaj identitet se zoveazvoj determinante po elementima prve vrste

Slican identitet se moze izvesti ne samo za svaku vrstu detemenve i
za svaku kolonu. Na primer, razvoj determinante po elemmentiruge, odnosno
trece vrste izgleda ovako:

a by ¢

1 1 1 bl C1 a C1 a bl

a b ¢ |=—-a b +by 2 ol %2 4 bal?

as bs Cs 3 C3 3 C3 3 D3

a by ¢

to b1 o ap ¢ ap b

b = b

a D C |= a3 b —D3 +C3 b, |’
2 C2 a C a b

a3z bz c3
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dok razvoj determinante po elementima prve, druge, odnasei® kolone iz-

gleda ovako:
a by ¢
b, ¢ by ¢ by ¢
@ b = a bz ci —a b; c; +ag b; c; ;
ag bz c3
a1 bl C1
a C a C a C
a b c|=-b az ci +by a; c; —bs a; c; ;
ag bz c3
a1 bl C1
a b a b a b
& b (= o a; b; —C a; b; +c3 a; b;
a bz c3
+ - 4+ Ovi identiteti se mogu veoma jednostavno zapamtiti: poitikrazvoja determi-
- 4+ - nante po elementima neke vrste ili kolone, element se mratérishinantom reda
+ — 4 | dva koja ostane kada se iz velike determinante izbace rgeg®ta i kolona, a

znak se uzima prema poloZaju tog elementa na ,,Sahovskidjkaja je data po-
red. Evo jo$ jednom razvoja determinante reda tri po eleimendruge kolone:

2 | by ¢ a C a ¢ a ¢
a|by|c | =—b b C + by 1 C1 B 3 C1
az C3z az C3 a C
ag | bs|c3
ar b]_ C1 ap bl C1 ar b]_ C1
a b o a b o a b o
a3 bz c3 ag bz c3 a3 b3 c3
1 1 1
Primer. lzra€unati vrednost Vandermondove determinddte| a b ¢
2 K2
a? b? ¢

ReSenjeAko prvu vrstu pomnozimo saai dodamo drugoj vrsti, a potom je
pomnozimo sa-a? i dodamo tréoj vrsti, dobijamo

1 1 1
D=|0 b-a c—a
0 b°—a?2 c2—-a

Nakon razvoja ove determinante po elementima prve kolobgaioo:

b—a c—a
D_$‘¥—¥ 2 — a2

1 c—a
=(b-2a) b+a &—a?
1 1
= (b-a)(c-a) b+a cta

=(b—a)(c—a)(c—b). O
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Sistemi tri linearne jednacine sa tri nepoznate i determinante reda 3. Posma-
trajmo ponovo sistem tri linearne jediiae sa tri nepoznate u opStemdsju:

aiX+by+ciz=Kk
X+ by +cz=ky (x%)
azX+ by + Cczz=Ks

i neka su
ki b1 ¢ a ki ¢ a; b1 ki
Dx=|k b co|, Dy=|a k c |, D;=|a b k|,
ks bz c3 a3 k3 c3 az bs ks
a1 bl C1
D=|a by, ¢
a bz c3

determinante koje, redom, zoverdeterminanta po xdeterminanta po ydeter-
minanta po 4 determinanta sistema

Teorema 3. Ako za sistem(xx) znamo da jeD # O, tada je sistem odden i
njegovo jedinstveno resenje je dato sa

p’ YD D
Dokaz.Kada prvu jedné&inu sistemgx) pomnozimo s# Ez Ez , drugu po-
3 C3
mnogimosa—| 2 © | wetusal 2 @ |i sve to saberemo, dobijamo:
b3 C3 b2

G T
Gl R S ) I
R | S
e FR RE R EE s

Koristeti razvoj determinante reda 3 po elementima prve kolonghpdma jed-
natina se moze zapisati ovako:

a b1 o b1 by ¢ ¢t b ¢ ki b1 ¢
a by o |x+|b by co|ly+|c by ¢lz=|k b
ag bz c3 bs b3 ¢c3 c3 b3 c3 ka3 b3 c3
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Svaka od determinanti koje mnogéezima dve jednake kolone, pa su obe jednake
nuli. Tako ostaje

a b ¢ ki b1 ¢
dp b2 C [X= k2 b2 C |,
aa bz ¢c3 ks bz c3
odnosno,
D X= Dx.

. .. D s .. . Dy . D
Kako jeD # 0 dobijamox = BX Na isti n&in se dobija da jg = By iz= BZ N

Ako je D = 0 sistem(xx) je nemoga@ ili neodrelen. Mi sada nemamo do-
voljno teorijskog alata da ovaj stav i pokazemo. Za¢mo dokaz dati kasnije, i
to za opstiji sléa;.

Kada je determinanta sistenf&«) jednaka nuli potrebno je izvrSiti dodatne
analize da bi se utvrdilo da li je sistem nemogdlineodrelen. Evo primera:

Primer. Diskutovati reSenja sledeg sistema jedi@na u zavisnosti od vredno-
sti parametrk € R:
1
X+ y+ z= Ek(3— K)
2x+ (3—K)y+ 2z = 2
X+ (4-Ky+ 3+ (k—1)(k—2)(k—3))z = 3.
ReSenjelzraCtunajmo, prvo, determinantu sistema:

1 1 1
2 3-k 2
3 4-k 3+ (k—1)(k—2)(k—3)

D=

Prvu vrstu determinante pomnoZenu-sa dodamo drugoj vrsti, a onda je po-
mnozenu sa-3 dodamo tréoj vrsti. Tako dobijamo da je

1 1 1
0 1-k 0
0 1-k (k—1)(k—2)(k—3)

D:

)

odakle, razvojem po elementima druge vrste dobijamo
D=(1-Kk)(k—1)(k—2)(k—3).

Dakle, zak € R\ {1,2,3} sistem je odrden i standardnim postupkom se moze
dobiti njegovo reSenje:
1 1
x= kDY R k)

1
(k—1)(k—2)(k—3)"

y=2-k z=
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Pogledajmo sada Sta se deSava aaluD = 0. Zak = 1 dobijamo sistem

X+ y+ z=1
2X+-2y+22=2
3X+3y+3z=3

koji je ekvivalentan sistemu

X+y+z=1

Ovaj sistem je neodden (sa dva stepena slobode) i njegova reSenja su
Xx=s y=t, z=1-s—-t, steR.

Zak = 2 dobijamo sistem

X+ y+ z=1
2X+ y+2z=2
3X+2y+3z=3.

Kako je treea jedndina sistema jednaka zbiru prve dve, mozemo je udaljiti iz
sistema bez uticaja na skup reSenja sistema, i zato je préthistem je ekviva-
lentan sa

X+y+ z=1
2X+y+22=2.

Ako drugoj jedn&ini dodamo prvu jedri@nu pomnozZenu sa2 dobijamo ekvi-
valentan sistem

X+ y+z=1
-y =0
Ovaj sistem je neodden (sa jednim stepenom slobode) i hjegova reSenja su
x=t, y=0, z=1-t, teR.

Konano, zak = 3 dobijamo sistem

X+y+ z=0
X  +2z=2
3X+y+3z=3.

Ako drugoj jedn&ini dodamo prvu jedianu pomnozenu sa 2, a onda treoj
jedn&ini dodamo prvu pomnoZenu s&8 dobijamo ekvivalentan sistem

X+ y+z=0
-2y =2
-2y =3

Ovaj sistem je nemogul]
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1.6 Opsta definicija determinante

U ovom odeljkucemo dati opStu definiciju determinante ragan > 2 i na-
vesti osnovne osobine determinanti. Za to nam jedutien, potreban pojam
permutacije.

PermutacijaskupaA = {1,2,...,n} je svaki nizaja,...a, elemenata skupa
A sa osobinom da se svaki element skidgavlja tacno jednom u ovom nizu.

Na primer, 41372685 je jedna permutacija skAga{l,2,3,4,5,6,7,8}, dok
876543218 i 1234678 to nisu (u prvom nizu se element 8 javi@mlita, dok se
u drugom nizu nijednom ne pojavljuje element 5).

Skup svih permutacija skupd, 2,...,n} ozn&avamo s&,.

Neka jef = aja,...a, permutacija skupdl,2,...,n}. Inverzija permuta-
cije f je svaka situacija u kojoj se @ebroj nalazi ispred (ne nuzno neposredno
ispred!) manjeg broja u permutaciji. Preciznije, invazijermutacijef je par
(a,a;) sa osobinom < j i & > a;. Broj inverzija permutacijef ozna&avamo
sainy f). Za permutaciju kazemo daarnaili neparnau zavisnosti od toga da
li je inv(f) paran ili neparan broj.

Primer. Neka jef =37128645. Inverzije permutacijesu(3,1), (3,2), (7,1),
(7,2), (7,6), (7,4), (7,5), (8,6), (8,4), (8,5), (6,4) i (6,5) kako je pokazano na
Sl. 1.1. Dakle, ingyf) = 12 i ova permutacija je parnal

3 7 1 2 8 6 4 5
N N7 N\

Slika 1.1: Sve inverzije permutacije 37128645

Teorema 4.Ako jen > 2, broj parnih permutacija skup[a .,n} jednak je broju
neparnih permutacija tog skupa, i oba broja su jednakgs

Permutacijaf = ayay...a, skupaA = {1,2,...,n} nije niSta drugo do bijek-
tivno preslikavanjef : A— A dato sa

f_ < 1 2 ...n >
a A ... an ’
Obrnuto, svako bijektivno preslikavanfe: A — A jednozn&no odr&uje permu-
taciju f(1) f(2) ... f(n) skupaA. Dakle, permutaciju skupaA = {1,2,...,n}
mozemo da predstavimo kao niz duzin&od koga se svaki element skupa

javlja tatno jednom, ili kao bijektivnu funkcijuf : A— A. Od ovog trenutka ne-
cemo praviti razliku izmédu ove dve reprezentacije, pre svega zato $to je prelazak
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sa jedne na drugu veoma jednostavan, kako pokazujetsiedimer:

1 23 456 7 8
371286 45

Tretiratemo permutacije nekad kao nizove, nekad kao bijektivn&dije u za-
visnosti od toga Sta nam je u tom trenutku pogodnije.

) +— 37128645

Definicija. Neka jen € N prirodan broj. Determinanta reda rje algebarski

izraz oblika
a1 a2 ... Qn
a1 a2 ... axn .
D=| . . o= ;(_1)mv(f)alf(l)3-2f(2)---anf(n)-
. . . fe
anl @2 ... @nn

gde sua;; proizvoljni realni brojevi, 1< i, j < n. Krace piSemo D = |&jj [nxn.

Primetimo da svaki sabirak u definiciji determinante sathi#no jedan ele-
ment svake vrste determinante, ¢h@ jedan element svake kolone determinante.
1 2 3 4
3145 2
i elementi determinante koji kanioci uCestvuju u tom sabirku izgledaju ovako:

Naprimer, zan=5if = , sabirak koji odgovara permutaciji

A1 Q12 13 14 s
A1 A2 A3 A4 Qs
(-1)%aqsap1as48usds, < | @31 ag As3 84 aAss
Aq1 A42 43 4 A5
d51 ds2 A3 As4 Ass

Time smo pokazali sle@e osobinu determinanti:

Vrsta/kolona koja se sastoji od nula. Ako se u determinantd neka vrsta ili
kolona sastoiji iskljgivo od nula, onda j® = 0.

Osim ove osobine, determinante imaju jo$ niz vaznih osokije koristimo
da bismo efektivno odredili vrednost determinante.

Vrste postaju kolone i obrnuto. Determinanta ne menja vrednost ukoliko njene
vrste postanu kolone tako da prva vrsta postane prva kotsnga vrsta postane

druga kolona, ..., poslednja vrsta postane poslednja &olBreciznije,
a1 a2 ... an a1 a1 ... am
A1 A2 ... axn A2 A2 ... am
9nl an2 ... ann Ain dn ... ann

Prethodna osobina determinanti je vazna zato 5to pokazugda neka 0so-
bina determinanti vazi za vrste, vazi i za kolone.
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a a2 e ain a1 a2 ... Qn a1 &2 ... Qn
P+ P2+02 ... PrntCOn |=| P P2 .- Pn |+ G G ... O
an1 an2 e ann a1 @n2 ... ann a1 @n2 ... ann

Zamena mesta dvema vrstama/kolonama determinante. Neka jeD’ determi-
nanta koja se dobija od determinali¢ako Sto dve vrste (ili dve kolone) zamene
mesta. Tada j®’' = —D.

Dve jednake vrste/kolone. Ako su u determinaniD neke dve vrste jednake, ili
neke dve kolone jednake, ondalje= 0.

Eliminacija. Vrednost determinante se ne menja ako jednu njenu vrstt, pre
hodno pomnoZenu nekim brojem, dodamo nekoj drugoj vrstalégno tvdenje
vazi za kolone.

Nule ispod glavne dijagonale. Ako su u determinanti svi elementi ispod glavne
dijagonale jednaki nuli, onda je vrednost determinanteag&d proizvodu eleme-
nata na glavnoj dijagonali:

a1 a2 413 ... an
0 ax a3 ... agn
0O O asm ... a&n|=ay-am-... ann
0 0 0 ... amn

MnoZenje vrste/kolone brojem. Ako je determinanteD’ dobijena od deter-
minanteD tako Sto je jedna vrsta ili kolona determinamepomnozena nekim
realnim brojema, onda jeD’ = a - D.

Sabiranje determinanti.

Analogno tvdenje vaZzi za svaku drugu vrstu, kao i za svaku kolonu detenmnteé.

Razvoj determinante po elementima neke vrste/kolone. Neka jeD determi-
nanta redan sa elementimay;, 1 <i,j <n, i neka jeD(pq) determinanta reda
n— 1 koja se dobija tako Sto se iz determinabteidalje p-ta vrsta ig-ta kolona.
Tada je

n
D=3 (=1)*"%apqDpg),
g=1
za svakop (razvoj determinant® po elementima-te vrste). Analogno,
n
D=3 (1" Do
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za svakag (razvoj determinant® po elementimay-te kolone).

Pogledajmo sada nekoliko primera.

Primer. IzraCunati vrednost determinante

1 2 3 4
12 13 14 5
11 16 15 6|
10 9 8 7

D:

ReSenje.Ako drugoj vrsti determinante dodamo prvu pomnozZzenu-42,
potom tr&oj vrsti dodamo prvu pomnoZenu sd 1, a ond&etvrtoj dodamo prvu
pomnoZenu sa 10 dobijamo:

1 2 3 44
(-12) 1 2 3 4
5 12 13 14 577 (-1 0 —-11 —22 —43
111 16 15 &0 |0 -6 —-18 -38
0 —-11 —-22 -33

10 9 8 7+

Razvijanjem po elementima prve kolone dalje imamo da je

—-11 -22 —43
D=| -6 -18 -38
-11 -22 -33

Ako sada poslednju vrstu pomnozZimo-sé i dodamo prvoj, dobijamo:

—-11 —-22 43 0 0 -10
D=| -6 -18 -38 (-) =| -6 -18 -38
-11 —-22 -33 -11 -22 -33

Razvijemo i ovu determinantu po elementima prve vrste, gave vrste ,,izvu-
¢emo”—6, aiz druge-11:

-6 -—18

-11 -22

D:—lo-‘ 1

':(—10)-(—6)-(—11)-‘ ! 3‘.

Konatno,D = 660.00

Primer. lIzra€unati vrednost sle@de determinante reda+ 1:

0111..1
1 x00..0
2 2 x 0 0
D=]3 3 3 x 0
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ReSenjePrimetimo, prvo, da je

1+(-1) 1 1 1 . 1
140 x 0 O 0
2+0 2 x 0 0
D=| 340 3 3 x 0 |=D1+Dz2
n+0 nnn.. X
gde je
111 1...1 -1 11 1..1
1 x 00 ... 0 O x 00 ..0
2 2x 0 ...0 O 2x 0 .. 0
Di=|3 3 3x ... 0 DP2=| 0 33x ..0
nnnn.. X O nnn ... X

Razvijanjem po elementima prve kolone lako se dobija dje- —x". Da bismo
izratunaliD4, drugoj vrsti dodamo prvu prethodno pomnozenu-4aonda tréoj
vrsti dodamo prvu prethodno pomnoZenu-s2, pacetvrtoj prvu pomnozenu sa
—3itd. Lako se vidi da je

1 1 1 1 ... 1
0 x—-1 -1 -1 ... -1
0 0O x-2 -2 .. =2
D]_: 0 0 0 X—3 ... -3 :(X—l)(X—Z)...(X—n).
0O O 0 0O ... Xx—n

Dakle,D = (x—1)(x—2)...(x—n)—x".0O

1.7 Pojam matrice, operacije sa matricama

Matrica je pravougaona Sema brojetige dimenzije zovemdormat matrice
Na primer:

5399 g 3909
Matrica: | 2 0 4 1 o| [5 3 34 9] 0 41
0 00TGS 6 0 05
Format: 3x 4 4x1 1x4 3x3

Matrica formatak x k zove sekvadratna matrica Matrica formata I k zove se
vektor-vrsta a matrica formaté x 1 vektor-kolona ZapisA = [ajj |nxm zn&i da je
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Amatrica formatan x mciji elementi su oznéeni sag;j. Pritome jei € {1,...,n},
aje{l,...,m}.
Skup svih matrica formaten x n sa elementima iR ozn&avamo sa&R™ ",

Matrice se mogu sabirati i mnoZiti ako zadovoljavaju alinee uslove. Matrice

istog formata se sabiraju tako Sto se saberu elementi navadg@&im mestima:

ajg ap ... an b1 b ... by ajp+bi1 app+bp
a1 axp ... an N bp1 bpo ... bop | aat bo1  ap2+boo
am @m ... &mn b b2 ... bmn ami +bm  amp+ bre

Krate piSemo jos i ovako:
[aij]mxn+ [bij]mxn = [aij +bij]mxn-

Matrica se mnoZzi brojem tako Sto se svaki element matricenpdirtim brojem:

a1 A2 ... QAn aa;q aag2 ... 0
a dpp dg2 ... Qo aap; Qapy ... 0Oayy
mi adm2 ... dmn Qdm 03m2 ... Oamp

Krace piSemo joS i ovako:

a- [aij]mxn = [Cf'aij]mxn-

1 20 1 8 2
Primer. ZaA=|3 1 2|iB=|3 5 1|je
0 51 4 2 0
18 2 120 1 14 4
B-A=2({351(-|1312|=(3 9 0|. O
4 2 0 0 51 8 -1 -1

Za matriceA formatak x | i B formatan x m kazemo da skompatibilne
ako jel = n. Proizvodkompatibilnih matricaA = [&j]kxn i B = [bij]nxm, piSemo
C = AB, je matricaC = [Gij [kxm Ciji elementi se raunaju na sledz nain:

n
Gij = ) aishsj.
2

Ova formula prakiino zn&i da se element na mestu j) matriceC dobija tako
Sto se-ta vrsta matricé\ ,,skalarno pomnozij-tom kolonom matricés:

[ a1 a1z a3 ... aun [ b1 ... byj ... bim ]| Ci1 ... Cyj
: : : : Po1 ... by ... bom : :
&1 82 &3 ... an || P oo B b= g

| &1 % 3 ... Skn | _bnl b”j bnm_ Ck1 ... Cj

ain + bin
agn + bon

amn+ bmn

Cim
Cim

Ckm
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Primer.
3 99 6 —-12
0 41 _i i 14 1 -
005 o 3| |0 -15
1 2 7 1 -17

SaE, oznaavamo sledeu kvadratnu matricu reda

100..0
010..0
E,—|001..0
1000 .. 1,

Ukoliko je red matriceE, jasan iz konteksta, umesiy piSemo sam&. Matricu
E. zovemgedinitna matrica reda zato Sto se prilikom mnozenja matrica ponasa
kao jedinica:

Stav 5. Za proizvoljinu matriclA formatamx n je AE,=Er,A=A. =

Teorema 6. MoZenje matrica je asocijativno. Preciznije, akahje R™", B €
R™P jC e RP*9, onda je(AB)C =A(BC). m

Primer. MnozZenje matrica u opStem $laju nije komutativno. Na primer,
12~10—10dok'e10-12—12D
34l loo] (30" 00|34 |00

Svakoj kvadratnoj matricA = [ajj]nxn S€ prirodno dodeljuje determinanta
D = |ajj|nxn redan. Kazemo da j& determinanta matrice A.

Naredna teorema nam kaze da se determinanta ,,slaze” s&mgrozkva-
dratnih matrica istog reda u sledEm smislu;AB| = |A| - |B|.

Teorema 7.Neka stA i B kvadratne matrice istog reda. TaddA@| = |A| - |B|.
Dokaz.Zadovolgemo se dokazom teoreme u@&iju kvadratnih matrica reda 2.

NekajeA—= | & 2 |ig= by by . Tada je
az ag b3 b4

AB— aiby +axbs  ajhy +aohy
agby +aybs  aghy +agby
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pa je
by +abs &by + axbs
aghy +asbs  aghy +ayby
= (arby + azbz)(azby + asbs) — (agby + asbs)(arb2 + axbs)
= ayagbiby + ayaubibs + azaghbobs + axasbsbs
— ayagby by — axazbibs — ajasbobz — arasbsbs
= ayay(b1bs — bobs) — azaz(bibs — bobs)
= (ajay — apag)(bibs — bobs) = |A] - |B|.

AB =

U opStem sldaju je dokaz znatno slozenim

Definicija. Neka jeA kvadratna matrica. Za kvadratnu matriBuistog reda
kazemo da jénverznamatrici A ako jeAB=BA=E.

Teorema 8.Ukoliko uopSte postoji, inverzna matrica kvadratne matféjedin-
stvena.

Dokaz.Neka jeA kvadratna matrica koja ima inverznu matriBu Neka jeC jos
jedna inverzna matrica matride Prema definiciji jfAB=BA=E i AC=CA=
E. Sada jB=BE =B(AC) = (BAC=EC=C.m

Ukoliko postoji, inverznu matricu kvadratne matrid@znaavamo sa 1.
Teorema 9.Kvadratna matric& ima inverznu matricu ako i samo ako|f& # 0.

Dokaz.(=-) Neka jeB inverzna matrica matricA. Tada jeAB = E, odakle je
|AB| = |E| = 1. S druge strane, na osnovu Teoreme [Aj8 = |A| - |B|. Dakle,
|Al-|B| = 1, odakle sledi d&A| # O.

(<) Neka jeA = [g;] matrica redan, neka jeD = |A| # 0 i neka jeDpq
determinanta reda— 1 koja se dobija tako Sto se iz determinabteidalje p-ta
vrsta ig-ta kolona. Neka j€ sled&a matrica:

[ (—1)i:D(11) (‘DZ;D(ZQ (—1)2;'3(31) (—1):iD(n1) 1
(—1)1 3D(12) (—1)2 3D(22) (—1)3 3D(32) (—1)n 3D(n2)
Cc=| (=)"Duy (-1)"Dp3 (-1)**Daz ... (=1)" D
| (-D)""Dgny (-1)*™Dny (-1**™D@y ... (—1)™"Dny |

Posmatrajmo, sada, matridC. Na dijagonali matriceAC se nalaze elementi
n

oblika zl(—l)p”aqu(pq), dok se na ostalim mestima matrié€ nalaze ele-
q:
n

menti oblika Z (=1)P"%Dpg), F # p. Razvoj determinante nam dalje daje

=1
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M

n
(—1)P*9apqD(pq = D, dok zar # pznamo da je (—1)P*%aqD(pg =0, jer
g=1

g=1
se radi o razvoju determinante koja ima dve jednake vrst&leDa
D 0 0 ... 0]
O DO .. O
AC=| 0 0D ... O
| 0 0 O D |
Na isti n&in zakljutujemo da je
(D 0 O 0
0 DO 0
CA—=| O O D 0
| 0 0 0 ... D

. 1 .. . . .. .
Prema tome, za matricB = BC vazi da jeAB= BA=E, Sto zndi da jeB
inverzna matrica matricA. m

1.8 Vektorski racun

Vektorje uredeni par téaka(A, B). Vektor (A, A) zovemonula-vektor inace,
za vektor kazemo da jge-nula

O vektorima razmiSljamo kao o orijentisanim duzZima: kodteek (A, B), A
je pcetna téka, aB krajnja. Zato ih crtamo kao strelice usmerene odgtoe ka
krajnjoj tecki:

A

i umesto(A, B) piéemo@. Nula-vektor zapisujemo ka®Aili samo O . Vektore
esto oznéavamo i jednim malim slovom, recimo ovak@, kada su poetak i
kraj vektora jasni iz konteksta.

Vektori AB i CD sujednakiako se srediSte duZzAD] poklapa sa srediStem
duZi [BC]. Ukoliko su svake tri od t&akaA, B, C, D nekolinearne prethodni uslov
je ekvivalentan zahtevu da ABDC paralelogram.

Intenzitetne-nula vektora@je merni broj duzi{AB], a intenzitet nula-vektora
je 0. Dva ne-nula vektora imaijisti intenzitetako su odgovarafte duzi podu-
darne. Intenzitet vektora ozéavamo saﬁL odnosnd &|.
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Nosatne-nula vektora je pravaB. Dva ne-nula vektora imaijisti pravacako
su im noséi paralelni (napomenimo da se za dve prave koje se poklaplajde
smatra da su paralelne). Nema prirodnogina da se definiSe ndsaula-vektora,
pa se zato o pravcu nula-vektora ne govori. Za vektore istagcp kazemo joS i
da sukolinearni

Za ne-nula vektore istog pravca mozemo govoriti 0 tome da listog ili
suprotnog smera. Ovdemo preskaiti strogu definiciju i oslanjajéi se na intui-
ciju reci samo ovoliko: dva ne-nula vektora istog pravca inmafusmerako stoje
ovako11, asuprotnog su smerako stoje ovakd-|. Pri tome njihovi intenziteti
mogu biti razltiti.

Za dva vektora kaZzemo da su jednaki ako i samo ako imaju &tiga;, smer
i intenzitet.

Napomena. PaZljivi Citalac je verovatno veprimetio da smo se u dosadasnjofpri
dosta pozivali na intuiciju. Na primer, pribegli smo mahasjrelicama umesto da
damo definiciju smera vektora. Tak®, rekli smo da je vektor udeni par téaka, a
onda smo piali o jednakosti vektora kojaije jednakost ur@enih parova Recimo,
na slici pored vektor{C,D) i (B,E) su jednakikao vektorj mada ti parovi téaka
nisu jednaki kao geometrijski objekti. Zabemo sada ukazati nagia da se pGa

o vektorima ispiga potpuno korektno.

Ozna&imo sa& skup ta&aka prostora u kome radimo. Na skugé uredenih
parova t&aka uvedemo relacijw ovako: (A,B) w (C,D) ako se srediSte dufAD]
poklapa sa sredistem dyBC]. Ako su svake tri od t&akaA, B, C, D nekolinearne,
onda je(A,B) w (C,D) ekvivalentno s&injenicom da jeABDC paralelogram. Lako
se pokazuje da jev relacija ekvivalencije na skup&?. Neka je? = &2/w od-
govaraji kolicnicki skup. Elemente skup4 zovemovektori Tako dobijamo da
je vektor zapravakupkogacine svi geometrijski vektori (dakle, orijentisane duzi)
koji imaju dati pravac, smer i intenzitet. A

lako je ovo potpuno korektno zasnivanje pojma vektoratemo i dalje raditi
sa geometrijskim vektorima zato Sto se time dobija jedmogiaracun oslobden
nepotrebnog formalizma.

Zbir dva vektorge vektor koji se dobija nadovezivanjemdaika drugog vek-
tora na kraj prvog. Evo kako. Neka ﬁi (fs vektori. Odredimo téku E takvu
da jeBE =CD. (Primetimo da je té&kaE jedinstvena i da je onéetvrto teme pa-
ralelograma&CBE.) Tada je vektoﬁ%jednak Zbiru vektoraBi (i)) Sto piSemo
ovako:ﬂE) = A@+(ﬁ5

Suprotni vektowektoraﬁ@je vektorﬁ Jasno je da jA%—F BA—AA— 8
pa zato piéemﬁﬁ: _AB. VektorﬁJr (—CD) zovemorazlika vektoraABi CD
i krate ga oznéavamo sd?ﬁ—(is. Ovako uvedena operacija se zaguzimanje
vektora

Lema 10.Za svaki vektoAB vaZi sledée:

(1) AB+ 0 = AB; |
(2) AB+ (—AB) = 0.m
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=l

Lema 11.Neka stA, B, C i D Getiri tatke takve da j@B— CD. Tada jeAC = BD.

%kaz.Oéito je ﬁ+ BD = ATS = A@—Hﬁs Kako jeﬁ = ﬁ% mora bitiBD =
AC. m

Teorema 12.Za svaka tri vekton#?ﬁ, 56 iUV vazi sledée:
(1) AB+ (PO+UV) = (AB+ PQ) +UV; i
(2) AB+PO=PO+AB.

Dokaz.(1 Neka swWCi D tatke takve dv[%eB% POi CD = UV. Tada jeAB+

6 % (% T))_% ?) druge stran % 6

B C B C

A A D
Dokaz osobine (1) Dokaz osobine (2)

(2) Neka suC i D tatke takve da jAD — BG — PO. Tada prema Lemi 11
znamo da jAB = DC. Zato ]GATE—F% AB+ BC = AC=AD+DC = PO+

AB.m

MnoZenje vektora brojerje operacija kojom se menja intenzitet vektora, a u

zavisnosti od znaka broja, i smer. Nekaqenekl realan broj iV nek| vektor.
Akojea =0ili V= 0, ondajea-V — 0. Nekajea £0iV + 0. Ako je
a > 0, onda jea - V vektor koji ima isti pravac i smer kao vektov, i a puta
veti intenzitet. Ako jea < 0, onda jex - V' vektor koji ima isti pravac kao vektor
V, suprotnog je smera, a intenzitet mu-j@ puta vei, kako je to pokazano na
slici pored.

Lako se vidi da za svaka dva realna braja i za svaka dva vektora’ i W
vazi sledée:

a-(V+W)=a-V+a-W;
e (a+B)-V=a-V+B-V;
e (aB)-V=a-(B-V)
«1.V=1.
Osim toga,

o [V W< |V +W;
o la-V|=lal [7].
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Primer. Neka je[A;B;] srednja linija trouglaABC, pri Cemu jeA; srediSte duZi c
[AC|, aBy srediSte duz{BC]. Dokazati da jAB = 2A.B;.

Reéenjeggito jeﬂ;lJrAlB =CB;. MrEZenjem ove_jsdnakosti sa 2 dobi-
jamo da je ZA; + 2A:B; = 2CB;. Kako je ZTA; = aii 2CB; = C% prethodna

— — A B
jednakost postajﬁ—k 2A1B; = CB, 0dnosno, 2,8, —=CB—CA=CB+AG= " !
AB.O

Koli¢nik vektoradefiniSemo sgmo za vektore sa istim pravcem. Akavsii
W vektori istog pravca i akav # 0, onda je A B
v__[
W

gde se znak 4" uzima ako su vektori i_s>tog smera, a znak”,ako su suprotnog
smera. Jasho je da za vektovei W +# O istog pravca vazi slede tvidenje:

W:G@V:a-v_v).

Na osnovu prethodnih razmatranja dolazimo do vaznog ZddjuKada ra-
cunamo sa vektorima, mozemo da se opustimo i damamo (skoro) kao sa
brojevima! Postoje male razlike na koje &avek lako i brzo navikne.

1.9 Podela vektora u datom odnosu

- o . . o unutradnja téka
Neka suA, B, C tri kolinearne téke i a # —1 realan broj. Kazemo dacka J

podele
C deli vektorAB u odnosux ako je O/O/E
C

AC A C
O

=a. ;
Cct B

Ako taCkaC pripada duzjABJ, onda jea > 0 i kazemo da j&€ unutradnja tacka
podelevektoraﬁ. Ako, medutim, C ne pripada duzjAB], onda jead <0,aza A vspoljaénja
tatku C kazemo da jespoljasnja tatka podefeektoraAB. tacka podele

Teorema 13.TatkaC deli vektorAB u odnosu # —1 ako i samo ako za svaku
taCkuM vaZi: 1
MC = —MA+—_MB.
a+1 a+1

Dokaz.DokaZimo samo smér-) zato Sto se druga implikacija pokazujecsio.
Neka ti_)kac deli vektor@ u odnosua. Tada jeﬁ = aC%, odakle jeﬂer
aBC=T. Neka jeM proizvoljna t&ka. Tada je

MC=MA+AC i MC=MB+BC

Ako drugu jednakost pomnoZzimo sai saberemo sa prvom, dobijamo:

(1+ a)m — MA+aMB+ (/@+ a@).
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Zato Sto je izraz u zagradi na desnoj strani jednakosti ]eﬁanakon deljenja
sa 14 a dobijamo tvdenje.m

Specijalno, kada jer = I' racionalan broj, odnosno, kada vek@ delimo
u odnosum: n, prethodno tvilenje dobija sled? oblik:

MC= " MA+_"_MB.
m-+n m-+n

Posledica 14.TackaC pripada duZiAB] ako i samo ako postoje realni brojevi
A, €10,1] takvi da jeA + u = 1iza svaku te8kuM je

MC = AMA+ uMB.

Dokaz.(=) Neka t&€kaC leZi na duZi/AB] i neka jeM proizvoljna t&ka. Tada
je C unutrasnja téka podele vektora@, pa postojia > 0 takvo daje

1 o
MC = -~ MA+ _— - VB,

Jasno je da brojevi = z37 i u = 7% imaju navedene osobine.
(<) AkojeA =1ili A =0, onda je&C =Aili C=B, pa je tvdenje @igledno
tacno. Pretpostavimo, sada, da je\ < 1. Stavimoa = Ai— 1. XCito jea > 0,

1 . .
=g H=1-2 =35 Kakoje

MG = AMA + uMB,

kada uvrstimo dobijene izraze 2a u u funkciji od a dobijamo
MC= T MA+ - WB.
a+1 a+1

Dakle,C je unutrasnja t&ka podele vektor&?ﬁ u odnosua > 0, pa zaklj@ujemo
dajeCc [AB. m

Na kraju, pokazeemo kako se nalazi vektor koji polovi ugao koga zaklapaju
dva data vektora.

Teorema 15.Neka jeO proizvoljna té&ka, neka sﬁi Cﬁ dva ne-nula vektora
i neka sup i q, redom, njihove duZine. Tada vektor

oM=_—3 GA+_P OB
p+q p+q

polovi ugao koga zaklapaju vektaﬁz\i 5%

Dokaz.Zelimo da nd@emo t&ku M € [AB] takvu da jeOM simetrala ugla’ AOB.
U euklidskoj planimetriji vaZi sleds stav:
Neka jeM € [AB]. PravaOM polovi ugaoZAOB ako i samo ako je
[OA] : [OB] = [MA] : [MB].

Odatle dobijamo da &a M deli vektor AB u odnosu[OA : [OB] = p: g, pa
primenimo stav o podeli vektora u datom odnamu.
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1.10 TeziSte skupa taaka

TezisteT trouglaABCima sledéu vaznu osobinuﬁ—k ﬁ—kﬁ = 6> Po-
kazimo da je to zaista tako. Neka 8y, B;, C; srediSta odgovarajih strana
trouglaABC kako je pokazano na slici pored. Zato Sto teZiSte deli tezdirz u
odnosu 2 : 1, dobijamo dajﬁ\: %ﬁ TB= %@l T¢=2cC. Sabiranjem I
ove tri jednakosti dobijamo: .

TA+TB+TC= (m-i- @Hﬁ)
(AC + CA+ BiA+AB+CiB+BO)
(AC +BiA+CiB+CA+AB+BC) = 0,

zatoétojﬂqLﬁJrB—C):ﬁi@+|ﬂ+@=%(ﬁ+ﬁ+@):6}. A

Ovim primerom motivisana je sleda definicija. TeZiSte skupa tatakgh;,
A, ..., A} jetatkaT takva daje'm—ﬂwz—k ... +'m = 6> Na primer, teziste
jednoelementnog skupatika je sama tatha, teZiSte skup$A,B} zaA # B je
srediSte duzZjAB|, a teZiSte skupdA,B,C}, gde suA, Bi C tri razliCite tecke, je
upravo teziSte trouglABC.

W wWIN wIN

Teorema 16.Ukoliko postoji, teZiSte konanog, nepraznog skupatka je jedin-

stveno.
D_o>kaz.Neka_s>uSi T dv_a>te2iﬂ>a skupaﬁka{Al,Az,...,Any Tada jeS_A>1+
SA+..+SA =0 iTA+TAs+...+TA,— 0. Oduzimanjem ove dve jed-

nakosti dobija se{S_A; — 'm) + (S_A; — TT‘?Z) +o 4+ (S_>A] - TjAn_)) - 0. Zbog

SA —TA — ST prethodna jednakost postai8T — 0 , odakle jeST—= 0 i tako
S=T.nm

Sledé€a teorema pokazuje da svaki kéaa, neprazan skupdaka ima tezi-
Ste. StaviSe, ona daje i veoma efikasagimaa njegovu konstrukciju.

A
Teorema 17.Neka jeS= {A1,A, ..., Ay} skup t&aka iM proizvoljna t&ka. T
je teZiste skup& ako i samo ako je T
# 1— — — An
MT =~ (MAL+MA2+ ...+ MAy). A

Dokaz.(=) Za svakoi € {1,2,...,n} je MT + TA = MA.. Sabiranjem ovim
jednakosti dobijamo: M

= = = = = ——
OMT + (TAL+ TAo+ ...+ TA) = MA + MAg+ ...+ MA,.

. vix : . . —
Zato Sto jeT teziSte skupeS izraz u zagradi sa leve strane jednakostiQe
odakle, nakon deljenja sasledi tvdenje.
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(<) Kao u prethodnom pasusu dobijamo da je
— = = = — —
AT + (TAL+ TAg+ ...+ TAW) = MAL + MAg+ ... + MA.
Prema uslovu teoreme je

AMT = MA; +MAg+ ...+ MA,
na osnovutega zakljéujemo da je'm +T7‘?2 +... +T7An+ = 6> Dakle, T je
teZiste skup&. m

Dakle, da bi se odredilo teiiétek_cﬁ;lmg ikypa tzaka treba uzeti proizvoljnu
tacku M u ravni i odrediti vektor%(MAlJr MA; + ...+ MA,). Njegova krajnja
taCka je teziste.

1.11 \Vektorski prostori

Vektorski prostor je apstraktna algebarska strukturarkage uopStava pojam
geometrijskog vektoraVektorski prostolje neprazan skuf sa sledéim osobi-
nama:

(a) na skupuV definisana je operacija koja je asocijativna i komutativna,
ima neutralni element i svaki element skijpdma inverzni u odnosu na
ovu operaciju (drugim f@ma, (V,+) je Abelova grupa);

(b) na skupuV definisana je spoljaSnja operacijaR xV — V (mnoZenje
vektora brojem) tako da za svaka dva realna begjg i svaka dva elementa
Vi w skupaV vazi:

o O-(V+W)=0a-v+a-w,
o (a+pP )v a-v+B-v,
o (@B)-v=a-(B-v),

e l.v=yv

Napomena. Preciznije, ovako uvedena struktura se zoeani vektorski prostor,
zato Sto se definiSe u odnosu na polje realnih brojeva. Roistispgdiji vektorski
prostori, no oni nisu premet ovog kursa.

Primer. Neka je na skupR" svih nizova realnih brojeva duZinedefinisano
sabiranje ovakofa;, ay,...,an) + (b1, b2,...,bn) = (&g + by, @2+ by, ... ,a,+bn),
a mnoZenje niza brojem ovakar - (a1,ap,...,8,) = (0 -&,0a -a,...,0 - &).
Tada jeR" vektorski prostor, a nizovi realnih brojeva duzineektori. (]



1.11 Vektorski prostori

33

Primer. Neka je na skup®¥ svih realnih funkcijaR — R definisano sabiranje
ovako: (f +9)(x) = f(x) +9(x), x € R, a mnoZenje broja i funkcije ovako:
(a-f)(x) = af(x), xe R. Tada jeR® vektorski prostor]

Za kon&an niz vektoraby,...,bx € V kaZzemo dageneriSe Vako za svaki
vektorv € V postojeqs,...,ax € R sa osobinonv = aib; + ... + agbg. Vektor-
ski prostorV je konacno dimenzionalaako postoji konéan niz vektora koji ga
generise.

Primer. Vektorski prostoiR" je kona&no dimenzionalan za svakozato $to ga
generiSe sleds konatan niz vektora:

e1 = (1,0,0,...,0,0), e&=(0,1,0,...,0,0), ..., e =(0,0,0,...,0,1)
S druge strane, vektorski prost&F nije kona&no dimenzionalari]

Niz vektoraby, ..., bk €V vektorskog prostor¥ je linearno nezavisaako za
svaki odabir brojevany,...,ax € Riz aib; +...axbx = 0 sledi da jeo; = ax =
... = ax = 0. Baza vektorskog prostora ¥ kon&an niz vektoréb,,...,bx e V
koji je linearno nezavisan i koji ga generiSe.

Primer. Slede&i niz vektora je baza vektorskog prostdkéa:

e =(1,0,0,...,0,0), &=(0,10,...,0,0), ..., e =(0,0,0,...,0,1)
Ovo je druga baza istog vektorskog prostora:

€ =(1,0,0,...,0,0), & =(1,1,0,...,0,0), ..., €=(1,1,1,...,1,1)

Bazuey, . ..,€e, zovemostandardna bazaektorskog prostor&". [

Teorema 18.Svake dve baze kotao dimenzionalnog vektorskog prostdfa
imaju isti broj elemenata. Taj broj se zadignenzija vektorskog prostora. s

Primer. Dimenzija vektorskog prostor&? je 3, a dimenzija vektorskog pro-
storaR® je 6.0

Neka sWw; i V, vektorski prostori if : V1 — V» neko preslikavanje. Preslika-
vanje f je linearnoako ispunjava slede uslove:

e za svaka dva vektoraw € V; je f(v+w) = f(v)+ f(w), i
e za svaki realan braj i svaki vektorve Vi je f(a-v) = a - f(v).

Linearna preslikavanja su preslikavanja vektorskih mn@skoja ,Cuvaju struk-
turu”. Bijektivno linearno preslikavanje zove ssomorfizama za prostor&/; i
V., tada kazemo da smomorfni PiSemov; =2 V5.
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Teorema 19.Svaki vektorski prosto¥ kona&ne dimenzijed izomorfan je vek-
torskom prostoriRY. m

Linearna preslikavanja su ,,pravilna” $to omogje njihovo lako raunanje.
Sledé&a teorema pokazuje da je slika nekog vektora datim lineapreslikava-
njem jednoznéno odrelena slikom vektora baze.

Teorema 20.Neka jef : R" — R™M linearno preslikavanje, @, . . . e, standardna
baza vektorskog prostoR'. Tada za svaki vektor= (az,...,dy) iz R" imamo:
f(v)=a1f(e1)+...+anf(ey). m

Ova lepa osobina linearnih preslikavanja nam ontoggl da ih zapiSemo na
veoma kompaktan i koji je izuzetno pogodan zadanarsku implementaciju.
Matri¢na reprezentacija vektora= (ay,...,amn) € R™ je vektor-kolona

a1
M=1 :
am

Matricna reprezentacija linearnog preslikavanja R" — R™ je matrica

a1 a2 ... an
] = a'21 a'zz ... ap
ami 8w .- 8mn
gde je
al a2 ain
fenl=| | tfen=] ] fe=|
am ame amn
aey, ..., e, standardna baza vektorskog prost@fa Primetimo da maténa re-

prezentacija vektora i linearnog preslikavanja zavisi odeme baze vektorskog
prostora, ali mi€emo uvek raditi samo sa standardnom bazom. Na osnovu Te-
oreme 20 sada je lako izZtanati sliku nekog vektora u odnosu na dato linearno
preslikavanje kada imamo njihove métre reprezentacije.

Teorema 21.Neka jef : R" — R™ linearno preslikavanjev € R" neki vektor.
Tada je f (v)] = [f][v], gde se na desnoj strani jednakosti radi o mnoZenju matrica.
|

Linearno preslikavanje, dakle, ima veoma jednostavanszapinatr€nom
obliku:
y=Ax
gde jex = [v] matricna reprezentacija vektovay = [ f (v)] matricna reprezentacija
vektoraf(v), aA = [f] matricna reprezentacija preslikavarfja
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Primer. Neka jef : R3 — R? preslikavanje dato sb(x;, X2, X3) = (X1 — 2X3, X2 +
x3). Matricna reprezentacija preslikavanjese dobija tako Sto se da matréna
reprezentacija vektoré(e;), f(ex) i f(e3):

tel=| o |- M@= 3| =] 7).

tako da je
1 0 -2
m:[o 1 1}

Pogledajmo na jednom primeru kako se primena linearnodikmeanja svodi
na mnozenje matrica. Direktnim uvrStavanjem se lako datajge f (1,—1,3) =
(—5,2). S druge strane:

32313 [3] e

Za preslikavanjef : R" — R™ kazemo da jeafino ako je preslikavanje
g: R" — R™ dato sag(x) = f(x) — f(0) linearno. Afino preslikavanje takie
ima veoma jednostavan zapis u matiem obliku:

y = Ax+b,

gde jeA = [g] matricna reprezentacija preslikavargaab = [f(0)] matricna re-
prezentacija vektord (0). Jasno je da je svako linearno preslikavanje ujedno i
afino preslikavanje. Obrnuto, naravno, nijéna: afino preslikavanjg = Ax-+b
je linearno ako i samo ako je= 0.

Preslikavanjeg/ = f(x) je invertibilno ako postoji preslikavanje= g(y) takvo
dajex=g(f(x) iy= f(g(y)).
Teorema 22.Linearno preslikavanjg = AX je invertibilno ako i samo ako j&
kvadratna matrica takva da|i& # 0. U tom slitaju inverzno preslikavanje ima
oblik x = A~ 1y.

Slicno, afino preslikavanjg = Ax+ b je invertibilno ako i samo ako jé
kvadratna matrica takva da |8 # 0. U tom slifaju inverzno preslikavanje ima
oblikx=A"1ly—Alb. m

1.12 Implementacija: Affine2D i Affine3D

Klasa Affine2D implementira rad sa afinim transformacijama u dve dimen-
zije. To su, dakle, transformacijekoje preslikavajuR? u R? na sledéi nain:

| a0 ao1 bo
fo) = [ a0 an ]X+ [ by ]

Zato za predstavljanje ovih transformacija koristimo $eatnih brojeva.
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public class Affine2D {
public double a00, a01, al0, al1, b0, b1;

public Affine2D (double a00, double a01, double al0, double al1l,
double b0, double bl)

{
this.a00 = a00; this.a01 = a01; this.al0 = al0; this.all = al1l;

this.b0 = b0O; this.bl = b1;
}

Metod compose odreduje kompoziciju dve afine transformacije. Pri tome
f.compose(g) zn&i f o g, odnosno, da se transformadijarimenjuje posle trans-
formacijeg. Ako su f i g dati u matrénom obliku ovako:

f(x)=Ax+b i g(x)=Cx+d,
onda je
fog(x) = f(g(x)) = f(Cx+d) = A(Cx+d)+ b= ACx+ (Ad+b).

public Affine2D compose (Affine2D g) {
return new Affine2D(
a00*g.a00 + a01*g.a10, a00*g.a0l1 + a01*g.all,
al0*g.a00 + all*g.al0, al0*g.a01 + all*g.all,
a00*g.b0 + a0l1*g.b1 + bO,
al0*g.b0 + all*g.bl + bl
)i
}

Na kraju se nalaze metodi koji odhgju determinantu afine transformacije i in-
verznu transformaciju datoj afinoj transformaciji. Za stommaciju

f(x) = Ax+b

inverzna transformacija postoji ako i samo matrcema inverznu matricu i tada
je
f1x) =Ax—Ah

Podsetimo se da kvadratna matriédma inverznu matricu ako i samo ako je
A #0.

public Affine2D inv () {

double d = MyMath.det2(a00, a01, al0, all);

if(d == 0.0) {
System.out.printin("Affine2D: inv: noninvertible transformation™);
System.exit(0);

}

double p00, p01, p10, pl1;

p00 = all/d; pO0l = -a01/d,;

pl0 =-al10/d; p11 = a00/d;
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return new Affine2D(
p00, p01, p10, p11, -(p00*b0 + p01*b1), -(p10*b0 + p11*bl)
)i
}
}

KlasaMyMath sadrzi niz jednostavnih porinih metoda. Na primelMyMath.det2
racuna vrednost determinante reda 2, ddkMath.det3 raCuna vrednost deter-
minante reda 3.

Klasa Affine3D predstavlja podrSku za rad sa afinim transformacijama u tri
dimenzije. To su transformacijekoje preslikavajuR® u R® na sledéi nain:

ago Ao1 ao2 bo
f(x)=1| alo ay1 a2 | X+ | by
ay a1 axp by

Zato za predstavljanje ovih transformacija koristimo dest realnih brojeva.
Ova klasa ima strukturu koja je idegia strukturi klaséffine2D.

public class Affine3D {
public double a00, a01, a02, al0, all, al2, a20, a21, a22, b0, b1, b2;

public Affine3D (
double a00, double a01, double a02, double al10, double all, double al2,
double a20, double a21, double a22, double b0, double b1, double b2)

this.a00 = a00; this.a01 = a01; this.a02 = a02;
this.al0 = al10; this.all = all; this.al2 = al2;
this.a20 = a20; this.a21 = a21; this.a22 = a22;
this.b0 = b0; this.b1 = b1; this.b2 = b2;

}

/I Kompozicija dve afine transformacije
/I f.compose(g) znaci f 0 g, tj. da se f primenjuje posle g

public Affine3D compose (Affine3D g) {
return new Affine3D(
a00*g.a00 + a01*g.al0 + a02*g.a20, a00*g.a01 + a01*g.all + a02*g.a21,
a00*g.a02 + a0l*g.al2 + a02*g.a22, al0*g.a00 + all*g.al0 + al2*g.a20,
alO0*g.a01 +all*g.all + al2*g.a21, al0*g.a02 + all*g.al2 + al2*g.a22,
a20*g.a00 + a21*g.al0 + a22*g.a20, a20*g.a0l1 + a21*g.all + a22*g.a21,
a20*g.a02 + a21*g.al2 + a22*g.a22, a00*g.b0 + a01*g.b1l + a02*g.b2+ b0,
al0*g.b0 + all*g.b1 + al2*g.b2+ b1, a20*g.b0 + a21*g.b1l + a22*g.b2+ b2
)i
}

public Affine3D inv () {
double d = MyMath.det3(a00, a01, a02, al0, all, al2, a20, a21, a22);
if(d == 0.0) {
System.out.printin("Affine3D: inv: noninvertible transformation™);
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System.exit(0);
}
double p00, p01, p02, p10, p11, p12, p20, p21, p22;
p00 = MyMath.det2(all, al2, a21, a22) / d;
pl0 = -MyMath.det2(al0, al2, a20, a22) / d;
p20 = MyMath.det2(al10, all, a20, a21) / d;
p01 = -MyMath.det2(a01, a02, a21, a22) / d;
pll = MyMath.det2(a00, a02, a20, a22) / d;
p21 = -MyMath.det2(a00, a01, a20, a21) / d;
p02 = MyMath.det2(a01, a02, all, al2)/d;
pl2 = -MyMath.det2(a00, a02, al10, al2)/ d;
p22 = MyMath.det2(a00, a01, al0, all)/d;
return new Affine3D(
p00, p01, p02, p10, pl11, pl2, p20, p21, p22,
-(p00*b0 + p01*bl + p02*b2),
-(p10*b0 + p11*bl + p12*b2),
-(p20*b0 + p21*b1 + p22*b2)
)i

}
}
1.13 Zadaci
1. Resiti sledée sisteme jedrana:
(a) 2x—3y=-6 (b) 5x+7y=61 (c) 2x+3y=18
4x2 —y2 —dx= -1 xy=8 Xy =8.

2. Resiti sledée sisteme jedri@na:
(@ X+xy+y?=4 (b)) X—y’=19x-y) () 2¢=y(1+X)

X+ Xy+y=2 B4y =T7(x+y) 2y? = x(1+Y?).
3. lzr&unati determinante:
@ 1-v2 3+V3 | (b) a—1 -1 | © sina cosa
3-V3 242 | 1 a+a+1/ —cosa  sina

4. Diskutovati reSenje sistema u zavisnosti od vrednoséirpatraa € R:

(@) (2—a)x+ By=1 (b) ax+4y=2
6Xx+(2—ay=1 OX+ay= 3.
5. Resiti sledée sisteme jedriana:
(a) 2x—y+z=0 (b) 2x—2y+z=0 () 2x—2y+z=0
X —-z=-9 X+y+3z=38 X+y+3z=8
X+y+z=28 X—3y—2z= -8 X—3y—2z=3.

6. Nati jednainu parabole/ = ax? 4 bx+ ¢ koja prolazi kroz téke (—1,10), (1,6) i
(2,13).

7. Odrediti realne brojevA, B i C tako da funkcijay(x) = Asinx+ Bsin 2+ Csin3x
zadovoljava sledze:y(11/4) = 0,y(m/2) = 1iy(3m/4) = —1.

8. Na trzistu se pojavio novi telekomunikacioni opera@ablephonicsoji tvrdi da
nudi povoljnije uslove telefonskih razgovora sa nekim Famh u inostranstvu. Mi-
Sko je naiSao na njihov flajer u kome je pitao sledée:
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10.

Najpovoljniji uslovi telefoniranja
sa vasim prijateljima i rodacima
u slede¢im drzavama Evrope:
Drzava Tarifa (din/min)
Austrija
Bosna i Hercegovina
Bugarska
Crna Gora
Grcka
Hrvatska
Italija
Luksemburg
Madarska
Makedonija
Nemdaka
Poljska
Rumunija
Slovenija

OUNNP,PWONOOITO WO~ O

PosSto mu se ponudainila prihvatljivom, sklopio je ugovor sa njima. Posle tri
meseca je primetio da nesto nije u redu sa njegovim telefonsdCunima, koji su
izgledali ovako:

Razgovori sa| Razgovori sa| Razgovori sa
Mesec Madarskom |  Austrijom Nemakom | Ratun

(min) (min) (min) (din)

Septembar 90 120 180 2520
Oktobar 70 100 120 1840
Novembar 50 110 150 2060

Koliko je Cablephoniczapravo napleivao Misku minut razgovora sa Marskom,
Austrijom odnosno, Neni@kom?

. KompanijaJohann J. Drache AGeli da ulozi 120.000 EUR tako Sfte deo novca

deponovati u banku, za drugi deo novemkupiti drzavne obveznice, ddle pre-
ostali novac uloZiti u akcije kompanifgchizer Pharmaceuticaldiamata na godi-
Snjem nivou za novac deponovan u banku iznosi 2%, dobit calvdii obveznica na
godiSnjem nivou je 5%, dok se za akcije kompadhizer Pharmaceuticatvake
godine daje dividenda u visini od 9%. Kompanijjahann J. Drache AGeli da iz
ova tri izvora prihoda na godiSnjem nivou ukupno dobije 8.5QR, ali da pri tome
u banku ulozZi dva puta vise novca hego u akcije, kako bi selmubla od nedeki-
vanih fluktuacija na berzi. Kako kompanijahann J. Drache A@eba da raspodeli
novac da bi to postigla?

Zli ¢arobnjak Saruman je odiip da prestane da vija Hobite i da se posveti nauci.

Kao svoju prvu vezbu iz n@mo-istrazivékog rada reSio je da iztana gravitaci-
ono ubrzanje Mordora. Eksperiment su pripremili ovako:uSaan se popeo na vrh
svoje 70 metara visoke kule, dok je njegov pamit kroz jedan prozor negde blizu
sredine kule ispalio iz samostrela strelu u vis. Sarumamifeqiio da je streli bila
potrebna téno jedna sekunda da stigne do najvisiéana kuli na kojoj se on nala-
zZio. Strela je potom nastavila put u vis, i u jednom trenutkbgla da pada nanize,

putem kojim je i ispaljena. Posledao 7 sekundi od ispaljivanja strele Sarumanov

pomanik je zabelezio da je strela proSla pored prozora krozjkagpaljena, dok
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je tetno jednu sekundu kasnije strela pala na zemlju. Pogledasgoju Carobnu
kuglu Saruman je saznao da se@®ri put strele ispaljene naviSe kod uspravnog
hica ra&una po formuli

1
h(t) = 7§gt2 —+ Vot + ho,

gde jeg gravitaciono ubrzanje Mordoray je pocetna brzina strele, la je visina
prozora kroz koji je strela ispaljena. lako vé&strobnjak, Saruman nije uspeo da
se izbori sa ovintisto matematikim problemom. Pomozite zlogarobnjaku Sa-
rumanu da odredj — gravitaciono ubrzanje Mordora, kako bi se dodvorio svom
gospodaru Sauronu.

11. Resiti sledee sisteme jedr@na:

(a) §—g+} (b) ay+bx=c
Xy z cx+az=h, za abc#0.
3 § _ 3 § bz+cy=a
X'y z 4
5 1 3 63
Xy z 4

12. N&i sva strogo pozitivna reSenja sistema jetina:

3/22371 yz
Yz _g Yo
X X

y
2, 3=8

Y

(Uputstvo: transformisati sistem upotrebom jedne stadmamatematike funkcije
koja ima osobinu da proizvod realnih brojeva prevodi u bir.

13. Izr&unati vrednost sle@éh determinanti direktno, ili putem razvijanja po elemen-
tima neke pogodno odabrane vrste ili kolone:

2 3 4 111 4 3 -2 0O 0 a
0 3 4], 2 2 2], 6 2 0 |, 0 b c
0O 0 4 3 3 3 1 3 0 d e f
14. Izr&unati vrednost sledéh determinanti:
X a a 1 a -—b x -1 0
a x aj, —a 1 c |, 0 x -1
a a X b -c¢c 1 c b x+a
15. Izr&unati vrednost sle@éh determinanti:
a+b c c a+b b 0
a b+c a |, b b+c ¢
b b c+a 0 c c+d
16. Izra&unati vrednost sledéh determinanti:
1 a b+c a+b a+4b a+7b 1 p X+p
1 b a+c|, a+2b a+5b a+8b|, p q px+q

1 ¢c a+b a+3b a+6b a+9b X+p px+q 0
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x+3 -1 1

17. Rediti poxjedn&inuf 5 x-3 1 |=0.
5 -6 Xx+4
18. Dokazati:
0 1 1 0 1 1
1 a b|=|1 at+ta b+p
1 cd 1 c+a d+p
19. Dokazati:
P1+0d1 P2+02 P3+0s3 p1 P2 P3
ap b ) =|a b o |+
as bs C3 ag bz c3
20. Dokazati:
bi+ci ci+ar a+by ap by
bo+co Cota ax+by |[=2| a b
bs+c3 cz3+az az+bs az bz

Qi Q2 Qs
ap bz C2
az bz c3

%1
C2
C3

21. Diskutovati reSenje sistema u zavisnosti od vrednestipetra € R:
(c) ax+ y+ z=1

(@ x4+ y— z=1 (b) x+2ay+ z=4
2x+3y+az=3 ax+ y+ z=4
X+ay+3z=2 2x+3ay+2z=7
22. lzr&unati vrednost determinante
1 a & a
a 1 a &
a2 a 1 a
ad a2 a 1
23. Izr&unati vrednost determinante
011 11
1 01 1 1
11 0 1 1].
11101
11110
24. 1zr&unati vrednost determinante
01 1 1
1 0 x vy
1 x 0 z|°
1y z 0
25. Izr&unati vrednost determinante:
1 2 3 n-1
-1 0 3 n-1
-1 -2 0 n—-1
-1 -2 -3 0
-1 -2 -3 —(n—1)

>

S5 -

Xx+ay+ z=a
X+ y+az=a’
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26. Izr&Cunati vrednost determinanie= |a;j|nxn koja izgleda ovako: ispod;; sve su
nule, desno ody; sve su nule, ispodsz sve su nule, desno @4 sve su nule, itd.

27. lzra&unati vrednost determinante:

0 0 0 &
0 0 a 0
0 an1 0 O
an 0 0 O
28. Izr&unati vrednost determinante:
a b 0 00
0O ab 00
0 0 a 00

29. Izr&unati vrednost determinanie= |a;j |nxn gde jeajj = min{i, j }.
30. Izr&unati vrednost determinanie= |&;j |nxn gde jea;; = max{i, j }.

31. Izr&unati vrednost determinante:

a b b . b b

b a b . b b

b b a . b b

b b b a b

b b b b a

32. Izr&unati vrednost determinante:

0 1 0 0 0O 0
n 0 2 0 0O 0
0 n-1 0 3 00
0 0 n-2 0 00
0 0 0 0 0 n
0 0 0 0 1 0
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33. Neka jen > 2 paran broj. Izréunati vrednost sle@e determinante reda

a 0o 00 0 0Ob
0 ao 00 0O b o
0 0 a 00 b 00
0 0O a b 0 0O
0 0O b a 0 0 O}
0 0b 00 a 0o
0 b oO 00 0 a o0
b 00 00 0 0 a
34. Izr&unati vrednost determinanie= |ajj |nxn gde jeajj = |i — j|.

35. Neka swx, ag, ay, ...
determinante reda+ 1:

36. Neka sux, a1, ap, ...
determinante reda

a1
—X
0

37.Neka sy, ay, ..

A ag
x 0
—X X
0O O
0O O

sled&e determinante redat 1:

0O 1 1
1 a3 O
1 0 a
1 0 O
1 0 O
38. Dokazati:
a+c b+d
b+d a+c
a+b b+c
c+d d+a

dn an-1 an-2
-1 X 0
0 -1 X
0 0 0
0 0 0

atc
b+d
c+d
a+b

a1

an-1

b+d
a+c
d+a
b+c

an
0
0

, @y proizvoljni realni brojevi. lzrdunati vrednost slede

, @y proizvoljni realni brojevi. lzrdunati vrednost slede

., & realni brojevi takvi da jeyay ... an # 0. Izra&Cunati vrednost
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39. Ako jeabcdes# 0, izreunati

l1+a 1 1 1 1
1 1+b 1 1 1
1 1 1+c 1 1
1 1 1 1+d 1
1 1 1 1 l+e

40. Neka jeD = |ajj|nxn determinanta neparnog reda takva dajje= —aji, zasve i j.
Dokazati da je tad® = 0.

41. Dijagonalna matricge matrica oblika

aa 0 0 -~ 0
0 aa 0 - 0

diaga,...,an)=| 0 0 a - 0 |
0 0 0 - ay

gde suag,ay, ..., ay realni brojevi. lzr&unati

diagay,...,an) - diagbs,...,bn).

42. Izr&unatiA" za svakm € N, gde jeA sled&a matrica:

(@) (b

[oNeoNeNe)
Orr OO
O OO
[eoNeNel
[cNeN e}
OFrLr OO

0
1
0
0

[eNeNel

. [1 127"
43. |zra&unati 10 za svakan € N.

44. Resiti sledee matr€ne jedndine u skupu realnih matrica formatax2:
2 1 11 1 2 1 2
@ [§3]x[ia] o [of]xexfod]

45, Resiti matnu jedndinu X? = X u skupu realnih matrica oblik% g é } .

46. resiti matrgnu jedndinu X2 — X — E = O u skupu realnih matrica oblik% g 5 } .

47. Dokazati da jecA| = c"|A| za svaki realan braj i svaku kvadratnu matricA reda
n.

48. Dokazati da j¢éA"| = |A|" za svaku kvadratnu matricuredan.

5 7 4
49, Izr&unati|A| ako se znadajg®=| 1 3 1 |.
10 3 10
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50.

51.

52.

53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Izra&unatiA~1, gde jeA sled€a matrica:

(@) (b

O woo

0
2
0
0

A OOO
[N eNely o
o O uo1o
[N e Mo RN
g1 o OO
oONO O

Izra&unatiA—1, gde jeA = diag(a, a, ..., an), ako se zna da jgay...a, # 0. (Za
definiciju dijagonalne matrice videti Zadatak 41.)

Neka jeA kvadratna matrica koja ima inverznu matricu. Dokazati da je

1
A=
A

1 2 3
Izra&unati|A| ako se znadajat=| 2 3 1 |.
31 2

Neka suA i B kvadratne matrice istog reda takve da matfica ABima inverznu
matricu.

(a) Dokazati da tada i matricki B imaju inverzne matrice.

(b) OdreditiC~* u funkcijiod A~ti B~1.

1 3 6 -1 0 1

Resiti matiénu jedn&inuAXB= C gde je

12 2 110
A=|2 1 2|, B=|1 2 2], C
11 2 025

Resiti matiénu jedn&inuAXB+ XB=C gde je

0 2 -3 110 0 1 -1
A=|3 -2 -1|, B=|1 2 2|, c=|-1 0 1].
1 1 -2 025 1 -1 0

Neka jeABCD Cetvorougao O neka t&ka. lzraziti vektore odi@ene stranama i
dijagonalama ovogetvorougla pomeu vektoraOA, OB, OC i OD.

1 11 1 2 3
Resiti maténu jedné&inu: | 1 2 3 |-X=| 3 1 0.

Il
1
\
N
B Rk o

\
O P
| P |

Neka jeABCD paralelogram presek n%ovih dijagonalaM proizvoljna t&ka.
Dokazati da je MO = MA + MB-+ MC + MD.

Nad stranamatrougﬁeBCkonstruisan_i) su paralelogramBB; Ay, BCG B, i CAAC,.
Dokazati da jeA1Ao +B1B, + CiCo, = 0.
Neka jeABC trougao,A; srediste stranfBC|, B, srediste stranfAC] i C; srediste
strane/AB|. Dokazati:

(a) AA+ BB +CC = 0.

(b) Za svaku tékuM je er @Jr W = M—>A1+ M—>Bl+ M—>Cl
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62. Ako sUM i N sredi&ta duzjAC] i [BD], dokazati da je\B+CD = 2MN.

63. Ako suM, N, P, Q, R, S, tim redom, srediSta strana proizvoljnog Sestougla, datkaz
L — =
dajeMN + PO+ R5= 0.

64. Neka suA, B, C, D proizvoljne t&€ke. Ako jeE srediste duzjAB], S srediste duzi

[CD], aF i G takve da jeEF = BC i EG = AD, dokazati da su tke G, Si F
kolinearne.

65. Normalne prave i q koje se seku u t&ki M seku daLiI)«ug sa centro@ u tatkama
A, B, C, D. Dokazati da jeDA+ OB+ OG-+ OD = 20M.

66. Neka slA, Iﬂ C tri razlicite ta&€ke na kruZnici sa centro@. Dokazati da je’ﬁ&
OB+0C= 0 ako i samo ako j¢ AOB= /BOC= /AOC= 12C.

67. Neka sWA, B, C, D cetiri tatke na kruznici sa centro@. D kazgti:A, B,C,Dsu

temena pravougaonika ako i samo ak@je+ OB+ 0OC+0OD= 0.

68. Neka jeABCtrougao, &, K, L, M, N, P, tatke polupraviifAB), [AC), [BC), [BA),
[CA), [CB), tim redom, takve da jRAQ] = [CP] =2 [AC], [AK] = [BL] = [AB] i [BM] 2
[CN] = [BC]. Dokazati da su prav€L, MN i PQ paralelne.

69. Dokazati da teziste trougla deli svaku od teziSnihdinijodnosu 2 : 1.

70. U trougluABC saC; je ozn&eno srediSte duZiAB|. TatkaA; je taCka duzi[BC]
takva da je[BAq] : [A1C] = 2: 1, a t&kaB; je taCka duZi[AC] takva da je[ABy] :
[B1C] = 2: 1. Dokazati da se du#hAq], [BBy] i [CCy] seku u jednoj téki.

71. Na stran{AD] i dijagonali[AC] paralelogram@®BCD uotene su, redom, theK i
L takve da jgAK] : [KD] =1:3i[AL] : [LC] = 1: 4. Dokazati da su &keK, L i B
kolinearne.

72. Neka suE, F, G srediSta, redom, straffdB|, [BC|, [CD] paralelogramaBCD.
Neka praveBGi DE seku duZAF] u tackamaN i M. Dokazati da tékeM i N dele
duz[AF]uodnosu?2:2:1.

73.(Tezak!)Neka suK, L, M, N taﬁe na stranamphB], [B_C):], [CDy, [[ﬂ, tim redom,
EetvorouglaABCD takve da jeAK : KB — BL : LG = CM : MD = DN : NA # +1.
Ako je KLMN paralelogram, onda jeABCD paralelogram. Dokazati.

74. Neka siP i Q tacke, redom, na strananfRC] i [CD] paralelogram#&BCDtakve da
jeBP:[PCl=2:3i[CQ:[QD]=2:5. Neka jeM presé&na t&ka duZzi[AP] i
[BQJ. Odrediti u kom odnosu &aM deli ove dve duzi.

75.Srednja linija ¢etvorouglge duz koja spaja srediSta dve njegove naspramne strane.
Dokazati da srednja linijgetvorougla sadrZi teZiste t@gtvorougla.

76. Neka jeABCD Cetvorougao. Ozramo saTa teziste trouglaBCD, saTg teZiste
trouglaACD, saTc teziSte trougladABDi saTp teziste trougladABC. Dokazati da se
praveATy, BTg, CTe | DTp seku u jednoj téki. (Uputstvo: pokazati da svaka od njih
sadrzi teziSt&€etvorougla.)

77. Dokazati da teziStéetvorougla deli svaku od duZATa], [BTg], [CTc] i [DTp] 0
kojima se govori u prethodnom zadatku u odnosu 3 : 1.

78.CetvorougloviABCDi A'B'C'D’ imaju zajedniko teZiste (T = T’) ako i samo ako
e e S _
je AN + BB +CC + DD’ = 0. Dokazati.
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79. Ako jeT teZiSte skupgdAq, A, ..., An}, aT’ teZiSte skupd A}, A,, ... AL}, izratu-
nati A1A71+A2A2j + . AAL

80. Neka suA, B, C, D cetiri razliCite te€ke i neka sWP, Q, R, Stezista, redom, trou-
glovaABD, BCA CDBi DAC. Dokazati da se teziSte skupA, B,C,D} poklapa sa
teZiStem skupdP,Q,R, S}.

81.(a) Neka jeR[x] skup svih polinoma sa realnim koeficijentima. Dokazati d& [jg
vektorski prostor u odnosu na sabiranje polinoma i mnoZealj@oma brojem.

(b) Neka jeR[x]" skup svih polinoma sa realnim koeficijentimigi stepen je
najvisen. Dokazati da jeR[x|" vektorski prostor u odnosu na sabiranje polinoma i
mnoZenje polinoma brojem.

(c) Neka jeR" skup svih nizova realnih brojeva. Dokazati daR€ vektorski
prostor u odnosu na sabiranje nizova:

(X1, X2,...) + (Y1,¥2,--.) = (Xa +Y1, X2 + Y2, )
i mnoZenje brojem koje je definisano ovako:

a - (Xl,Xz,...) = (axl,axz,...).

82.(a) Dokazati da j&R[X|" kon&tno dimenzionalan vektorski prostor, odrediti njegovu
standardnu bazu i dokazati daléx|" =~ R,
(b) (Tezak!)Dokazati daR [x] i RY nisu kon&no dimenzionalni. Da i j&[x] =
RN?
83. Koje od sledeih preslikavanja : R* — R? je linearno:
(a) f(X17X27X37X4) (Xl _5X2+X4) O)y
( ) (X17X27X37 ) (Xl_5X2+X4) 5)
(©) f(X1,%2,X3,Xa) = (3X1 — 2X2, 6X3 + 7X4);
(d) f(x1,X2,X3,Xa) = (34, %p)?
84. Dokazati da j& : RN — RN linearno preslikavanje, gde je

A(X1,%2,X3,...) = (X2,X3,...).

85. Neka jed : R[X] — R[X] preslikavanje koje polinomu dodeljuje njegov prvi izvod.
Dokazati da jad linearno preslikavanje.

86. Odrediti mat&nu reprezentaciju sledi linearnih preslikavanj : R* — R3:
(a) f(x1,%2,X3,%) = (X1 — 5%2+X4,0);
(b) (X1, %2, X3,Xa) = (X1 — 5%+ Xa,5%3);
(€) f(x1,X2,X3,Xa) = (3X1 — 2%p, 6X3 + 7Xa);
(d) f(x1,%2,X3,%4) = (X1,%1)-
87. Odrediti matnu reprezentaciju linearnog preslikavada : R[x* — R[x® koje
polinomu najviS&etvrtog stepena dodeljuje njegov prvi izvod.
88. Odrediti matnu reprezentaciju linearnog preslikavahjaR([x]* — R[x]® koje je
dato sa_(p(x)) = xp(X).
89. Dokazati da je svako od sleie preslikavanjd : R* — R? afino i odrediti odgova-
rajucu matrénu reprezentaciju:
(@) f(x1,%2,%3,%) = (X1 —5X2 +Xg 4 1,X3 — 3,X1 + 8);
(b) f(x1,%2,X3,%a) = (X1 — 5%2,5, —X3);
(€) f(X1,%2,X3,Xa) = (X1 +1,X1+2,%1 + 3).
90. Dokazati da je preslikavanje: R[x|® — R[X]® : p(x) — xp(X) + x3 — 7x+ 6 afino.
Odrediti matrénu reprezentaciju ovog preslikavanja.
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2 Analiti Cka geometrija ravni

U ovoj glavi razvijamo kljitne elemente analike geometrije u ravni. Na-
kon Sto koordinatizujemo ravan i pokazemo kako se vektododeljuju koordi-
nate uvodimo osnovne operacije sa vektorima i izvodimo liakgednostavnih
ali vaznih formula (rastojanje ¢aka u ravni i povrSina trougla). Potom uvodimo
skalarni proizvod vektora kao mino orude za merenje rastojanja i uglova u ravni.
Centralni deo glave predstavlja diskusija o tri oblika jatine prave (normaini,
parametarski i eksplicitni) i 0 odnosima osnovnih objekatavni. Sledi kratka
diskusija o poligonim&iji osnovi cilj je izvodenje formule za ozri@nu povrsinu
poligona. Potom dajemo analfiki oblik najvaznijih transformacija ravni. Glavu
zavrSavamo operacionalizacijom uvedenih teorijskih kpata u vidu klas&o-
int2D, Line2D i Polygon2D koje implementiraju rad sa&&ama, pravim i poli-
gonima u ravni.

2.1 Koordinate tacke i vektora

Orijentisana pravaje prava na kojoj je uten jedan od dva moga smera. ¥
Koordinatni sistenje uredenacetvorka(O,E,x,y), gde suxi y dve ortogonalne q A(p.q)
orijentisane prave) njihova ta&ka preseka, & tatka pravex razlicita odO takva
da je smer vektor®E jednak smeru prave DuZ[OE]| se zovgedinitha duz

Kada je u ravni fiksiran koordinatni sistem, svakajktate ravni se jedno- © E P X
zn&no moze dodeliti u@eni par realnih brojeva koje zoverkoordinate tacke
Zato ne pravimo razliku iz tecke i njenih koordinata¢esto izraz ,,@&kacije
su koordinate(p,q)” zamenjujemo (manje korektnim, ali pogodnijim) izrazom
»tacka(p,q)”.

Rastojanje tacaka A i B merni broj duziABJ, koga oznéavamo sal(A,B).
Direktnom primenom Pitagorine teoreme dolazimo do fornkdja izraZzava ra- B(x2,Y2)
stojanje dve téke preko njihovih koordinata. Neka #\(x1,y1) i B(X2,y2) dve
taCke u ravni. Tada je

d(A.B) = \/(XZ —X)?+ (Y2 y1)* Alx,y1)  Clxe,y1)
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Geometrijski (ili slobodni) vektor je proizvoljan pardaka(A,B). U ravni
u kojoj je uveden koordinatni sistem postoji jedna istakniatka: koordinatni
pocetak. Vektore koji ishode iz koordinatnog Gedka zovemo/ezanl vektori
Jasno je da za svaki vek@ postoji t&ékaM takva dajeﬁ OM Sto zn&i da
se pri radu sa vektorima mozemo ogi@misamo na rad sa vezanim vektorima.

S druge strane, svaki vezani vektor je jednd@rmmaodrelen svojom krajnjom
tatkom, dakle urdenim parom brojeva. Zbog toga ne pravimo razliku idne
tatke M i vektoraOM. Nekada nam je zgodno da na deai par brojevax,y)
gledamo kao na koordinatecke, a nekada kao na koordinate vektora. Na primer,
nula-vektor ima koordinaté0,0), isto kao té&ka O. Cesto umesto ,,vektdija
zavrSna téka je(x,y)” kazemo samo ,,vektdix,y)”. Ako je data t&kaM, vektor
OM zovemovektor poloZaja tacke M

Operacije sa vezanim vektorima koji su dati svojim koorthinaa se izvode
veoma jednostavno; kaZemo da se izvpdeoordinatamaNeka suv = (Xy) i

= (X,y’) neki vektori, aa realan broj. Tada je

VAW = (xy)+(X,Y) = (x+X,y+Y),

7 - V_V> = (X,Y) - (X,ay,) = (X_X,’y_y,)a

a-V=a-(xy) = (axay),

V| =d(0,(xy)) = V)+y2
Zane-nula vektoral i V kazemo da sparalelniako su njihovi nosé paralelni,
odnosno, ako su istog pravca. PiSembi| V. Sada je lako pokazati sletks

Teorema 23.Neka suV = (x,y) i W = (X,y') ne-nula vektori. Tada/ || W ako
i samo ako postojir € R takvo da jeax =X i ay =Y, dok jeV 1+ W ako i
samo ako postofir > 0 takvo dajeax=X iay=y.m

Jedinicni vektorje vektor duZine 1. Za svaki ne-nula vekf®ot postoji jedi-
niéni vektorvg koji ima isti pravac i smer kaﬁ Vektor V§ se odrduje tako §to
se vektorV podeli svojom duzinomy§ = W Ovaj postupak se zoveormali-
zovanje vektora

Mi (homo sapiensi) zapravo umemo d&waamo samo sa vezanim vekto-
rima. Kada se u radu pojavi neki vekigiji pocetak nije tékaO, odredi se njemu
jednak vezani vektor sa kojim se kasnije nastaturenje. Proces odivanja
odgovarajéeg vezanog vektora je veoma Jednostavan NekeBeeki geome-
trijski vektor, pricemu jeA(xg,y1) | B(X2,Y2), i nekaJeOM njemu jednak vezani
vektor. Zelimo da odredimo koordinatete M, ili, $to je isto, koordinate vektora
OM. To se moze &initi na sledéi nain:

OM — AB— OB— OA— (X2,¥2) — (X1,Y1) = (X2 — X1, Y2 — Y1).

Primer. Odrediti koordinate vektor&B gde jeA(1,5) i B(3,1), a potom ga
normalizovati.

ReSenjePre svegaﬁ: OB— OA— (3,1)—(1,5) = (2,—4). Odatle vidimo
da je|ﬁ| = /20 = 2/5, pa se normalizovanjem vekto@ dobija vektortije

koordinate suzif5(2, —4) = (@a —725\/5)' .



2.1 Koordinate téke i vektora

Primer. Odrediti koordinate srediSta duAB|, gde jeA(x1,Y1) | B(X2,¥2).
ReSenjeNeka jeS(x*,y") srediSte duz[AB|. Tada t&ka S del vektorAB u
odnosu 1 (nekad se jo3 kaZe i uodnosu 1: 1), [ﬁé& %(6Z+ 6%). Prelaskom

na koordinate vektora i sié&/anjem izraza dobijamo, kobmo, da je(x*,y*) =
(X142rX2 Y1-5)'2)_ 0

Primer. Odrediti koordinate téaka koje duZAB] dele u odnosu 1 : 2, gde je
A(3,-1)iB(-3,2).

ReSenje.Jasno je da postoje dve takvé&ka. Jedna, ozitamo je saP, se
dobija iz vezeDP = 10A+ 208, a druga, 0znéimo je saQ, iz vezeOQ= 20A+
1OB. Sada se lako vidi da B(—1,1) i Q(1,0). OJ

y
Teorema 24.Neka suA(x1, Y1) | B(Xz,Y2) taCke u ravni. Tada je povrSina parale-
logramacije dve stranice su vekto@A i Cﬁ Jjednaka sé&D|, gde je

X1 Y
X2 Yo

Dokaz.Dovoljno je dokazati da je povrSina trougl@ABjednaka s% -|D|. Neka

SUA'(x1,0) i B'(x2,0) normalne projekcije #akaA i B, redom, na-osu. Ozna- ©

¢imo saP trazenu povrSinu, sB, povrsinu trouglaDAA, saP, povrSinu trougla
OBB, a saP; povrsinu trapezABBA'. Primenjujti poznatu formulu za povrsinu
trapeza dobijam®; = (X, —X2) (Y1 +Y2), dok jePy = 3x1y1, aP> = 1xoy,. Jasno
jedajeP =P;+Po—Py=3(x1— %) (Y1 +Y2) + 3%2Y2 — 3Xay1 = 3 (XaY2 — Xoy1) =

% -D. Da je raspored taaka na slici bio drudaji, izrazi za povrSine bi se prome-
nili do na znak, i tada bismo dobili da = 3(—D). Dakle,P = }|D|. m

Na krajucemo izvesti formulu koja izrazava povrsinu trougla ako sarjate
koordinate njegovih temena.

Teorema 25.Neka sUA(X1,Y1), B(X2,¥2) i C(Xs,Y3) tri tacke i neka jeP povrsina y
trouglaABC. Tada jeP = |D|, gde jeD sledé&i broj:

X1 y1 1
D=5-1X% Y2 1
X3 y3 1

Dokaz.Neka suA'(x,0), B'(x2,0) i C'(x3,0) normalne projekcije teakaA, B,

C, redom, nax-osu. Oznéimo saP; povrSinu trapezaA AC'C, saP, povrSinu o A

trapezaBB'C'C, a saP; povrSinu trapez&ABB'. Jasno jeda j =P, +P, — Ps.
PrimenjujlEi poznatu formulu za povrSinu trapeza dobijaRic= %(x3 —X1)(Y3+
Y1), Po = 3(x2 — X3) (Y2 + ¥3), Ps = 3(x2 —X1) (Y2 + Y1), pa je, nakon sdivanja,
P = 2((xaYs — Xay2) — (X1y3 — Xay1) + (xay2 — X2y1)). Dakle,

X 1

p_1 ( X2 Y2 X3 Y3 X1 Y1 ) 1 x; ﬁ 1
2 X X X 2

3 Y3 1 Y1 2 Y2 X5 Y3 1

A

A/
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Z(V, )

Z(U, V)

Pri tome smo koristili razvoj determinante reda 3 po eleinamtrece kolonem

Posledica 26.Tacke A(x1,Y1), B(X2,¥2) i C(X3,Yy3) Su kolinearne ako i samo ako
je

Xt 11

X2 Y2 1|=0.

X3 y3 1

Dokaz.(=) Neka su tdke A, B i C kolinearne. Onda je povrsina troughBC
jednaka nuli, pa je, prema Teoremi 25, navedena deternairtaktie jednaka
nuli.

(<) Pretpostavimo da je navedena determinanta jednaka ndk j€aprema
Teoremi 25, povrSina trouglABC jednaka nuli, odakle sledi dadkee A, Bi C
moraju lezati na istoj pravom

2.2 Skalarni proizvod vektora

U prethodnom odeljku smo videli kako se na oshovu Pitagddgneeme lako
dobija metod za merenije rastojanja dvék&u ravni. U ovom odeljkicemo uz
pomda jedne druge vazne teoreme, kosinusne teoreme, opisatdmatmerenje
ugla koga zaklapaju dva vezana vektora. Podsetimo se, kmgmusne teoreme:

Teorema 27.Neka sua, b i c duZine stran&BCJ, [CA| i [AB], tim redom, trougla
ABC, i neka jey ugao kod temen@. Tada jec® = a® + b? — 2abcosy. m

Sadatemo uvesti novi pojam, pojam skalarnog proizvoda dva vektkoji
¢e nam omoggtiti efektivno merenje uglova u ravniSkalarni proizvodvektora
V =(xy)i W=(X,y),uoznaciV - W, je sledéi broj:

V-W=x-X+y-Y.

Odatle i ime (skalar = broj). Za svaka tri vektora i za svakila@ broja vaze
sled€i indetiteti:

« V.W=W-V;

e V.(aW)=(aV)-W=a(V W)

« T (VW) =T-V+T-W.

Skalarni proizvod vektora ima veoma lepu geometrijskurprtaciju za koju
nam je potreban pojam ugla izehe dva vezana vektordJgao izméu vezanih
vektora i V, u oznaciZ(U, V), je orijentisani ugao koga prebrisemo kada
podemo od vektoral i krecemo se do vektora’ u smeru suprotnom od kazaljke
na satu. Kak@emo sve mere uglova u ovom kursu izraZavati u radijaninka, la

se vidi da je
(T, V)+4(V,U)=2m
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Teorema 28.Neka suV i W ne-nula vektori. Tada je:
VW =|V]|-|W|-cos/(U, V).
Prema tome:
)W
cos/(U, ):’ BLk

Dokaz.Neka suA(xi,y1) i B(x2,y2) krajnje ta&ke vektoraV i W, redom. Neka
jea=|V|, b=|W|ic=|AB|. Primenom kosinusne teoreme na trougxsB

dobijamo:c? = a? +-b? — 2abcosh, gde je8 = /(T, V). Kako jea= /32 +2,

b= /X+Yy3ic=/(x2—x1)2+ (y2—y1)2, nakon uvrstavanja u gornji izraz,

kvadriranja i sréivanja dobijamox;x, + Y1y, = abcosf, odakle sledi tvilenje. © X
[

Kada u ovom kursu kazemo ,,iznanati (ili nti) ugao izmeéu vektora” za-
pravo mislimo na neku trigonometrijsku funkciju tog uglgktako moZzemo da
odredimo. Kao St@emo videti, umesto mernog broja ugla mndgXe ce nam
biti potreban njegov sinus, kosinus ili tangens.

Primer. Nati ugao izméu vektoraV = (1,2) i W = (3,0).
ReSenjecos/(V, W) = v/5/5.0
Kazemo da su vektoriormalniako je ugao izm@&u njih prav.

Posledica 29 Ne-nula vektoriVv i W su normalni ako i samo ako j& - W = 0.
]

Da su vektoriV i W normalni ozndavamo sa/ L W. Po dogovoru se uzima
da je nula-vektor normalan na svaki vektor, zato St@j®) - (x,y) = 0, za svako
(x,y). Uz ove dve konvencije, prethodni stav se kratko iskazugkovV L W
ako i samo akov - W = 0.

Osim merenja uglova, skalarni proizvod omégje i merenje duzina, kao §to

pokazuje slede teorema.
Teorema 30.Za svaki vektorV je | V| =V - V.
Dokaz.Ogito je V- V = | V|| V|-cos0= | V|2, odakle tvdienje odmah sledi

Dakle, skalarni proizvod vektora je rono orude koje nam omogtuje da u
ravni merimo duZzine i uglove.
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T} B(Xa y)

/ X
A(p,q)

2.3 Prava u ravni

Kao Sto je t&ka u ravni odrdena svojim koordinatama, tako je prava odre-
dena svojonjednacinom Pravoj pripadaju t&no one téke Cije koordinate zado-
voljavaju njenu jednéinu. U nastavku dajemo tri vaZzna oblika jedmee prave:
normalni, parametarski i eksplicitni.

Normalni oblik jedna&ine prave. NekajeT = (a,b) ne-nula vektor A(p,q)
tacka u ravni. Odredimo jed@au pravel koja prolazi kroz téku A i normalna
je na vektorT.

Neka jeB(x,y) proizvoljna t&ka prave, aT njen vektor polozaja. Tada su
praveABi | paralelne paj@?ﬁL T. To, dalje, znéi dajeﬁ-@: 0, odnosno,

Kada uzmemo u obzir dajg = (a,b)i T — OA= (x— p,y— q), gornja jednaina
postajea(x— p)+b(y—q) = 0. Nakon srdivanja i uvalenja oznake = —ap—bq
dobijamonormalni oblik jednacine prave

ax+by+c=0.

Normalni oblik jedn&ine prave je zgodan iznde ostalog i zato $to se iz njega
veoma jednostavnocitava vektor na koga je prava normalna: to(gb). Va-
Zno je napomenuti da prava nema jedinstven normalni oldikggne. Zapravo,
svaka prava ima beskotrago mnogo jedn@na u normalnom obliku. Seem,
medu njima postoji veza: svaki se moze dobiti od svakog drugogzenjem ne-
nula brojem. Na primer,2-y+3=0i —4x+ 2y— 6 = 0 predstavljaju jedri@ne
iste prave, zato Sto se druga dobija od prve mnoZenjensa

Za jedn&inu ax+ by+ ¢ = 0 kazemo da jenormalizovanaako je normalni
vektor (a,b) duzine 1. Svaka jediémaax+ by-+c = 0 se deljenjem s& a2 + b?
moze svesti na normalizovani oblik.

Primer. Odrediti jedn&inu prave koja je normalna na vektor1,2) i prolazi
kroz t&fku (3,3). Odrediti potom normalizovani oblik jeddie ove prave.

ReSenje.Na osnovu prethodne diskusije, jedima ove prave je-(x—3) +
2(y—3) =0, odnosno, nakon sdé/anja, —x+ 2y — 3 = 0. Normalizovani oblik
jednaine prave se dobija deljenjem prethodne jdiina sa\/5, §to je duZina
normalnog vektora;- %’x—k 2\—5@y— 3\—5@ =0.0

Primer. Odrediti simetralu duZjAB|, gde jeA(1,2), B(—3,-1).

ReSenje.Simetrala duZi je prava koja sadrzi srediStduzi [AB] i normalna
je na pravuAB. Dakle, treba nam jed@aa praves koja prolazi krozS(—1, %) [
normalna je na vektoAB = OB — OA— (—4,—3). Sada se lako vidi da prawa
ima jedn&inus: —4(x+1) —3(y—3)=0.0
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Parametarski oblik jednatine prave. Neka je V = (a,b) ne-nula vektor i y
A(p,q) tatka u ravni. Odredimo jed@mu pravel koja prolazi kroz téku A i
paralelna je vektoriv . _ ABxY)
Neka jeB(x,y) proizvoljna t&ka prave, aT njen vektor poloZaja. Tada su v !
praveABi | paralelne pa j&B || V. To znd&i da postoji realan brdjtakav da je
A@: tV, odnosno(x— p,y—d) =t(a,b). Kada ovo raspiS§emo po koordinatama;— =
finm

dobijamoparametarski oblik jednacine prave

X=p+t-a

y—qitp LEER

O parametarskom obliku jedéiae prave mozemo da razmisljamo ovako: svakom
realnom brojut odgovara téno jedna téka na pravoj, on&ije se koordinate
dobijaju kada se u gornju jed@iau uvrstit. Kadat prode kroz ceo skup realnih
brojeva, ovim budu ,,generisane” svéka na pravoj.

Parametarski oblik jeditie prave mozemo shvatiti i kao ¢ia da se uspo-
stavi bijekcija izméu skupa realnih brojeva i skupa sviltéka neke prave. Kada
parametat ograntimo na neki podskup skuf®, dobijamo parametarsku jedna-
¢inu odgovarajbeg podskupa prave. Tako, & [0,1] dobijamo parametarsku
jedn&inu duZi[ABJ, a zat € [0,+) parametarsku jeddau polupravgAB).

Primer. Odrediti parametarski oblik jediee prave koja je paralelna vektoru
(2,3) i prolazi kroz ta&ku (—1,4).
ReSenje.Parametarski oblik jedidane ove prave dat je sa= —1+2t,y=
44+ 3t,teR. O A

&

Primer. Odrediti normalu iz téke A(3,—1) na pravus: 2x+ 5y+3=0. S

ReSenjeNormalan iz tatke A na pravus je prava koja sadrzh i paralelna je
normalnom vektortng = (2, 5) praves. Parametarski oblik jedgae praven se
sada lako dobija kaw=3+2t,y=—1+5t. 0

Eksplicitni oblik jedna Cine prave. Posmatrajmo normalni oblik jedbime neke
prave:ax+ by+c= 0. Ako jeb= 0, onda jea # 0 i lako se dobija

Xx=c,

zac = —c/a. Ovo jeeksplicitni oblik jednacine prave normalne na x-oZaista,
ako je prava normalna naosu u t&ki ¢/, onda sve téke te prave imaja’ za svoju
x-koordinatu. y
Ako je b # 0, onda izax+ by+ ¢ = 0 moZzemo da izrazimg. Jednostavnim
racunom dobijamo
y=Kkx+n

gde jek=—a/bi n= —c/b. Ovo jeeksplicitni oblik jednaline prave koja nije of X
normalna na x-osuBrojevi k i nimaju lepu i vaznu geometrijsku interpretaciju.
Broj nse zovendsecak na y-oskato Sto prava prolazi krozdéku (0, n), tj. preseca
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y-osu u t&ki n. Broj k se zovenagibili koeficijent pravcgorave. On je jednak
tangensu ugla koga prava zaklapa sa pozitivhim smerose:k =tg¢.

Zarazliku od normalnog i parametarskog oblika jena prave, svaka prava
imatacno jedareksplicitni oblik jedn&ine.

Primer. Jednd&ina pravea u parametarskom obliku glasi ovak&:= —1+t,
y=4-2t,t € R. Odrediti normalni i eksplicitni oblik jedr@ne pravea.

ReSenje.Ako izrazimo parametat, dobijamo, s jedne strarte=x+1, a s
druge strané=2— 3. Odatle jex+1=2—3, odnosnox+ % — 1= 0. Eksplicitni
oblik jedn&ine prave sada glagi= —2x+ 2.

2.4 Takaiprava

U ovom odeljku nas interesuje u kom se odnosu nalaze data piata téka.
Razmatréaemo sledea tri problema:

¢ da li data t&ka pripada datoj pravoj;
e kako izgleda jedn@na prave koja je odoena dvema tskama; i
¢ na kom rastojanju je datadia od date prave.

Incidencija. Neka je jednéina prave data u normalnom ili eksplicitnom obliku.
Tacka pripada pravoj ako koordinatetke zadovoljavaju jediianu prave. Poka-
zatemo to na primerima. Ttaa(2,1) pripada pravoj #—y— 7 = 0 zato Sto je
4.2—-1-7=0, dok joj ta&ka (1,2) ne pripada. Téka (2,1) pripada pravoj
y = 3x—5, dok joj t&ka (0,0) ne pripada. S&ino, t&ka (3,7) pripada pravoj
x = 3, dok joj t&€ka (2,1) ne pripada.

Ako je jedn&ina prave data u parametarskom obliku, tada u odgo\@nagui
jedn&ina uvrstimo koordinate &e i reSimo jednéne pot. Ako dobijemo istu
vrednost za onda t&ka pripada pravoj. U suprotnom joj ne pripada. Na primer,
ispitajmo da li t&ke (—1,8) i (2,2) pripadaju pravok=2—t,y=—1+3t,t € R.
UvrStavanjem koordinata prvediee dobijamo jedndne—1=2—-t, 8= -1+ 3,
CijareSenja posut = 3 it = 3. Prva t&ka, dakle, pripada pravoj. Za drugka
dobijamo 2=2—-ti2 = -1+ 3t, odnosnot =0 it =1. Zato ona ne pripada
datoj pravo;.

Jednetina prave kroz dve date ta&ke. Krenimo od jednog primera: odrediti
jedn&inu prave koja sadrzi &e A(2,1) i B(4,4). Jedn&inu pravecemo prvo
potraziti u normalnom obliku. Za to nam je potrebna jedrikaskroz koju prava
prolazi, recimaA, i potreban nam je vektor normalan na pravu. Nek@M =
OB— OA= (2,3). Za vektor koji je normalan na pravu tada moZemo uzeti bilo
koji vektor koji je normalan n&)—>M, recimom = (3,—2). Tako dobijamo sled=i
jedn&inu praveAB:

3(x—2)—2(y—1)=0.
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Parametarski o_b>lik jeditine praveAB se dobija jos lakSe: @ito je pravaAB
paralelna vektortOM i prolazi kroz t&ku A, pa parametarski oblik jedtae
prave izgleda ovako:

X=24+2t
Y113t teR.

U opStem sldaju, imamo sledau teoremu:

Teorema 31.Jedné&ina prave kroz dve radite ta&keA(p1,q1) i B(p2,d2) u nor-
malnom obliku data je sa

x y 1
P 1
P2 g2 1
dok je njen parametarski oblik dat sa

=0,

X=p1+ (p2— po)t
teR.
y=01+ (02— o)t

Dokaz.NekajeO—>M = ﬁ: (p2 — p1,92 — q1). Da bismo odredili normalni oblik
jednaine praveAB posmatrajmo teku A i vektor T = (o — ap, —(p1—p2)) koji
je normalan na2OM, pa time i na pravtAB. Dobijamo sledéi oblik jedn&ine
prave:

(01— 02)(x—p1) — (p1— P2)(y—0q1) =0

odnosno,
(01 — G2)X— (P1— P2)y+ (P102 — p201) =0,

Sto je &igledno ekvivalentno jedidai sa determinantom u formulaciji teoreme
(pri cemo smo Koristili razvoj determinante reda 3 po elemenposednje ko-
lone, kao i definiciju determinante reda 2).

Da bismo odredili parametarski oblik jediiae praveAB dovoljno je u@iti
tatku A i vektor OB— OA kome je prava paralelna

Rastojanje tacke od prave. Neka jeax+by+c = 0 jedn&ina neke prave, neka
je A(p,q) neka t&ka i Ax = ap+ bg+ c. Kada t&ka A pripada pravoj, onda je
Aa = 0. U suprotnomAa je neki broj razl€it od nule. Kao Stccemo pokazati,
na osnovu brojal\a se moze utvrditi rastojanje dateCke od date prave, kao i
poluravan s obzirom na tu pravu kojogta pripada.

Teorema 32.Neka jeax+ by+ ¢ = 0 normalizovana jedrigna pravd (to zn&i
da jea? +b? = 1), neka jeA(p,q) neka t&ka iAp = ap-+-bg+-c. Tada je brojAa|
jednak rastojanju t&keA od pravd . Ako je Ap > 0 onda se tékaA nalazi u onoj
poluravni s obzirom na pravuna koju pokazuje normalni vektor praleako je
Aa < 0, tatkaA se nalazi u drugoj poluravni.

Dokaz.Ako taCka A pripada pravo], onda jeAx = 0, a to i jeste rastojanje dke
A od pravd. Pretpostavimo, zato, datlea A ne pripada pravd.
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y
A(p,q)
7 AP, d)
\
O X
levo
/\M <0
desno
A /\M >0

Neka je ™ = (a,b) normalni vektor pravé. Prema pretpostavci j|ﬁ| =1
Ozna&imo saA'(p/,q ) ortogonalnu projekciju ke A na pravu . Vektori AAi T

_>
su paralelni (oba su normalni na prayppa postoji bropr takav da jeNA=a 1.
Zato $to je™ jediniéni vektor, broj|a| je jednak rastojanju tke A od pravel.

Ako je a > 0, onda su vektoWVA i o istog smera, Sto ziGada se takaA nalazi
u onoj poluravni s obzirom na pravwna koju pokazujer’. Ako je a < 0, vektori
Su suprotnog smera, pa s€ka A nalazi u drugoj poluravni. Pokazemo da je
a = Aa.

Iz AA= aT dobijamo da jgp—p’,q—q) = a(a,b), odakle jep’ = p—aa
i d =qg—ab. Ta&kaA’ pripada pravo], pa zadovoljava njenu jedéiau. Odatle
je ap +bd +c = 0. Nakon uvrStavanja gornjih izraza pai g dobijamoap+
bg+c—a(a®+b?) =0. Kako jea + b’ =1,t0o jea = ap+bg+c=Ap. &

Posledica 33.Neka jeax+ by+ c = 0 jednd&ina pravel i A(p,q) neka t&ka.
Rastojanje tékeA od pravd je dato sa:

ap+bg+c
VaZ P2

Dokaz.Prema prethodnoj teoremi, rastojanjékia od prave se dobija tako Sto
se uzme apsolutna vrednost broja koji se dobija uvrStanakrdinata téke u
normalizovanyedn&inu prave u normalnom oblikum

Levo-desno. Neka suA(pi,di1) i B(p2,qz) dve ta&ke pravel. Ako pravul
orijentiSemo tako da bude istog smera kao vel&Br onda moZzemo govoriti 0
.»levoj” i ,,desnoj” poluravni s obzirom na pravuFormirajmo jednéinu pravel
bas ovako:

(% — G2)X— (P2 — P1)y+ GaP2 — P12 = 0.
i za tatku M (Xp, Yo) stavimo

Am = (G2 — 01)%0 — (P2 — P1)Yo + 01 P2 — P10

Na osnovu znaka broj&, utvrdujemo da li t&kaM leZi u desnoj ili levoj polu-
ravni:

e ako jeAy = 0, t&tkaM lezi na pravoj;
e ako jeAy > 0, tatkaM lezi u desnoj poluravni;
e ako jeAy < 0, tatkaM lezi u levoj poluravni.

2.5 Dve prave

Sadatemo videti kako se analitkim sredstvima utduje u kom odnosu se
nalaze dve prave. Videmo kako se utduje da li se prave poklapaju, da li su
paralelne, dali se seku i da li su ortogonalne.
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Paralelnost i poklapanje. Paralelnost i poklapanje pravih se veoma jednostavno
detektuju. Neka sax+by+c=0iax+b'y+c =0 jedn&ine dve prave. Ove
dve prave su paralelne ako i samo ako postoji kitakav da jea’ = kai b’ = kb.

Ako je pri tome ic’ = kc, prave se poklapaju. Ako j& # kc, onda nemaju zajed-
nickih tacaka.

Na primer, neka su date sldnCetiri prave:a: 2x—y+3=0,b: 4x—2y+
6=0,c:4x—2y+1=0id:x—y+1=0. Praveai b se poklapaju i svaka od
njih je paralelna sa pravom ali sa hjom nema zajedskih tacaka. Pravei d se
seku.

Presek dve prave. Neka suax+by+c=0iax+by+c =0 jedn&ine dve
prave. Ako neka tka pripada obema pravim, onda njene koordinate zadovolja-
vaju obe jednéine, pa se mogu dobiti reSavanjem sistema

ax+by+c=0, ax+by+c =0.

Na primer, da bismo odrediti pres®u taku pravih X—3y—4=0ix+2y+5=0
reSimo sistem

2X—3y—4=0, X+2y+5=0
i tako nalazimox = —1, y = —2. Dakle, t&ka (—1,—2) je preséna t&ka dve
date prave.

ReSavanjem sistema jeditaa mogu da nastanu tri situacije: da sistem ima
tatno jedno reSenje, da sistem ima beskKommamnogo reSenja, i da sistem nema
reSenja. U prvom sktaju odgovarajce prave se seku, u drugom &hju se pokla-
paju, a u tréem su paralelne i ragiie.

Ortogonalnost dve prave. Dve prave su ortogonalne ako i samo ako to vaZi
za njihove normalne vektore. Odatle dobijamo da su peave by+c=0 i
ax+b'y+c = 0 ortogonalne ako i samo ako & + bb' = 0. Ukoliko su jed-
natine prave zadate eksplicitno, dobijamo da su pgevekix+ny i y = kox+ny
ortogonalne ako i samo akokek, = —1. (Zanimljiv je i sliEajx = i y=kx+n
gde se lako vidi da su prave ortogonalne ako i samo akcjé.)

Sadatemo pokazati kako se izvode tri elementarne konstrukoijje $u u vezi
sa ortogonalnim pravim: konstrukcija normale iZka na pravu, konstrukcija
ortogonalne projekcije &e na pravu i konstrukcija the simetritne datoj taki
s obzirom na datu pravu. Neka lj@ravaciji normalni vektor je T i neka jeA
proizvoljna taka.

e Neka jem normala iz té&ke A na pravul. Zbogm L | mora bitim || T,
odakle se lako dobija parametarski oblik jetine praven: T = C—)ZHW,
teR.

e Neka jeAg ortogonalna projekcija tke A na pravul. TackaAg je presek
pravel i normalemiz A.

e Neka jeA tatka simetrEna taki Au odnosu na praviu TatkaAg je srediste
duzi [AA], pa je 50_6 = 1(57A+ O_A>’). ReSavanjem ove jedéiae pocw

’ ' 2
nalazimo koordinate tke A'.
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Primer. Na€i tatku koja je simetna t&ki A(2,1) u odnosu na pravii: X+
2y—8=0.

ReSenje Nadimo prvo jedndinu pravem koja sadrzi téku A i normalna je na
pravul. Njena parametarska jedtina je 7' — OA+tT, gde je ™ normalni
vektor pravd. Odatle je

(va) = (27 1) +t(1v 2)7

pajex=2+t,y=1+2 t € R. Sled€i korak je da se n#& presek pravih
[ i m, odnosno projekcija tke A na pravul. Pokazéaemo kako se to radi bez
transformacije jedrane pravenu normalni oblik. Koordinate t&ke koju trazimo
zadovoljavaju jednéine obe prave, tako da mora biti

X+2y—8=0, x=2+t, y=1+2.

UvrStavanjem druge i tte jedné&ine u prvu, dobijamad = 4/5. To zn&i da se
radi o onoj t&ki pravem koja se dobija z& = 4/5, a to je t&kaAg(14/5,13/5).
Tatka A je srediSte duzjAA]. Ako pretpostavimo da &a A’ ima koordinate

(p,q), onda je
14 1 13 1
€:§(2+ P, gzé(l‘f’Q)-

Odatle jep=18/5,q = 21/5, i trazena téka jeA’(18/5,21/5). O

Primer. Odrediti simetralus ugla koga zaklapaju prave; x =2+ 2t,y =2+t
ib:x=5+ty=-3t.

ReSenje.Pravea i b se seku u t&ki S(4,3), i to je teCka kroz koju prolazi
pravas. Sadatemo odrediti vektort' kome je pravas paralelna. Iz uslova
zadatka vidimo da jéz; = (2,1) vektor pravca prave, a Vi = (1,—3) vek-
tor pravca pravéh. Neka suwj i Wp vektori odabrani tako d&; i Wy imaju
isti pravac i smer, dap i Wp imaju isti pravac i smer, i da jevs| = |Wwp|, tada
se lako zakljguje da jeU = W4+ Wp, vektor pravca prave. Vektori Wy i Wp
se mogu dobiti normalizacijom vektor@ i v;. Budlti da je u nasem pri-
meru|V3| = v/5 i |V5| = v/10, umesto normalizovanih vektora mozemo odabrati
Wi =2 -V = (2v2,v/2) i W, = V. Dakle, za vektor pravca pragmozemo
uzeti U = W +Wp = (2v/2+ 1,v/2— 3), pa parametarski oblik praveglasi
S:x=4+(2V2+t,y=3+(vV2-3)t.0

Ugao izmeaiu dve prave. Odrdivanje ugla koga zaklapaju dve prave svodi se,
zapravo, na oddivanje ugla koga zaklapaju njihovi normalni vektori, z&to

se radi o uglovima sa normalnim kracima koji su jednaki. Baklko se prave
X+ by+cy = 0iaxx+ byy+ ¢, = 0 seku pod uglon®, onda je

ajay + biby

cosO = \/a§+b§- \/a%er%.
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Primer. Odrediti ugao koga zaklapaju pragex—2y+1=0ib:3x—y—4=0. b

ReSenje Primetimo da je ugao koga zaklapaju praeb jednak uglu koga N
zaklapaju njihovi normalni vektoiy i ng. Kako jenz = (1,—2) i 0y = (3,—1), .
lako se dobija da je cas(a,b) = cos/ (M, Mg) = v2/2.0 Mo A

2.6 Poligoni

Neka suAg, Ay, . ..,An_1, N > 3, razliite tetke u ravni. Figurd1 = [AgAg] U
[A1A2] U... U [An—2An-1] U [An-1A0] zovemopoligonili poligonalna linija Po- Az
ligon krate ozn&avamo sd1 = AgA;...An_1. TatkeAg, A4, ..., An_1 ZOVvEMO
temenaa duZi[AA 1], i € {0,1,...,n— 1} stranepoligona. (Pri radu sa poli- Ao As
gonima simbol + 1 uvek oznaéava sabiranje po moduhy gde jen broj temena
poligona; daklei+ 1 je sledéi broj u ciklicnom rasporedu brojeva @, ..., n—1
i pogodan je zato Sto za= n— 1 imamo da jdAA 1] = [An-1A0].)

Primetimo da je redosled temena u zapisu poligona izuzetaiajan, jer ista Ao Ar
temena navedena drugim redom mogu da predstavljaju sasuigatgu figuru, M= AcA1AAzA4
kako to pokazuje primer pored.

Zatemena) i A1 kazemo da ssusednaTemena i Aj sunesusednako As
nisu susedna, odnosno, akoije 1# ji j+1#i. Ako suA i Aj nesusedna
temena, duZA/A;] zovemodijagonalapoligona. Za strangA_1Aj] i [AA1] Ao Ay
poligonall kazemo da ssusedne strane poligona

PoligonAgA; ... A1 je prostako nema samopreseke, odnosno, ako je ispu-
njeno sledée: A A

e sva temena poligona su raita: A # Aj kadgod j& # j; M= AcA1AsAzA2
¢ nijedno teme poligona ne leZi na strani koju adligl neka druga dva te-

mena poligona; i
e svake dve nesusedne strane su disjunktne.

Na slici ispod figuraa) predstavlja jedan prost poligon, dok su figyt, (c) i
(d) primeri poligona koji nisu prosti:

Ay Ag
Ao Ay
Ay
A7 A3 As S A
As
As Ay AL Ao A1

Poligon na slici(b) nije prost zato Sto se dva njegova temefsai(As) poklapaju.

Poligon na slici(c) nije prost zato Sto jedno njegovo ten#e) pripada strani koju
odreduju neka druga dva temen@§A4]). Poligon na slici(d) nije prost zato Sto
ima dve nesusedne stran@dA4] i [A1Az]) koje se seku.
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Intuitivno je jasno da svaki prost poligon razbija ravan na dela, njegovu
unutrasnjost spoljasSnjost

Povrsina poligonge povrsina njegove unutrasnjosti.

Redosled kojim navodimo temena u zapisu poligona moze da o8 samo
na geometriju poligona, & na njegovu orijentaciju. Poligon moze hpmzitivno
ili negativnoorijentisan, kako je to pokazano na slédgslici:

A3 Ay
Aq A A Ag
Ag Ag Ao Ay
M = AcA1ArAz A4 M = AdA1ArAz A4

Sledé&a teorema pokazuje kako se povrSina i orijentacija poigoogu odre-
diti na osnovu jednostavne formule.

Teorema 34.Neka jell = ApA; ... An_1 prost poligon sa temeninfg(x,y;), i =
0...n—1, ineka je
1 n-1

=33

Tada je|D| merni broj povrsine poligonBl. Ako je D > 0, poligon je pozitivho
orijentisan, a ako j® < 0, poligon je negativno orijentisan. Brfj se zato zove
ozna&ena povrsina poligond.

Xi Vi
Xi+1  VYi+1

Dokaz.Neka je poligorT1 pozitivno orijentisan i neka s&{(x;,0),i =0...n—1,
projekcije temena poligona naosu, Sl. 2.1.

Posmatrajmo brojevd = (x — x11)(yi +Yi+1). Apsolutna vrednost broja
R jednaka je povrSini trapez&AA 1A, ;. Pritome, brojf je pozitivan ako je
odgovarajgi trapez pozitivho orijentisan; it je negativan. Na primer, za po-
ligon prikazan na Sl. 2.1, brojeW, P1 i P su pozitivni, dok su brojeviPz i P4
negativni. Primetimo, dalje, da je brfiy+ P1 + ... + Py_1| jednak povrsini poli-
gonall. llustrujmo to na primeru poligona na Sl. 2.1. BRyj+ P. + P, jednak je
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Ao

Ay

o A A, A, A A X

Slika 2.1: Odrdivanje povrsine i orijentacije poligona

povrsini Sestougl#d,AcA1A2AzA;, dok je brojPs + Py jednak negativnoj povrSini
petouglaAyAcAsAsA;. Broj Py+ Py + P+ P;+ P4 jednak je tako razlici povrSina
pomenute dve figure, a to jettao povrSina poligon#®oA1A>A3A4. Primetimo,
takade, da je zbiPy+ P, + ...+ P,_1 pozitivan kada je poligon pozitivho orijen-
tisan, i da je negativan kada je poligon negativno orijamtigIntuitivno, u prvom
sluaju je ,,pozitivna” povrSina & po apsolutnoj vrednosti, dok je u drugom
slu€aju ,,negativna” povrsina &a po apsolutnoj vrednosti.)

PokazimojoSda j&+P.+...+P,_1=D:

5" -

7
-
>
|

-

(% —Xi+-1) (Vi + Yit1)

M
NI =

>
|
[u

(XiVi +XiYit1 — Xip1Vi — Xi1Yit1)

(_%(Xiywl —Xit1¥i) + r_]Zj(Xiyi - Xi+1yi+1)> '

n—1 n-1 n—-1
Kako je 'Z)(Xiyi —Xi11Yis1) = i;Xiyi - i; Xi+1Yi+1 = 0, dobijamo

NiR N
7
N

n—1 1n71

i;PI =5 i;(XiYiJrl—XiHYi) =D,

gde smo Koristili definiciju determinantex22. Ovim je dokaz zavrSem
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2.7 Transformacije u ravni

Transformacije podudarnosti. Preslikavanjef ravni na sebe jgransformacija
podudarnostiako je f bijekcija koja ima sledeu osobinu: za svake dve raite
taCke Ai B je [AB] = [f(A) f(B)]. Osnovna teorema euklidske geometrigan
daje klasifikaciju transformacija podudarnosti euklidskeni:

Teorema 35.Transformacija podudarnosti u ravni je

e ili identicko preslikavanje;
e ili osna simetrija;

o li translacija;

e ili centralna simetrija;

o li rotacija;

e ili klizna simetrija.m

U nastavku dajemo definicije ovih transformacija, njihovaléicke oblike i
osnovne osobine.

Translacija. Translacija za vektorV, u oznacity, jipreslikavanje ravni na
sebe sa sled@em osobinom: ako j&;(A) = A, onda jeAA = V.

Da bismo dobili analifiki izraz za translaciju, uzmimo da vektaf ima ko-
ordinate(a,b). Neka t&€kaA ima koordinatgx,y), a t&kaA’ := 1y(A) koordinate

(X,y). Po definiciji jeA_A>’ =V, odakle je(X —x,y —y) = (a,b). Tako dobijamo

X =x+a
y =y+b.

Pisemo i ovako(X,y) — (x+a,y+b).

Centralna simetrija. Centralna simetrija u odnosu na tackysoznacios, je
preslikavanje ravni na sebe sa sledl® osobinom: ako jes(A) = A, onda je
tatka SsrediSte duzjAA].

Analiticki izraz za centralnu simetriju dobijamo iz definicije. Mgk S(p,q)
centar simetrije i neka jes(A) = A, gde t&ka A ima koordinate(x,y), a ta&ka
A’ koordinate(X,y). Prema definiciji,S je srediste duzjAA], pa je X;’( =pi
% = g. Odatle dobijamo

X =2p—x
y=29-y.
Specijalno, simetrija u odnosu na koordinatnéetak ima sleda analiticki izraz:

X=-XYy =-y.

Primetimo da se centralna simetrija u odnosu na neklaut® moze pred-
staviti kao proizvod dve translacije i centralne simettijednosu na koordinatni
pocetak, odnosno, da jgs = T550 000 Ty
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Jednostavnosti radi, oztiano Tggsar. Onda jergy = 71, Pogledajmo kako
transformacijarg o go o T5¢ deluje na proizvoljnu taku (X,y):

1

(xy) — (X—p,y—0)
= T x

Jo
— (p—X,q-Y)
B/
5 (2p—x%,29-Y).
N —

A/

Rotacija. Rotacija oko tatke S za orijentisani uggq u oznacipg, je pre-
. . . , . . ) h .
slikavanje ravni na sebe sa sléden osobinom: ako j@g(A) = A, onda je
[SA = [SA] i orijentisani ugacASA jednak je¢. (OCito, za rotaciju je bitno
da znamo ne samo Vvéihu ugla vé& i smerrotacije. Zato je vazno da ug#sSA

posmatramo kao orijentisani ugao.)
Prvocemo izvesti analitiki izraz za rotaciju oko koordinatnog petka. Neka

je A(x,y) proizvoljna t&ka i neka jepg(A) = A, gde t&ka A’ ima koordinate BT
(X,¥). Tada je/AOA = ¢. Neka je6 ugao izméu x-ose i vektoraDA kao na
slici pored. Ako duZinu duzjOA] ozn&imo sar, onda je (polarne koordinate
tacke):

X =rcosf
y=rsin@
X =rcog0+¢)

y =rsin(0+9). »

Kada raspiSemo izraze zai y prema odgovaraftim adicionim formulamaT)T
dobijamo:
X =rcosfcosp —rsinfsing
y =rsinfcosg +rcosfsing.

UvrStavanjem izraza zai y, na kraju dobijamo:

X = xcos¢ —ysing
y = xsing +ycosg.

Da bismo odredili analitiki izraz rotacije oko proizvoljne tke, prvotemo
primetiti da se, sino centralnoj simetriji, i rotacija oko proizvoljnettee moze
predstaviti u obliku proizvoda translacije, rotacije olaokdinatnog poéetka i jo3
jedne translacije. Preciznije, neka $gproizvoljna ta&ka i ¢ orijentisani ugao.
Tada jepg = T30 pg o Tgs Sada se lako dobija da rotacija okéke S(p, q) za
ugao¢ ima sledéi oblik:

X = (Xx—p)cosp — (y—q)sing +p
Y = (x—p)sing + (y—q) cos¢ +q.

A/
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A/

Rotacija i kompleksni brojevi. Rotacija t&ke za ugaop oko koordinatnog
poCetka ima veoma jednostavnu interpretaciju preko kompléksrojeva. Neka
je z= x+ iy kompleksni broj koji odgovara &i A(x,y), neka je

g = cos +ising

posebno odabran kompleksni broj. Dalje, neka& je- X' + iy’ kompleksni broj
koji se dobija ka@ = z- g. Tada se lako vidi da je

X = xcos¢ —ysing,
y = xsing +ycosg,

odnosno, da kompleksni brdjopisuje t&ku koja se dobija rotacijom tke A za
ugao¢ oko koordinatnog ptetka. Zato kazemo da kompleksni bepj,opisuje
rotaciju za ugad oko koordinatnog péetka”.

Osna simetrija. Osna simetrija u 0dnosu na pravy s 0znacids, je preslika-
vanje ravni na sebe sa sléden osobinom: ako j&s(A) = A, onda je pravas
simetrala duz[AA/]. Specijalno, ako j& € s, onda jeds(A) = A.

Potrazimo analitiki oblik osne simetrije u odnosu na prasuax-+ by+c=0.
Neka jeA(xo,Yo) proizvoljna t&ka u ravni i neka j&\'(x1,y1) = gs(A). Nadimo,
prvo, koordinate(u,v) taCke S u kojoj se praves i AA' seku. Lako se nalazi
parametarski oblik pravdA' zato $to ona prolazi kroz ¢&u A i paralelna je
vektoru(a, b) koji je normalan na prave:

X=X +at

teR.
y=yo+bt '

Ako je t* parametar koji odgovaradki S, koja je presek pravilsi AA, lako se
vidi da je
a(xo+at") +b(yo+bt*) +¢c=0
odakle je
o otbyotc
a+p?
Dakle, koordinate tzke Ssu

u=Xp+at*, v=yp+bt".
. o . .
Kako jeAA = ZKé tatki A’ odgovara parametat’2i zato je

X1 = X0+28.t*,
V1 = Yo + 2bt*.

Ako je osa simetrije neka specijalna prava, onda agkiiizraz osne simetrije
dobija posebno lep oblik. Neka g pravay = x, as, pravay = —x. Tada:

Jox: X=X Y=~V
goy: X=-X Y=Y,
0,0 X=Yy, Y=X
Os,: X=-y, yY=-X
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Klizna simetrija.  Klizna simetrija u pravcu s i za vekto¥, gde je s| V
(oznakak!) je kompozicija translacije za vektov i osne simetrije u odnosu
na pravis:

kY = 050 Ty = Tyo Os.

Klizna simetrija je kompozicija dve transformacije poduussti, i time transfor-
macija podudarnosti. Ona u ovom kursicaditi od Sireg interesa.

Transformacije slicnosti. Kao Sto su u geometriji vazna preslikavanja koja ne
menjaju rastojanja taka, tako su vazna i ona koja ih menjaju na pravilan na-
¢in. Preslikavanjef ravni na sebe jeransformacija sliCnhostako je f bijekcija
koja ima sledéu osobinu: postoji realan br&j> 0 takav da za svake dve razli-
Cite t&€ke A i B vazi [f(A) f(B)] = k- [AB]. Broj k se zovekoeficijent slicnosti
transformacijef.

Naravno, svaka transformacija podudarnosti je transfoijmalicnosti. Obr-
nuto, lako se vidi da je transformacija@iosti sa koeficijentom 1 upravo transfor-
macija podudarnosti. Vezu transformacija&sbsti sa transformacijama podudar-
nosti nam daje Teorema o reprezentaciji transformacifaasti u ravni: Svaka
transformacija slicnosti u ravni moze da se predstavi kamgozicija jedne trans-
formacije podudarnosti i jedne homotetije.

Homotetija. Homotetija sa centrom S i koeficijentomn= 0, u oznacihg, je
preslikavanje ravni na sebe sa sleoi® osobinom: ako jad(A) = A, onda je
— =
SAK=a-SA

Primetimo da jeh} identitko preslikavanije, kao i da je-gl = Os.

Homotetijom se neka duZ preslikava na njoj paralelf, puta v&u duz.
Odatle homotetija nije transformacija podudarnosti, alalje ima mnoge lepe
osobine: ona preslikava pravu na njoj paralelnu pravu, ugapodudaran ugao,
a trougao na njemu s§ian trougao.

Homotetija sa centrom u koordinatnomdedku i koeficijentonor ima veoma
jednostavan analitki oblik. Ako suAi A’ tatke sa koordinatamex,y) i (X,Y),
redom, i ako jend(A) = A, onda je

X=a-x
y=a-y.

Homotetija sa centrom udki koja nije koordinatni péetak se na uobajeni BT
natin mozZe predstaviti kao proizvod dve translacije i homjgteta centrom u
koordinatnom poetku: hg = T55° hg o Tsy, Odatle dobijamo da homotetija sa
centromS(p, q) i koeficijentoma ima sledéi analiticki oblik:

x\
Il

a-(x—p)+p
a-(y—q)+a.

<
I
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2.8 Implementacija: Point2D, Line2D i Polygon2D

KlasaPoint2D implementira téku, odnosno, vezani vektor u ravni. Cka,
odnosno vezani vektor, u ravni opisujemo njenim koordimata- parom realnih
brojeva:

public class Point2D {
public double x, y;

public Point2D (double x, double y) { this.x = x; this.y =y; }
public Point2D (Point2D A) { this.x = A.x; this.y = A.y; }

Metod Q.length() raCuna duzinu vektorm—()), metodQ.dist(P) rauna rastojanje
taCakaP i Q, dok metodQ.normalize() normalizuje vektorOQ tako Sto ga po-
deli njegovom duzinom i svede na jedini vektor istog pravca i smera. Da se
podsetimo, klasédlyMath sadrzi niz jednostavnih poranih metoda. Na primer,
MyMath.sqgr(x) ratunax?.

public double length () { return Math.sqrt(MyMath.sqgr(x) + MyMath.sqr(y)); }

public double dist (Point2D P) {
return Math.sgrt(MyMath.sgr(x - P.x) + MyMath.sqr(y - Py));

}

public void normalize () {
double L = length();
if(L == 0.0) {
System.out.printin("Point2D: normalize: length == 0.0");
System.exit(0);

}
xI=Ly/l=L;

}

Metod Q.minus(P) odreduje vektorcﬁ— O$ Sto je vezani vektor koji je jednak
vektoruPQ. Metod Q.dot(P) racuna skalarni proizvod vektor@P i OQ. Me-
tod Q.midpoint(P) odraduje srediSte duZjPQ], dok metodcollinear(P, Q, R)
utvrduje da li su take P, Qi Rkolinearne.

Metod MyMath.approxEqual(x, y) utvrduje da li su dva broja priblizno jed-
naki. Naime, prilikom réunanja sa realnim brojevima se akumulira greSka i tada
secCesto deSava da dva izraza koji bi trebalo da budu jednakavamisu jednaki
jer se, usled akumulirane greSke @wau, razlikuju na desetoj decimali. Zato
metodMyMath.approxEqual(x, y) proverava da li jgx —y| < 1078,

public Point2D minus (Point2D P) {
return new Point2D(x - Px, y - Py);

}
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public double dot (Point2D P) { return x * Px +y * Py; }

public Point2D midpoint (Point2D P) {
return new Point2D((x + P.x) / 2.0, (y + Py) / 2.0);

}

public static boolean collinear (Point2D P, Point2D Q, Point2D R) {
Point2D A = Q.minus(P);
Point2D B = R.minus(P);
return MyMath.approxEqual(Math.abs(A.dot(B)), A.length() * B.length());
}

Sledi niz metoda koji implementiraju transformacije u riawetod Q.translate(P)
translira t&ku Q za vektorOP. Metod Q.reflect(P) preslikava téku Q central-
nom simetrijom sa centror®. Metod Q.mirror(L) preslikava téku Q osnom
simetrijom sa osonh (videti opis klasd.ine2D koji sledi). MetodQ.rot(P, phi)
rotira tatku Q oko tatke P za ugaghi. MetodQ.scale(P, coeff) preslikava taku
Q homotetijom sa centromR i koeficijentomcoeff. Konano, metodP.apply(T)
na ta&ku P primenjuje afinu transformaciju.

public void translate (Point2D P) { x += Px; y += Py; }

public void reflect (Point2D P) {
XxX=20*Px-x;y=20*RPy-vy;
}

public void mirror (Line2D L) {
double x0 = L.A.x; double y0 = L.A.y;
double x1 = L.B.x; double y1 = L.B.y;
double dx = x1 - x0;
double dy = y1 - y0;
double a = (dx*dx - dy*dy)/(dx*dx + dy*dy);
double b = 2.0*dx*dy/(dx*dx + dy*dy);
double x2 = a*(x - x0) + b*(y - y0) + x0;
double y2 = b*(x - x0) - a*(y - y0) + yO0;
X=X2;y=Y2;

}

public void rot (Point2D P, double phi) {
double x2 = Math.cos(phi)*(x - P.x) - Math.sin(phi)*(y - Py) + P.x;
double y2 = Math.sin(phi)*(x - P.x) + Math.cos(phi)*(y - Py) + Py;
X=X2;y=Y2;

}

public void scale (Point2D P, double coeff) {
X = coeff*(x - P.X) + Px;
y = coeff*(y - Py) + Py;

}
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public void apply (Affine2D T) {
double x2 = T.a00*x + T.a01*y + T.bO;
double y2 = T.al0*x + T.all*y + T.b1,
X=X2; y=y2;
}
}

KlasaLine2D opisuje pravu ili duz u ravni, u zavisnosti od konteksta.dge
i drugi objekt su opisani dvemadikamaA i B: u slutaju da instancu ove klase
shvatamo kao opis prave, radi se o pra&Bj a u sli€aju da je shvatamo kao opis
duzi, radi se o duZjiAB].

public class Line2D {
public Point2D A, B;

public Line2D (Point2D A, Point2D B) { this.A = A; this.B = B; }

MetodM.normalVector() vraca normalni vektor prave, dok metéiorthogonal(L)
utvrduje da li su pravéM i L ortogonalne.

public Point2D normalVector () {
return new Point2D(-(B.y - A.y), B.x - A.X);

}

public boolean orthogonal (Line2D L) {
return MyMath.approxEqual(normalVector().dot(L.normalVector()), 0.0);

}

MetodL.dist(P) odreduje rastojanje t&ke P od pravel. MetodL.leftOrRight(P)

utvrduje da li je t&kaP u levoj ili desnoj poluravni s obzirom na pralwu Metod
vracta 0 ako tékaP pripada pravol., 1 ako je t&kaP desno od prave, odnosno,
—1 ako je t&kaP levo od pravd..

public double dist (Point2D P) {
return Math.abs((B.y - A.y)*P.x - (B.x - AX)*Py + A.y*B.x - A.X*B.y);

}

public int leftOrRight (Point2D P) {
double lambda = (B.y - A.y)*P.x - (B.x - A.X)*Py + A.y*B.Xx - AX*B.y;
if(lambda > 0.0) return 1,
else if(lambda < 0.0) return -1;
else return O;

}

Metod L.lineContains(P) utvrduje da li t&ka P pripada pravojL, dok metod
L.segmentContains(P) utvrduje da li t&ka P pripada duZL (Cije krajnje t&ke
suL.Ai L.B).
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public boolean lineContains (Point2D P) {
if(A.x == B.x) return A.x == PXx;
else if (A.y == B.y) return Ay == Py;
else {
double s = (P.x - AX)/(B.x - A.X);
double t = (Py - Ay)/(B.y - Aly);
return MyMath.approxEqual(s, t);
}
}

public boolean segmentContains (Point2D P) {
if(A.x == B.x){
if(A.x != Px) return false;
return A,y <= Py && Py <=B.y || B.y <= Py && Py <= A.y;
}elseif (Aly == B.y) {
if(A.y != Py) return false;
return A.x <= P.X && Px <= B.x || B.x <= P.Xx && Px <= A.x;
}else {
double s = (Px - AX)/(B.x - A.X);
double t = (Py - Ay)/(B.y - Aly);
if('MyMath.approxEqual(s, t)) return false;
return 0.0 <=s && s <= 1.0;
}
}

Metod M.linesIntersect(L) utvrduje da li praveM i L imaju t&no jednu zajed-
nicku tatku, dok metodV.segmentsintersect(L) utvrduje da li duziM i L imaju
tatno jednu zajedBku taCku.

public boolean linesintersect (Line2D L) {
Point2D P = B.minus(A);
Point2D Q = L.B.minus(L.A);
return !Point2D.collinear(P, Q, new Point2D(0.0,0.0));

}

public boolean segmentsintersect (Line2D L) {

int LRAL = leftOrRight(L.A);

int LRB1 = leftOrRight(L.B);

int LRA2 = L.leftOrRight(A);

int LRB2 = L.leftOrRight(B);

if(LRA1 ==0 || LRB1==0 || LRA2 ==0 || LRB2 == 0)
return segmentContains(L.A) || segmentContains(L.B) ||

L.segmentContains(A) || L.segmentContains(B);

else

return LRA1 == -LRB1 && LRA2 == -LRB2;

}

Naime, praveAB i A'B’ imaju tatno jednu zajedidku tatku ako i samo ako

—
vektori ABi A'B' nisu kolinearni. Prilikom provere da li se dve duzi seku kori
stime sledéu ideju: dve duzi se seku ako i samo ako
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e jedna od duzi sadrzi krajnjudlu one druge, ili
e krajnje ta&ke prve duzi su sa ragltih strana druge duzi, i obrnuto.

Na sledéoj slici

B B B
A .
A
A
B
B B
A A A

(@) (b) (©)

u situaciji (a) duzi koje se seku jer krajnjadka jedne duZi pripada drugoj, u
situaciji (b) duzi se seku jer sia i Ag razlicitog znaka, il\x i Ag' su razlEitog
znaka, a u situacijic) duZi se ne seku jer shy i Ag istog znaka.

Metod M.intersection(L) racuna téku preseka pravill. i M, pretpostavljajai

pri tome da prave i M imaju t&no jednu taku preseka. Metod se oslanja na
parametarski oblik jedizéne prave.

public Point2D intersection (Line2D L) {
double dx = B.x - A.x;
double dy = B.y - Ay;
double Ldx = L.B.x - L.AX;
double Ldy = L.B.y - L.A.y;
double t = (Ldy*(L.A.x - A.X) - Ldx*(L.A.y - A.y)) / (Ldy*dx - Ldx*dy);
return new Point2D(A.x + t*dx, A.y + t*dy);
}

MetodL.segmentBisector() odreduje simetralu duZi, dok metodangleBisec-
tor(O, A, B) odreduje simetralu ugla’ OAB.

public Line2D segmentBisector () {
Point2D S = A.midpoint(B);
Point2D T = new Point2D(S);
T.translate(normalVector());
return new Line2D(S, T);

}

public static Line2D angleBisector (Point2D O, Point2D A, Point2D B) {
Point2D Al = A.minus(O); Al.normalize();
Point2D B1 = B.minus(O); B1.normalize();
Al.translate(B1);
Point2D S = new Point2D(0);
S.translate(Al);
return new Line2D(0, S);
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Na kraju implementiramo osnovne transformacije u ravnangformacija se na
pravu primenjuje tako Sto se odgovar@gutransformacija primeni nadie koje
odreduju pravu.

public void translate (Point2D P) {
A.translate(P); B.translate(P);

}

public void reflect (Point2D P) {
A.reflect(P); B.reflect(P);

}

public void mirror (Line2D L) {
A.mirror(L); B.mirror(L);
}

public void rot (Point2D P, double phi) {
A.rot(P, phi); B.rot(P, phi);
}

public void scale (Point2D P, double coeff) {
A.scale(P, coeff); B.scale(P, coeff);

}

public void apply (Affine2D T) {
A.apply(T); B.apply(T);
}
}

Pogledajmo za kraj jedan jednostavan primer. Za trouyABC odredujemo dve
teziSne duZi, potom teziSte kadka preseka te dve duZi, i onda proveravamo da
li tako dobijena téka pripada i tréoj tezisSnoj duzi.

public class TezisteTrougla {
public static void main (String[] args) {
/ trougao
Point2D A = new Point2D(1.0,1.0);
Point2D B = new Point2D(3.0,1.0);
Point2D C = new Point2D(1.0,3.0);

/I sredista stranica

Point2D Al = B.midpoint(C);
Point2D B1 = A.midpoint(C);
Point2D C1 = A.midpoint(B);

/I tezisne duzi

Line2D tA = new Line2D(A, Al);
Line2D tB = new Line2D(B, B1);
Line2D tC = new Line2D(C, C1);



74 Analiticka geometrija ravni

/I teziste
Point2D T = tA.intersection(tB);

System.out.printin("T = (" + Tx +", "+ Ty +")");
System.out.printin(tC.segmentContains(T));

KlasaPolygon2D implementira podrSku za ravanske poligone. Pbljea-
drzi broj temena poligona, niA sadrzi temena poligona, a niz sadrzi strane
poligona. Spisak ivica poligonée umnogome olakSati proveru da li je poligon
prost i da li neka téka pripada poligonalnoj liniji.

public class Polygon2D {
public int N;
public Point2D A[];
public Line2D EfJ;

public Polygon2D (double xp[], double yp[]) {
if(xp.length != yp.length || xp.length < 3)
System.out.printin("Polygon2D: Invalid init params");
else {
N = xp.length;
A = new Point2D[N];
E = new Line2DI[N];
for(inti = 0; i< N; i++) A[i] = new Point2D(xp[i], yp[i]);
for(inti = 0; i < N; i++) E[i] = new Line2D(A[i], A[(i + 1) % N]);
}
}

Metod S.isDegenerate() proverava da li je poligors degenerisan u smislu da
mu sva temena pripadaju istoj pravoj, dok megineContains(P) proverava
da li taCka P pripada poligonalnoj linijiS.

public boolean isDegenerate () {
if(N <= 2) return true;
Line2D L = new Line2D(A[O], A[1]);
for(inti=2;i <N; i++)
if(L.leftOrRight(A[i]) != 0) return false;
return true;

}

public boolean lineContains (Point2D P) {
for(inti=0;i<N; i++) {
if(E[i].segmentContains(P)) return true;

}

return false;

}

MetodisSimple proverava da li je poligon prost. On proverava da li postoe
poligona koje se seku, i da li postoji teme poligona koje gulg strani poligona
kojoj nije susedno.
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public boolean isSimple () {
for(inti=0;i<=N-3;i++) {
for(intj=i+2;j<=(i==0?N-2:N-1);j++) {
if(E[i].segmentsintersect(E[j]))
return false;
}
}
for(inti=0;i<=N-1;i++) {
for(intj=0; j<=N-1;j++){
if(i 1= ] && (i + 1) % N !=j && E[i].segmentContains(A[j]))
return false;
}
}

return true;

}
Metod S.signedArea() ratuna oznéenu povrsinu poligon&.

public double signedArea () {
Point2D last = A[N - 1];
double s = 0.0;
for(inti=0;i<N;i++) {
s +=last.x * A[i].y - A[i].x * last.y;
last = A[il;
}

return 0.5 * s;

}

Transformacije se primenjuju na poligon tako Sto se odgnuea transformacija
primeni na svako teme poligona.

public void translate (Point2D P) {
for(inti = 0; i < N; i++) A[i].translate(P);
}

public void reflect (Point2D P) {
for(inti=0;i < N; i++) A[i].reflect(P);
}

public void mirror (Line2D L) {
for(inti = 0; i < N; i++) A[i]l.mirror(L);
}

public void rot (Point2D P, double phi) {
for(inti=0; i< N; i++) A[i].rot(P, phi);
}

public void scale (Point2D P, double coeff) {
for(inti=0; i< N; i++) A[i].scale(P, coeff);
}
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public void apply (Affine2D T) {
for(inti=0; i< N;i++) Ali].apply(T);
}

Ispitati da li data téka pripada unutrasSnjosti poligona predstavlja Kasi
problem r&unarske geometrije. Da bismo mogli da pokazemo odgovaagi:
goritme moramo prvo okarakterisati ove unutrasnjosti ljg8ajosti poligona ne-
zavisno od intuicije.

Neka jell prost poligon, neka j8 tatka koja ne lezi na poligonalnoj liniji i
neka jep poluprava koja ishodi iB i ne sadrzi nijedno teme poligona. Poluprava
p ima kon&no mnogo presmih te&faka sa poligonorl i taj broj ozn&avamo sa
¥ (p). Kada fiksiramo téku B i posmatramo razne poluprave koje iz nje ishode
i ne sadrZe nijedno teme poligona, broj piash taaka sa poligonom varira.
Medutim, svi ti brojevi su iste parnosti, kako pokazuje sfadsav.

Stav 36.Neka jell prost poligonB tacka koja ne leZi n&l i neka sup, q polu-
prave koje ishode iB i ne sadrZe nijedno teme poligona. Tada su brojgyp) i
¥ (q) iste parnostim

Time je opravdana sledea definicija. Neka jd1 poligon i B ¢ N tacka u
njegovoj ravni koja mu ne pripada. Kazemo da jek&aB unutrasnja tactka poli-
gonall ako postoji poluprava koja ishodi izB, ne sadrZi nijedno teme poligona
i y1(p) je neparan broj. T&ka B je spoljadnja tatka poligondl ako postoji
polupravap koja ishodi izB, ne sadrzi nijedno teme poligona#i(p) je paran
broj. Skup svih unutrasnjih taka poligond1 se zoveunutraSnjost ozna&ava sa
intM, a skup svih spoljasnjih taka se zovepoljaSnjostpoligonall i ozna&ava
sa exfl.

Definicija unutradnjosti poligona sugeriSe ovakav algmonit

odredi polupravy koja ishodi izP i ne sadrZi nijedno teme poligona
boolean inside = true;
for(intvO=N-1,v1=0;vl<N;v0=vl, vli++){
if(polupravep see stranu poligona oddenu temenima&0 i v1)
inside = linside;
return inside;

Problem sa ovim algoritmom je u tome $to je potrebno dostanmanja sa
realnim brojevima da bi se odredila poluprava koja zadawvaljnavedene uslove.
Zato temo sada prikazati neSto komplikovaniji, ali znatno efiijaslgoritam.
Ideja algoritma je ista: uBtemo jednu specijalnu polupravtes$t-polupravi
koja ishodi iz date teke i broj&cemo preseke sa stranama poligona. U ovom
slu€aju odabraemo test-polupravu tako da bude paralelnx-saom i da bude
orijentisana u pozitivnom smemtose. Ako test-poluprava ne prolazi ni kroz
jedno teme poligona, dovoljno je prebrojati preseke i utivghrnost dobijenog
broja. Ukoliko test-poluprava sadrzi neko teme poligonagmda nastanu razni
problemi:
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Moze da se desi da neko teme, §k i cela strana poligona leze natenoj

polupravoj. U tom sl@aju pc&etna ideja se ne moze implementirati direktnd; ve

je neophodna mala modifikacija. NekaAeposlednje teme na koje smo naisli

obilazei poligon koje ne lezi na polupravoj, & prvo sledée teme koje ne lezi

na polupravoj. Ukoliko s\ i Aj sa raznih strana poluprave registrujemo presek,

a ako su sa iste strane poluprave ponasamo se kao da pregethigbiio.
MetodtestRayContains(P, L) proverava da li tékaP pripada test-polupravoj

L, i to je pom@&ni metod za meto&.intContains(P) koji proverava da li téka

P pripada unutradnjosti poligond Metod S.intContains(P) pretpostavlja da

poligon Snije degenerisan i dadkaP ne lezi na poligonalnoj liniji.

private static boolean testRayContains(Point2D P, Line2D L) {
return Py == L.Aly && Px >= L.A.X;

}

public boolean intContains (Point2D P) {
Point2D Q = new Point2D(P.x + 1, Py);
Line2D testRay = new Line2D(P, Q);
int ud = 0;
while(testRayContains(A[u0], testRay)) uO++;
inti=u0; intj=(u0+1)%N;
boolean inside = false;
do {
while(testRayContains(A[j], testRay)) j=( + 1) % N;
Line2D L = new Line2D(A[i], A[j]);
if(testRay.linesIntersect(L)) {
Point2D X = testRay.intersection(L);
if(testRayContains(X, testRay) && L.segmentContains(X)) inside = linside;
}
==+ %N;
} while(i '= u0);
return inside;
}
}
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2.9 Zadaci

1.
2.

10.

11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

Date su téke A(3,2) i S(—1,9). Nati tatku B tako daSbude srediste duZAB].

Date su téke A(3,2), B(4,11) i T(—1,9). N&ti tacku C tako daT bude teZiSte
trouglaABC.

. Date su téke A(1,3), B(11,2) i §(7,4). N&ti taCkeC i D tako daABCD bude

paralelograntije dijagonale se seku$i

. Date su téke A(2,2), B(9,3) i C(5,6). N&ti povrSinu trouglaABC

(a) Heronovim obrascem. (Uputstvo: prema Heronovom obrasmurSma tro-
ugla je data s® = \/s(s— a)(s—b)(s—c), gde sta, b, c duZine stranica trougla, a
s=(a+b+c)/2)

(b) Primenom formuld® = |D| gde je

X1 y1 1
X2 y2 1

1
DZE.
X3 y3 1

. Izratunati povrsinu trougl&BCgde jeA(a,b+c), B(b,c+a) i C(c,a+b).
. Date sutékeA(3,2), B(1,4) i T(2,6). Dokazati da se sve dufgD], gde su tékeC

i D takve da jeT teziSteCetvorouglaABCD, seku u jednoj téki. (Uputstvo: dokazati
da sve te duZi imaju zajediko srediste.)

. Za svaka dva vektora i W je V- W < | V|- |W|. Jednakost vaZi ako i samo ako

su vektori kolinearni. Dokazati.

. Za svaka dva vektora’ i W je |V + W| = /V2+2.V-W+ w2. Dokazati.

(Uputstvo: koristiti da j¢ | =T - U.)

.Neka suV i W vektori. Dokazati: (V + W)2+ (V — W)2 = 2(| V> 4 |[W?) i

(V+W)2—(V—-W)2=4.V-W, gde jeu? krati zapis zau - U.

N&i ugao izméu dijagonalatetvorouglaABCD, gde jeA(2,1), B(6,0), C(7,8),
D(—1,6).

Odrediti uglove trouglABC, gde jeA(2,—6), B(1,7),C(—3,-1).

Odrediti ugao izmil vektorad — 2+ 4T i b = M — T, gde sum i T jediniéni
vektori koji zaklapaju ugagy.

Neka_)su?, B i © vektori. Dokazati da jéd | © ako i samo ako jé& - b —
a-(b+7).

Izra“:unati(? + B>)2 akosud i B) jedinicni vektori koji zaklapaju ugag.

Neka sud, b, T jedinicni vektori takvi da jed + b + € = 0. lzratunati
ad-b+b-T+7T- 7.

Odrediti ugao izmi jediniénih vektoral i V, ako se znadaj&l +2V 15U —
4v.

Zane-nula vektorel i_B: znamodajed +3b L 7 —5b i & —4b | 7?_—) 2b.
Dokazati da je@| = | b | i potom odrediti ugao koga zaklapaju vekt@ii b .
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18. Odrediti jedingni vektor koji sa vektororv = (4,2) zaklapa ugaar/3.
19. Opisati praveéiji koeficijent pravca je(a) —1; (b)1; (c)O.

20. Odrediti ostala dva oblika jedéiae date prave(a) 3x—2y+6=0; (b)y= %er 6;
(c)x=3; (d)x=1-3t,y=2t+1.

21. T&keO(0,0), A(6,8), B(6,4),C(3,0),D(2,2),E(—2,-8),F(2,-2),G(0,5),H(4,2),
razvrstati u dve grupe prema tome sa koje strane prave2y — 6 = 0 se nalaze.

22. T&keP(1,1), Q(4,2) i R(3,3) su sredista stranica nekog trougla. Odrediti njegova
temena.

23. Date su téke A(3,-2), B(9,7), C(5,5), D(3,2). Dokazati da jeABCD trapez i
odrediti njegovu visinu.

24. 1zr&unati visine trouglaBC, gde jeA(3,—-2), B(9,7), C(12,—-1).

25. Data je pravd: y = 2x—5 i tatkaA(—3,0). N&ti pravup koja sadrZi tdku A, a sa
pravoml zaklapa ugaar/4. (Paznja: zadatak ima dva reSenja.)

26. U trougluABC, gde jeA(3,2), B(9,4), C(6,8) odrediti:
(a) zn&ajne t&ke (teziste, ortocentar, centar opisane kruZnice i cenpiaane kru-
Znice);
(b) polupre&Enik opisane kruznice i poluptaik upisane kruznice;
(c) jedn&inu Ojlerove prave (prava koja sadrzi centar opisane kecezinteZiste).
Da li ortocentar pripada Ojlerovoj pravoj?

27.Data je pravh: x—2y+4=0itackeA(1,4) i B(4,6). Nati tatkuC € | takvu da
trougacABC bude jednakokraki sa osnovicdéB.

28. Date su tékaA(1,1) i pravas: x+y = 4. Odrediti t&keB i C tako da trougaé\BC
bude jednakostraéni i da mu visina iZC leZi na pravop.

29. Dati su prava: x+y=4itatkaT (5,3). Na€i koordinate temena jednakostramog
trouglaciji centar jeT, Cija jedna stranica je paralelnalsiciji obim je 15.

30. Date su tekeA(1,1) i S(4,5). Odrediti t&keB, C, D, E, F tako daABCDEFbude
pravilan Sestougafiji centar jeS.

31.Polarne koordinatepredstavljaju drugi n&in predstavljanja t&aka u ravni. Svaka A
taCka u ravni je jednozréo odrelena svojim vektorom polozaja. Ako jeduzina
vektora polozZaja ke A, a ¢ ugao koga on zaklapa sa pozitivhim smergiose, r
onda za urdeni par(r, ¢ ) kazemo da predstavljgolarne koordinatdatke A.

Prer&un iz polarnih u pravougaone koordinate je jednostavantaidkaA ima ¢
pravougaone koordinate,y) onda jex = rcos¢, y =rsing. Prer&un iz pravou- AT
gaonih koordinata u polarne je nesto slozeniji. Jasno jedad /X2 + Y2, dok je
izraCunavanje ugl@ nesto zahtevnije. Za kompaktan opis algoritma poskrhio
se funkcijomsignum(lat. znak) koja se za realan broflefiniSe ovako:

-1, x<0
sgx=<¢0, x=0
1, x> 0.

Sada réaunamo ovako.
e Ako jex=y =0, onda se uzimadajg=0.

e Akojex=0iy# 0, ondajep =sgny- J.
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e Ako jex > 0, onda jep = arctg?.
e Akojex<0iy=0,ondajep = —1r.
e Akojex < 0iy#0, onda jep = sgny- -+ arctg?.

a) Odrediti polarne koordinate sletia taCaka: (3,0), (1,1), (0,6), (—%,—%3),

—V2,-V2).

g) 2C})Tdrediti pravouga;rne koordinat&akacije polarne koordinate si0,0), (1, %),
5, (L,—m), (4,—7).

(c) Odrediti koordinate temena pravilnog petougia centar je u koordinatnom

pocetku iCije jedno teme je n&-o0si, ako se zna da je polug@mak opisane kruznice

oko tog petougla jednak 3.

A~~~



3 Analiti Cka geometrija prostora

Ova glava je poswena kljiEnim elementima analitke geometrije u pro-
storu. Nakon Sto koordinatizujemo prostor i pokazemo kakoektorima dode-
ljuju koordinate uvodimo osnovne operacije sa vektorimdrnah prelazimo na
osnovni r&unski alat: skalarni, vektorski i meSoviti proizvod velkta prostoru.
U nastavku uvodimo parametarski oblik jediree prave i normalni oblik jedna-
¢ine ravni i diskutujemo uzajamne odnoséaka, pravih i ravni u prostoru. Po-
tom dajemo analigki oblik najvaznijih transformacija prostora (transjacicen-
tralna simetrija, ravanska simetrija, homotetija i rgeaciko koordinatnih osa).
Poglavlje koje sledi opisuje osnovne tehnike projektoaapjocesa kojim se pro-
stor preslikava na ravan na ,,razumarting dok poglavlje nakon toga uvodi
kvaternione koji nam omodguwiju da na jednostavan ¢ia opiSemo rotaciju oko
proizvoljne prave u prostoru. Glavu zavrSavamo operatiza@jom uvedenih
teorijskih koncepata u vidu klagquaternion, Point3D, Line3D i Plane3D koje
implementiraju rad sa kvaternionimagkama, pravim i ravnima u prostoru.

3.1 Koordinate vektora u prostoru

Koordinatni sistem u prostorje uredena petorkdO, E,x,y,z), gde sux, yi z
po parovima ortogonalne orijentisane prafetacka u kojoj se sve tri seku, &
taCka pravex razliCita od O takva da je smer vekton@? jednak smeru prave.
Duz [OE]| se zovgedinitna duz

Kada je u prostoru fiksiran koordinatni sistem, svakd@kigrostora se jed-
nozn&no moZze dodeliti udena trojka realnih brojeva koje zoverkoordinate
taCke Kao i u ravni, ne pravimo razliku iznt: tatke i njenih koordinata €e-
sto izraz ,,tékacije su koordinatgp,q,r)” zamenjujemo (manje korektnim, ali
pogodnijim) izrazom ,,@&ka(p,q,r)”.

Rastojanje taCaka ¢1,Y1,21) i B(X2,Y2,22) se opisuje izrazom Koji predsta-

vlja jednostavno uopStenje odgovai@@yg izraza u ravni, a tako se i dokazuje:X B

d(A.B) = \/ (0 —X0)2+ (v2— y1)2 + (22— 21)?.

Vektor u prostorue uredeni par téaka(A,B). Kao i u ravni, vektor(A,A)
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zovemonula-vektor inaCe, za vektor kazemo da jee-nula Vektor (A, B) obe-
lezavamo sa@, i uopste sve Sto smo govorili 0 vektorima na samorbgtku se
odnosi i na vektore u prostoru (operacije, osobine itd).

Vektore koji ishode i20 zovemovezani vektori Jasno je da za svaki vektor
AB postoji ta&ka M takva da je@ = O—>M Sto zn@&i da se pri radu sa vektorima
mozemo ograriti samo na rad sa vezanim vektorima.

Koordinate vezanog vektoéz predstavljaju koordinate krajnjedke, A, tog
vektora. Operacije sa vektorimae vrSe po koordinatama, kao u ravni. Neka su
V =(xY,2) i W = (X,y,Z) vektori, aa realan broj. Tada je

V+W=(xy2+X,Y,Z)=(X+X,y+Y,2+7),
V_W - (vavz) - (X/vylvz,) - (X—X/7y—y/’Z—Zl)7
a =

a-(xy,2) = (ax,ay,az),

V| =d(0,(x,Y,2) = /X2 +y2+ 2.

Kao i u ravni, za vektoréll i V kazemo da skolinearni ako postoji skalaor
takavdajetd =aVili V=aT.

Koordinate slobodnog vektorae dobijaju njegovim ,,prebacivanjem u ko-
ordinatni p@etak”, tj. odrélivanjem (jedinstvenog) vezanog vektora koji mu je
jednak. Tako, ako sA(x1,Y1,21) | B(X2,Y2,22) dve t&ke, onda je

ﬁ: O%— sz (X2 —X1,Y2 —Y1,22 — 71).

Primer. Odrediti koordinate vezanog vektora koji je jednak vektﬁ; gde je
A(1,0,5) i B(—3,2,3).
ResenjeAB= OB— OA= (~3,2,3)— (1,0,5) = (—4,2,—2). O

Neka sull = (x1,y1,21), V = (Xo,¥2,22) | W = (Xa,Y3,23) vektori u prostoru.
Uredena trojka U, V, W) se zovetriedar. Neka je

X1 Y1 4
D=|x Yy 2

X3 Y3 23

Triedar jedegenerisarako jeD = 0. Za nedegenerisani triedar kazemo da je
desno orijentisarako jeD > 0, alevo orijentisanako jeD < O.

Koordinatni triedar je triedar(_i>,_j>,_k>) koga Cine jedintni vektori 7=
(1,0,0), ? =(0,1,0)i k =(0,0,1) koji leZe na koordinatnim osama. Ime ovog
triedra potte odatle Sto svaki vektor moZe na jedinstvegimala se predstavi
pomctu vektora koordinatnog triedra ovako:

(a,B,y) = aT +B7 +yK.

Primetimo da je koordinatni triedar desno orijentisan.
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Skalarni proizvodvektoraV = (x,y,2) i W = (X,y,Z), u oznaciVv - W, je
sledei broj:
V-W=x-X+yy+z7.
Neka sul, V i W vektori i neka jea proizvoljan broj. Tada se lako pokazuje
da skalarni proizvod vektora ima sléaeosobine:

o« V- W=W-V;
e V-(aW)=(aV)- W=a(V- -W);
e U (V+W)=TU-V+T-W.

Teorema 37.Neka je® ugao koga zaklapaju ne-nula vektovi i W. Tada je
V-W=|V|-|W|-cosb.m

Posledica 38 Ne-nula vektoriv i W su normalni ako i samo ako j& - W = 0.
m

Vektorski proizvod vektoral = (x1,y1,z1) i V = (X2,Y2,22) je vektor koji se
ozn&ava sau x V, atije koordinate se od@&lju na sledé natin:

)

Koristeti razvijanje determinante po elementima prve vrste, lakaidi da se
vektorski proizvod moze zapisati i ovako:

3 X1
Z X

X1 Y
X2 Yo

ﬁxVZ(‘ noa

Yo 2

7T K
UxV= X1 Y1 4
X2 Y2 2

Geometrijska interpretacija vektorskog proizvoda dvateekje data u sled®j
teoremi.

Stav 39.Neka suUl | V dva vektora i neka jai = U x V. Tada vektoiw ima
sledé&e osobine:

() WLTiWLV;
(iy |UxV|=|U|-|V]-sinZ(U,V);
(i) akojeW + O, onda je(U, vV, W) desni triedar:

(iv) broj |U|-|V|-sinZ(T, V) predstavija povrsinu paralelograma konstrui-
sanog nad vektorimal | V.

Dokaz.(i) Dokazimo dajew L U, tj. daje U - W = 0:

1 X
Z X

Y1 721
Yo &

ﬁ'W):X + X1 yl -0
1 Y1 X2 Yo
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nakon mnoZenja i stévanja.

(i) Akoje T = 0 ili V = 0, ondajet x V — 0, 5to se lako proverava, |
veza digledno vaZi. Pretpostavimo zato dage 0 i V 0, i neka jed ugao
koga zaklapaju vektoril i V. Kao $to znamo, ca® = % Kako za uglove

iz intervalal0, rT] vazi sinf = v/1— cog 6, dobijamo:

sinG:\/1_< u-v )2_ WW-\W—(?-W{

V) -V
Dokazimo sada da jet |- |V [*— (U - V)2 = |U x V|
TP VP = (U V)=

= (G +Y;+2) 06+ Y5+ ) — (XaXo + Y1yo + 2122)?

2 2 2
_| Y1 4 1 X X1 Y1
Yo 2 L X X2 Y2
=T x V[~
. . . o |ﬁXV|
Ovim smo pokazali d_a>Je sth= TR
(i) Neka je W # 0. Tada je
X1 Y1 Z
X2 Y2 5
Y1 74 1 X X1 Y1
Yo 2 L X X2 Y2
2 2
:‘ Yi 74 5 X1 X1 Y1 _‘W‘z
Yo 2 L X2 X2 Y2

Kako je |W| # 0, gornja determinanta je pozitivnéime je pokazano da tri nave-
dena vektora obrazuju desni triedar.

(iv) Neka jeA krajnja tatka vektoral, B krajnja t&ka vektoraV, aP tatka
takva da jeOAPB paralelogram. Neka ja:= | U], b:=|V|i 6 ugao koga
zaklapaju vektorit’ i V. Neka jeh visina paralelograma iz temeifana pravu
OA. Tada je povrSina paralelograma datgsaah. Kako jeh = bsin8, dobijamo
p=absin6.m

It Dakle, vektorski proizvod dva vektora je novi vektor kojijermalan na oba
(atime i na ravan koju polazna dva vektora d@flrl), sa njima obrazuje desni tri-
Y edar, aduzina mu je jednaka povrsini paralelograma kasatrag nad vektorima
0 koji se mnoze.
E¢ Neka je.# ,,jednostavna” ravanska figura povrSip&iji rub je orijentisan.
(Netemo se upustati u definiciju pojma ,,jednostavna ravangkaafl.) Vektor
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koji je normalan na ravan figuré, Cija duZina jep i Ciji smer je odabran tako
da se sa njegovog vrha rub figu#e vidi kao pozitivno orijentisana kriva zove se
vektor povrsi figureZ. U svetlu ove konvencije, vektow x V je vektor povrsi
paralelograma konstruisanog nadi V.

Posledica 40Vektori U i V su kolinearni ako i samo ako j& x V = 0.

Dokaz.Ako je bar jedan od vektorar, V nula-vektor, on je kolinearan sa onim
drugim vektorom, a jasno je dajé x V = G.

Pretpostavimo, zato, da j& # 0 i V + O, i neka je6 ugao koga oni
zaklapaju. Ako su vektoril i V kolinearni, onda je9 =0 ili @ = . U oba
sliaja je sird = 0, pa je| U x V| = 0. Odatle je it x V = 0.

Obruto, neka j&l x V = 0. Zbog|T| £ 0i|V|+0, znamo da je sifl =
“—g% = 0. Odatle jed = 0 ili 6 = 1, pa su vektoritl i V kolinearni.m
Teorema 41.Neka sut’, V i W vektori i neka jex skalar. Tada se lako pokazuje
da je

° ﬁ X ﬁ = 8,’

e UXxV=-VxT;

e (@)X V=TUx(aV)=a(TxV);

e Ux(VA+W)=TUXV+TxW,;

° (ﬁ—i—V)xW):ﬁxW)—i—VxW).l

MeSoviti proizvod vektoral, V i W je broj (T’ x V) - W koga oznéavamo
sa[U,V,W]. Ako je U = (X1,y1,21), V = (Xo,¥2,22), W = (Xa,Y3,23), iZ ra-
zvoja determinante na desnoj strani jednakosti po elemarbslednje vrste lako
se vidi da je tada

X1 Y1 4
[ﬁ’ v’ W] =X Y 2
X3 Y3 Z3
Na osnovu definicije degenerisanog, levog i desnog trieaibag je da vazi sle-

dece:
e ako je[U,V, W] =0, triedar(U, V, W) je degenerisan;
e akoje[U,V, W] >0, triedar(U, V, W) je desno orijentisan;
e akoje[U,V, W] <0, triedar(U, V, W) je levo orijentisan.

Prema tome, znak meSovitog proizvoda nam daje informadaijijentaciji odgo-
varajlteg triedra. Kako pokazuje slemeteorema, apsolutna vrednost mesovitog
proizvoda tri vektora meri zapreminu paralelepipeda kejrgzapet tim vekto-
rima.

Teorema 42.Neka suU, V, W vektori i neka jev = [U,V,W]. Broj |V| je
jednak zapremini paralelepipeda konstruisanog nad viekdor', V', W kao nad
susednim ivicama.
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TUxV

Dokaz.Neka jeV £ 0 i neka vektoriU, V, W obrazuju desni triedar. Tada
jeV > 0. Pokazimo da je broy jednak zapreminVp opisanog paralelepipeda.
Kao Sto znamo iz elementarne geometMe~= B- H, gde jeB povrSina paralelo-
grama konstruisanog nad vektoriméi V (bazaparalelepipeda), Bl je visina
paralelepipeda powena iz krajnje téke vektoraw . Ozna&imo sap ugao izméu
vektoraW i ravni odrefene vektorimall i V', a sa ugao izméu vektoral’ x V

i W. Prema definiciji vektorskog proizvodB,= | U x V|, dok jeH = |W|sing.
Zbog¢ + 6 = 11/2 jeH = |W|cosh. Tako jeVp =B-H = |U x V|| W|cosb =
(UxV)-W=V.m

3.3 Prava

Neka jeV = (a,b,c) ne-nula vektorA(p,q,r) tatka, al prava paralelna vek-
toru V koja sadrzi téku A (ovim je praval jednozn&no odréfena!). Za proi-
zvoljnu tatku B(x,y,z) pravel je AB|| I, tj. AB || V. To zn&i da postoji realan
broj t takav da jeAB=1tV, odnosno(x— p,y—q,z—r) =t(a,b,c). Kada ovo
raspiSemo po koordinatama, dobijaparametarski oblik jednacine prave u pro-
storu

X=p+t-a
y=q+t-b, teR.
zZ=r+t-c

Kada parametar ograntimo na neki podskup skug, dobijamo parame-
tarsku jednéinu odgovarajoeg podskupa prave. Tako, z& [0,1] dobijamo
parametarsku jedGau duZi[AB], a zat € [0,+) parametarsku jedGau polu-
prave[AB).

Primer. Ispitati koja od t&akaA(4,—18,13), B(1,-6,6),C(—1/2,0,4), D(—1,
3,10 pripada pravo] : x= —1+t,y=2—4t, z=3+2t.

ReSenje.Da bismo utvrdili da |i téka A pripada pravoj, u jedn&inu prave
| umestox, y, zuvrstimo koordinate t&ke A. Tako dobijamo sistem tri jedGane
sa jednom nepoznatom:

4= 1+t
_18=2_ 4
13=3+2L.

Iz prve jedn&ine dobijamd =5, iz druget =5 iz trecet = 5. Kako smo u sva tri
slu€aja dobili istu vrednost, &kaA pripada pravoj| (i odgovara joj parametar 5).
Pogledajmo sadadhu B. Odgovarajgi sistem izgleda ovako:

1=—1+t
—6=2—4t
6=3+2t.

Iz prve dve jednéine dobijama = 2, dok iz tr&€e dobijama = 3/2. To zn&i da
taCka B ne pripada pravdj. Za ta&keC i D rezonujemo analognal
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Dve tatke jednoznéno odreluju pravu, a do odgovarda jednéine se dolazi
na sledéi natin. Neka suA(po,do,ro) i B(p1,01,r1) razliCite tatke. Parametarski
oblik jedn&ine praveABje dat sa

T —OA+tAB, teR

gde je T = (X,,2) vektor proizvoljne téke praveAB. Kada ovo raspiSemo po
koordinatama dobijamo

X = Po+t(pL— Po)
y=0o+t(1—q) , teR.
z=ro+t(ry—ro)

Prave u prostoru mogu biti u jednom od slédéri odnosa:

e mogu biti paralelne (ovde je ukipena i moganost da se poklapaju),
e MOQgu Se sg, |
e mogu biti mimoilazne.

Prave su paralelne ako i samo ako su njihovi vektori pravdiadarni. Ako dve
paralelne prave imaju zajedhiu tatku, onda se poklapaju (pa, zapravo, imaju
beskoné@no mnogo zajedikih tataka). U suprotnom su ragite i paralelne.

Ako prave nisu paralelne, da bismo utvrdili da li se sekudlinsimoilazne,
potrazimo njihov presek. Ukoliko presek ne postoji, praversmoilazne.

Ugao izmelu dve prave je zapravo ugao izdaenjihovih vektora pravca. Za
dve prave kazemo da su normalne ako su njihovi vektori pragcaalni. Prime-
timo da se ova definicija odnosi i na prave koje su mimoilazne.

Primer. Ispitati odnos svake dve od slddetri prave:

a: x=1+t b: x=2t c: X=-10+3t
y=-—-2+t y=2 y=—7+t
z=t z=5+2 z=-8+2

ReSenje.Vektori pravca praviai b su, redom(1,1,1) i (2,2,2). Kako su
oni kolinearni, prave su paralelne. Ispitajmo joS da li savpai b poklapaju.
Uzmimo proizvoljnu téku sa prave, recimo,(1,—2,0). Ona ne pripada pravoj
b (zato Sto odgovaragi sistem jednéina koji se dobija kada koordinate ovéka
uvrstimo umestw, vy, z u jedn&inu praveb nema reSenje pt, Sto zndi da se
praveai b ne poklapaju.

Praveai c nisu paralelne zato Sto im vektori pravca nisu kolinearnakie,
one se ili seku ili su mimoilazne. Da bismo utvrdiliGemu se radi, potrazimo
njinov presek:

1+t=-10+3s
—24t=—-7+s
t=—-8+2s.
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(Napomena: kada trazimo presek dve prave, parametre tifthpreoramo ozna-
Citi razlicitim slovima!) Ovaj sistem tri jedr@ne sa dve nepoznate ima reSenje
t = —2, s= 3, na osnovitega zakljéujemo da se prave seku. Pré&sa t&ka
se dobija uvrStavanjem parametra u polaznu jéia(parametrad u jedn&inu
pravea, ili parametras u jedna&inu praveb, svejedno je) i tako se dobijadka
(-1,-4,-2).

Praveb i c nisu paralelne, a odgovargjusistem jednéna nema reSenje. To
zn&i da su one mimoilaznél

3.4 Ravan

Neka jeT = (A, B,C) ne-nula vektor P(xo, Yo, 20) tatka u prostoru. Na ovaj
nain je jednoznéno odrélena ravaro koja sadrZiP i normalna je nar’. Neka
je Q(x,y,z) proizvoljna t&ka ravnia, aT njen vektor poloZaja. Tada@ | a,
pa jePO L . To, dalje, znéi da je T - PO = 0, odnosno,

- (7 —O0P)=0.
Kada ovaj skalarni proizvod raspiSemo, dobijamo
A(X—Xo) +B(y —Yo) +C(z—2) = 0.

Nakon srdivanja, i uz oznakib = —Axy — By — Cz dobijamonormalni oblik
jednacine ravni:
Ax+By+Cz+D=0.

Normalni oblik jedn&ine ravni je zgodan iznt ostalog i zato Sto se iz njega
veoma jednostavnottiava vektor na koga je ravan normalna: to(feB,C).
Ravan nema jedinstven normalni oblik jedmee. Melutim, svaki se moze dobiti
od svakog drugog mnoZenjem ne-nula brojem. Na primer; 2+4z—3 =0
—6x+ 3y — 122+ 9 = 0 predstavljaju jedri@ne iste ravni, zato Sto se druga dobija
od prve mnoZenjem sa3.

Za jedn&inu Ax+ By+Cz+ D = 0 kazemo da j@mormalizovanaako je nor-
malni vektor(A,B,C) duzine 1. Svaka jed@aaAx+ By+Cz+ D = 0 se delje-
njem sav/A? + B2 + C2 moze svesti na normalizovani oblik.

Tri nekolinearne téke jednoznéno odreluju ravan. Nain da se dde do
jedn&ine te ravni je dat u sledej teoremi.

Teorema 43.Neka suJ (po,do,ro0), V(P1,01,r1) I W(p2,02,r2) tri nekolinearne
taCke. Jednd@na ravni koja je odrdena ovim tékama je data sa

X—Po Y—Qo <Z—Tg
Pr—Po O1—Qo ri—ro |=0.
P2—Po g2—0Co r2—Tro

Dokaz.Dokazimo da neka tka pripada navedenoj ravni ako i samo ako njene
koordinate zadovoljavaju gornju jedtiau.
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(=) Neka jeP(x,y,2) proizvoljna t&ka ove ravni. Tada su vektdrﬁ, oV
i UW koplanarni, na osnoviega je[U ,W,LWV] = 0. Zato vazi jednakost
navedena u formulaciji stava.

(<) Obrnuto, neka t&ka P(x,y,z) ne pripada ravni oddenoj t&kamau,
V, W. Zato Sto poslednje tri &e nisu kolinearne, vektotﬁ, LW i LWV nisu
koplanarni. Odatlej@l?,u_\},m] #0.m

Primer. Odrediti jedn&inu ravni koja sadrzi &ke A(1,2,1), B(3,0,2) i
C(2,5,0).

Prvo reSenjeNa osnovu prethodnog stava, jedmea ravni se dobija direktno,
sredivanjem sledee determinante:

V4
— -2 2-1|=0.
0

N W X
N
U o<
N NN
N

Tako, jednéina traZene ravni je-(x—1) + 3(y — 2) + 8(z— 1) = 0, odnosno,
—X+3y+8z2—-13=0.

Drugo reSenje.Do jedn&ine ravni moZemo do koristeti osnovnu osobinu
da je ravan jednoziao odrelena vektorom na koga je normalna, kao i jednom
tatkom koju sadrzi. Téaka imamo na pretek, pa da vidimo kako mozemo odrediti
normalni vektor. Téke A, B, C leze u ravni Sto zra da su vektoriAB i AC
paralelni sa ravni. Odatle jaB x ,@vektor koji je normalan na ravan. Kako je
AB= (2,-2,1) i AC= (1,3,—1), koordinate normalnog vektora su

- = =

i i Kk
1 3 -1

Vektor T i tatkaA jednozné&no odréluju ravartija jednaina je— (x— 1) +3(y—
2)+8(z—1)=0.
Primetimo da prvo reSenje nije nista drugo do kompaktnaijeedrugog.[]

Neka jeAx+ By+Cz+ D = 0 jedn&ina neke ravni, neka jg (p,q,r) neka
taCka i Ay = Ap+Bqg+Cr+ D. Kada t&gkaU pripada ravni, onda jay = O.
U suprotnom Ay je broj na osnovu koga se moze utvrditi rastojanjekés) od
ravni, kao i poluprostor s obzirom na tu ravan kojdjka pripada.

Stav 44.Neka jeAx+ By+Cz+ D = 0 normalizovana jedri@na ravnia (to zn&i
da jeA? +B?+C? = 1), neka jeU (p,q,r) neka t&ka iAy = Ap-+Bqg+Cr +D.
Tada je|Ay | jednako rastojanju tkeU od ravnia. Ako je Ay > 0 onda se téka
U nalazi u onom poluprostoru s obzirom na rawama koga pokazuje normalni
vektor ravnia; ako jeAy < 0, taCkaA se nalazi u drugom poluprostoru.

Dokaz.Ako tatkaU pripada ravnia, onda jeAy = 0, a to i jeste rastojanje dke
U od ravnia. Pretpostavimo, zato, datdeaU ne pripada ravné.



90

Analiticka geometrija prostora

Neka jeT = (A, B,C) normalni vektor ravnbr. Prema pretpostavci jar| =
1. Ozn&imo sal’(p/,d,r’) ortogonalnu projekciju &keU na ravana. Vektori

U’lﬂ}ﬁ su paralelni (oba su normalni na ravai, pa postoji broju takav da

jeU’'U = um. Zato $to jeT jediniéni vektor, broj|u| je jednak rastojanju tke
U od ravnia. Ako je 4 > 0, onda su vektorliTL_j i T istog smera, §to ziada
se t&kaU nalazi u onom poluprostoru s obzirom na ravama koga pokazuje
T. Ako je u < 0, vektori su suprotnog smera, pa sék@U nalazi u drugom
poluprgt())ru. Pokazamo da jeu = Ay.

IzU'U = uT dobijamo da jep— p,q—q,r —r’) = u(A,B,C), odakle je
pP=p—pA d=qg—uBir =r—puC. TakaU’ pripada ravnix, pa zadovoljava
njenu jednainu. Odatle jeAp +Bq +Cr' + D = 0. Nakon uvrStavanja gornjih
izraza zap i  dobijamoAp+Bg+Cr+ D — u(A?+4 B?4C?) = 0. Kako je
A2+ B%+C%=1,tojeu =Ap+Bg+Cr+D=Ay.m

Posledica 45Neka jeAx+ By+Cz+ D = 0 jednd&ina ravnia i U(p,q,r) neka
taCka. Rastojanje ttkkeU od ravnia je dato sa:
Ap+Bg+Cr+D

A2+ B2+C2 |

Dokaz.Tvrdenije sledi iz prethodnog stava jerf}\% = 0 normalizovana
jedn&ina ravnia. m

Ravan deli prostor na dva poluprostor®esniméemo zvati onaj na koga
pokazuje normalni vektor, l@vimonaj drugi. Prema tome, zatteu M (xo, Yo, 20)
i ravana : Ax+ By+Cz+ D = 0 vazi sledée:

e ako jeAy = 0, ta&€kaM lezi u ravnia;
e ako jeAy > 0, tatkaM lezi u desnom poluprostoru;
e ako jeAy < 0, ta€kaM lezi u levom poluprostoru.

Dve ravni mogu biti paralelne (gde ubrajamo i&iikada se poklapaju), ili se
mogu Sé&i po pravoj. Ravnir : Ax+By+Cz+D=0if:Ax+By+C'z+D'=0
su paralelne ako i samo ako su njihovi normalni veki{@iB,C) i (A',B',C)
kolinearni.

Neka su ravnia i B paralelne. Tada se normalni vektor jedne od njih moze

dobiti kao umnoZak normalnog vektora one druge. Recimoa fjekA,B,C) =
(A ;B ,C"). Ako je D = uD’, ravni se poklapaju. U suprotnom su paralelne, ali
razliCite.

Ako ravni nisu paralelne, one se seku po praiifyj parametarsku jedgau
dobijamo reSavanjem odgovaragg sistema (koji se sastoji od dve jedime sa
tri nepoznate).

Ugao izméu dve ravnijednak je uglu izméu njihovih normalnih vektora.
Ravnia : AgX+ Boy+Coz+Dog=0i 8 : Aixx+ Byy+Cyz+ D; = 0 suortogonalne
ako su njihovi normalni vektori ortogonalni, tj. ako i samkoge

AoA1 +BoB1 +CoCy = 0.
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Primer. Odrediti odnos svake dve od slédetri ravni:

o:2x—y+3z—7=0,
B:4x—2y+6z+3=0,
y:4x—3y+z—3=0.

Resenje. Normalni vektori ravnia i B su, redom,ig = (2,-1,3) i i =
(4,-2,6). Kako jef; = 27§, ovde dve ravni su paralelne. Klietim, one se ne
poklapaju.

Ravnia i y nisu paralelne. Odredimo njihovu prése pravu. Posmatrajmo
sistem

2X—y+3z—7=0,
4x—3y+z—3=0.

MnoZenjem prve jedri@ne sa—2 i dodavanjem drugoj dobijamo

2X—y+3z—7=0,
—-y—5z+11=0.

U ovakvoj situaciji je jasno da sistem ima beskéma mnogo reSenja. Ona se
dobijaju tako Sto jednoj promenljivoj druge jediiae moZzemo da dodelimo pro-
izvoljnu vrednostime je vrednost ostalih promenljivih jednoZma odr&lena.
Uzmimo, zato da je =t, gde jet € R proizvoljna vrednost. Sadaje= 11— 5t,
ax=9—4t. Tako smo dobili reSenje sistema u obliku

X=9-4t
y=11-5, teR,
z=t1

Sto nije niSta drugo do jedGma prave koja nastaje presekom raeni y. (Iz
parametarskog oblika jedéimae odmah vidimo da je pre&ea prava paralelna
vektoru(—4,—5,1) i da prolazi kroz téku (9,11,0).) Ravnif i y se takde seku

i jedn&Cina preséne prave se oddelje na isti nain. [

Ukoliko prava ne lezi u ravni, onda moZe sa ravni imati ng\ednu zajed-
nicku tatku. Ako prava lezi u ravni ili nemaju zajediiih taCaka, kazemo da su
prava i ravan paralelne. U suprotnom imajarta jednu zajedigku tacku. ReSa-
vanjem sistema odgovardjh jedn&ina se lako utv@uje u kom odnosu se nalaze
data prava i data ravan.

Primer. Odrediti u kom odnosu se nalaze data prava i data ravan:

a: x=1+t b: x=2t c: X=-10+3t
y=—-2+t y=2t y=-—-7+t
z=t z=5+2t z=-8+2

a. 2X—4y+7=0 B: 2Xx—-y—z+5=0 y: x—y—z=0.
ReSenjeUvrStavanjem jedri@ne pravea u jedn&inu ravnia dobijamo

2(1+t)—4(—2+1)+7=0
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odakle jet = 17/2. Odgovarajai sistem ima jedinstveno reSenje, pa se prava
i ravan seku. Parametar prése t&ke jet = 17/2, pa su njene koordinate
(19/2,13/2,17/2).

UvrStavanjem jedriane praveb u jedn&inu ravni dobijamo trivijalnu jed-
nakost 0= 0. To zn&i da sistem ima beskotao mnogo reSenja, pa prava lezi
u ravni. UvrStavanjem jed@ie pravec u jedn&inu ravniy dobijamo kontra-
dikciju 5= 0, Sto znai da pravac i ravany nemaju zajeditkih taCaka. Zato je
clly.O

Dve prave koje se seku odhgju te€no jednu ravan. Neka se praye |, seku
u tatki S, neka jep; vektor pravca prve, @ vektor pravca druge prave. Tada
se ravan koju one oddeju moze dobiti na sle@e nain: ravan sadrzi t&ku Si
normalna je na vekton’ = pj x ps.

Prava je normalna na ravan ako su vektor pravca prave i norwektor ravni
kolinearni, Sto se lako proverava.

Neka je data ravam. Za svaku téku U postoji jedinstvena pravh koja
sadrzi t&kuU i normalna je na ravao. Presek pravei ravni a je tatkaU’ koju
zovemaortogonalna projekcija date tacke na datu ravan

Primer. Odrediti t&€ku A’ simetrtnu t&ki A(—2,3,5) u odnosu na ravano :
2X+y—-z+3=0.

ReSenjeNeka jel normala ravnia koja sadrzi téku A. Ona sée ravana u
tacki S (i to je ortogonalna projekcija t&&e A na ravana). Po definiciji ravanske
simetrije (videti str. 94), tekaSje srediSte duZiAA/|. Jednéina pravd se dobija
jednim pogledom: njen vektor pravca je upravo normalni @ekivnia, a prolazi
kroz ta&cku A. Tako dobijamd : x=—-2+2t,y=3+t,z=5-t. TatkaSje presek
pravel i ravni a. ReSavanjem odgovard&jeg sistema pbdobija set =1/2, pa
je S(—1,7/2,9/2). Neka t&kaA’ ima koordinate(p,q,r). Zato Sto jeS srediste
duzi [AA], mora biti

P=2_ , a+3_7 15
2 7 2 2 2

pajep=0,g=4ir =4. Tako smo dobili da &kaA’ ima koordinate0,4,4). O

Primer. Odrediti rastojanje ke A(1,2,—1) od pravel : x=4—-t,y=6,z=
2+ 3t.

ReSenje.Ravanv sadrzi t&ku A(1,2,—1) i normalna je na pravil, pa je
normalna i na vektofp = (—1,0,3), 5to je vektor pravca prave Zato je njena
jedn&ina data sa/ : —(x— 1)+ 3(z+ 1) = 0. Presek ravnv i pravel je tatka
A Ciji parametar na pravdjjet = —%. Tako dobijamo da j& = (23/5,6,1/5).
(Prema definiciji, taka A’ je ortogonalna projekcija &e A na pravul.) Rasto-
janje ta&ke A od pravel je jednako rastojanju takaA i A, a to je%x/ﬁﬂ
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Preslikavanjef prostora na sebe jeansformacija podudarnostiko je f bi-
jekcija koja ima sledeu osobinu: za svake dve rdite taCke A i B je [AB] =
[f(A) f(B)]. Struktura transformacija podudarnosti u prostoru jeramatoZenija
nego Sto je to sktaj u ravni, tako d&emo ovde navesti samo nekoliko vaznih
primera.

Translacija. Translacija za vektoiV, u oznaciTy, je preslikavanje prostora na
sebe sa sle@em osobinom: ako j&(A) = A/, ondajeATAz’ = V. (SlovoT nije
veliko latinitnote, vet veliko gitko tau, koje se piSe na isti r&n).

Da bismo dobili analifiki izraz za translaciju, uzmimo da vektaf ima ko-
ordinate(a,b,c). Neka t&kaA ima koordinate(x,y, z), a t&ka A’ = Ty(A) koor-
dinate(X,y,Z). Po definiciji jeATAz’ =V, odakle je

X —xy —y,z—7Z) = (a,b,c).

Tako dobijamo:
X =x+a Yy=y+b Z=z+c

Centralna simetrija. Centralna simetrija u odnosu na tackysoznacizg, je
preslikavanje prostora na sebe sa sbede osobinom: ako j&s(A) = A, onda je
tatka SsrediSte duzjAA].

Analiticki izraz za centralnu simetriju dobijamo iz definicije. Ng&S(p,q,r)
centar simetrije i neka jBs(A) = A, gde t&kaA ima koordinatgx,y, z), a t&ka
A koordinate(X,y,Z). Prema definicijiS je srediSte duZiAA], pa je

X+x y+y z+7
> =D, T—% ?—r.

Odatle dobijamo
X=2p—X, yY=29-y, Z=2r—z

Specijalnosimetrija u odnosu na koordinatni pocetiaka sledéi analiticki izraz:

X=-X Y=-y Z=-z

Rotacija. Neka je’s orijentisana prava u prostori,orijentisani ugao A neka
taCka. Rotaciju téke A oko praves za ugaod sve€emo na rotaciju u pogodno
odabranoj ravni.

Neka jev ravan koja sadrzi t&ku A i normalna je na pravs, i neka jesnv =
{S}. Dalje, neka jeA’ tatka koja se dobija rotacijom &&e A oko tatke Sza ugao
¢ u ravniv, ali tako da vektori§>0, S_A>( i vektor pravca praveés obrazuju desni
triedar ako je uga@ pozitivan, odnosno levi triedar ako je uggonegativno
orijentisan.
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Za t&ku A’ kazemo da je dobijena rotacijom oko pravga ugao¢. Od-
govarajitu transformaciju zovemmtacija oko prave s za orijentisani ugap i
ozn&avamo je sﬁ’s‘f’. (SlovoP nije veliko latiniEno pe, vet veliko gicko ro, koje
se piSe na isti r@n).

Analiticki oblik rotacijecemo izvesti samo za glgj rotacije oko neke od ko-
ordinatnih osa. Zato 3to se rotacij@ke svodi na rotaciju u ravni koja je normalna
na osu, koordinata tke koja odgovara osi oko koje rotiramo se ne menja, dok se
druge dve koordinate menjaju po zakonu koji opisuje ratacko koordinatnog
pocetka u koordinatnoj ravni koju obrazuju druge dve ose. Zatacija okox-,

y- i z-0se ima oblik

X/ = X7 y = y’ zl = Z7
ng: y =ycosp — zsing, ng: Z = zcosp — xsing, sz: X = xcos¢ —ysing,
Z =ysing +zcosy, X = zsing +xcosgp, y =xsing +ycosg.

Ravanska simetrija. Ravanska simetrija u odnosu na ravanu oznacizy, je
preslikavanje prostora na sebe sa stetie osobinom: ako j&,(A) = A, onda
je pravaAA normalna na ravao i centar duziAA] pripada ravnior. Na osnovu
definicije lako je déi do analittkog izraza za ravansku simetriju.

Neka jea ravancija jedn&ina jeAx+ By+Cz+ D = 0 i neka se ravanskom
simetrijom X, tatkaP(xg,Yo,20) preslikava na tku Q(xX,y,Z). Neka jen nor-
mala iz t&ke P na ravana i neka jeS srediSte duzjPQ]. TackaQ leZi na pravoj
n, a t&ka S je tatka prodora prave kroz ravana. Odredimo prvo koordinate
(Xl,yl,Zl) taCke S.

Parametarska jedtima praven ima oblikx =X+ At,y=Yyo+Bt, z=zy+
Ct. Parametar t&ke S na pravojn dobijamo uvrStavanjem ove tri jedtiae u
jedn&inu ravnia i reSavanjem pé. Tako dobijamo da je

A% +Byw+C%+D

A2+ B?2+C?
Tatka S je srediSte duzjPQ] Sto zn&i da jexs = (x0+X)/2,y1 = (Yo+VY)/2,
z1 = (z0+Z)/2. UvrStavanjem gornjih izraza za, y1 | 3, i reSavanjem pd, Y,
Z dobijamo da je

X =x—2Ats, Y =Yyo—2Bts, Z=2—-2Cts

Analiticki oblik ravanske simetrije moze da bude veoma jednost&aaia
se radi o specijalnim ravnima. Na primer, za koordinatnair@xy, Oxzi Oyz

dobijamo:
X =X, X =X, X = —X,
2oxy- y =y, Zoxziq Y=Y, 20yz: y =y,
Z=-z Z=z2 Z=z

Pomenimo jos$ jednu transformaciju koja ima vaznu geonsétrijnterpreta-
ciju, ali nije transformacija podudarnosti.
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Homotetija. Homotetija sa centrom S i koeficijentam u oznaciHg, je pre-
slikavanje prostora na sebe sa skate osobinom: ako jeéld (A) = A, onda je
S_A>( =aqa- §>A Kao i u 2D sl&aju, Hé je identtko preslikavanje, drlgl =2s
Homotetijom se, dakle, neka duz preslikava na njoj paralétn| puta v&u duz.
Odatle homotetija nije transformacija podudarnosti, alalje ima mnoge lepe
osobine.

Homotetija sa centrom u koordinatnom@edku i koeficijentoma ima ve-
oma jednostavan anaBki oblik. Ako suAi A’ tatke sa koordinatamgx,y, z) i
(X,y,Z), redom, i ako jeH§(A) = A, onda je

X=a-x, Y=avy, Z=a-z

Homotetija sa centrom ud&i S(p,q,r) i koeficijento a se na uoliiajeni n&in
moze svesti na homotetiju sa centrom u koordinatnodethu:

X=a-(x—p)+p, Y=0a-(y-q+q, Z=a-(z—r)+r.

3.6 Projektovanje

Proces kojim se objekti iz prostora predstavljaju u ravniezeeprojektova-
nje. Projektovanje je neko ,,razumno” preslikavamj¢aCaka prostora (ili nekog
njegovog dela) na tke date ravni. Ravan na koju se projektuje se zmegekci-
ona ravan

3D

Prostorna figura# se projektuje tako Sto se projektuje svaka njeiadgo-
sebno: (%) = {n(A) : Ae .Z#}. Slika n(.#) figure .7 se zoveprojekcija fi-
gure .%#. Ukoliko figura.# ,,ima jednostavnu strukturu”, za ufiivanje njene
projekcije dovoljno je projektovati samo nekeka te figure, recimo, temena.
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Postoje razliite vrste projektovanja od kojibemo pomenuti dve: centralno i pa-
ralelno projektovanje. Pokazemo kako od raznih verzija projektovanja nastaju
razne metode prikazivanja 3D objekata.

Paralelno projektovanje. Neka jea ravan i 'V vektor koji nije paralelan sa
a. Paralelno projektovanje u pravcu vektor®@ na ravana je preslikavanje
) : R® — a odredeno sledeéom osobinom: ako j® € a, onda jerg, (P) = P;
akoP ¢ a, onda jert) (P) = Q gde jeQ € a tatka ravnia takva da jePQ|| V.
PravaPQ se zoveprojekcioni zrak

Specijalan sltaj paralelnog projektovanja f@rmalno projektovanj&oje na-
staje kada je vektor pravca projektovanja normalan na ravajektovanja. Na
slici ispod je prikazano opSte paralelno projektovanje rinmaino projektovanje
kao njegov specijalni sta;.

\

Analiticki oblik paralelnog projektovanja se lako izvodi. Neka_\fé p,q,r) vek-
tor koji odreduje pravac projektovanja,@: Ax+ By+ Cz+ D = 0 ravan na koju
se projektuje. Projekciju &&e P(x1,y1,21) na ravana u pravcu vektorav dobi-
jamo tako 3to ndemo presek ravnir i prave koja sadrzP i paralelna je sav.
Tako dobijamo da projekcija t&e P ima koordinate

X'=Xg+tp, Y =y1+tq, Z =z +tr,

gde je

Ax+By1 +Cz +D
- Ap+Bg+Cr

Ako se pri paralelnom projektovanju koordinatniGetak jednog prostora pre-

slikava na koordinatni pietak drugog, paralelno projektovanje se moze realizo-
vati kao linearno preslikavanje. Tada je garalelno prajeknjeR® — R? jedno-
zn&no odréeno slikama vektora?, _f i k, kako pokazuje sleda teorema.

t=
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Teorema 46.Neka jef : R3 — R? linearno preslikavan_>je vektorskog prostora
R3 u vektorski prostoR?, a i — (1,0,0), T = (0,1,0)i k =(0,0,1) jedig)iéni
vektori UR3. Tada za svaki vektow = (a,B,y) izR3 imamo:f(V)=af(i )+

— —
BE(T)+yi(K).
Dokaz.Svaki vektor vV = (a,B,y) iz R3 se moze predstaviti porio vektora?,

S — .. - . . . .
? i K na poznat nén: V =a i +[3_J> +yK. Imajuci to u vidu, linearnost
preslikavanjaf implicira:

(V) = faT+pT+yK)
= f(@T)+1(BT)+(/K)
af(T)+B1(T)+yf(K),

Sto je i trebalo pokazatm

Ovaj jednostavan rezult@emo koristiti u izvalenju analittkog oblika sle-
deta tri vazna specijalna staja paralelnog projektovanja:

e normalno projektovanje nay-ravan;
e koso projektovanje ngy-ravan pod uglom arctd); i
e aksonometrija.

Na slici ispod prikazana je projekcija kocke na sva tiina:

Normalno projektovanje na xy-ravafKod normalnog pro-
jektovanja naxy-ravan se téka(x,y, z) projektuje na téku (x,y).
Ovaj metod prikazivanja 3D situacije je veoma efikasan, ali n
daje dovoljno informacija o ,,trodimenzionalnosti’ i ptomim ol =
odnosima objekata koji se projektuju. Zato seCedje koristi T y
kada na raspolaganju imamo i neke transformacije (reciata; r g
ciju) koje te nam omoggiti da situaciju pogledamo ,,i sa druge ‘
strane”. X

Koso projektovanje na xy-ravan pod uglarctg4). Kod ove vrste kosog
projektovanja nacy-ravan, zraci su postavljeni pod uglom aretgkako bi se
dobio utisak perspektivnog skmanja trée dimenzije. Pravac projektovanja je
takav da se-osa projektuje na simetralu prvog ite kvadrantay-ravni, a ugao
arctg4) je odabran zato da se jedini vektor kK projektuje na vektor duZine/4
koji sa pozitivnim smeronx-ose uxy-ravni zaklapa ugae-3r/4.
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projekcioni zrak N

To zndi dajer(T) = (1,0), m( ) = (0,1), an(K) = (—v/2/8,—/2/8), gde
je sar ozn&eno ovako opisano projektovanje. Na osnovu toga i razmatia
prethodnog odeljka lako se dobija njegov anékitioblik. Neka jeri(A) = A, gde
tackaA ima koordinatexo, Yo,2), a t&kaA’' ima koordinateX,y'). Tada je

2 2
X’=Xo—20§7 >/=yo—20§.

AksonometrijaAksonometrija je paralelno projektovanje na raxamny+z=
0 u pravcu vektoral,1,1). JedinEni vektori se projektuju na vektore iste duzine

koji zaklapaju uglove od po72/3:

z

pravac i sme
projektovanj

lako vektori rr(_i>
ratuna se umesto njih uzimaju vektori duzine 1. Tako, aksomdgm@redstavlja
kompoziciju paralelnog projektovanja i homotetije. Nekarj aksonometrija i
neka jer(A) = A/, gde t&kaA ima koordinate(xo, Yo, 2), a t&kaA’ ima koordi-

nate(x,y). Tada je

) n(?), n(_k>) nisu jedinEni vektori, u cilju jednostavnijeg

V3

X = 7(Yo—xo)7 y:zo—%(ywa).
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Centralno projektovanje. Neka jea neka ravan Btatka koja
joj ne pripada. Neka je ravan koja sadrzi t&ku Si paralelna
je saa. Centralno projektovanje iz tatke S na ravarje presli-
kavanjerg : R®\ 0 — a odredeno sledéom osobinom: ako je
n;f‘(P) =Q,ondajeQe aitatkeS P, Qsu kolinearne. PravaP
se zoveprojekcioni zrak a tatka S centar projekcije Primetimo
da su té&ke ravnio izuzete iz domena preslikavanjg zato $to
za njih projekcioni zrak ne $e ravam. Jedan ozbiljniji primer
centralnog projektovanja je dat na slédpslici:

Analiticki oblik centralnog projektovanja se lako izvodi. Nek&§jeo, Yo, Zo)
centar projektovanja, a : Ax+ By+Cz+ D = 0 ravan na koju se projektuje.
Projekcija t&ke P(x1,Y1,21) se dobija u preseku ravnii pravePS Zato ona ima
koordinate

X'=xo+t(Xe—x0), Y =Yo+tiyr—Yo), Z'=2+t(z1—2),

gde je
A +By+Cz%+D

= T A(X—%0) +B(y1—Yo) +C(z1—20)




100 Analiticka geometrija prostora

Centralno projektovanje i perspektiva. Centralno projektovanje na specijalne
ravni se koristi za postizanje efekta perspektive. Na &jmdd je prikazana pro-
jekcija kocke centralnim projektovanjem sa jednim i dvateperspektive, a mi
¢emo u ovom tekstu diskutovati samo projektovanje sa jedeintrom perspek-
tive.

S

Projektovanije iz koordinatnog petka na ravaz = D daje efekat projekto-
vanja sa jednim centrom perspektive. cKa u kojojz-osa prodire ravaz = D
je taCka nedogleda svake prave koja je normalna na ravan progkm Ona
predstavlja centar perspektive. Ako tika odaberemo za koordinatni getak
koordinatnog sistema ravni projektovanja, i ako ose koaiiog sistema ravni
postavimo tako da imaju isti pravac i smer kao odgovd@mjase koordinatnog
sistema prostora (Sl. 3.1), onda je centar perspektivéki t8,0), dok se téka
(X0,Y0,20) prostora projektuje na&hu (X,y) Cije koordinatecemo sada izkau-
nati.

Jednéina prave koja je oddena t&kama(0,0,0) i (Xo,Y0,20) ima veoma
jednostavan oblik:

X=Xo-t, y=yo-t, z=2-t.

Ova prava sée ravarz = D u teCki Ciji parametar se dobija reSavanjem jecine
Zn-t=D

pot, odakle se lako vidi da je=D/z. Dakle, pomenuta prava&eravarz=D u
tacki (X,y,D) gde jexX = D%, y = Dg. Posebno, u skajuD = 1 dobijamo

. Xo Yo
dajex = =, =,
: 20 Y 20

3.7 Rotacija, kompleksni brojevi i kvaternioni

U ravni, rotacija take za ugad oko koordinatnog ptetka ima veoma jedno-
stavnu interpretaciju preko kompleksnih brojeva. Nekajex+ iy kompleksni
broj koji odgovara téki A(x,y), neka je

g=cosf +isin@

kompleksni broj koji ,,opisuje rotaciju za ugébi neka jezZ = X' +iy’ kompleksni
broj koji se dobija kao
Z=zq
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Slika 3.1: Centralno projektovanje sa jednim centrom pekiye
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Tada se lako vidi da je

X'| [cosf —sin@] [x

[)/] B [sin@ cos@} M ’
odnosno, da kompleksni brdjopisuje t&ku koja se dobija rotacijom tke A za
ugaob oko kooordinatnog ptetka.

Sliéno situaciji u ravni, gde se rotacija oko koordinatnogqtka moze re-
alizovati mnozenjem kompleksnih brojeva, rotacija okovpr&oja prolazi kroz
koordinatni p@etak moze se realizovati pogwkvaterniona, koji predstavljaju
uopsStenje kompleksnih brojeva.

Neka su, j, ktri imaginarne jedinicetj. objekti koji zadovoljavaju

i2=-1 j°=-1 K=-1,
i neka je jos

ij=k jk=i, ki=j

ji=—k, kj=—i, ik=—j.

Tada broj oblikag = s+ ia+ jb + ke, gde sus,a,b,c € R, zovemokvaternion

Slicno kompleksnim brojevima, operacije nad kvaternionimadwadene pravi-
lima za mnoZenje imaginarnih jediniéaj i k. Neka suq=s+ia+ jb+kci

q =S +ia’ + jb’ +kc dva kvaterniona. Tada je

q+d = (s+9)+i(a+a)+ j(b+b)+k(c+c)
zbir kvaterniona q ¢/, dok jesuprotni kvaterniorkvaternionag jednak
—q=-s—ia—ib—ic.

Nula-kvaternionje kvaternion 0= 0+i-0+ j-0+ k- 0. Modul kvaternionag je
realan broj

ol = Ve + @+ 2+

a kvaternion sa osobinofg| = 1 se nazivgedinicni kvaternion Za kvaternion
g=s—ia—ib—ic

kazemo da j&onjugovani kvaterniokvaternionug.
Proizvod kvaterniona @ se r&una na osnovu pravila za mnozenje imagi-
narnih jedinica:

q-q = (s+ia+ jb+ke)(s +ia’ + jb’ +kd)
= (s$—ad — b —cd) +i(sd +as + bd — clf)
+ j(sb —acd + bs +cd) + k(s¢ +abf —bd +cs).

Lako se vidi da jeq-q = |q|?, tako da svaki ne-nula kvaternion ima inverzni

kvaternion:
-1

q —iq
g2 ™
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MnoZenje kvaterniona je asocijativno (Sto ostavljamo zZdoug, i tako smo poka-
zali da kvaternioni obrazuju telo (tj. algebarsku struldtaa dve operacije u kojoj
mnoZenje nije komutativno).

Za tatku A(a, b, c), kvaternion

pa =ia+ jb+kc

nazivamokvaternion tatke AAko je U = (Ux, Uy, Uz) jediniCni vektor, af neki
ugao, kvaternion

6 : . 0
Gut.o = €OS; + (iux+ juy + kuz)smE

zovemokvaternion rotacije za ugaé oko 0seU .

Stav 47.Neka jeA(a,b,c) proizvoljna td&ka i U = (ux,Uy,Uy) jedinicni vektor.
Dalje, neka jep kvaternion tékeA i q kvaternion rotacije za uga® oko oseU .
Tada je

P =apq*
kvaternion tékeA!(a,b/,c) koja se dobija rotacijom &keA za ugad oko prave
koja prolazi kroz koordinatni petak i paralelna je vektoru .

Dokaz.Pogledajmo prvo kako izgleda kvaternigpg* kada jeq proizvoljan
jediniéni kvaternion. Neka jg = s+ iu+ jv+ kw gde jes? + u? + V2 +w? = 1.
Tadajeq ! =s—iu— jv—kw, p=ia+ jb+kcpa nakon kraeg r&una dobijamo:
apq ! =i((u?+ —w?—Vv?)a+ (2uv— 2sw)b+ (2uw+ 2sv)c)
+ j((2vu+2wg)a+ (V2 — w2 + % — u?)b+ (2vw— 2su)c)
+k((2wu— 2vs)a+ (2wv+ 2us)b + (W? — V2 — u? 4+ $)c).
Vidimo da jeqpq! zbilja kvaternion neke tke. Ako uzmemo da jegpqt

kvaternion téke A'(a,1/,c') tada se vez@' = qpg ! moZze zapisati u matrhom
obliku na sledéi n&in:

a W+ 2 — W2 —\2 2uv— 2sw 2UW+ 2sv a
bl = 2vu+ 2ws V—wW2 42— 12 2vw— 2su b
4 2wu— 2vs 2WV+ 2us wW—V2—u+¢| |c

odnosno, ako se uzme u obzir dasfe= 1 — u? — V2 —w?:

2vu+2ws  1-2wW?+u?)  2vw—2su

a 1-2(W?+Vv2)  2uv—2sw 2uw+ 2sv
bl =
2wu— 2vs 2w+2us  1-2(V?+1?)

:

c

Kvaterniong, medutim, nije proizvoljan kvaternion, vge

0 . ) .6
q= cosz + (Ui + Uy j +uzk)sm§,
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gde jeU = (ux, Uy, Uz) jedinicni vektor koji odr&luje osu rotacije, @ je ugao
rotacije. Komponente kvaterniowgsu, dakles= cosg, u=using, v=uysin$,
w= uzsin%, pa matrica prethodne transformacije postaje

1-2(u2+u2)sin’ g 2uguysin® § — 2u,sing cosd  2ucu,sir? § + 2uysing cosd

2ucuy sin® & + 2u,sin§ cosg 1-2(W2+ud)sir? § 2uyU,sin? § — 2u,sin cosd

2ueu,sir? § —2uysing cosd  2uyu,sir? § + 2uysing cosd 1-2(u2 + u2)sin? 5

Dalje, zboguZ + us + Uz = 1 je

1-2(u5 + uZ) sir? g =1-2(1—1ud)sir? g = c0sB + u2(1— cosh),

tako da matrica uz jo$ nekolikatlednih trigonometrijskih transformacija po-
staje:

U2(1—cosB) +cosf  Uxly(1—cosh) —u,sind  Uxu,(1— cosH) + uysin
UxUy (1 —cosB) +u,sin@ u§(1— cosf)+cosf  uyu(1—cosB) — uxsind

Uxlz(1—cosB) — uysin@  uyu,(1—cosB) +ucsind  u2(1— cosb) + cosd

Sto je, prema Stavu 48 koji sledi, matrica rotacije za ugako prave koja prolazi
kroz koordinatni pdetak i paralelna je vektorur. m

Da bismo zavrSili argument, ostaje nam joS da izvedemo ouatatacije oko
proizvoljne prave u prostoru.

Stav 48. Rotacija za uga® oko prave koja prolazi kroz koordinatni petak i
paralelna je jediriinom vektoruu = (ux, Uy, Uz) moZe da se predstavi matricom
na sledéi natin:

u2(1—cosf) +cosf Uyl (1—cosf) —u,sinB Uk, (1—cosh) + uysind
UxUy (1 —cosB) +u,siné u§(1— cosf)+cosf  uyu(1—cosB) — uyxsind

Uxlz(1— cosB) — Uy Sin@  uyU,(1—cosh) +uxsind  uZ(1—cosh) + cosd

Dokaz.Rotacija za uga® oko prave koja prolazi kroz koordinatni petak i pa-
ralelna je jedintnom vektorut = (U, Uy, U;) moze da se predstavi kao sléde
kompozicija rotacija

P %oPR,PoPoPP Ry
gde jea ugao suprotan uglu koga sa pozitivnim smemose zaklapa projekcija

vektora U na koordinatnu rava®yz a3 ugao suprotan uglu koga sa pozitivnim
smeromx-ose zaklapa vektor .
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PO(T) P

Kako je sing = —— sinB = /W2 + U2, cosa = ——2 i cosP = uy
/uy +Uy 27 ! / uzz )

dobijamo

1 0 0
Uz _ Uy
P)? - 0 \/Uy2+Uz2 \/Uy2+U22 ’ PyB -
0 —— L

Vit el

Matrice zaP, 7 i P{B se dobijaju analogno, pa nakon elementarnog, ali napornog
racuna dobijamo
P %oPRPoP?oPPopd =

u2(1—cosf) +cosf  Uxly(1—cosh) —u,sinB Uk, (1—cosh) + uysind
UxUy (1 —cosB) +u,sin@ u§(1—c059) +cosf  uyu,(1—cosf) —uysing
Uxlz(1— cosB) — uySin®  uyu,(1—cosh) + uxsind  uZ(1—cosh) + cosd

Cime je dokaz zavrSem

3.8 Implementacija: Quaternion, Point3D, Line3D i Plane3D

Klasa Quaternion implementira rad sa kvaternionima. N@emo upotre-
biti za implementaciju metoda koji rotiradiau oko proizvoljne prave u prostoru.
Kvaternion je opisan ka@etvorka brojevas, a, b i c. Konstruktor Quater-
nion(Point3D A) vrata kvaternion téke A, dok konstruktoiQuaternion(double
theta, Point3D u) vrata kvaternion rotacije za ugabeta oko vektorau koji ne
mora biti jedinEni vektor.

public class Quaternion {
public double s, a, b, c;

public Quaternion (double s, double a, double b, double c) {
this.s = s; this.a = a; this.b = b; this.c = c;

}
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public Quaternion (Point3D A) {
s=0.0;a=AXx;b=Ay;c=Az
}

public Quaternion (double theta, Point3D u) {

Point3D v = new Point3D(u);

v.normalize();

double k = Math.sin(theta/2.0);

s = Math.cos(theta/2.0); a = v.x*k; b = v.y*k; c = v.z*k;
}

Metodq.length() odraduje duzinu kvaterniong. Metodg.conjugate() odreduje

konjugovani kvaternion kvaterniorga Metod r.plus(q) odreduje zbir kvaterni-
onar i g, metodr.multiply(k) odreduje proizvod kvaternionai realnog brojak,

dok metodr.multiply(q) odreduje proizvod kvaterniona i g. Konano, metod
r.invert() invertuje kvaternior.

public double length () {
return Math.sqrt(s*s + a*a + b*b + c*c);

}

public Quaternion conjugate () {
return new Quaternion(s, -a, -b, -c);

}

public Quaternion plus (Quaternion q) {
return new Quaternion(s + q.s,a +q.a, b + g.b, c + g.c);

}

public Quaternion multiply (double k) {
return new Quaternion(k*s, k*a, k*b, k*c);

}

public Quaternion multiply (Quaternion q) {
return new Quaternion(s*q.s - a*g.a - b*g.b - c*q.c,
s*g.a + a*q.s + b*g.c - ¢*q.b,
s*g.b + b*q.s + c*g.a - a*qg.c,
s*g.c + c*g.s + a*q.b - b*q.a);

}

public Quaternion invert () {
double L = length();
if(L == 0.0) {
System.out.printin("Quaternioin: invert: zero quaternion™);
System.exit(0);
}
return conjugate().multiply(1.0 / (L * L));
}
}
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KlasaPoint3D implementira téku, odnosno, vezani vektor u prostorucka,
odnosno vezani vektor, u prostoru opisujemo njenim koetdima — trojkom re-
alnih brojeva:

public class Point3D {
public double x, vy, z;

public Point3D (double x, double y, double z) {
this.x = x; this.y = y; this.z = z;

}

public Point3D (Point3D A) {
this.x = A.x; this.y = Ay; this.z = A.z;
}

Metod Q.length() rauna duzinu vektor@%, metodQ.dist(P) rauna rastoja-
nje tatakaP i Q, dok metodQ.normalize() normalizuje vektorCY) tako 3to ga
podeli njegovom duzinom i svede na jedini vektor istog pravca i smera. Me-
tod Q.minus(P) racuna vektorcﬁ— OP, dok metodQ.plus(P) ratuna vektor
0Q+ OP.

public double length () {
return Math.sqrt(MyMath.sqr(x) + MyMath.sqr(y) + MyMath.sqr(z));

}

public double dist (Point3D P) {
return Math.sgrt(MyMath.sgr(x - P.x) + MyMath.sqr(y - Py)
+ MyMath.sqr(z - P.z));
}

public void normalize () {
double L = length();
if(L == 0.0) {
System.out.printin("Point3D: normalize: length == 0.0");
System.exit(0);
}
xI=Lyl=L 2=
}

public Point3D minus (Point3D P) {
return new Point3D(x - Px, y - Py, z - P.z);

}

public Point3D plus (Point3D P) {
return new Point3D(x + P.x, y + Py, z + P.2);

}

Metod Q.dot(P) ratuna skalarni proizvodﬁ- 6?’ dok metodQ.cross(P) ra-
cuna vektorski proizvodQ x OP. Metod Q.midpoint(P) ratuna srediste duzi
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PQ, a stattki metodcollinear(P, Q, R) utvrduje da li su téake P, Q i R koline-
arne.

public double dot (Point3D P) {
returnx *Px+y*RPy +z* Pz

}

public Point3D cross (Point3D P) {
return new Point3D(MyMath.det2(y, Pz, Py, z),
MyMath.det2(z, P.x, P.z, X),
MyMath.det2(x, Py, PXx, y));

}

public Point3D midpoint (Point3D P) {
return new Point3D((x + Px) /2.0, (y + Py)/ 2.0, (z + P.z) / 2.0);

}

public static boolean collinear (Point3D P, Point3D Q, Point3D R) {
Point3D A = Q.minus(P);
Point3D B = R.minus(P);
return MyMath.approxEqual(A.cross(B).length(), 0.0);

}

Sledi niz metoda koji implementiraju transformacije u riawietod P.opposite()
transformiSe vektoOP u vektor —OP. Metod Q.translate(P) translira t&ku
Qza vektor@. Metod Q.reflect(P) preslikava taku Q centralnom simetrijom
sa centronP. Metod Q.mirror(P) preslikava taku Q ravanskom simetrijom u
odnosu na ravaPR (videti opis klasePlane3D koji sledi). MetodiQ.rotX(phi),
Q.rotY(phi) i Q.rotZ(phi) rotiraju tatku Q za ugaghi oko x-ose,y-ose, odnosno,
z-ose. MetodQ.scale(P, coeff) preslikava téku Q homotetijom sa centrorR i
koeficijentomcoeff. Konatno, metodP.apply(T) na ta&ku P primenjuje afinu
transformacijur .

public void opposite () {x=-x;y=-y;z=-2;}
public void translate (Point3D P) { x += Px; y +=Py; z +=P.z; }

public void reflect (Point3D P) {
X=20*Px-x;y=20*Py-y;z=20*Pz-z
}

public void mirror (Plane3D P) {
doublet=PN.x* (x - PAX) + PN.y * (y - PAly) + PN.z * (z - PA.2);
X-=2.0* PN.X*t;
y-=2.0*PN.y *t;
z-=20*PN.z*t;
}
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public void rotX (double phi) {
double y2 = Math.cos(phi)*y - Math.sin(phi)*z;
double z2 = Math.sin(phi)*y + Math.cos(phi)*z;
y=Yy2;z=22;

}

public void rotY (double phi) {
double z2 = Math.cos(phi)*z - Math.sin(phi)*x;
double x2 = Math.sin(phi)*z + Math.cos(phi)*x;
X=X2,2=122;

}

public void rotZ (double phi) {
double x2 = Math.cos(phi)*x - Math.sin(phi)*y;
double y2 = Math.sin(phi)*x + Math.cos(phi)*y;
X=X2;y=Y2;

}

public void scale (Point3D P, double coeff) {
x = coeff*(x - PX) + PX;
y = coeff*(y - Py) + Py;
z = coeff*(z - P.z) + Pz;

}

public void apply (Affine3D T) {
double x2 = T.a00*x + T.a01*y + T.a02*z + T.bO;
double y2 = T.al0*x + T.all*y + T.al2*z + T.b1,;
double z2 = T.a20*x + T.a21l*y + T.a22*z + T.b2,;
X=X2;y=Yy2;z2=22;

}

Poslednja transformacija koju navodimo implementiraaigdatatke oko prave.
Metod P.rot(L, phi) e zarotirati tdku P oko praveL za ugaophi. Prvo celu
konfiguraciju transliramo za vektOF(SZ (gde je A jedna t&ka pravel) tako
da prava oko koje rotiramo pde kroz koordinatni ptetak, potom primenimo
odgovarajgi ratun sa kvaternionima, i onda dobijenéka transliramo za vektor

O

public void rot (Line3D L, double phi) {
/I kvaternion rotacije
Quaternion R = new Quaternion(phi, L.B.minus(L.A));
/I kvaternion tacke
Quaternion A = new Quaternion(this.minus(L.A));
/I kvaternion zarotirane tacke
Quaternion B = R.multiply(A).multiply(R.invert());
X =B.a+ LAX;
y=B.b +LAYy;
z=B.c+ LAz
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Klasa Line3D opisuje pravu ili duz u prostoru, u zavisnosti od konteksta.
Analogno situaciji u ravni, i jedan i drugi objekt su opisawema tékamaAi B:
u slutaju da instancu ove klase shvatamo kao opis prave, radi svoj BB, a u
slucaju da je shvatamo kao opis duZi, radi se o dAH].

public class Line3D {
public Point3D A, B;

public Line3D (Point3D A, Point3D B) {
this.A = A, this.B = B;
}

Metod M.orthogonal(L) utvrduje da li su praveM i L ortogonalne, dok metod
segmentBisector odreduje simetralnu ravan duZhBJ.

public boolean orthogonal (Line3D L) {
Point3D V1 = (new Point3D(A)).minus(B);
Point3D V2 = (new Point3D(L.A)).minus(L.B);
return MyMath.approxEqual(V1.dot(V2), 0.0);

}

public Plane3D segmentBisector () {
return new Plane3D(A.midpoint(B), B.minus(A));

}

Metod L.lineContains(P) utvrduje da li pravaAB sadrzi t&ku P, dok metod
L.segmentContains(P) utvrduje da li duZ [AB] sadrzi t&ku P. Metod
M.intersection(L) odreduje taku preseka pravil. i M. Ako se prave ne seku
metod vr&anull.

public boolean lineContains (Point3D P) {
double t = 0.0;
if(Ax !1=B.x) {t=(Px-AXx)/(Bx-AX);}
else if(A.y I=B.y){t=(Py-Ay)/ (B.y-Aly); }
else if(A.z!=B.z) {t=(Pz-Az)/(B.z-Az);}
else {
System.out.printin("Line3D: lineContains: line is degenerate");
System.exit(0);
}
return MyMath.approxEqual(Px, A.x +t * (B.Xx - A.X)) &&
MyMath.approxEqual(Py, Ay + t* (B.y - Aly)) &&
MyMath.approxEqual(P.z, A.z +t * (B.z - A.2));
}

public boolean segmentContains (Point3D P) {
double t = 0.0;
if(Ax!=B.x){t=(Px-AX)/(Bx-AX);}
else if(Ay I=B.y) {t=(Py-Ay)/ (By-Ay);}
else if(A.z!=B.z) {t=(Pz-Az)/(B.z-AZ2),;}
else {
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System.out.printin("Line3D: segmentContains: segment is degenerate");
System.exit(0);
}
return MyMath.approxEqual(P.x, A.X + t * (B.X - A.X)) &&
MyMath.approxEqual(Py, Ay + t* (B.y - Aly)) &&
MyMath.approxEqual(P.z, A.z +t* (B.z - A.2)) &&
00<=t&&t<=1.0;
}

public Point3D intersection (Line3D L) {

double dx = B.x - A.x; double Ldx = L.B.x - L.A.x;
double dy = B.y - A.y; double Ldy = L.B.y - L.Ay;
double dz = B.z - A.z; double Ldz = L.B.z - L.A.z;
double s;
if(MyMath.det2(dx, dy, -Ldx, -Ldy) != 0.0) {

s = MyMath.det2(dx, dy, L. AX - Ax, LAYy - Ay)

/MyMath.det2(dx, dy, -Ldx, -Ldy);

}
else if(MyMath.det2(dx, dz, -Ldx, -Ldz) != 0.0) {
s = MyMath.det2(dx, dz, L AX - AX, L.A.z - A.z)
/MyMath.det2(dx, dz, -Ldx, -Ldz);
}

else if(MyMath.det2(dy, dz, -Ldy, -Ldz) != 0.0) {

s = MyMath.det2(dy, dz, L. Ay - Aly, LA.z - A.2)
/MyMath.det2(dy, dz, -Ldy, -Ldz);

}

else return null;

double x = L.A.X + s * Ldx;

double y = L.Aly + s * Ldy;

double z = L.A.z + s * Ldz;

Point3D Q = new Point3D(X, Y, 2);

if(lineContains(Q)) return Q;
return null;

}

Konatno, transformacije se na pravu/duZ primenjuju tako Stoassvaku od ta-
CakaA i B primeni odgovarajéa transformacija.

public void translate (Point3D P) { A.translate(P); B.translate(P); }
public void reflect (Point3D P) { A.reflect(P); B.reflect(P); }

public void mirror (Plane3D P) { A.mirror(P); B.mirror(P); }

public void rotX (double phi) { A.rotX(phi); B.rotX(phi); }

public void rotY (double phi) { A.rotY(phi); B.rotY(phi); }

public void rotZ (double phi) { A.rotZ(phi); B.rotZ(phi); }

public void scale (Point3D P, double coeff) { A.scale(P, coeff); B.scale(P, coeff); }
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public void apply (Affine3D T) { A.apply(T); B.apply(T); }

KlasaPlane3D opisuje ravan u prostoru. Ravan predstavljamo pamek-
toraN koji je normalan na ravan i ponda ta&tke A koja pripada ravni. Konstruktor
Plane3D(Point3D P, Point3D Q, Point3D R) konstruiSe ravan koja je odfena
tatkamaP, Q i R.

public class Plane3D {
public Point3D N; // vektor normale
public Point3D A; // jedna tacka ravni

public Plane3D (Point3D P, Point3D normal) {
A = new Point3D(P);
N = new Point3D(normal);

}

public Plane3D (Point3D P, Point3D Q, Point3D R) {
if(Point3D.collinear(P, Q, R)) {
System.out.printin("Plane3D: Plane3D: collinear points in constructor");
System.exit(0);
}
N = Q.minus(P).cross(R.minus(P));
A = new Point3D(P);
}

MetodS.contains(P) utvrduje da li ravarSsadrzi t&ku P, dok metodS.contains(L)
utvrduje da li ravarS sadrzi pravi. Metod S.dist(P) odreduje rastojanje ke

P od ravniS, a metodS.leftOrRight(P) odreduje sa koje strane rav@ise nalazi
taCkaP.

public boolean contains (Point3D P) {
return MyMath.approxEqual(P.minus(A).dot(N), 0.0);
}

public boolean contains (Line3D L) {
return contains(L.A) && contains(L.B);

}

public double dist (Point3D P) {
return Math.abs(P.dot(N) - A.dot(N));

}

public int leftOrRight (Point3D P) {
double lambda = P.dot(N) - A.dot(N);
if(lambda > 0.0) return 1;
else if(lambda < 0.0) return -1;
else return 0;

}
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Metod S.intersects(L) utvrduje da li ravarSi praval imaju ta&no jednu téku
preseka. Ukoliko je to ispunjeno, met&lintersection(L) odreduje tu t&ku
preseka.

public boolean intersects (Line3D L) {
return IMyMath.approxEqual(L.B.minus(L.A).dot(N), 0.0);
}

public Point3D intersection (Line3D L) {
double t = A.minus(L.A).dot(N) / L.B.minus(L.A).dot(N);
return new Point3D(L.A.x +t * (L.B.x - L.A.X),
LAy +t*(L.By-L.AlY),
LAz+t*(L.B.z-L.A.2);

}

Metod S.intersects(P) utvrduje da li se ravnBi P seku po pravoj. Ukoliko je to
ispunjeno, metod.intersection(P) odreduje tu pravu preseka.

public boolean intersects (Plane3D P) {
return 'MyMath.approxEqual(N.cross(P.N).length(), 0.0);
}

public Line3D intersection (Plane3D P) {
/I jednacine ove dve ravni su
/IA1x+Bly+Clz=D1
A2 x+B2y+C2z=D2
double Al = N.x; double B1 = N.y; double C1 = N.z; double D1 = A.dot(N);
double A2 = P.N.x; double B2 = P.N.y; double C2 = P.N.z; double D2 = P.A.dot(P.N);
/I racunamo jednu tacku preseka ove dve ravni
/I ta tacka pripada presecnoj pravoj
double x =0.0,y=0.0,z=0.0;
double S1 = MyMath.det2(Al, B1, A2, B2);
double S2 = MyMath.det2(Al, C1, A2, C2);
double S3 = MyMath.det2(B1, C1, B2, C2);
if(S1 1= 0.0) {
x = MyMath.det2(D1, B1, D2, B2) / S1,
y = MyMath.det2(Al, D1, A2, D2) / S1,

}
else if(S2 1= 0.0) {
x = MyMath.det2(D1, C1, D2, C2) / S2;
z = MyMath.det2(A1, D1, A2, D2) / S2;
}
else if(S3 = 0.0) {
y = MyMath.det2(D1, C1, D2, C2) / S3;
z = MyMath.det2(B1, D1, B2, D2) / S3;
}
else {
System.out.printin("Plane3D: intersection: planes do not intersect in a line");
System.exit(0);
}
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Point3D Q = new Point3D(X, Yy, 2);

/I vektor pravca presecne prave i druga tacka na pravoj
Point3D V = P.N.cross(N);
Point3D R = Q.plus(V);

return new Line3D(Q, R);
}

Slede implementacije metoda koji transformiSu ravan.
public void translate (Point3D P) { A.translate(P); }

public void reflect (Point3D P) { A.reflect(P); N.opposite(); }

public void mirror (Plane3D P) {
Point3D B = A.plus(N);
A.mirror(P); B.mirror(P);
N = B.minus(A);

}

public void rotX (double phi) {
Point3D B = A.plus(N);
A.rotX(phi); B.rotX(phi);
N = B.minus(A);

}

public void rotY (double phi) {
Point3D B = A.plus(N);
A.rotY(phi); B.rotY (phi);
N = B.minus(A);

}

public void rotZ (double phi) {
Point3D B = A.plus(N);
A.rotZ(phi); B.rotZ(phi);
N = B.minus(A);

}

public void scale (Point3D P, double coeff) {
A.scale(P, coeff);
if(coeff < 0.0) N.opposite();

}

public void apply (Affine3D T) {
Point3D B = A.plus(N);

A.apply(T); B.apply(T);
N = B.minus(A);

}

Klasu zavrSavamo metodima koji implementiraju paralelnmjgktovanje i cen-
tralno projektovanje. Meto&.pproj(V, P) ratuna projekciju téke P na ravanS
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u pravcu vektord/, dok metodS.cproj(C, P) ratuna projekciju téke P na ravan
Siz taCkeC.

public Point3D pproj (Point3D V, Point3D P) {
double h = N.dot(V);
if(h == 0.0)
return null; // projekcija ne postoji
else {
double t = (N.dot(A) - N.dot(P)) / h;
double xs = P.x + t*V.x;
double ys = Py + t*V.y;
double zs = P.z + t*V.z;
return new Point3D(xs, ys, zS);
}
}

public Point3D cproj (Point3D cen, Point3D P) {
double h = P.minus(cen).dot(N);
if(h == 0.0)
return null; // projekcija ne postoji
else {
double t = (N.dot(A) - N.dot(cen)) / h;
double xs = cen.x + t*(P.x - cen.x);
double ys = cen.y + t*(Py - cen.y);
double zs = cen.z + t*(P.z - cen.z);
return new Point3D(xs, ys, zS);

}
}
}
3.9 Zadaci
1. Popuniti sledeu tablicu:
«|T T X
T
—
EN
K

2. Neka sutl i 'V vektori. Dokazatida j¢ 0 + V) x (U — V) = —2(T x V).

3.Neka jeU = (3,0,—1), V = (2,4,3) i W = (—1,3,2). Izraunatiu x (V x W) i
(U X V)X W.

4. Date su tékeA(1,1,0), B(5,—4,0) i C(—3,10,—3). Izratunati visinu trouglaABC
poviEenu iz temend.

5. Dati su vektorid = (2,—3,1), b = (1,—2,3)i € = (1,2, 7). Odrediti vektorX

koji je normalan na@ i b, i za koga jeX - € = 10.
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6.
7.

8.

9.

10.
11.

12.

13.
14,
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.

24,

25.

26.

27.
28.

Akoje|U|=10,|V|=2iT -V =12, n&i | U x V|.

Vektori U i 'V su uzajamno normalni. N&| (3T — V) x (U —2V)|.

Vektori U i V su takvi da je| U | = | V| = 5 i zaklapaju ugaat/4. Ako je OA =
T -2V i0B=23T +2V, nai povrsinu trouglDAB

Nati jediniéni vektor X koji zadovoljava jednéinu X x | = %(? +K).
Dokazati da j¢T x V|2 < |T|?-|V|*. Kada vaZi znak jednakosti?

Vektori ', V, W, X sutakvidajetl x V=W x X | U x W = V x X. Dokazati
da su vektori' — X i V — W kolinearni.

Vektori U, V, W su takvi da jeU + V + W = 0. Dokazati da jeU x V =
VxW=WxTU

Vektori W, V, W su takvidajet’ - V —0i U x W — 0. Dokazati dajév - W = 0.
Neka sull i V nekolinearni vektori. Dokazati daj@ L T x (U x V).
Dokazati da j§U, V, W] = [V, W, U] = [W, T, V].

Dokazati da jé U, V, W] = —[V, U, W] = —[U, W, V] = —[W, V, U].

Neka sull, V i W jedini¢ni vektori takvi daU i V zaklapaju ugaa, i da W i
U x V zaklapaju ugaar. Dokazati da j§ U, V, W] = 1sin2a.

Vektori X i 'y zaklapaju ugao od7#/4 i pri tome je| X | = 1, a| V| = 2. Dokazati
da vektori 3X + 5y, X —2y i 2X + 7y pripadaju istoj ravni.

Dokazati: vektoritl, V i W pripadaju istoj ravni ako i samo akar, V', W]+

[V, W, U]+[W, T, V]=0.

Dokazati da j¢[ U, V, W]| < |U|-| V|- |W|. Kada vaZi jednakost?

Dokazati{U +V,V + W, W+ U] =2[T, V, W]

Dokazati{X +V,V,W|=[X,V,W|+[Y,V,W]; [aW,V,W]=a[U,V,W|.
Odrediti jednéinu one ravni koja s&ex-osu u t&ki 6, y-osu u t&ki —12, az-osu u
tacki 4.

Odrediti jednéinu ravni ako se zna da jettea (3,4, —2) normalna projekcija koor-
dinatnog p@etka na tu ravan.

N&i jedn&inu ravni koja sadrzi &ku (3,—2,7), a na koordinatnim osama odseca
duZi iste duZine.

Odrediti jednéinu ravni koja sadrzi ke (4,0,5) i (0,—1,2) i normalna je na ravan
X—2y+11z—1=0.

Neti taCku nax-osi koja je jednako udaljena od rawi- 2y+z=4 i x—2y+12z=0.
Pokazati da sledh Sest ravni

2X+10y—11z= -6
28x— 10y —4z=11
8x+40y — 44z= 15
3Xx+6y+62= -1
14x -5y —2z= -3
X+2y+2z=5
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obrazuju pravougli paralelepiped i da je koordinatnt@@k unutar tog paralelepi-
peda.

29. Odrediti realan brgj tako da pravé\B, gde jeA(4,12 p) i B(0,1,7), bude paralelna
ravni X —2y+z=12.

30. N&i jedn&inu ravni koja polovi oStar ugao izrda ravni X—2y+8z—1=0i
—4x+y—2+4+2=0.

31. Odrediticetvorke t&aka koje pripadaju istoj ravni:
a) A(0,2,—4), B(5,1,2), C(3,8,3), D(2,—2,1);
b) A(0,-2,0), B(-5,0,0), C(1,—3,—1), D(-6,1,1);
c) A(0,0,1), B(3,—2,0), C(4,6,—9), D(—1,0,2).
32. Odrediti presenu t&ku sledée tri ravni: X—5y+z=8,x+2z= -2, X+ 4y=3.

33. Pravdy sadrzi t&ku Mo (po, do, Fo) i paralelna je vektortﬂ)> = (ap, bo, Co), a pravd;
sadrzi t&ku My (p1,01,r1) | paralelna je vektorlﬁ = (a1,bs1,c1). Dokazati: prave
lo i I1 sumimoilazne ako i samo ako je

Pi—Po d1—Co ri—Tro
ao bo co |#0.
ar bl C1
(Uputstvo: razmotriti koplanarnost vektop, pi i MoM.)
34. Odrediti projekciju prave=1+t,y=1+2t,z=2—t naravark—2y+z—2=0.

35. Odrediti ravan koja sadrzidku (—3,0,4) i paralelna je sa svakom od pravif:
X=—-2+4+5t,y=3+6t,z=7tily:x=—-1+2t,y=—-2+3t,z=9-+6t.

36. Odrediti jednéinu ravni koja sadrzi €&ku (1,—3,2) i pravux = 1+ 5t, y = —3+t,
z=2t.

37. N&i jedn&inu ravni koja sadrzi pravly : x=2t,y= —t, z= 1+ 2t i paralelna je
pravojl; : x=1,y=t,z= —t.

38. Odrediti pravu koja sadrzitlu (4,0, —1) i sefe pravdp : x=1+2t,y = —3+4t,
z=5+3til;:x=5t,y=2—-t,z=—-1+21.

39. Odrediti pravu koja je paralelna vektori = (8,7,1) i sete svaku od pravilly :
X=-34+2,y=5+3t,z=tily:x=10+5,y=—-7+4t,z=t.

40. Odrediti ugao izm#u pravex = —1+3t,y=1,z=9+ 10t i ravni 3x+ 15y — 22+
1=0.

41. Odrediti jednéinu prave koja sadrzi &u (2,—3,4) i normalna je na pravé :
X=-3+2,y=5+3t,z=tily:x=10+5t,y=—-7+4t,z=t.

42. Odrediti jednéinu normale iz téke (1,2,3) na pravux =2+ 3t,y= —4t, z= -1+
2t.

43. Odrediti rastojanje pravily : x=—-1+8t,y=—-1+t,z=1+tily:x=-1—t,
y=1+2t,z=—-1+4t.

44, Odrediti projekciju téke (3,2,1) na pravux = 2+t,y = —3+t,z=2t.
45. Odrediti t&ku simetrénu t&ki (2,7,1) u odnosu na ravan— 4y +z+ 7= 0.
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46. Odrediti t&ku simetrénu t&ki (4,3,10) u odnosu na pravi= 1+ 2t,y = 2+ 4t,
z=3+5t.

47. Date su téke A(—4,-1,2) i B(3,5,—16). Odrediti t&€ku C tako da srediste duZi
[AC] pripaday-osi, a da srediste dufBC] pripadaxzravni.

48. Date su téke A(1,0,—3) i B(2,2,7). Odrediti ta&&ku C tako da teZiSte trouglaBC
pripadapravox=1—t,y=2+t,z=—3+2t,adaté&kaC pripadaravnk—y—z=
0.

49. Ta&keA(1,2,3), B(0,—2,4),C(2,1,0), D(1,—4,3) su temena tetraedrsBCD.

Odrediti visinu (kao broj) ovog tetraedra koja odgovaragenB.
Odrediti jedn&inu prave kojoj pripada visina iz temeha
Odrediti zapreminu tetraedra.

Odrediti pravu kojoj pripada teZiSna duz iz temé&ha

Odrediti nagib stranABC prema stranABD.

Odrediti visinu (kao broj) stranBCD.

Odrediti pravu kojoj pripada visina stradD.

Odrediti rastojanje prav&B od praveCD.

50. Ako jeZs(A) = B, onda srediste duzhB] pripada pravogi AB L s. Dokazati.

51. Dokazati da je mnoZenje kvaterniona asocijativno. (shwo: koristiti neki sistem
za r&unarsku algebru kao Sto apleili Mathematica)

52. Dokazati da se interpretacija rotacije u ravni preko gleksnih brojeva moZze dobiti
kao specijalan skgj interpretacije rotacije u prostoru preko kvaterniqiuputstvo:
Zarotirati t&ku A(x,y,0) oko z-ose za uga®; kvaternion t&ke A je ix + jy, a kva-
ternion rotacije je cd®/2) + ksin(8/2).)

53. Kvaternions—+ia + jb + kc moZzemo da shvatimo i kao ufeni par(s,V), gde je
V= (a,b,c) vektor u prostoru. Interpretirati operacije sa kvaterimuan (suprotni
kvaternion, duZina kvaterniona, konjugovani kvaterniir kvaterniona, proizvod
kvaterniona, inverzni kvaternion) korigiese jezikom vektorske algebre (sabiranje i
oduzimanje vektora, mnoZenje vektora brojem, skalaniarski proizvod vektora,
itd).



4 Krive drugog reda u ravni

Kriva drugog reda u ravnie skup% svih te&aka ravni koje zadovoljavaju
jednainu oblikaAx? + Mxy+ By? 4+ Cx+ Dy+E = 0:

€ ={(xy) € R?: A 4+ Mxy+ By? 4+ Cx+ Dy +E = 0}.

Za krivu ¥ kazemo da je drugog reda zato Sto je opisana kvadratnimgoodm.

U ovoj glavi temo upoznati i detaljno ispitati osnovne tipove krivih givg
reda u ravni (krug, elipsu, hiperbolu i parabolu), a potcemo izvrsiti klasifi-
kaciju krivih drugog reda u ravni i pokazati da su, osim némdegenerisanih
slu€ajeva, prethodnim spiskom obultesme sve netrivijalne mognosti. Na kraju
glavecemo pokazati zaSto se krive drugog reda u ravni zovuKogiisni preseci

Klju¢ni element u razmatranjima koja slede je rezultat (kogadojemo u
odeljku 4.5 ove glave, Teorema 78) da se svaka kriva drugia weravni moze
pogodno odabranom rotacijom svesti na krivu drugog redgaj jedn&ini ne
ucestvuje sabirak oblikMxy. To je razlog Sto u odeljcima u kojima razmatramo
jedn&ine kruga, elipse, hiperbole i parabole posmatramo uugkqEene” jed-
natine krive drugog reda koje imaju obl#fo@ + By? +Cx+ Dy +E = 0.

Algoritamsko rezonovanje u vezi sa krivim drugog reda piaadg jedan od
ozbiljnih problema savremenogtuanarstva i zatéemo glavu zavrsiti implemen-
tacijom koja operacionalizuje samo one teorijske konckpjiese odnose na krug
u vidu klaseCircle2D.

4.1 Krug

Neka jeC(a,b) tatka u ravni i neka je > O realan broj.Krug sa centrom C
i poluprecnikom rje skup svih téakaX(x,y) u ravni koje su na rastojanjuod
taCkeC:
d(X,C)=r.

Tako dobijamo da koordinatedie X moraju zadovoljavati slede:
Va2 (y-bR=r,
odnosno, nakon kvadriranja (@sto estetskih razloga),

(x—a)?+(y—b)2=r2
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Ova jedné@ina se zovgednacina krugazato $to neka t&ka pripada krugu ako

i samo ako njene koordinate zadovoljavaju jeilna. Za ovakvu jedn@nu ka-
Zemo da jeu implicithom oblikuzato Sto nije ,,reSena po nekoj koordinati”. Po-
sebno, jedné@na kruga sa centrom u koordinatnomcptku i poluprénikar ima

jedn&inu:
Xy =12,

Unutrasnjost kruga sa centrom C i poluprecnikorjerskup t&akaX takvih
da jed(C,X) < r, aspoljaSnjost krugge skup t&akaX za koje jed(C,X) >r.
Odatle se lako dobija dadka pripada unutrasnjosti kruga ako njene koordinate
zadovoljavaju nejediiinu (x—a)2 + (y— b)? < r2, a spoljasnjosti ako zadovolja-
vaju nejednainu (x — a)2 + (y—b)2 > r2,
Teorema 49.Neka jeA =B # 0 i neka je.#” skup t&aka u ravntije koordinate

zadovoljavaju jednzinu AX + By’ +Cx+ Dy +E = 0. Tada je#” prazan skup,
ili se sastoji samo od jednediee, ili predstavija krug.

Dokaz.Dopunjavanjem do kvadrata dobijamo da se polinri + Ay? 4+ Cx+
Dy+ E = 0 moZe na drugi ri@n zapisati ovako:

C\? D\?
A(X—f—ﬁ) +A(y+ﬁ> =A,

gde smo koristili da jeA = B i gde smo staviliA = Czj;f’z — E. Bez umanjenja
opstosti moZzemo pretpostaviti dade> 0. Ako je A < 0 tada ne postoji nijedan
par realnih brojevax,y) koji bi zadovoljavao ovu jedr@nu, pa je? = @. Ako
je A =0 tada gornja jedré@na ima t&no jedno reSenjg= — <,y = — 2 i tada
je |#| = 1. Kon&no, ako jeA > 0 onda se prethodna jedtiaa moZe zapisati i

ovako:
Y (v P o
2A YT"oa) ™A
odakle se lako vidi da se radi o krugu sa centromakita— < —%) i polupre-

2A°
cnikom /A/A. &

Primer. Odrediti centar i polupr@nik kruga 42 + 4y? + 8x — 56y — 200= 0.
ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéiaaekvi-
valentna sdx+ 1)?+ (y— 7)2 = 100. Prema tome, radi se o krugu sa centrom u

tacki (—1,7) i polupre&nikom 10.0J

Teorema 50.Neka stK(p1,01), L(p2,a2) i M(ps,0s) tri nekolinearne téke. Jed-
nacina kruga koji je odréen ovim t&kama data je sa:

X¥+y? x y 1
PE+a P 1
P+% P2 g 1
P5+05 ps Oz 1
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Dokaz.Razvojem ove determinante po elementima prve vrste dobijadna&inu
oblika A(x? 4-y?) + Bx+Cy+D = 0, gde je

pr g 1
A=p g 1
pz g3 1

Jasno je da svaka od¢akaK, L i M zadovoljava ovu jedr@nu jer se uvrstava-
njem koordinata svake od njih dobija determinanta koja iwve j@dnake vrste.
Primetimo joS i da jeA # 0 jer su t&ke K, L i M nekolinearne (Posledica 26).
Prema Teoremi 49, skupdaka koje zadovoljavaju ovu jedtiau je ili prazan, ili
se sastoji od &no jedne téke, ili se radi o thkama nekog kruga. Kako ovu jedna-
¢inu zadovoljavaju tri raztite tacke K, L, M zakljuujemo da se radi o jedbani
kruga.m

Prava i krug. Prava i krug mogu da se nalaze u jednom od slada odnosa:
prava ili s&€e krug u dve téke, ili ga dodiruje, ili sa njim nema zajedih ta-
Caka. U prvom sléaju za pravu kazemo da g=€ica krugaa u drugom da je
tangenta krugaNa jednom primer@emo pokazati kako se anatki utvrduje u
kom odnosu se nalaze data prava i dati krug.

Neka jey = kx+ n jednd&ina date prave i neka je&x—a)? + (y—b)2 =r?
jedn&ina kruga. UvrStavanjem jed@iae prave u jedri@nu kruga dobijamo

(x—a)?+ (kx+n—h)? =r?

Cija reSenja pa predstavljajux-koordinate presaih teaka prave i kruga. Nakon
kvadriranja i srdivanja izraza dobija se sleck kvadratna jedri&ana:

(1+Kk?)x% + 2(k(n—b) —a)x+ (a®+ (n—b)>—r?) = 0.

Sada je jasno da priroda reSenja ove kvadratne {@deadreluje odnos prave i
kruga. Naravno, prirodu reSenja kvadratne jaéiima odreluje znak njene diskri-
minanteD = 4(k(n— b) —a)? — 4(1+k?)(a? + (n— b)? —r?). Odatle,

e ako jeD > 0, jedn&ina ima dva razéita realna reSenja, pa se prava i krug
seku u dve téke;

e ako jeD = 0, jedn&ina ima jedno dvostruko reSenje, pa se prava i krug

dodiruju;
e akoD < 0, jedn&ina nema realnih reSenja, pa prava i krug nemaju prese
nih tataka.

Primer. Odrediti odnos krugéx — 2)? + (y— 3)? = 5 i pravey = 2x — 1.

ReSenjePotrazimo presek ova dva objekta. UvrStavanjem izrazawged-
natinu kruga dobijamdx — 2)? + (2x— 1 — 3)? = 5, odnosno, nakon sianja,
x? — 4x+ 3= 0. Kako je diskriminanta ove kvadratne jedime D = 4 > 0, prava
i krug imaju dve zajeditke take.]
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Primer. Odrediti odnos krugéx —1)2 + (y+1)2 =2 ipravex=1+t,y=1-t,
teR.

ReSenje.UvrStavanjem izraza zai y u jedn&inu kruga dobijamo slede
kvadratnu jedné&nu t® + (2 —t)? = 2 koja je ekvivalentna s& — 2t +1 = 0.
Kako je diskriminanta ove kvadratne jediree jednaka nuli, zakltujemo da
prava dodiruje krugld.

Primer. Odrediti jedn&inu tangente iz t&ke P(6,5) na krug (x — 2)% + (y —
2)2 =4.

ReSenjeTackaP pripada spoljaSnjosti kruga, Sto se lako proverava, navasno
Cega postoje dve tangente. Potrazimo tangente na krugkugb# kx+ n. Kako
tangente prolaze kroz @ku P, mora bitin = 5 — 6k, odnosno, tangente imaju
oblik y = kx— 6k + 5. Nakon uvrStavanja jeddme tangente u jedgau kruga i
sredivanja, dobijamo:

(14 Kk?)x* — 2x(6k? — 3k +2) +9(4k? — 4k + 1) = 0.

Kako je prava koju traZzimo tangenta kruga, prethodna kvadrgdnéina treba
da ima jedno dvostruko reSenje, odnosno, njena diskrinantaeba da bude jed-
naka nuli. Zato treba da vaZzi:

4(6k* — 3k +2)% — 36(1 4 k?)(4k? — 4k + 1) = 0.
Nakon kvadriranja i si@vanja dobijamo kvadratnu jedéiau pok:
12k* —24k+5=0,

Cija reSenja sk » = 1+ ,/7/12. Prema tome, jedime tangenti sy = (1+
V7/12)(x—6)+5iy=(1-+/7/12)(x—6)+5.0

Za kraj pogledajmo jos potreban i dovoljan uslov da pravardgekrug, kao
i oblik prave koja dodiruje krug u njegovoj unapred afkeaoj ta&ki.

Teorema 51.Pravay = kx-+ n dodiruje krugx? +y? = r? ako i samo ako jé1+
k?)r2 =n?.

Dokaz.UvrStavanjem linearne jedbme u kvadratnu dobijamo

X%+ (kx+n)2 =r2,
odnosno, nakon sd@/anja,
(14 k?)x% + 2knx+ (N —r?) = 0.

Prava i krug se dodiruju ako i samo ako prethodna jéth@aima jedno dvostruko
reSenje, odnosno, ako i samo ako se njena diskriminant&anul

AkPn? — 4(1+ k%) (n? —r?) =0,
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3to je ekvivalentno sel +k?)r2 =n’. m
t

Teorema 52.Neka jeP(p,q) tatka na krugik : x> +y? = r2. Tada tangenta na \ P(p,a)

krugk u tacki P ima jedn&inu px-+qy = r2. N
Dokaz.Tangenta na krug u tacki P prolazi kroz t&ku P i normalna je na vektor

OP. Prema tome, njena jedtiaa glasip(x— p) +q(y— g) = 0, odnosno, nakon ©
sraivanja, px+ qy = p?+ 2. No, p> +¢? = r? jer ta&ckaP pripada kruglk. m
k

4.2 Elipsa

Neka suF; i F, tatke i neka jea > O realan broj takav da jea2> d(Fy,F,).
Elipsa sa fokusima § F, i poluosom aje skup svih taakaX u ravni €iji zbir
rastojanja od taakaF; i F, je jednak 2: .

d(X, Fl) +d(X, Fz) =2a.

Za te&cku Y ravni za koju jed(Y,F;) +d(Y,F) < 2a kazemo da jaunutrasnja
taCka elipse, dok za &u Z ravni za koju jed(Z,F;) +d(Z,F,) > 2a kazemo da
je spoljasnjatacka elipse.

Ako postavimo koordinatni sistem tako da&ka F; i F», imaju koordinate
(—f,0)i (f,0), redom, za nekd > O:

y

Fl 0] f Fz X

i ako uvedemo oznakh = \/a? — f2, lako se proverava da sletketake pripa-
daju elipsi:P(a,0), Q(—a,0), R(0,b), S0, —b). Ovecetiri taCke se zovidemena
elipse a brojeviai b poluose elipseTatkaO, srediste duZjFF,|, se zovecentar
elipse

Teorema 53 (Centralna jedn&ina elipse).Neka je& elipsa sa centrom u ko-
ordinatnom pdetku, sa poluosora nax-osi i poluosorb nay-osi. T&ka(x,y)
pripada elipsit” ako i samo ako je

N

2=t
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elipsazaa<b

TaCka(x,y) pripada unutrasnjosti elipgeé ako i samo ako je
2y
— + p <1

a pripada spoljasnjosti elipge ako i samo ako je

X2 y2

+§>1

Dokaz Neka jeX(x,y) proizvoljna t&ka elipse. Ondaje(X,F;)+d(X,F) =

odnosnoy/(x+ f)2+y2+ /(x— f)2+y2 = 2a. Nakon kvadriranja i sidivanja

dobijamo/((x+ )2+ y2)((x— f)2+y2) = 2a® — x2 — y? — {2, a nakon jos jed-
22

zz = 1. Na isti n&in dobijamo sle-

2 \2

dece: ako je téka(x,y) unutrasnja téka elipse ondaje— + :;2

2 \2
> 1. Time su jednim potezom pokazane sve

nog kvadriranja i srdivanja dobuamo— +

< 1, aako seradi

...... X2 y
b2
tri ekvivalencije.m

Ukoliko centar elipse nije u koordinatnom getku, v& u tacki (p,q) jedna-
Cina elipsetije ose su paralelne koordinatnim osama dobija glealalik:

(x—p)?  (y—0)?
2 @t

Takade, lako se zakljtuje da je téka(x,y) unutradnja téka ove elipse ako i samo
(x=p)  (y—9)°

a2 b?
(x=p?  (y—09)7?

2zt L

NAY:

Primetimo da ukoliko jea > b, onda se fokusi eIipng + 5 =1 nalaze na
x-0si. Ali, ako jea < b, onda se fokusi elipse nalaze yasi. Naravno, ukoliko
je a= b, jedn&ina elipse postaje jeddma kruga sa centrom u koordinatnom
pocetku i poluprénikoma.

< 1, odnosno, da se radi o spoljasnjagjkbako i samo

ako je

ako je

Primer.  Odrediti centar i poluose elipse@+ 9y? + 8x — 54y + 49 = 0.
ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéiaaekvi-
valentna sa &+ 1)? + 9(y — 3)? — 36 = 0, odnosno, nakon deljenja sa 36:

(x+1*, (y-3° _
9 * 4

Prema tome, radi se o elip§ii centar je u t&ki (—1,3) i Cije poluose su 3 i 2]
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Odnos prave i elipse. Kao i kod kruga, prava i elipsa mogu da se nalaze u
jednom od sledea tri odnosa: prava ili $& elipsu u dve ke, ili je dodiruje,

ili sa njom nema zajedokih tataka. U prvom sléaju za pravu kazemo da je
secCica elipsga u drugom da jeangenta elipseOdnos prave i elipse se andlki
utvrduje na isti nain kao Sto je to bio sktaj kod kruga. Pogledajmo zato samo
jedan primer.

y2

Z =
ReSenje Nakon mnozenja sa 36, jediiaa elipse se moze zapisati u slée€m,
ekvivalentnom, obliku:

2
Primer. Odrediti tangente na eIistBL + liz tacke (0,4).

4x2 +9y* —36=0.

Tangenta koju traZimo ima oblilt = kx+ 4 zato Sto prolazi kroz &u (0,4).
Uvrstimo ovaj oblik jednéine tangente u jeddau elipse i nakon sdivanja do-
bijamo

(9K? 4 4)x® 4+ 72kx+ 108= 0.
Priroda reSenja ove kvadratne jedmee odre&luje odnos prave i elips@ feSenja
= n presé&€nih ta€aka). Nama su potrebne tangente na elipsu, pa gornja knadra
jedn&ina treba da ima samo jedno reSenje. Odatle dobijamo da djeRrimi-
nanta mora biti jednaka nuli:

12k? — (9k? +4) = 0,
pajek, = ZTV@ ko= —ZT\/?’. Trazene tangente tako imaju jedivey = %§x+4

iy=—-28x+4.0

2
Teorema 54.Pravay = kx-+ n dodiruje eIipsu% +

a’k? +b? = n?.

y2

0= 1 ako i samo ako je

Dokaz.Nakon uvrStavanja linearne jediiae u kvadratnu i nakon mnozenja sa
a?b? dobijamo
b2 + a?(kx+ n)? = a’b?,
odnosno, nakon stdévanja,
(b? + a?k?)x? 4 2knafx + a?(n? — b?) = 0.

Prava i elipsa se dodiruju ako i samo ako prethodna jeidaama jedno dvostruko
reSenje, odnosno, ako i samo ako se njena diskriminant&anul

ak’n?a’ — 4a2(n? — b?)(b? + ak?) = 0,

$to je ekvivalentno sa?k® +b?=n’. m
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(p,q)

an

Tangenta na elipsu u njenoj t&ki (p,q). lzveXemo sada jedidanu tangente
na elipsu u njenoj &ki (p,q). U prvom korakucemo samo izféunati koeficijent
pravca tangente, a potode@mo taj podatak upotrebiti za odreanje jednéine

tangente.

2 \2
Teorema 55.Neka je(p,q) taCka na eIipsr% + é =1 takva da jeqg # 0. Tada
tangenta na elipsu udki (p,q) ima koeficijent pravc&gg.

Dokaz.Zato Sto téka (p,q) lezi na elipsi znamo da za brojeys q vaZi sledée:
b?p? + a?q? = a?b?. Da bismo pojednostavili fain, translir@emo celu situaciju
za vektor(—p,—q) (SI. 4.1). Tako dobijamo novu elipstiji centar je u ta&ki
(—p,—0), i njenu tangentu koja je dodiruje udd (0,0). Jasno je da tangenta
u novonastaloj situaciji ima isti koeficijent pravca kao mganta u originalnoj
postavci problema.

(p,q)

N

Slika 4.1: Tangenta na elipsu u njencjka

Posmatrajmo sada novonastalu situaciju. Jéidiaaove elipse je

(x+p?, y+a? _,
a? 2 7
dok jedn&ina tangente, @to, ima obliky = kx. Treba da ndemo ondk za koje
elipsa i tangenta imaju samo jednu zaj@&#ni ta&cku. Nakon uvrStavanja linearne
jednaine u kvadratnu i mnoZenja sdb? dobijamo sledéeu jedndinu pox:

+

b?(x+ p)? + &% (kx+q)° = &b?,
odnosno, nakon stdévanja izraza:
(b2 + k?a?)x? 4 2( pb? + kge?)x + (b?p? + a’g® — a?b?) = 0.
Kako jeb?p? + a2 = a?b?, jedndina postaje:
(b? + k?a?)x? + 2(pb? + kqe?)x = 0.
Poslednja jedridna ima jedinstveno reéerbéze: 0 ako i samo ako jeb? + kg =
Y

0, odakle se reSavanjem galobijak = _q?' [ |
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Teorema 56.Tangenta na ellpsu— + é = 1 u njenoj t&ki (p,q) ima jedn&inu
px  ay

Zt -1

Dokaz.Ako je g = 0 onda se radi o temenu elipse x@si, tako da jep = a
ili p= —a. Odgovarajge tangente tada imaju oblk= a, odnosnox = —a,
respektivno, 5to je u saglasnosti sademjem. Pretpostavimo, sada, dagje
0. Prema Teoremi 55 koeficijent pravca tangente na elipsenopiaki (p,q)

PP o o P
o’ tako da jednéna tangente glasi— q= o (x— p), odakle se
sradivanjem dobijapb?x + qafy = p’b? + g?a®. Kako taka (p,q) lezi na elipsi,
znamo da jé?p? +a28y a?b?. Dakle,Jednamatangente postaje’x+ qaly =

a’b?, odnosno—x+ =1 nakon deljenja sa?b?. m

jek=—

Reflektivno svojstvo elipse. Da se podsetimo, za figudd C R? kazemo da je
konveksnaako za svake dve the A,B € ® imamo da je[AB] C ®. Dokazimo
sada da je figura kojtine elipsa i njena unutrasnjost konveksna figura.

Lema 57. Neka sup,q,u,V realni brojevi takvi da jgo? +o? < 1i U+ v < 1.
Tada jepu+qv< 1.

Dokaz Otito je (pv—qu)? > 0, odakle, nakon kvadriranja, dobijamo da jeRiv<
P2V + q?u?. Sada je
(pu+ V) = p*u® + ¢Pv* + 2pquv
< pPU? + V2 + pAVP + gPu?
= (pP*+0) (¥ +V*) < L,

prema pretpostavci. Daklépu+ qv)? < 1, odakle sledi da jépu+qv < 1
Konano,pu+qv< |pu+gv < 1.m

2 \2

Teorema 58.Neka je® = {(x y) €ER?: X + é } figura koju Cine t&ke
N

ellpse— + =i = 11 sve njene unutrasSnjetke. Figurad je konveksna.

Dokaz.Neka suA, B € ® dve proizvoljne téke figure® i neka jeA= (xo,¥o), B
(X1,Yy1). Da bismo pokazali da jiAB] C &, uzmimo proizvoljnu tékuC € [AB]
Tada postoje brojevi, u € [0,1] takvida jeA +pu =11 Cﬁ )\Cﬁ\—k ucﬁ Tada
jeC= (AXo+ Ux1,Ayo+ Uy1). Dabismo pokr;lzall glae € & treba da dokaZzemo
y

da koordinate t&keC zadovoljavaju relacuux— + 2 <

< 1. Lako se vidi da je:

2

A 2 A 2 2 2 2
(m+un)+(w+uw):AZG§+w>+ﬂ C& y>+m“(mm+gm

a2 b2 az P a2

O'
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&

X2
ZbogA,B ¢ CDje ﬁ + % 1i —; bf < 1, dok nam Lema 57 garantuje da je
XoXg YOY1

= + == 2 <1 Dakle,

(Axo+ px1)?  (Ayo+ pyr)?
2 + >
a b

Prema tomeC € @. Time je pokazano da j® konveksna figuram

A2 420u=A+p)?=

Pretpostavimo da smo iz fokuga ispalili zrak u proizvoljnom pravcu i neka
se on odbio od elipse. Pokazimo ¢atada odbijeni zrak pasti u foks. Dru-
gim reCima, za proizvoljnu téku X na elipsi, polupraveXF i XF, zaklapaju
podudarne uglove sa tangentom na elipsuckit¥.

Lema 59.Neka stA i B taCke sa iste strane pravéX,P,Q taCke na pravdj takve
da je(P—X—Q). Ako je ta&kaX pravet uoCena tako da je(A,X) + d(B, X)
minimalno, onda je AXP= Z/BXQ.

Q

A

Dokaz.Neka jeB’ tatka simetriEna t&ki B u odnosu na pravti i neka je Xp
tatka u kojoj pravaAB' se&te pravut. Tada za svaku &u X’ €t lako vidimo
dajed(A X")+d(B,X") > d(A,B) =d(A,Xo) +d(B', Xp) = d(A,Xo) +d(B, Xp).
Prema tome, zX <t imamo da jed(A, X) +d(B, X) minimalno ako i samo ako
je X = Xo. Po konstrukciji téke Xg odmah sledi da je AXP = /BXQ. m

Teorema 60.Neka je& elipsa sa fokusim&, i F, i neka jet tangenta na elipsu
& koja je dodiruje u téki X. Neka stP i Q taCke prave takve da jgP — X — Q).
Tada je/FiIXP2 /X Q.

Dokaz.Posto je elipsa konveksna figura, svéki prave, osim ta&ke X, su spo-
ljasnje t&ke elipses’. Zato jed(Y,F1) +d(Y,F) > d(X,F1) +d(X,F,) za svako

Y €t takvo da jeY # X. Prema tome, tka X je taCka pravet koja ima oso-
binu da jed(X,F;) + d(X,F,) minimalno. Odatle, prema Lemi 59, sledi da je
ZFXPX /FXQ
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4.3 Hiperbola X

Neka suF; i F, tatke i neka jea > O realan broj takav da jea2< d(Fy,F,).
Hiperbola sa fokusimaf F i poluosom ge skup svih tdakaX u ravniija je 1
razlika rastojanja od takaF; i F» po apsolutnoj vrednosti jednaka:2

]d(X, Fl) — d(X, Fz)‘ = 2a.

Hiperbola je kriva koja se, zapravno, sastoji ,,iz dve Kiik@zemo jos i da ima
dva kraka Jedan krak hiperboléne ta&ke za koje jed(X,F;) —d(X,F) = 2a, a
drugi krak t&ke za koje jed(X,F;) —d(X,F) = —2a.

Ako postavimo koordinatni sistem tako daka F; i F», imaju koordinate
(—f,0)i (f,0), redom, za nekd > O:

y

Fi(—f,00 /P O Q\ R(f,0) X

lako se proverava dadke P(—a,0) i Q(a,0) pripadaju hiperboli. Ove dve tae
se zovutemena hiperbole Tacka O, srediSte duz[F;F,|, se zovecentar hiper-
bole Broj a se zoverealna poluosa hiperboledok se brojp = /2 —a? zove
imaginarna poluosa hiperbole

Teorema 61 (Centralna jedn&ina hiperbole). Neka jes# hiperbola sa centrom
u koordinatnom péetku, sa fokusima u &&ama(—f,0) i (f,0), sa realnom po-
luosoma i imaginarnom poluosor. Tatka (x,y) pripada hiperboliz# ako i
samo ako je

2y

2 "
Dokaz Neka jeX(x,y) proizvoljna t&ka hiperbole. Onda jel(X,F1) —d(X,F)| =

2a, odnosn# Vx4 H24y2 - /(x— )2 +y2‘ = 2a. Nakon kvadriranja i stdi-
vanja dobijamo,/((x+ )2+ y2)((x — )2 +y2) = X2 +y?+ f2— 2a%, a nakon jo$
jednog kvadriranja i s@vanja dobijamoZ—z — g—z = 1. Time je dokaz zavrSem

Ukoliko centar hiperbole nije u koordinatnomdeiku, ve& u tecki (p,q) jed-
n&Cina hiperbole kod koje je prava odiena fokusima paralelnaosi dobija sle-
deti oblik:

x=p? -9 _,
a2 2
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L

AR

krivay = % (X)

2 2

S druge strane, jedﬁmaé — % = 1 opisuje hiperbolitiji fokusi leze nay-osi.
Primer. Pokazati da jedri@naxy = 1 opisuje hiperbol&iji fokusi leze na pra-
VO] Y = X.

ReSenjelUvedimo u ovu jednéinu smenu promenljivih koja opisuje rotaciju
za ugao odt/4:

X=U-coY11/4) —v-sin(m/4) = gu_ ?V’
y=u-sin(r;/4) +v-cogm/4) = £u+ ‘f
2 2
tako da jednéina postaje?(u_v) ) ?(ujtv) —1, odnosno,u? _VE 1

Dakle, rotacijom zat/4 centralna hiperboléiju jedn&inu (poui v) smo upravo
dobili postaje hiperboléija jedna&ina jexy= 1, Sto zn&i da je jedn@inomxy=1
opisana hiperbolaiji fokusi leZze na pravoy = x. [

Asimptote hiperbole i geometrijska interpretacija imaginarne poluose. Po-

stoje situacije u kojima se neka kriva ,,beskéma priblizava” nekoj pravoj ali je

nikad ne dodirne. Za takvu pravu kazemo dagamptotakrive. Preciznije, ako

je kriva data jednénomy = %'(x), a prava jednénomy = 7(x), onda kazemo

da jeprava.«/ asimptota krives” kada x— +oo ukoliko je zadovoljeno slede:
lim | (x) —%(x)| = 0.

X—+-00

Analogno,prava e/ je asimptota krives” kada x— —oo ukoliko je zadovoljeno
sled&e:
lim | (x) —%(x)| = 0.

X300
Hiperbola je jedan od vaznih primera krive koja ima asimgtétocemo sada
pokazati. Posmatrajmo centralnu hlperbéy— = = 1. ReSavanjem py do-
bijamo da je deo hiperbole iznadose opisan jedit@omy = gm, dok
je deo hiperbole ispos-ose opisan jedii@nomy = —g\/ﬂ. PokaZimo da

suy = I£)x iy= —Ex asimptote ove hiperbole kada— +o. Zapravo, dokaz

ctemo dati samo za prvu pravu kadlas +o, jer se ostale tvrdnje koje smo izneli
dokazuju analogno:

. b
lim |7 (X) —€(X)] = lim |=x—=v/x%—a?| =
X—+00 X—400 | A
- lim ‘x— VX2 az‘ =—- |lim =0.
a X—+-00 a x-to X2
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Na osnovu ovih razmatranja lako se zaklije da se centralna hiperbola

X2 2
S-i=1
az  p?

, S . b . b . .
nalazi ,,u uglu” koga obrazuju njene asimptgte EXI y= _EX’ i u spoljasnjo-
sti pravougaonika sa centrom u koordinatnonggiku, Cije stranice su paralelne
koordinatnim osama i imaju duzinua2 2b:

<
oo

Ovim je ujedno data i geometrijska interpretacija paraeietislicno elipsi, i hi-
perbola je na izvestan @i ,,odra@lena” pravougaonikoriije stranice su&i 2b.
Medutim, pravi razlog zaSto se parametbazoveimaginarnapoluosa hiperbole
vidi se ako centralnu jedgau hiperbole zapiSemo na sl@ileaCin:

gde jei imaginarna jedinica. Vidimo da hiperbolu moZzemo da shvatkao
elipsucija jedna osa je imaginarni brij.

Par pravih kao degenerisani oblik hiperbole. lako jedn&ina
X —y?+2x+1=0

lici na jedn&inu hiperboleciji centar nije u koordinatnom petku, lako se vidi
da je ona ekvivalentna sletlg jedndini:

(x—y+1)(x+y+1)=0.

Dakle, ovde se ne radi o jedtiai hiperbole, vé o jedn&ini koja opisuje par
pravih. Par pravih zato smatrardegenerisanim oblikom hiperbole
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ON

Primer. Sta predstavlja jedidnax® — 4y? — 6x— 8y+ 1 = 0?
ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéitaaekvi-
valentna sdx — 3)° — 4(y+ 1) — 4= 0, odnosno, nakon deljenja sa 4:

(x—3)?

— 2:
1 (y+1)°=1

Prema tome, radi se o hiperbdiji centar je u téki (3,—1), Ciji fokusi leZze na
pravoj koja je paralelna-osi, Cija realna poluosa je 2, a imaginarna poluosal 1.

Primer. Sta predstavlja jediiina 3 — y? — 6x+ 4y + 8 = 0?
ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéitiaaekvi-
valentna sdy — 2)° — 3(x— 1) — 9= 0, odnosno, nakon deljenja sa 9:

(y—2? (x=1?%
9 3

1

Prema tome, radi se o hiperbdlji centar je u té&ki (1, 2), Ciji fokusi leZe na pra-
voj koja je paralelng-osi, Eija realna poluosa je 3, a imaginarna polugéa [

Primer. Sta predstavlja jedi@nax? — 4y? + 2x+ 8y — 3= 0?

ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéitaaekvi-
valentna sgx+ 1)? — 4(y — 1)> = 0. Kori&enjem formule za razliku kvadrata
dobijamo((x+ 1) — 2(y— 1)) ((x+1) +2(y— 1)) = 0, odnosno,

(x—2y+3)(x+2y—1)=0.
Prema tome, radi se o jedtiai koja opisuje par pravii]

Hiperbola deli ravan na tri oblasti: oblast koja sadrZi fel, oblast koja
sadrzi fokusk, i oblast kojucini ostatak ravni. Za svakud&u Y koja pripada
prvoj ili drugoj od ove tri oblasti vazjd(Y,F;) —d(Y,F,)| > 2a, dok za svaku
taCku Z iz treCe oblasti vazjd(Z,F;) —d(Z,F)| < 2a.

Odnos prave i hiperbole. Kao sli£aju kruga i elipse, prava i hiperbola mogu
da se nalaze u jednom od sléderi odnosa: prava ili €& hiperbolu u dve tke,

ili je dodiruje, ili sa njom nema zajedtkih taCaka. U prvom sltaju za pravu
kazemo da jeseCica hiperbolea u drugom da jeangenta hiperbole Odnos
prave i hiperbole se analiki utvrduje na isti néin kao $to je to bio sktaj kod
kruga i elipse. Pogledajmo zato samo jedan primer.

2 \2
Primer. Odrediti tangente na hiperboly — yz = liz tatke(0,2).
ReSenje Nakon mnoZenja sa 4 jedtiaa hiperbole se moze zapisati u sle-

detem, ekvivalentnom, oblike? — y? — 4 = 0. Tangenta koju traZzimo ima oblik
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y = kx+ 2 zato Sto prolazi kroz &u (0,2). Uvrstimo ovaj oblik jednéine tan-
gente u jedn&nu hiperbole i nakon sdivanja dobijamo

(1—Kk?)x% — 4kx—8=0.

Priroda reSenja ove kvadratne jedimee odré&uje odnos prave i hiperbole. Nama
su potrebne tangente na hiperbolu, pa bi gornja kvadratiregjma trebalo da
ima samo jedno reSenje. Odatle dobijamo da njena diskrimtananora biti jed-
naka nuli:

16k +32(1—k?) = 0,

pa jeks = /2 i ko = —v/2. TraZzene tangente tako imaju jedimey = v/2x+ 2 i
y=—vV2x+2.0

2 2
Primer. Odrediti tangente na hiperbogaz» - é = 1 iz njenog centrd0,0).

ResenjeNakon mnoZenja sab?, jedna&ina hiperbole postaje?x? — a?y? —
a’b? = 0. Prave koje trazimo imaju oblik= kxzato to prolaze kroz t&u (0,0).
Kada uvrstimo ovaj oblik jedréane prave u jedri@nu hiperbole, nakon s@évanja
dobijamo

(b? — a®k?)x? — a?b? = 0.
Kao i ranije, zato Sto prave koje traZzimo treba da budu tategefiskriminanta
poslednje jedn@ine pok mora biti jednaka nuli:

4alh?(b* — a’k?) = 0,
odakle jek; = 2 i k, = —2. Dakle, traZene tangente imaju jedime y = 2x i
y= —gx. Medutim, ove dve prave su asimptote hiperbole, za koje znamo da
nemaju zajedikih taaka sa hiperbolom. Dakli, centra hiperbole se ne mogu
konstruisati tangente na hiperbolgmada upravo zbog ovog primera ponekad,
kada smo poetski raspoloZeni, kazemo joS i da ,,asimptgerlbole tangiraju

hiperbolu u beskor@osti”). [

2
Teorema 62.Pravay = kx+ n dodiruje hiperbolu;—2 — § =1 ako i samo ako je

a’k? —b? = n?.
Dokaz.Nakon uvrStavanja linearne jediiae u kvadratnu i nakon mnoZzenja sa
a?b? dobijamo
b?x? — a?(kx+ n)? = a?b?,
odnosno, nakon sd@/anja,
(b? — a®k?)x? — 2knax — a?(n? 4+ b?) = 0.

Prava i hiperbola se dodiruju ako i samo ako prethodna j@daama jedno dvo-
struko reSenje, odnosno, ako i samo ako se njena diskritairzarulira:

Ak’ra* + 4a%(n? + b?) (b? — a’k?) = 0,

$to je ekvivalentno sa’k? — > =n’. m
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Tangenta na hiperbolu u njenoj tacki (p,q). lzveXemo sada jedidanu tan-
gente na hiperbolu u njenojdki (p,q). Kao i kod elipse, u prvom korakéemo
samo izr&unati koeficijent pravca tangente, a potbemo taj podatak upotrebiti
za odrelivanje jednéine tangente.

(p,q)

2 2
Teorema 63.Neka je(p,q) tacka na hiperboh% — é

Tada tangenta na hiperbolu &ka(p,q) ima koeficijent pravcagg.

= 1 takva da jeq # 0.

Dokaz.Zato Sto t&ka (p,q) lezi na hiperboli znamo da za brojeyei q vaZzi
sledé€e: b’p? — a2 = a’b?. Da bismo pojednostavili &an, transliréemo celu
situaciju za vektof —p, —q):

(p, q)_

T

Tako dobijamo novu hiperboldiji centar je u t&ki ( , 1 njenu tangentu
koja je dodiruje u téki (0,0). Jasno je da tangenta u novonastaloj situaciji ima
isti koeficijent pravca kao i tangenta u originalnoj postguoblema.

Posmatrajmo sada novonastalu situaciju. Jéidiaaove hiperbole je

(x+p)? +a? _,
a2 b2 7
dok jedn&ina tangente, @to, ima obliky = kx. Treba da ndemo ondk za koje
hiperbola i tangenta imaju samo jednu zajé#nitacku. Nakon uvrStavanja line-
arne jednéine u kvadratnu i mnoZenja sdb? dobijamo sledeu jedn&inu pox:

b?(x+ p)? — & (kx+q)* = a’h?,
odnosno, nakon s@i@anja izraza:
(b% — k%a?)x? + 2( pb? — kqa? )x+ (b?p? — a?q? — a?h?) = 0.
Kako jeb?p? — a2 = a?b?, jedndina postaje:
(b? — K?a?)x? + 2(pb? — kqe?)x = 0.
Poslednja jedriana ima jedinstveno reéiznj{e: 0 ako i samo ako jeb? —kgaf =
p

0, odakle se reSavanjem galobijak = @ [

Teorema 64.Tangenta na hiperbolgﬁ — é = 1 u njenoj t&ki (p,q) ima jedna-

cmu%(— % 1.



4.3 Hiperbola 135

Dokaz.Ako je g= 0 onda se radi o temenu hiperbole, tako dpieaili p=—a.
Odgovarajée tangente tada imaju oblik= a, odnosnox = —a, respektivno, sto
je u saglasnosti sa t¥enjem. Pretpostavimo, sada, dgjé 0. Prema Teoremi 63
koeficijent pravca tangente na hiperbolu u njendkidp,q) je k= 3%22, tako da
jedn&ina tangente glasi
g P
y q - qaz (X p))
odakle se s@ivanjem dobija jednzina u sledeem obliku
pb’x— gafy = p*b” — ofa’

Kako tatka (p,q) lezi na hiperboli, znamo da je?p? — a’¢® = a?b?. Dakle,
jedn&ina tangente postaje

pb’x — gy = a’b?,

odnosno,
pxX qy 1
a2 p?

nakon deljenja sa?b?. m

Reflektivno svojstvo hiperbole. Da se podsetimo: hiperbola deli ravan na tri
oblasti, oblast koja sadrzi fokus, oblast koja sadrzi foku,, i oblast kojucini
ostatak ravni. PokaZzimo sada da su oblasti koje sadrze ddkars/eksne figure.
Pre glavnog twilenja dajemo jednu tehiku lemu.

Lema 65. Neka sup,q, u,V realni brojevi takvi da jg® —q? > 1iuw—Vv> > 1,i
pri tome sup i u ne-nula brojevi istog znaka. Tadape—qv> 1.

Dokaz.lz p? > 1+ 02 i u? > 1+V2, nakon mnoZenja ovih dveju nejedmaa, sledi
dajep?u? > 14+ g? +V2 4+ g?v2 = 14 2qv+g2v2 = (1+qVv)?, jer jeg? + V2 > 2qv.
Nakon korenovanja, koristeda je pu > 0, dobijamopu > |1+ gV > 1+ qv.
Dakle,pu—qv>1.m

2P

Teorema 66.Neka jed; = {(x, y) €R?: P >1 x< 0} figura kojucine

2 2
tatke onog dela ravni koji opisuje krak hiperbozg— é — 1 koji je bliZi fokusu
X2y

Fr, a®, = {(x, y) €R?: 2 2 >1 x> O} figura kojucine t&€ke onog dela

2y

ravni koji opisuje krak hiperbolc%;:(l§ 2
&, su konveksne.

= 1 koji je blizi fokusuF,. Figure®, i

Dokaz.Dokazimo da jeP; konveksna figura. Dokaz za figudp je analogan.
Neka suA,B € ®; dve proizvoljne take figure®; i neka jeA = (Xo,Y0),
B = (x1,y1). Da bismo pokazali da jeAB] C &4, uzmimo proizvoljnu téku
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C € [AB]. Tada postoje brojevi, i € [0, 1] takvi da jeA + p =11 0C = AOA+

u6§. Tada jeC = (AXo + Ux1,AYo+ Hy1). Da bismo pokazali da j€ € @4
2 \2

treba da dokazemo da koordinaté€kaC zadovoljavaju relacije()’:l—2 — é >1i

AXo+ Ux1 < 0. Druga relacija je éigledna, pa je dovoljno dokazati samo prvu.
Lako se vidi da je:

b? az Pb? az Db? a2 b?

2 2 2 2 2
(Axo+px1)®  (Ayo+ py1) :Az(§_£>+uz<ﬁ_ﬁ>+m <m_m>_

X5 Yo .8 Vi

ZbogA,B e ®4 je 2 2 >1i 2 12 > 1, dok nam Lema 65 garantuje da je
XoX1  YoY1

Ao+ Hx1)?®  (Ayo+ py1)?
( 2 1) _( 0b2 1) 2)‘2"”“2"’_2/\“:()\"’_“)2:1

Prema tomeC € @,. Time je pokazano da j@; konveksna figuram

Pretpostavimo da smo iz fokuga ispalili zrak u proizvoljnom pravcu i neka
se on odbio od hiperbole udki X. Pokazimo dd&e tada odbijeni zrak nastaviti
da se krée po pravoX R, ali udaljavaj@i se od tékeF,. Drugim r&€ima, za pro-
izvoljnu tatku X na hiperboli, polupraveX F; i XF, zaklapaju podudarne uglove
sa tangentom na hiperbolu wka X. Kao i ranije, pokazegemo prvo nekoliko
jednostavnih pomanih tvrdenja.

Lema 67.Neka sLA | B taCke sa raznih strana pravéneka prava s&€e duZAB|
u tatki koja nije srediste duZAB|. Tada na pravdj postoji t&no jedna takaC
takva da poluprav€A i CB obrazuju podudarne uglove sa pravam

Dokaz.Neka jeB’ tatka osnosimetéina taki B u odnosu na pravt. Zato §to
pravat s&te duZ/AB] u tacki koja nije srediSte duZiAB], pravaAB' s&e pravu u
tacki C. OCito je da poluprav€Ai CB obrazuju podudarne uglove sa pravbin
da jeC jedina t&ka sa tom osobinom na pravom

Lema 68. Neka suA i B taCke sa raznih strana pravé neka prava s&e duZ
[AB] u taki koja nije srediSte duZjAB| i neka jeC taCka pravet. Tada je
|d(A,C) — d(B,C)| maksimalno ako i samo ako polupra@é i CB obrazuju po-
dudarne uglove sa pravam

Dokaz.(«<) Neka jeC tatka pravet takva da poluprav€A i CB obrazuju po-
dudarne uglove sa pravom Neka jeB’ tatka osnosimeténa t&ki B u od-
nosu na pravd. Na osnovu izbora tke C sledi da téka B’ pada na pravu
AC. Neka jeD tatka pravet razlicita odC. Tada je, prema nejednakosti tro-
ugla, d(A,B') + d(B',D) > d(A,D), odnosno,d(A,B") > |[d(A,D) —d(B',D)|.
Kako je [B'D] = [BD] i kako je d(A,B") = |d(A,C) — d(B,C)|, dobijamo da je
|d(A,C) —d(B,C)| > |[d(A,D) —d(B,D)|. Dakle, t&kaC je tatka koja postize
maksimum apsolutne vrednosti navedene razlike.
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(=) Neka jeD tacka prave takva da poluprav®Ai DB obrazuju sa pravom
uglove koji nisu podudarni. Utimo na pravoj taCku C takvu da poluprav€Ai
CB obrazuju podudarne uglove sa pravon®Prema dokazu iz prethodnog pasusa
znamo da je tadal(A,C) —d(B,C)| > |d(A,D) — d(B,D)|, pa t&kaD nije tatka
koja postize maksimum apsolutne vrednosti navedene eamik

Teorema 69.Neka jes# hiperbola sa fokusim&; i F, i neka jet tangenta na
hiperbolu ¢ koja je dodiruje u téki X. Tada polupraveXF, i XF, obrazuju
podudarne uglove sa pravdm

Dokaz.Neka tangenta dodiruje onaj krak hiperbolé&ije teme je blize fokusu
F,. Posto je oblast ravni oddena hiperbolony’ koja sadrzi temé&; konveksna
figura, za sve tgkeY €t koje su razltite odX vazi|d(Y,F;) —d(Y,R)| < 2a=
|[d(X,F1) —d(X,F)|. Prema tome, tkaX je tatka pravet koja ima osobinu da
je |[d(X,F1) —d(X,F;)| maksimalno. Odatle, prema Lemi 68, sledi da polupr
XF i Xk, obrazuju podudarne uglove sa pravorm

4.4 Parabola |

Neka jeF taCka il prava koja je ne sadrZzParabola sa fokusom F i direktri-
som lje skup svih tdakaX u ravnicija rastojanja dé¢- i do | su jednaka:

d(X,F) =d(X,1).

Za t&kuY ravni za koju jed(Y,F) < d(Y,l) kazemo da jainutrasnjatacka pa-
rabole, dok za &ku Z ravni za koju jed(Z,F) > d(Z,l) kazemo da jespoljasnja
taCka parabole.

Ako postavimo koordinatni sistem tako d&ka F ima koordinate(p,0), a
praval jedn&inux = —p za nekop > 0 lako se proverava da tada parabola prolazi
kroz koordinatni poetakO:

X=-—p

Tatka O, srediSte normale iE nal, se zoveteme parabolgdok se prava koja
prolazi kroz fokus parabole i normalna je na direktrisu, oravsiutaju, x-0sa,
zoveosa parabole Osa parabole je osa simetrije parabole.
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Teorema 70 (Centralna jedn&ina parabole). Neka je&? parabola sa centrom
u koordinatnom péetku, sa fokusom u &ki F(p,0) i direktrisoml : x= —p, gde
jep> 0. Taka(x,y) pripada parabol? ako i samo ako je

Y = 4px

TaCka(x,y) pripada unutrasnjosti paraboté ako i samo ako je

Y < 4px,

a pripada spoljasnjosti parabaté ako i samo ako je
y? > 4px.

Dokaz.Neka jeX(x,y) proizvoljna t&€ka parabole. Onda jé(X,F) = d(X,l),
odnosnoy/(x— p)?+y? = x+ p. Nakon kvadriranja i sidivanja pravolinijski

dobijamoy? = 4px Na isti n&in dobijamo sledée: ako je téka(x,y) unutradnja

taCka parabole onda j& < 4px, a ako se radi o spolja3njojiki onda jey? > 4px.
Time su jednim potezom pokazane sve tri ekvivalendije.

Ukoliko teme parabole nije u koordinatnomdatku ve& u tecki (r,s) jedna-
¢ina parabole postaje:
(=92 =4p(x—T).

Takade, lako se zakljtuje da je téka (x,y) unutrasnja téka ove parabole ako i
samo ako jey —s)?2 < 4p(x—r), odnosno, da se radi o spoljasnjofkaako i
samo ako jey —s)? > 4p(x—r).

Na sli¢an n&in se dobija da i jedri@nax? = 4px predstavlja jedn&inu para-
bolecija osa jey-osa. Ukoliko jep < 0, otvor parabole gleda u negativhom smeru
ose parabole, kako je to pokazano na slici ispod:

| | LI S

F

F F F
|

YV =4px p>0 y?’=4px p<0 x2=4py,p>0 X2 =4py, p<0

Primer. Odrediti koordinate temena i fokusa parabgle- 2x — 4y +6 = 0.

ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéiaaekvi-
valentna sdy — 2)? = 2(x— 3), odakle se vidi da se teme parabole nalazitkita
(3,2), da je parametgp = 1/2 kao i da je otvor parabole usmeren u praxese.
Prema tome, fokus parabole je ¢ka(7/2,2). O
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Primer. Odrediti koordinate temena i fokusa parabgler 4x+ 2y — 19=0.

ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéiaaekvi-
valentna sdy+ 1)? = —4(x—5), odakle se vidi da se teme parabole nalaztkita
(5,—1), da je parametap = —1 kao i da je otvor parabole usmeren u pravcu Su-
protnom od pravca-ose. Prema tome, fokus parabole je tktg4,—1). O

Primer. Odrediti koordinate temena i fokusa parabeie- 6x+ 4y+ 17 = 0.

ReSenjeDopunjavanjem do kvadrata lako se dobija da je ova jéiaaekvi-
valentna s@x— 3)? = —4(y+ 2), odakle se vidi da se teme parabole nalaztkita
(3,—2), da je parametap = —1 kao i da je otvor parabole usmeren u pravcu Su-
protnom od pravcg-ose. Prema tome, fokus parabole je tktd3, —3). O

Odnos prave i parabole. Kao i u sliEaju drugih krivih koje smo razmatrali,
prava i parabola mogu da se nalaze u jednom od &tetie odnosa: prava ili
se&e parabolu u dve tke, ili je dodiruje, ili sa njom nema zajedhkih tataka. U
prvom sli€aju za pravu kazemo dagecica parabolga u drugom da jéangenta
parabole Odnos prave i parabole se angkii utvrduje na isti nain kao i u
sluCaju drugih krivih. Pogledajmo zato samo jedan primer.

Primer. Odrediti tangente na parabojé = 4x iz tatke (—1,0).

ReSenje Tangente koje trazimo imaju oblik= kx+ k zato Sto prolaze kroz
taCku (—1,0). Uvrstimo ovaj oblik jednéine tangente u jeddau parabole i
nakon srdivanja dobijamo

K%+ 2x(k> —2) + k2 = 0.

Priroda reSenja ove kvadratne jedimee odreluje odnos prave i parabole. Nama
su potrebne tangente na parabolu, pa bi gornja kvadratnafjed trebalo da ima
samo jedno reSenje. Odatle dobijamo da njena diskriminauata biti jednaka
nuli:

(K -2)2-k*=0,
odakle jek; =1 i k, = —1. Trazene tangente tako imaju jedimey = x+ 1 i
y=-—x—1.0

Teorema 71.Pravay = kx+ n dodiruje paraboly? = 4px ako i samo ako je
p=Kkn.

Dokaz.Nakon uvrStavanja linearne jediiae u kvadratnu dobijamo
(kx+n)? = 4px
odnosno, nakon sd@/anja,

k?x2 + 2(kn— 2p)x+n? = 0.
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o\

Prava i parabola se dodiruju ako i samo ako prethodna f@amama jedno dvo-
struko reSenje, odnosno, ako i samo ako se njena diskritairzarulira:

4(kn—2p)? — 4k’n? = 0,

Sto je ekvivalentno sp=kn. m

Tangenta na parabolu u njenoj tecki (a,b). lzveXemo sada jedi@nu tan-
gente na parabolu u njenojctd (a,b). U prvom korakucemo samo izféunati
koeficijent pravca tangente, a potd@amo taj podatak upotrebiti za odieanje
jedn&ine tangente.

Teorema 72.Neka je(a,b) tatka na paraboki® = 4px takva da jeb # 0. Tada
. . - 2
tangenta na parabolu utd (a,b) ima koeficijent pravcab—p .

Dokaz.Zato $to téka (a,b) lezi na paraboli znamo da j& = 4pa. Da bismo
pojednostavili réun, transliraemo celu situaciju za vektgra, —b). Tako dobi-
jamo novu parabol@ije teme je u téki (—a, —b), i njenu tangentu koja je dodi-
ruje u t&ki (0,0). Jasno je da tangenta u novonastaloj situaciji ima isti kjefit
pravca kao i tangenta u originalnoj postavci problema.

/

I~

Posmatrajmo sada novonastalu situaciju. Jéitiasove parabole je

(y+b)* =4p(x+a),

dok jedn&ina tangente, @to, ima obliky = kx. Treba da ndemo ondk za koje
parabola i tangenta imaju samo jednu zajékmitatku. Nakon uvrStavanja line-
arne jednaine u kvadratnu i sidivanja dobijamo sledmi jedn&inu pox:

k?x2 + 2(kb— 2p)x+ (b* — 4pa) = 0.
Kako jeb? = 4pa, jedn&ina postaje:
k?x? + 2(kb—2p)x = 0.

Poslednja jedridna ima jedinstveno reSenje= 0 ako i samo ako jé&b = 2p,

odakle se reSavanjem falobijak = %p [

Teorema 73.Tangenta na paraboyt = 4px u njenoj taki (a,b) ima jedn&inu
by=2p(x+a).
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Dokaz.Ako je b =0 onda je ia= 0 zato Sto se radi o temenu parabole. Tada
tangenta ima oblikk = 0 Sto je u saglasnosti sa fienjem. Pretpostavimo, sada,
da jeb # 0. Prema Teoremi 72 koeficijent pravca tangente na parabnjenoj

, . o . 2
tacki (a,b) jek = Z—tf’ tako da jedné@na tangente glasi— b = Fp(x— a), odakle
se srdivanjem dobija jedn&ina u sledéem oblikuby = 2px+ b? — 2pa. Kako

tatka (a,b) lezi na paraboli, znamo da [& = 4pa. Dakle, jednaina tangente
postajeby = 2px+ 2pa= 2p(x+a). m

Reflektivno svojstvo parabole. Dokazimo sada da je figura kofine parabola
i njena unutrasnjost konveksna figura. Pre glavnog stawmntajedno pomeno
tvrdenje.

Lema 74.Neka sua,b,A, u realni brojevi takvida jé >0, u >0iA+u=1.
Tada je(Aa+ ub)? < Aa2+ ub?.

Dokaz.Otito je a® 4 b? > 2ab, pa sledi da je\ ua? + A ub? > 2A yab. Koristeti
uslovA + u = 1, prethodna nejednakost mozZe da se zapiSe i ovako:

A(1=2A)a?+ p(1l—p)b? > 2A yab,
odakle se, nakon siivanja, lako dobija a + ub? > (Aa+ ub)?. m

Teorema 75.Neka je® = {(x,y) € R?:y> < 4px} figura kojucine ta&ke para-
boley? = 4px i sve njene unutrasnjetke. Figura® je konveksna.

Dokaz.Neka suA, B € ® dve proizvoljne téke figured i neka jeA = (xo,¥o), B=
(x1,y1). Da bismo pokazali da jAB] C &, uzmimo proizvoljnu téku C € [AB].
Tada postoje brojevi, u € [0,1] takvidajeA + u=1i C%: )\67A+ u6§. Tada
jeC= (Axo+ Ux1,AYo+ Uy1). Da bismo pokazali da jé € ® treba da dokaZzemo
da koordinate téke C zadovoljavaju relacijy? < 4px. Prema Lemi 74 je

(AYo+ Hy1)2 < AY3+ py?.

ZbogA,B € ®jey3 < 4pxo i Y2 < 4px. Dakle,

(AYo+ ty1)? < AYE+ 1y? < 4p(Axo + Lxq).

¢ime je pokazanodajgc ®. m 5
Pretpostavimo da smo iz fokugaispalili zrak u proizvoljnom pravcu i neka

se on odbio od parabole. Pokazimoaatada odbijeni zrak nastaviti da se déee
po pravcu koji je paralelan sa osom parabole. Drugiginma, polupraveXF i
X G zaklapaju podudarne uglove sa tangentom na paraboltkuXa gde jeXG
poluprava koja p6inje uX i paralelna je osi parabole.

Lema 76.Neka sut i | prave koje se seku uidki M, neka jeF taCka koja ne leZi
ni nat ni nal, neka jeX €t tacka nat takva da jed(X,F) = d(X,l) i neka jeY
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podnoZje normale iX nal. Pretpostavimo da za svaku drugakaP ct, P # X,
v vaZid(P,F) > d(PI). Onda jeZMXF = ZMXY.
Dokaz.Pretpostavimo suprotno, ddXF 22 /MXY. Neka je/MXF > /MXY
M (druga mog@inost se razmatra analogno). difno tacku P € t takvu da je/ MPF =

ZMXY i neka jeZ podnozje normale iP nal. Tada jeZMPF = /MPZ. OCito
je P# X, tako da, prema uslovu leme, mora da b{RlE] > [PZ].

Neka jeG slika ta&tke F osnom simetrijom u odnosu na prakuTadaG lezi na
pravoj PZ i mora biti (G—Z —P) jer je [PG] = [PF] > [PZ]. Stavie, zbog osne
simetrije je[XG| = [XF], pa kako je[XF] = [XY], zakljuujemo da jefX G =
[XY]. S druge strane, ugao kod teménh&ouglaXY Gje tup, pa jeX G| > [XY].
Kontradikcija.m

Teorema 77.Neka je2? parabola sa fokusofr i neka jet tangenta na parabolu
Z koja je dodiruje u téki X. Neka jeG taCka u unutrasnjosti parabole takva
da je pravaX G paralelna osi parabole. Neka Bu Q taCke pravet takve da je
(P—X—Q). Tada je/FXP= /GXQ.

Dokaz.Posto je parabola konveksna figura, svekéapravet, osim t&ke X, su
spoljadnje téke parabole?. Zato jed(Y,F) > d(Y,l) za svakor €t takvo da je
Y #£ X, pa prema Lemi 76, sledi da jtFXP= /GXQ m

4.5 Klasifikacija krivih drugog reda

U ovom odeljkucemo izvrsiti klasifikaciju krivih drugog reda u ravni. Po-
kaz&emo da su, osim nekoliko degenerisaniltalava, krug, elipsa, hiperbola i
parabola jedine krive drugog reda u ravni. Kiji element u dokazu je rezultat
sled€e teoreme da se svaka kriva drugog reda u ravni moze pogathtnas
nom rotacijom svesti na krivu drugog red&ijpj jedn&ini ne Wwestvuje sabirak
oblika Mxy.

Teorema 78.Za svaku krivus drugog reda u ravni postoji ugdbtakav da se
rotacijom krive%¢ oko koordinatnog péetka za uga® dobija kriva¥’ drugog
redacija jedn&ina ima oblikAX2 + By? +Cx+ Dy+E = 0.
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Dokaz.Neka je kriva? data jednéinom L& + M&J+ Ny? + P£+ Qy+ R =0 po
nepoznatinkTy. Ako u ovu jedn&inu uvedemo smenu promenljivih koja opisuje
rotaciju za ugad@:

X = xcos6 —ysiné,
§ = Xsin0 +ycoso,

dobijamo novu jedn@nu pox i y koja izgleda ovako:

A(0)-x2+ ((N—L)sin20 +Mcos D) - xy+
+B(8)-y?+C(8) -x+D(8)-y+E(8) =0,
gde sUA(6), B(8),C(0), D(0) i E(0) izrazi u kojima figuriSed, aciji tatan oblik
nije bitan za nastavak dokaza. Mi zapravo Zelimo da odabzregyaob tako da

se izraz uxy anulira. Ako jeL = N ugaofy = 7 anulira pomenuti izraz. Ako je,
medutim, L # N tada treba da ridiemo0 takvo da je

(N—L)sin26 +Mcos® =0,

odnosno,

M

Jedno reSenje ove jediiae je

6y = }arct
0=\

U svakom slé@aju, za ugad, koji je odabran na ovaj rién dobijamo da kriva
¢’ ima jedn&inu oblika

Aox? + Boy? + Cox+ Doy + Eg = 0,
gde jer = A(eo), Bo = B(eo), Co :C(Go), Do = D(eo) i Eo = E(eo). |

Teorema 79.Neka suA i B realni brojevi takvi da jeAB > 0 i neka je& skup
tacaka u ravniije koordinate zadovoljavaju jedéiau Ax2 + By’ 4+ Cx+Dy+E =
0. Tada je& prazan skup, ili se sastoji samo od jednékeg ili predsavija krug,
ili predstavija elipstLije ose su paralelne koordinatnim osama.

Dokaz.Dopunjavanjem do kvadrata, polinof + By’ +Cx+Dy+E =0 se
drug&ije moze zapisati ovako:

C 2 D 2
A(X+ﬂ> +B<y+g> =A,

gde jeA = jf—z + 5’—; — E. Bez umanjenja opStosti mozemo pretpostaviti da je
A>0iB> 0. Ako jeA < 0 tada ne postoji nijedan par realnih brojéxay) koji
bi zadovoljavao ovu jediianu, pa je& = @. Ako je A = 0 tada gornja jedri@na



144

Krive drugog reda u ravni

ima tatno jedno redenje = — 5, y = —2 i tada je|&| = 1. Kon&no, ako je
A > 0 onda se prethodna jediiaa moZe zapisati i ovako:

x+5)° v+B)°
A/A A/B

=1

odakle se lako vidi da se radi o elig§je ose su paralelne koordinatnim osama,
Ciji centar je u téki (— =, — =) i Cije poluose su/A/Ai /A/B. Specijalno, za
A = Bradi se o krugu poluptmika \/A/A. =

Teorema 80.Neka suA i B realni brojevi takvi da jeAB < 0. Tada jednéina
AX? + By’ +Cx+ Dy+ E = 0 predstavija jedrinu hiperbolegije ose su paralelne
koordinatnim osama ili jedri@nu para pravih.

Dokaz.Bez umanjenja opStosti moZzemo pretpostaviti da se radiragéu oblika
Ax2 — By’ +Cx+Dy+E = 0 gde jeA > 0 i B > 0. Dopunjavanjem do kvadrata,
polinom Ax? — By? 4+ Cx+ Dy + E = 0 se drugéije moZe zapisati ovako:

C\2 D\ 2
A(x+ﬁ> —B<y—g> =A, (*)
gde jeA = g—: — 5’—; —E. Ako jeA > 0, jedn&ina (%) se moZe zapisati ovako:

x+5)° -8
A/A A/B 7

odakle se lako vidi da se radi o hiperbaii fokusi leze na pravoj koja je paralelna
x-0si. Ako jeA < 0, jedn&ina () se moZe zapisati ovako:

v-8)° (8,
(-8)/B  (=8)/A 7

odakle se vidi da se radi o hiperbdiiji fokusi leze na pravoj koja je paralelna
y-0si. Kon&no, ako jeA = 0, korist&i obrazac za razliku kvadrata jediaa (x)
se moZe zapisati ovako:

(VAx+ %) - VBlY— B)) (VAX+ $)+ VBl - §)) =0,
odnosno, nakon sd@/anja,
c D c D —
(VA= VBY+ (555 +555) ) (VAXHVBY+ (55— 3%5) ) =0
Sto je jednaina koja opisuje par pravim

Teorema 81.(1) Neka jeB ne-nula realan broj i neka j&2 skup t&aka u ravntije
koordinate zadovoljavaju jeddimu By’ +Cx+ Dy+E = 0. Tada jeZ? prazan
skup, ili je u pitanju prava paralelnaosi, ili se se radi o paru pravih koje su
paralelnex-osi, ili &7 predstavija paraboldija osa je paralelng-osi.
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(2) Neka jeA ne-nula realan broj i neka j€? skup t&aka u ravniije koor-
dinate zadovoljavaju jedému Ax? +Cx+ Dy+E = 0. Tada je& prazan skup,
ili je u pitanju prava paralelng-osi, ili se se radi o paru pravih koje su paralelne
y-0si, ili & predstavija paraboldija osa je paralelng-osi.

Dokaz.Dovoljno je dokazati samo (1), posto je dokaz stava (2) aysaloNeka je
B + 0. Dopunjavanjem do kvadrata, polind®y? +Cx+ Dy+ E = 0 se drugéije

moZze zapisati ovako:
+ E ’ — —9X+A
YT28) T BT
gde jeA = 4D—822 -£
Slu€aj 1: C= 0. Tada jednéna postaje

D 2
<y+ E) =A.

Ako je A < 0, ne postoji nijedan par realnih brojefay) koji bi zadovoljavao
ovu jedn&inu. Ako jeA = 0 radi se o pravoy = —%. Kon&no, ako jeA > 0,
radi se o paru pravih koje su paralelqesi.

Slu€aj 2: C+#£ 0. Tada jednéina postaje

. D)?_ ¢y, BA
Y*28) ~ " B\*" ¢ )0
pa lako zaklj@ujemo da se radi o parabdiia osa je paralelngosi.m

Teorema 82.Jedn&inom Ax? + Mxy+ By? +Cx+ Dy+ E = 0 opisana je jedna
od sledéih geometrijskih figura:

(i) prazan skup, (v) krug,

(ii) jedna t&ka, (vi) elipsa,

(iii) prava, (vii) hiperbola, ili

(iv) par pravih, (viii) parabola.
Za geometrijske figure (i)—(iv) kaZemo da predstavijdggenerisane krive dugog
reda

Dokaz.Prema Teoremi 78, bez umanjenja opStosti moZzemo pretjstavie
M =0.

Slucaj 1:Ako je A= B =0, jedn&ina opisuje pravu ili prazan skup.

Slucaj 2:Ako jeA=0iB=#0,ili A#0iB =0, prema Teoremi 81 jedba
opisuje prazan skup, pravu, par pravih ili parabolu.

Slucaj 3:Neka jeA#0iB=# 0.

Slucaj 3.1:Ako je A= B, prema Teoremi 49 jeddma opisuje prazan skup,
tacku ili krug.

Slucaj 3.2:Ako je A# B, ali Ai B su istog znaka, prema Teoremi 79 je€ina
opisuje prazan skup, &ku ili elipsu.

Slucaj 3.3: Ako je A+# B i pri tome suA i B su razltitog znaka, prema
Teoremi 80 jednéna opisuje par pravih ili hiperbolu
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4.6 Konusni preseci

U ovom odeljkucemo pokazati da se krive drugog reda mogu dobiti u pre-
seku konusa i ravni postavljene na posebatimarako se, zapravo, i razmisljalo
o krivama drugog reda stotinama godina pre pojave aclkditgeometrije. Pod-
setimo se, zato, pojma konusa. Nek&jkrug sa centron© i neka jeS tatka
izvan ravni krugeCija ortogonalna projekcija na ravan kruga jékaO. Konus
je geometrijska figura koja se dobija unijom svih praRi§gde jeA € k. Prava
OSse zoveosa konusadok se pravéASzovuizvodnice konusaKrug k se zove
generatrisa konusaKonusni presele kriva koja nastaje u preseku konusa i neke
ravni.

Pre nego Sto krenemo sa opisom konusnih preseka podsetijponegy jed-
nostavnog ravanskog tlenja: ako jeB tatka u spoljasnjosti krugé i ako su
[BP] i [BQ] tangentne duZi iB nak tada je[BP] = [BQ]. Slicno tvidenje vaZi
u prostoru: ako jé taCka u spoljasnjosti sfere”, tada su sve tangentne duzi iz
B na.¥ medusobno podudarne. Konkretno, u primeru koji je ilustropaned,
[BP] = [BQ] = [BF]. OCito, praveBP, BQi BF su izvodnice konusa sa vrhom u
B koji tangira sferu.

Teorema 83.Neka jea ravan koja ne sadrZi viB konusds , i ortogonalna je na
osu konus& . Tada se u preseku ravamii konusas dobija krug.m

Teorema 84.Neka jea ravan koja ne sadrzi viikonusds , koja nije ni paralelna
ni ortogonalna na osu konu%g i koja s&e samo jednu granu konusa. Tada se u
preseku ravnir i konusa® dobija elipsa.

Dokaz.U unutrasnjosti konusa @ono sfere; i . tako da obe dodiruju konus
po krugu, obe dodiruju ravaa i pri tome je.;7 sa one strane ravi sa koje
je t&€ka S, a sfera.#, je sa one druge strane ravai(Sl. 4.2). Neka sfera”;
dodiruje konus po krugl i ravana u tacki F1, dok sfera¥, dodiruje konus po
kruguky i ravana u tatki . Neka jeB proizvoljna ta&ka na krivojy koja nastaje
u preseku konus#’ i ravni a. Dokazimo da jgBF;| + [BF] konstantno, odakle,
po definiciji, sledi da jey elipsa. (Prema tomey; i % dodiruju ravana tano u
fokusima elipse!)

Neka izvodnicaSB konusa¥ se&te krugk; u tatki P;, a krugky u tacki P».
Duz [BF] je tangentna duZ na sfertr; zato Sto lezi u ravnio koja dodiruje
sferu.#1 u tecki F;. S druge strangBP| je tangentna duz na sferd; zato Sto
sfera.#1 dodiruje konus po krugl;. Kako su sve tangentne duZi iz datéke
na sferu podudarne, sledi da[pF] = [BR]. Na isti n&in zakljuwcujemo da je
[BR] = [BR,]. Prema tome[BR] + [BF,] = [BR] + [BR,] = [P1P], Sto ne zavisi
od izbora t&ke B sa krivey. Dakle, BF] + [BF,] je konstantno, pa jg elipsa sa
fokusimaF; i F.. m

Teorema 85.Neka jea ravan koja ne sadrzZi vi8 konusas i seCe obe njegove
grane. Tada se u preseku raeni konusas dobija hiperbola.

Dokaz.U unutrasnjosti konusa gono sfere.; i ., tako da obe dodiruju konus
po krugu, obe dodiruju ravaa i pri tome se jedna nalazi u jednoj, a druga u
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Slika 4.2: Elipsa kao konusni presek

drugoj grani konusa (Sl. 4.3). Neka sferg dodiruje konus po krugly; i ravan
a u tacki Fp, dok sfera, dodiruje konus po krugle, i ravana u tecki F». Neka
je B proizvoljna t&€ka na krivojy koja nastaje u preseku konugai ravni a.
DokaZimo da je||BFi| — |BF|| konstantno, odakle, po definiciji, sledi da je
hiperbola. (Prema tome7; i . dodiruju ravana tatno u fokusima hiperbole!)
Pretpostavimo, prvo, dB pripada onoj grani krivey koji nastaje u preseku
ravni o i grane konusa u koju je smesStena sfefa Neka izvodniceSBkonusa
¢ se&e krugk; u tacki Py, a krugky u tacki P,. Duz [BF] je tangentna duz
na sferu.”; zato Sto lezi u ravnor koja dodiruje sferu; u tecki F;. S druge
strane,[BR] je tangentna duz na sferd; zato Sto sfera”; dodiruje konus po
kruguk;. Kako su sve tangentne duZzi iz datékea na sferu podudarne, sledi da
je [BR] = [BR]. Naisti n&in zakljitujemo da jeBF,] = [BR,]. Prema tome,
[BR] — [BR,] = [BR] — [BR,] = [P1P,], Sto ne zavisi od izbora e B, sve dokB
pripada u@enoj grani krivey.
Ukoliko B pripada onoj drugoj grani krivg, na osnovu analogne argumenta-
cije dobijamo da j§BF,] — [BF| = [BR] — [BR] = [P1P2]. U svakom slgaju je
||BFR| — |BR|| konstantno, pa j¢ hiprebola sa fokusimgy i F,. m

Teorema 86.Neka jea ravan koja ne sadrzi viB konusaé , i koja je paralelna
jednoj izvodnici tog konusa. Tada se u preseku ravmikonusa% dobija para-
bola.

Dokaz.Neka jea ravan koja ne sadrzi vrB konusa®%, i neka jea paralelna
izvodnici SEtog konusa. U unutrasnjosti konusatumo sferu. koja dodiruje
konus po krugu, dodiruje ravani nalazi se sa one strane ravnisa koje je téka
S(Sl. 4.4). Neka sfera” dodiruje konus po krugl, a ravano u tacki F. Neka je
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Slika 4.3: Hiperbola kao konusni presek

B ravan u kojoj lezi krugk i neka se ravnir i 3 seku po pravoj. Neka jeB pro-
izvoljna tetka na krivojy koja nastaje u preseku konugai ravni a. Dokazimo
da je[BF] podudarno rastojanju &&e B od pravel, odakle, po definiciji, sledi da
je y parabola. (Prema tomeg? dodiruje ravana tatno u fokusu, dok se ravimi i
B seku t&no po direktrisi parabole!)

Neka izvodnicaSBkonusa?% se&e krugk u tacki P. DuZz [BF] je tangentna
duz na sferu? zato Sto lezi u ravnix koja dodiruje sferu u tacki F. S druge
strane,[BP)] je tangentna duz na sfetr’ zato Sto sfera”” dodiruje konus po
kruguk. Kako su sve tangentne duZi iz datéka na sferu podudarne, sledi da je
[BF] = [BP].

Neka jeC podnozje normale iz &ke B na pravul, i neka jeD podnoZzje nor-
male iz t&ke B na ravan3. Posto jeBD paralelno osi konus&$, aBC izvodnici
SE, sledi da je ugaaDBC jednak ugluZSSE, §to je polovina ugla koji pred-
stavlja otvor konusa. S druge stranéigbedno jeZDBP jednak ugluZSSPjer
su to uglovi sa paralelnim kracima. Kako je’BSPpolovina ugla koji predsta-
vlja otvor konusa, sledi da jgDBC jednak ugluZDBP. Dakle, trougloviADBC
i ADBP su pravougli trouglovi koji imaju zajedéku katetu i imaju podudarne
uglove nalegle na tu katetu. ZatofeDBC = ADBP, odakle zakljGujemo da je
[BC] = [BP.

Dakle, [BF] = [BP] = [BC]. Ovim smo pokazali da za proizvoljno odabranu
taCku B sa krivey, imamo da je[BF| podudarno rastojanju t&e B od pravel.
Kako ni ta&cka F ni praval ne zavise od izbora the P, sledi da jey parabola
kojoj je F fokus, al direktrisa.m

Parabola kao granitni slu€aj elipse i hiperbole. Posmatrajmo elipsu koja pro-
je 0< p< g. Sadatemo pokazati sle@de: ako fokusP fiksiramo, a fokusQ
pustimo da teZi kat, elipsace konvergirati ka parabotiji fokus je tatka P.
Odredimo, prvo, jedranu elipse koja prolazi kroz koordinatni petak iciji fo-
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Slika 4.4: Parabola kao konusni presek

kusi su u tékamaP i Q. Lako se vidi da je centar elipse ucta (a,0), gde je
a= %’ veta poluosa elipse. Rastojanje fokuBaQ od centra elipse jé = q%p
pa je manja polusa elipse datatsa /a2 — f2 = ,/pg. Jedndina ove elipse je
(x—a)? ¥y
2
odakle, nakon mnoZenja 8ai sredivanja dobijamo jedriE@nu elipse u sledem,
ekvivalentnom, obliku:

1

—b? , 202
= —X+—X
a a
Kada jep fiksirano, ag tezi ka+oo, koeficijenti —a—tf i 2%2 se ponasaju na sletie
nacin:
P2 —4p
im —-= lm Z——21—=0,
g—+o & g—+oo @ + 28 +1
odnosno,

2
im 25— jim 2P _ap
g—+o a g—+o0 g +1
Prema tome, kakg tezi ka+o, elipsa konvergira ka parabdlija jedn&ina je
y? = 4px.

Sliéno tvdenje vaZi i za hiperbolu. Posmatrajmo hiperbolu koja midteoz
koordinatni p@etak iciji fokusi su u t&€kamaP(p,0) i Q(q,0), pri cemu jeq <

—
o

P

Q1

Q2

Qe
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0 < p. Ako fokus P fiksiramo, a fokusQ pustimo da teZi ka-c, hiperbolace
konvergirati ka paraboliji fokus je te&€ka P. Dokaz ovog tvdenja je analogan
dokazu tvdenja za elipsu i ostavljamo ga za vezZbu.

4.7 Implementacija: Circle2D

U ovom odeljkuéemo pokazati kako se moze implementirati krug kao ravan-
ski geometrijski objekat. Klas@ircle2D opisuje krug na uoBajeni n&in: tatka
C predstavlja centar kruga, dok brmopredstavlja njegov pmik.

public class Circle2D {
public double r;
public Point2D C;

public Circle2D (double x, double y, double r) {
C = new Point2D(x, y); this.r =r;
}

public Circle2D (Point2D A, double r) {
C = new Point2D(A); this.r =r;
}

Metod K.inOrOut(P) vrata —1 ako je t&ka P u unutrasnjosti krug&, vraca 0
ako je t&kaPna kruznoj liniji, i vrata 1 ako je tékaP u spoljasnjosti krug&.

public int inOrOut (Point2D P){
if(C.dist(P) < r) return -1,
if(C.dist(P) ==r) return O;
return 1,

}

Metod K.intersection(L) odreduje ta&ke preseka krug& i praveL. Ako
se krug i prava ne seku metod vratill. U ostalim sli¢ajevima metod vi@a niz
taCaka preseka. €o je date ovaj niz imati 1 ili 2 elementa. Presek prave i kruga
se dobija reSavanjem kvadratne je¢ina koja se dobija tako Sto se u jedirau
krugaK uvrsti parametarski oblik jed@me pravel.
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public Point2D[] intersection (Line2D L) {
double dx = L.B.x - L.A.x; double cx = L.Ax - C.x;
double dy = L.B.y - L. Aly; double cy =L.Ay - C.y;
double a = dx*dx + dy*dy;
double b = 2.0*(cx*dx + cy*dy);
double ¢ = cx*cx + cy*cy - r*r;
double d = b*b - 4.0*a*c;
if(d < 0.0) return null;
if(d == 0.0) {
double t = -b/(2.0*a);
Point2D[] rez = new Point2D[1];
rez[0] = new Point2D(L.A.x + t*dx, L.A.y + t*dy);
return rez;
}
double t1 = (-b - Math.sqrt(d))/(2.0*a);
double t2 = (-b + Math.sqrt(d))/(2.0*a);
Point2D[] rez = new Point2D[2];
rez[0] = new Point2D(L.A.x + t1*dx, L.A.y + t1*dy);
rez[1] = new Point2D(L.A.x + t2*dx, L.A.y + t2*dy);
return rez;

Metod Q.intersection(K) odreduje ta&tke preseka krug® i krugaK. Ako se
krugovi ne seku metod vratiull. U ostalim sl¢ajevima metod vi@a niz t&€aka
preseka. @ito je dace ovaj niz imati 1 ili 2 elementa. Presek dva kruga se dobija
reSavanjem sistema dve kvadratne jelima koje predstavljaju jedgae ova dva
kruga.

public Point2D][] intersection (Circle2D K) {
double el = -2.0*C.x;
double f1 = -2.0*C.y;
double g1 = C.x*C.x + C.y*C.y - r*r;
double e2 = -2.0*K.C.x;
double f2 = -2.0*K.C.y;
double g2 = K.C.x*K.C.x + K.C.y*K.C.y - K.r*K.r;
double p=e2 - el;
double q = f2 - f1;
double s =g2 - g1,
if(p '=0.0) {
double u = -g/p;
double v = -s/p;
double a = u*u + 1.0;
double b = 2.0*u*v + el*u + f1;
double ¢ =v*v + el*v + g1,
double d = b*b - 4.0*a*c;
if(d < 0.0) return null;
if(d == 0.0) {
double y = -b/(2.0*a);
double x = u*y +v;
Point2D[] rez = new Point2D[1];
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rez[0] = new Point2D(x, y);
return rez;
}
double y1 = (-b - Math.sqrt(d))/(2.0*a);
double y2 = (-b + Math.sqrt(d))/(2.0*a);
double x1 = u*yl +v;
double x2 = u*y2 +v;
Point2D[] rez = new Point2D[2];
rez[0] = new Point2D(x1, y1);
rez[1] = new Point2D(x2, y2);
return rez;
}
else if(q '= 0.0) {
/I'p==0.0
double v = -s/q;
double ¢ = v*v + fl*v + g1;
double d = el*el - 4.0*c;
if(d < 0.0) return null;
if(d == 0.0) {
Point2D[] rez = new Point2D[1];
rez[0] = new Point2D(-e1/2.0, v);
return rez;
}
double x1 = (-el - Math.sqrt(d))/2.0;
double x2 = (-e1 + Math.sqrt(d))/2.0;
Point2D[] rez = new Point2D[2];
rez[0] = new Point2D(x1, v);
rez[1] = new Point2D(x2, v);
return rez;

}

else return null;

}

Metod K.tangent(P) odreduje tangente iz ttke P na krugK. Ukoliko se
tatka P nalazi unutar krug& metod vr&a null. Ukoliko se téka P nalazi na
kruznoj liniji metod vrati niz duzine 1 koji sadrzi pravu leoppisuje (jedinu)
tangentu iZ2 naK. Konano, ako se t&kaP nalazi izvan krugd metod vrati niz
duzine 2 koji sadrzi tangentne duziFmakK, odnosno, odgovaraje prave.

public Line2D[] tangent (Point2D P) {

int kK = inOrOut(P);

if(k == -1) return null;

if(k == 0) {
Point2D Q = new Point2D(P);
Q.translate(new Point2D(Py - C.y, C.x - Px));
Line2D[] rez = new Line2D[1];
rez[0] = new Line2D(P, Q);
return rez;

}
Circle2D K = new Circle2D(C.midpoint(P), C.dist(P)/2.0);
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Point2D[] Q = intersection(K);
Line2DJ[] rez = new Line2D[Q.length];
for(inti=0; i< Q.length; i++)

rez[i] = new Line2D(P, QIi]);
return rez;

}

Sledi niz metoda koji implementiraju primenu neke od transfacija podudar-
nosti na krug. Nismo implementirali primenu opste afinegfarmacije na krug
zato Sto se takvom transformacijom krug moZze preslikatinme, na elipsu.

public void translate (Point2D P) {
C.translate(P);

}

public void reflect (Point2D P) {
C.reflect(P);

}

public void mirror (Line2D L) {
C.mirror(L);

}

public void rot (Point2D P, double phi) {
C.rot(P, phi);

}

public void scale (Point2D P, double coeff) {
C.scale(P, coeff);
r *= Math.abs(coeff);

}

}

4.8 Zadaci

Krug.

1. N&ti centar i poluprénik krugacija jedn&ina je:
a) X° +y? — 3x+5y— 14=0;

b) X2 +y? — 10x+ 4y + 4= 0;

C) 4x? + 4y + 80x + 12y + 265= 0;

d) 232+ 2y? — 12x— 12y +30=0;

(€) X2 +y? + 4x— 6y +24=0.

(
(
(
(

2. Ispitati poloZaj téke (1, —3) prema krugu
(@) P +y?=1;
(b) X2 +y? — 8x—4y—14=0;
(c) X2+ y2 —8x+4y—8=0.

3. Néti tatke preseka kruge + y? — 4x+ 4y + 4 = 0 sa koordinatnim osama.

4. Odrediti jednainu krugaciji centar je u t&ki (5,—2), a koji prolazi kroz té&ku
(_L 5)

5. Néti jedn&inu krugaciji precnik je duz[AB], gde jeA(5,—1) i B(—3,7).
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6. Neti jedn&inu krugaiji centar je na pravag—y = 0, koji dodiruje koordinatne ose
i ima polupré&nik 4.

7. Né&ti jedn&inu kruga koji dodirujec-osu u t&ki (6, 0) i koji sadrzi te&€ku (9,9).

8. Nati jedn&inu kruga koji prolazi kroz teke
(a) (57 3)1 (Ga 2)1 (3a _1);
(b) (1,4), (-7,4), (2,-5).

9. Ne&ti jedn&inu kruga opisanog oko trougtje jedna&ine strana su+y =8, 2x+
y=14, X+y=22.

10. N&i jedn&inu kruga koji prolazi kroz téke (2,3) i (—1,1), aciji centar se nalazi
na pravojx—3y—11=0.

11. N&i jedn&inu krugaciji centar je u t&ki (—4,2) i koji dodiruje pravu X+ 4y —
16=0.

12. N&i jedn&inu kruga upisanog u troug#@ge jedn&ine strana sux— 3y +21= 0,
3X—2y—6=0,%+3y+9=0.

13. N&i jedn&inu kruga koji prolazi kroz téku (—2, 1) i dodiruje pravu 3—2y—6=0
u tacki (4,3).

14. N&i jedn&inu kruga koji prolazi kroz ke (1,2) i (3,4) i dodiruje pravu 3+y —
3=0.

15. N&ti jedn&inu kruga poluprénika 5 koji dodiruje pravu 8+ 4y — 16 = 0 u taCki
(4,1).

16. N&ti jedn&inu kruga koji dodiruje prave+y+4=0i 7x—y+4=0, a centar mu
se nalazi na pravojd+ 3y — 2= 0.

17. Ispitati poloZaj date prave prema datom krugu:
(@) 2x—y—3=0,%>+y?—3x+ 2y — 3=0;
(b) x—2y—1=0,x>4Yy?— 8x+2y+12=0;
() Xx—y+10=0,¢+y2—1=0;

18. N&i jednainu tangente kruge? + y2 — 2x+ 8y — 23=0
(a) koja je konstruisana u njenojdki M(3,q), q < 0;
(b) Ciji koeficijent pravca je 3;
(c) koja prolazi kroz téku (8, —3).

19. Dat je krug? +y? +6x— 8y = 0. U jedndini prave 3nx— 3y = 1 odrediti skup
vrednosti parametna za koje
(a) prava sée krug;
(b) prava dodiruje krug;
(c) prava nema zajedckih tataka sa krugom.

20. Dat je krug +y? — 10x+ 16= 0. U jednd&ini pravey = kx odrediti skup vrednosti
parametr& za koje

(a) prava sée krug;
(b) prava dodiruje krug;
(c) prava nema zajedckih tataka sa krugom.

21. T&ka(3,—1) je centar kruga koji na pravop2- 5y + 18 = 0 odseca tetivu duzZine
6. Neati jedn&inu ovog kruga.
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22. N&i jednainu prave koja na krug(x — 1)® +y? = 36 odseca tetiviije srediste je
tactka (2, —%).

23. N&i jednaine tangenata kruga — 5)2 4 y? = 9 iz koordinatnog poetka.
24. Neti ugao pod kojim se krugx — 3)? + (y — 2)? = 16 vidi iz tatke (8,0).

25. Neti jednaine tangenata kruge + y? + 10x — 2y + 6 = 0 koje su paralelne sa pra-
vom X+y=7.

26. N&i jednd&ine tangenata kruge + y> — 2x+ 4y = 0 koje su normalne na pravu
X—2y+9=0.

27. N&i jedndine tangenata kruge +y? = 5 koje sa pravonx+ 2y+ 1 = 0 grade
ugao od 45.

28. Odrediti jednéinu kruga koji dodiruje pravex2t y+4=0i2x+y—16=0i prolazi
kroz tecku (5,2).

29. Ispitati uzajamni odnos krugova:
(a) X24y2 — 2x— 6y +6=0i X2 +y2— 10x— 8y + 40= 0;
(b) X2 4y? —8x—18y+93=0ix2+y? — 8x— 8y +23=0;
(C) X2 +y? =251 2+ 2y? — 4x— 3y — 25=0;
(d) X2 4+y?—10x—20=0i X2 + y? +2x — 4y — 20=0;
(€) X2 +y?+8y+12=0ix?+y? — 2x+ 4y — 20=0;
(f) X2 4y>—4x—2y—20=0ix>+y>—4x—2y—4=0.

30. Pod kojim se uglom seku krugoi—2)2 4 (y—1)2=8i (x—1)?+ (y+2)2 = 2?
31. Odrediti zajedriike tangente sledé krugova
(@) (x=22+(y—2)>=1i (x-6)>+(y—2)?

(b) (x=3)2+(y—3)2=21i (x— 6) +(y- 6)
(©) (x=1)+(y-1)=1i (x=2)*+(y- 2

8
1.

Elipsa.

32. N&i jedn&inu elipse sa centrom u koordinatnonéptku
(a) Cije poluose su5i 2;
(b) kod koje je rastojanje fokusa 6, a velika poluosa je 5;
(c) kod koje je rastojanje fokusa 10, a zbir velike i male polueses;
(d) koja prolazi kroz téke (4,3) i (6,2);
(e) koja prolazi kroz téku (—24/5,2) i tija mala poluosa je 3;
() koja prolazi kroz téku (8,12), a rastojanje te tke i levog fokusa je 20;
(g) kod koje su rastojanja fokusa od krajeva velike ose 7 1;
(h) kod koje se mala osa vidi iz fokusa pod uglom od,%velika osa ja/6;
(i) kod koje je rastojanje fokusa jednako rastojanju dva suséginena, a mala
poluosa je 3.

33. Odrediti duzine poluosa i koordinate fokusa stedelipsi:
(a) 9x% + 16y? = 576;
(b) X2 + 4y? = 16;
(C) X2 +4y? —2x— 12y +1=0;
(d) 4x? +y? — 16x+ 6y — 11=0;
(€) 4x% 4+ 9y? — 48X+ 72y + 144=0.

34. Odrediti poloZaj sledgh tataka u odnosu na elipsu #5+ 9y? = 225: A(1,2),
B(Gﬂ 1)! C(ilv 7)1 D(\/gvs\/ 2/3>
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35.Na eIipsilx—;)Jr 3% = 1 odrediti one téke Cije rastojanje od jednog fokusa ¢etiri
puta v&e od rastojanja do drugog fokusa.

36. Nai povrSinucetvorouglatija dva temena su fokusi, a druga dva temena krajevi
male ose elips# + 5y? = 20.

2

2
8 s . . . X
37. Izr&unati duzinu stranice kvadrata koji je upisan u eI|%§u+

Y _
b2

38. Neka je s&(a) oznd&ena elipsal;—z + % = 1. Dokazati da sve elipdg(a) imaju
iste fokuse, nezavisno od paramedra

1.

39. Neka je s& (k) ozn&ena eIipsa(,;,_,"_zk—k + Ezy%( = 1. Dokazati da z& > 0 sve elipse
E (k) imaju iste fokuse.
40. Odrediti méusobni poloZaj date prave i date elipse:
(@) 2x—y—3=0, %+ 16y° = 144;
(b) 2x+y—10=0, 4x% + 9y?> = 36;
(c) 3x+2y—20= 0, 5 + 20y = 200.
41. Dati su pravy = —x+mi elipsa 3+ 2y? = 60. Odrediti vrednosti parametra
za koje data prava 8e, odnosno, dodiruje datu elipsu.

42. N&i jedn&inu tangenata date elipse koje su paralelne datoj pravoj:
(@) 9x? + 16y° = 144,x+y—1=0;
(b) X%+ 4y =10, X+2y+7=0;
(c) 4x% +5y? = 120, & — 2y +23=0.

43. N&i jedn&inu tangenata date elipse koje su normalne na datu pravu:
(a) X2+ 4y? = 20, X— 2y —13=0;
(b) 3x2 +4y? = 120, X—y+7=0.
44. Na elipsi 42 + 9y? = 72 n&i tatku koja je najbliza pravoj2— 3y + 25=0.
45. Neti jednaine tangenti konstruisanih izitke (10, —8) na elipsu 192+ 25y? = 475.
46. Neti jednainu prave koja elipsux + 9y? = 22 dodiruje u téki (1,v/2).
47. N&i jedn&inu elipse koja prolazi kroz &u (4, —1) i dodiruje pravux+ 4y — 10=
0.

48. N&i jednainu one tangente elipse®+ 4y? = 72 koja sa koordinatnim osama obra-
Zuje trougao povrsine 21.

49. N&i jedn&inu elipse koja dodiruje pravex3- 2y — 20=0i x+ 6y — 20=0.

50. Nati zajednike tangente elipsié + 5y? = 20 i 5x% 4 4y? = 20.

2 2

51. Za krugx® +y? = r2 i elipsu % + é =1 znamo da j@ > r > b i da Cetiri tatke
koje nastaju u njihovom preseku obrazuju kvadrat. Odreditfunkciji odai b.

52. Odrediti geometrijsko mesto preseka tangenti datsekoje su m@usobno orto-
gonalne.

Hiperbola.
53. Odrediti jednéinu centralne hiperbol&je ose su paralelne kooridnatnim osama, pri
¢emu su ispunjeni sledeuslovi:
(a) jedno teme hiperbole jgt,0), a fokus je u téki (5,0);
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54

55.

56.

57.

58.

59.

60.
61.

62.

63.

64.

b) tacka (4, \/_) leZi na krivoj, a(2,0) je jedno teme;
c) tactke (4,6) i (1,1) leze na krivoj;
) jedan fokus je u t&ki (13,0), a jedna asimptota jey2= 3x;
e) jedno teme je u ki (0, 10), a jedna asimptota jey4= 3x;
) asimptote hiperbole se seku pod pravim uglom, a jedan fokus tgki
(8,0);
(g) teme hiperbole polovi rastojanje izahe centra hiperbole i fokusa koji je
blizi tom temenu, a rastojanje fokusa je 18;
(h) jedan fokus jé= (6,0), i d(F,P) =5, gde jeP tatka na hiperboltija apscisa
je 4.

(
(
(d
(
(f

. Za svaku od sle@éh hiperbola odrediti centar, fokuse, temena i asimptote:

(a) 4x% — 9y? — 16x+ 18y = 29;
b) 9x% — y? + 36x+ 6y + 18= 0;
C) 3% —2y?— 18x—8y+1=0;
)2x2 5y? — 20X+ 18=0;
e) y2 — 2x% — 12x = 34;

) 4y? — X2 4 2x+ 16y = 1;

X2 —y? — 8y =48;

Odrediti jednéinu hiperbol€etije ose su paralelne koordinatnim osama i koje zado-
voljavaju sledée uslove:

(a) fokusi su u tékama(4,0) i (10,0), a jedno teme jé6,0);

(b) prolazi kroz sledéecetiri tatke: (5,1), (—3,—1), (=3,1)i (-2, %\/i).

2 2
Dokazati da su jeddamom % — % = 0 predstavljene obe asimptote hiperbole
NG
a2 T
Odrediti jednéine onih tangenti hiperbole ¥6— 25y = 400 koje su paralelne pra-
VOj 2x — 2y = 5.

Odreditia i b tako da tangenta na hiperbolu?s- 2y?> = 18 u njenoj téki (a,b)
prolazi kroz t&ku (1, —4).

Odreditik tako da tangente na hiperbokd — y? = 9 &iji koeficijent pravca jek
prolaze kroz téku (3,9).

Odrediti jednéine tangenti na hiperbolwd— 25y? = 225 iz tatke (—6, —1).

Tangenta na centralnu hiperbolésasimptote hiperbole udkamaA i B. Dokazati
da proizvodd(O, A) - d(O, B) ne zavisi od izbora tangente.

Neka jeA tacka na hiperboli i neka sB i Q podnoZja normala iA na asimptote
hiperbole. Dokazati da proizvat{A, P) - d(A, Q) ne zavisi od izbora ke A,

Posmatrajmo hiperbotije asimptote su ortogonalne. Prava koja prolazi kroz $oku
F ove hiperbole i paralelna je jednoj asimptot€eehiperbolu u t&ki G. Odrediti
d(F,G).

Prava kroz dve proizvoljnedke Q i R na hiperboli sée asimptote te hiperbole u
tatkamaP i S. Pokazati da se srediSta diRS i [QR poklapaju. Zaklj@iti odatle

daje[PQ = [RS.
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65. Geometrijsko mesto centra kruga koji dodiruje dva datek; i ky je hiperbola
Ciji fokusi su centri krugové; i ky. Dokazati.

66. N&i geometrijsko mesto centra kruga koji koordinatne os& g duzima kon-
stantne duzine& odnosno, B.

X2 2

Yy

2k B2tk

(a) sve kriveE (k) imaju iste fokuse;

(b) ako jea® = 4ib? = 1, kroz ta&ku (2,1) prolaze t&no dve krive oblikéE (k):
jedna od njih je hiperbola, a druga elipsa;

(c) krive iz (b) su ortogonalne (Sto zia po definiciji, da su njihove tangente u
svakoj t&ki preseka ortogonalne).

68. Date su tékeA(3,0) i B(—3,0).
(a) Odrediti geometrijsko mestotakaP sa osobinon¥ ABP= 2/PAB.
(b) Pokazati kako se, ako nam je unapred data kri@jzmoZze konstruktivho
reSiti problem trisekcije ugla.

67. Neka jeE (k) kriva opisana jedridnom = 1. Dokazati sledee:

Parabola.

69. Za svaku od sle@éh parabola odrediti koordinate temena i fokusa:
(a) y2—2y—3x—2=0;

(b )x2+4x 4y=0;

(c) X2 — 4x+3y+1=0;

(d) 3x2 6x—y=0;

(e) 8y —16y+x+6=0;

() y>+y+x=0.

70. Odrediti jednéinu parbole ako su dati jedGiaa direktrise i fokus:
(@)l :x—4=0,F(6,-2);
(b) I :y+3=0,F(0,0);
(c)1:2x+5=0,F(0,-1);
(d)1:x=0,F(2,-3);
(e)3y—1=0,F(—2,1);
(f) x—2a=0,F(a,b).
71. N&i JednaV:inu parabole ako su dati njeno teé fokusF:
a) T(=3,2), F(=3,5);
) T(=3,5), F(=3,2);
) T(2, ) F(-15);
) T(=1,5),F(2,5).

72. Ni jedn&inu parabole:
(a) Cija osa je paraleln&osi, a koja sadrzi slede t&ke: (1,0), (5,4), (10,—6);
(b) Cija osa je paralelng-o0si, a koja sadrzi slede ta&ke: (0,0), (—2,1), (6,9).

(
(b
(c
(d

73. Odrediti jednéinu paraboleija osa je paralelna-osi i koja sadrZi nekolinearne
taCke P1(x1,Y1), Po(X2,¥2) i P3(X3,y3). (Uputstvo: Jedrinu potraZziti u obliku de-
terminante.)

74. Odrediti jednéine tangenti na parabold = 8x iz tacke:

(a) (_25 3);
(b) (=2,0);
(c) (=6,0);
(d) (8,8).
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75. Odrediti jednéinu tangente na paraboyé = 3x koja sa pozitivnim smerom-ose
zaklapa ugao od:
(a) 30°;
(b) 45°.

76. Odrediti tangente na parabgfii= 4px iz tatke (—p,0).

77. Dokazati da su tangente na parabglu= 4px iz bilo koje tatke njene direktrise
ortogonalne.

78. Odrediti geometrijsko mesto centara krugova koji prekeroz t&ku (0, 2) i dodiruju
pravuy = 0.

79. Odrediti geometrijsko mesto centara krugova koji dgdipravux = 0 i krug (x—
3)2+y2=1.

80. Neka swai b ortogonalne prave koje se seku u temenu parabole, i nekaBulruge
taCke preseka ovih pravih sa parabolom. Dokazati da[8&f se&e osu parabole u
tacki koja ne zavisi od izbora ortogonalnih prawt b.

81. Pod kojim uglom se seku parabgfe= 4pxi x? = 4py? (Uputstvo: Ugao pod kojim
se seku dve krive je ugao koga zaklapaju tangente na te drewkteki preseka.)

Razno.

82. Neka jeF jedan fokus elipse&’. Dokazati da postoje prava realan brojr takvi da
o L , . _d(X,F
za proizvoljnu t&ku X ravni vaZzi sledée: X € & ako i samo ako j% =r.
(Napomena: pravhje ortogonalna na pravu koja sadrzicuepoluosu elivpse. Ova
prava se zovdirektrisaelipse koja odgovara fokusu Kako elipsa ima dva fokusa,
svaki od njih ima svoju direktrisu.)

83. Neka jeF jedan fokus hiperbolg?’. Dokazati da postoje pravarealan broj takvi
X,F
da za proizvoljnu téku X ravni vazi sledée: X € 7 ako i samo akoj% =T.
(Napomena: pravhje ortogonalna na pravu koja sadrzi realnu pquoéu hipetbol

Ova prava se zowirektrisahiperbole koja odgovara fokusu Kako hiperbolaima
dva fokusa, svaki od njih ima svoju direktrisu.)

84. Neka je€ uspravan kruzni cilindar (dakle, beska@ma povrs kojlline sve téke
prostoraCija ortogonalna projekcija pada na unapred datu kruznjw)inneka je
o ravan koja sée cilindar® ali tako da se u preseku ne dobija ni prava ni krug.
Dokazati da se tada se u preseku ravmicilindra ¢ dobija elipsa.

85. Posmatrajmo hiperbolu koja prolazi kroz koordinatrigtak iciji fokusi su u t&-
kamaP(p,0) i Q(q,0), pri cemu jeq < 0 < p. Ako fokusP fiksiramo, a fokuxQ
pustimo da tezi ka-o, hiperbolate konvergirati ka parabaiiji fokus je tatka P.
Dokazati.
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