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Glava 1

Sortiranje i pretraživanje

Ovu glavu ćemo posvetiti naprednim programerskim tehnikama: sortiranju
niza brojeva i traženju elementa niza. Pre toga, me-dutim, moramo da naučimo
kako da prenesemo niz kao argument procedure ili funkcije.

1.1 Sortiranje

Postupak kojim se dati niz brojeva ure-duje u neopadajúci ili nerastúci poredak,
recimo ovako:

7, 2, 9, 2, 9, 1, 3,−1−→ −1, 1, 2, 2, 3, 7, 9, 9

se zovesortiranje. Postupci za sortiranje se po brzini dele u dve velike grupe

• inferiorni (koji su uglavnom spori), i

• superiorni(koji su uglavnom znatno brži).

Inferiorni postupci se zasnivaju na jednostavnim idejama ilako se implementiraju.
Superiorni postupci su mnogo komplikovaniji. U ovom odeljku ćemo videti neko-
liko standardnih inferiornih postupaka za sortiranje (dvasuperiorna postupkácemo
videti naredne godine). U narednim procedurama pretpostavljamo da je

const

MaxEl = 1000;

type

Niz = array [1 .. MaxEl] of integer;
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2 GLAVA 1. SORTIRANJE I PRETRAŽIVANJE

Selection sort. Selection sortradi ovako: na-de se najmanji element u segmentu
a[1 .. n] i on se razmeni sa prvim elementom niza. Potom se na-de najmanji
element u segmentua[2 .. n] i on razmeni mesto sa drugim elementom niza, i
tako do kraja. Uz gornje deklaracije, procedura koja sortira segmenta[1 .. n]

nizaa izgleda ovako:

procedure Swap(var a : Niz; p, q : integer);

var

pom : integer;

begin

pom := a[p]; a[p] := a[q]; a[q] := pom

end;

procedure SelectionSort(var a : Niz; n : integer);

var

min, i, j : integer;

begin

for i := 1 to n ­ 1 do

begin

{ trazenje minimuma u segmentu a[i .. n] }

min := i;

for j := i + 1 to n do

if a[j] < a[min] then min := j;

Swap(a, i, min)

end

end;

Bubble sort. Bubble (engl. mehurǐcasti) sort razmenjuje mesta susednim ele-
mentima niza koji stoje u pogrešnom redosledu, sve dok se ne postigne da za svaki
par susednih elemenata važi da je prvi manji ili jednak sa drugim. Tada je i ceo
niz sortiran (a[1] <= a[2] i a[2] <= a[3] i a[3] <= a[4], itd). Bubble sort
je dobio takvo ime zato što kada radimo sortiranje u nerastućem poretku, najmanji
elementi odmah isplivavaju na površinu, poput mehurića.

procedure BubbleSort(var a : Niz; n : integer);

var

kraj : boolean;

i : integer;

begin

repeat

kraj := true;

for i := 1 to n ­ 1 do

if a[i] > a[i+1] then
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begin

kraj := false;

Swap(a, i, i+1)

end

until kraj;

end;

Insertion sort. Insertion sort(= sortiranje sa umetanjem) radi ovako: pretpo-
stavimo da smo véc sortirali segmenta[1 .. s]; elementa[s+1] umécemo na
odgovarajúce mesto u segmenta[1 .. s]. Vrednosta[s+1] se prepiše u po-
moćnu promenljivupom, onda se elementi segmentaa[1 .. s] počev od kraja
pomeraju jedno mesto udesno dok se ne napravi praznina na pravom mestu, gde se
potom ubaci vrednost iz promenljivepom.

procedure InsertionSort(var a : Niz; n : integer);

var

i, j, pom : integer;

kraj : boolean;

begin

for i := 2 to n do

if a[i­1] > a[i] then

begin

{ umetni a[i] u segment a[1 .. i­1] }

pom := a[i];

j := i;

repeat

a[j] := a[j­1];

j := j ­ 1;

if j > 1 then

kraj := a[j­1] <= pom

else

kraj := true

until kraj;

a[j] := pom

end

end;

Pogledajmo proces umetanja na jednom primeru. Neka je tokomsortiranja polazni
niz stigao do oblika

i
↓

a: 1 3 5 7 4 2 0
sortirani deo
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4 GLAVA 1. SORTIRANJE I PRETRAŽIVANJE

Kako je a[i] manji od svog prethodnika, potrebno je umetnuti ga na odgovara-
juće mesto u nizu. Prvi korak se sastoji u tome da se vrednost iza[i] prebaci u
pomócnu promenljivupom:

j
↓

a: 1 3 5 7 2 0
sortirani deo

pom: 4

Potom se pravi mesto za vrednost izpom tako što se sadržaji kućica iz sortiranog
dela premeštaju jedna po jedna udesno, dok se praznina ne pojavi na pravom mestu.

j
↓

wiggle a: 1 3 5 7 2 0
sortirani deo

pom: 4

j
↓

wiggle a: 1 3 5 7 2 0
sortirani deo

pom: 4

Na kraju se vrednost izpom prepiše ua[j] i time je sortirani deo niza uvećan za
jednu kúcicu:

j
↓

a: 1 3 4 5 7 2 0
sortirani deo

pom:
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Zadaci.
1.1. Na takmǐcenju iz rǎcunarstva je ǔcestvovalon takmǐcara koji su rešavali

4 zadatka. Napisati Paskal program koji od korisnika učitava brojn, po-
tom za svakog takmičara ǔcitava 4 broja – rezultate po zadacima, a potom
odre-duje i štampa rang listu poena. Rezultati za jednog takmičara se unose
u jednoj liniji razdvojemi jednim razmakom. Na primer,

Broj takmicara ­> 4
Takmicar 1 ­> 10 10 30 50
Takmicar 2 ­> 0 0 0 0
Takmicar 3 ­> 50 50 50 50
Takmicar 4 ­> 0 50 0 10

Rang lista poena:

Takmicar 3: 200

Takmicar 1: 100

Takmicar 4: 60

Takmicar 2: 0

1.2. Na raspolaganju imamok1 novčanica u vrednosti oda1 dinara,k2 novča-
nica u vrednosti oda2 dinara, . . . ,kN novčanica u vrednosti odaN dinara.

a1

k1

a2

k2

aN

kN

· · ·

Napisati Paskal program koji od korisnika učitavaN, 16 N 6 100, potom
parove(k1,a1), . . . ,(kN,aN) i na kraju pozitivan ceo brojmkoji predstavlja
količinu novca, a onda “isplaćuje” korisniku iznos odm dinara koristéci
najmanji mogúci broj nov̌canica.

Ukoliko to nije mogúce, isplati korisniku najbolje što može, i obavesti ga
o iznosu koji preostaje.

1.3. Napisati Paskal program koji od korisnika učitava paran ceo brojn, potom
n po parovima razlǐcitih realnih brojevax1, . . . , xn i odre-duje i štampa
realan brojy sa osobinom da je tačno polovina ǔcitanih brojeva strogo
manja ody (što onda znǎci da je druga polovina ǔcitanih brojeva strogo
veća ody). Na primer, zan= 10 i za brojeve

1.5 3.7 2.25 9.81 3.1415 ­0.26 2.9 8.11 10.12 ­5.41

jedna mogucnost zay je y = 3.02075 zato što je tǎcno pet od navedenih
deset brojeva strogo manje ody, a preostalih pet je strogo veće ody.
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1.4. Testerasti sortje proces kojim se niz brojeva ure-duje na sledéci nǎcin: na
prvo mesto niza se dovede najveći element niza, na drugo najmanji od
preostalih elementa, na treće najvéci od preostalih elementa, nǎcetvrto
najmanji od onih elemenata niza koji su ostali, i tako dalje.Na primer,
testerastim sortiranjem se od niza

4, −1, 15, −40, 22, −10

dobija niz
22, −40, 15, −10, 4, −1.

Napisati Paskal program koji testerasto sortira niz brojeva.

1.5. Napisati Paskal program koji od korisnika učitava cele brojeven i k, 16

k 6 n 6 1000, potom ǔcitava n realnih brojeva za koje znamo da su svi
različiti i odre-duje i štampa onaj od tih brojeva koji jek-ti po veličini.

1.6. Napisati Paskal program koji od korisnika učitava nekoliko realnih brojeva
(ne više od 2000) me-du kojima može biti i istih, i odre-duje i štampa koliko
se puta koji broj pojavio. Na primer, za niz brojeva

1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 2

program ispisuje:

Broj 1 se pojavio 4 puta.

Broj 2 se pojavio 3 puta.

Broj 3 se pojavio 1 puta.

1.7. Rang liste najboljih američkih i evropskih atletǐcara date su nizovima
a[1 .. n] i e[1 .. m]. To znǎci da su navedeni segmenti sortirani u
nerastúcem poretku. Napisati program kojim sebez ponovnog sortiranja
formira zajednǐcka rang listas[1 .. n+m]. (Uputstvo: prisetiti se meša-
nja karata!)

1.8. Napisati program koji ǔcitava imena i prezimena učenika jednog odeljenja
za zatim ih sortira po prezimenima. Ime i prezime učenika se unosi kao
string u kome su ime i prezime odvojeni jednim razmakom. Na primer,
’Petar Petrovic’.

1.9. (Statistǐcko razbijanje šifri) Sifrovana poruka se sastoji od niza velikih
slova i praznina, bez znakova interpunkcije ili nekih drugih znakova. Je-
dan od metoda za dešifrovanje takvih poruka se sastoji u tomeda se odrede
frekvencije slova u poruci i da se uporede sa frekvencijama koje su stan-
dardne za jezik na kome je napisana poruka. Tada najfrekventnije slovo
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1.1. SORTIRANJE 7

u datoteci najverovatnije odgovara najfrekventnijem slovu u jeziku, i tako
dalje.

U datotecifrekv.txt nalaze se frekvencije pojedinih slova karakteri-
stične za neki jezik. Napisati Paskal program koji učitava datotekuporuka.txt
u kojoj se nalazi šifrovana poruka, odre-duje frekvencije slova iz poruke, i
na osnovu tog niza frekvencija i niza frekvencija iz datoteke frekv.txt

predlaže kljǔc za dešifrovanje poruke.

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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1.2 Pretraživanje

Problem pretraživanja se sastoji u sledećem. Dat je niza[1 .. n] i dat je broj
b. Náci indeksk takav da jea[k] = b, a ukoliko takvok ne postoji, vratiti 0 kao
rezultat. Naivno rešenje ovog problema je veoma jednostavno:

function Nadji(a : Niz; n, b : integer) : integer;

var

i : integer;

nasao : boolean;

begin

nasao := false; i := 1;

while not nasao and (i <= n) do

if a[i] = b then

nasao := true

else

i := i + 1;

if nasao then Nadji := i

else Nadji := 0

end;

Postoji jedna vesela dosetka koja omogućuje da se prethodni program znatno
pojednostavi. Osnovni razlog što je prethodno rešenje relativno komplikovano je
taj što mi zapravo ne znamo da li se element nlazi u nizu ili ne.Ako bismo bili si-
gurni da se trazeni element nalazi u nizu, while-petlja bi bila mnogo jednostavnija.

Dosetka kojúcemo opisati se zovepretrazivanje sa graničnikom, tehnika an-dela
čuvara ili engleski sentinel, a sastoji se u tome da se na pozicijun+ 1 postavi
element koga tražimo. Tako indeks ne može da “spadne sa niza”zato što se pre-
traživanje uvek srécno završi. Ako se završilo sa pozicijomn+ 1, onda znǎci da
u polaznom nizu traženi element ne postoji. Odgovarajuća funkcija sada izgleda
ovako:

function NadjiSent(a : Niz; n, b : integer) : integer;

var

i : integer;

begin

a[n+1] := b;

i := 1;

while a[i] <> b do i := i + 1;

if i <= n then NadjiSent := i

else NadjiSent := 0

end;

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana



1.2. PRETRAŽIVANJE 9

Ukoliko je polazni niza sortiran, odgovarajúci element se može naći mnogo
bržekoristéci ideju koja se zove binarno pretraživanje (engl. binary search).

Ideja binarnog pretraživanja je tako-de jednostavna. Posmatramo srednji ele-
ment niza, ako je on manji od elementa koga tražimo, pretraživanje treba nastaviti
u desnoj polovini. Ako je véci, pretraživanje se nastavlja u levoj polovini. U oba
slučaja , pretraživanje se nastavlja na isti način: ponovo se posmatra srednji ele-
ment i na osnovu njegovog odnosa prema elementu koga tražimopretraživanje se
nastavlja u levoj ili desnoǰcetvrtini.

function BinSearch(a : Niz; n, b : integer) : integer;

var

i, j, k : integer;

nasao : boolean;

begin

nasao := false;

i := 1;

k := n;

while (k ­ i > 1) and not nasao do

begin

j := (i + k) div 2;

if b <= a[j] then k := j

else i := j;

nasao := b = a[j]

end;

if nasao then BinSearch := j

else if b = a[i] then BinSearch := i

else if b = a[k] then BinSearch := k

else BinSearch := 0

end;

Pogledajmo jedan primer. Pretpostavimo da u sortiranom nizu 1, 5, 7, 12, 13, 42,
66, 69, 75, 101 treba naći poziciju elementa 42.

Na pǒcetku jei = 1 i k= n= 10.
i
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Potom stavimoj =
⌊

i+k
2

⌋

= 5
i poredimo element na pozicijij sa
brojem koji se traži.

i
↓

j
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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Kako je 13< 42, pretraživa-
nje se nastavlja u desnom delu niza
tako što se izvrši naredbai := j.

i
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Ponovo posmatramo srednji
element j =

⌊

i+k
2

⌋

= 7 i poredimo
element na poziciji j sa brojem
koji se traži.

i
↓

j
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Kako je 66> 42, pretraživanje
se nastavlja u levom delu podniza
tako što se izvrši naredbak := j.

i
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Ovaj put, srednji element je
j =

⌊

i+k
2

⌋

= 6. Kako je element na
poziciji j jednak 42, pretraživanje
se završava.

i
↓

j
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Pogledajmo sada malo drugačiji primer. Recimo da smo u istom nizu tražili
broj 43.

Kao i gore, u nekoliko koraka
došli bismo do pozicije prikazane
desno.

i
↓

j
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Zbog 42< 43 pretraživanje
se nastavilja u desnom otsečku,
što znǎci da se izvršava naredba
i := j.

i
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

Me-dutim,k− i = 1, pa se petlja
završava. Sada “if” nakon petlje
utvrdi da nijedan od brojeva na po-
zicijama i, k nije jednak traženom
broju, pa funkcija vráca 0.

i
↓

k
↓

1 5 7 12 13 42 66 69 75 101

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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1.3 Traženje podstringa u stringu

Poseban oblik pretraživanja predstavlja traženje podstringa u datom stringu.
Kao što smo videli, postoji ugra-dena funkcijapos koja obavlja taj posao. Pogle-
dajmo sada ona radi. Napisaćemo funkcijuFind koja vráca 0 akos nije podstring
stringat, a ako jes podstring stringat onda vráca poziciju na kojoj ses prvi put
javlja kao podstring stringat. Na primer,

Find(’pera’, ’mika’) = 0

Find(’ma’, ’sa mamama’) = 4.

function Find(s, t : string) : integer;

{ pretpostavljamo da su s i t neprazni }

var

i, j : integer;

begin

i := 1; j := 1;

repeat

if t[i] = s[j] then

begin

i := i + 1; j := j + 1

end

else

begin

i := i ­ j + 2; j := 1

end

until (j > length(s)) or (i > length(t));

if j > length(s) then

Find := i ­ length(s)

else

Find := 0

end;

Indeksi šeta duž stringat, a indeksj duž stringas. Sve dok se odgovarajući
karakteri poklapaju, indeksi simultano napreduju za po jednu kúcicu:

a b c X a b c

ca b ca b X ca bY Zt:

s:

i
↓

↑
j

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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a b c X a b c

ca b ca b X ca bY Zt:

s:

i
↓

↑
j

a b c X a b c

ca b ca b X ca bY Zt:

s:

i
↓

↑
j

a b c X a b c

ca b ca b X ca bY Zt:

s:

i
↓

↑
j

Kada prvi put nai-demo na situaciju da jet[i] 6= s[j] indeksj oborimo na 1, a
indeksi postavimo na novu pǒcetnu vrednost koja je za jedan veća od prethodne
početne vrednosti:

a b c X a b c

ca b ca b X ca bY Zt:

s:

i
↓

↑
j

Zadaci.
1.10. Napisati funkciju

function NadjiOd(a : Niz; n, m, b : integer) : integer;

koja u segmentua[m .. n] nizaa nalazi prvo pojavljivanje brojab. Funk-
cija kao rezultat vráca0 ako se brojb ne nalazi u navedenom segmentu.

1.11. Napisati proceduru

procedure NadjiSVE(a : Niz; n, b : integer; var p : Niz;

var m : integer);

koja u segmentua[1 .. n] nizaa nalazi sva pojavljivanja brojab. Pro-
cedura kao rezultat vraća nizp pozicija na kojima se nalazi brojb, dok m
sadrži broj pojavljivanja borajb u segmentua[1 .. n].

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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1.12. Napisati funkciju koja odre-duje broj pojavljivanja stringas u stringut.

1.13. Morzeov k̄od izgleda ovako:

A ·− H · · · · O −−− U · ·−
B −· · · I · · P ·−−· V · · ·−
C −·−· J ·−−− Q −−·− W ·−−
D −· · K −·− R ·− · X −· ·−
E · L ·− · · S · · · Y −·−−
F · ·−· M −− T − Z −−··
G −−· N −·

U tekstualnoj datoteciporuka.txt nalazi se poruka kodirana Morzeo-
vim kodom. Izme-du kodova dva uzastopna slova u poruci nalazi se tačno
jedna praznina, a izme-du kodova dve uzastopne reči nalaze se tǎcno dve
praznine. Napisati Paskal program kojičita kodiranu poruku iz datoteke,
dekodira je i originalnu poruku prikazuje na ekranu.

‡1.14. Programi koji se zovuspell-checkeri imaju zadatak da u tekstu prona-du
reči koje su možda pogrešno napisane. Ovi programi rade tako što svaku
reč iz teksta koji se proverava potraže u rečniku, što je unapred pripremljen
spisak svih korektno zapisanih reči kojih je sistem svestan. Ako se reč ne
nalazi u rěcniku, sistem je na neki način oznǎci kao pogrešno napisanu reč.

Napisati Paskal program koji proverava da li su sve reči u datoj tekstualnoj
datoteci korektno napisane. Pretpostavljamo da tekstualna datoteka sadrži
tekst na engleskom jeziku. Za ovaj zadatakće vam trebati rěcnik korektno
zapisanih engleskih reči, što se može pronaći na Internetu. Program prvo
treba da ǔcita ceo rěcnik u jedan veliki niz u memoriji, i onda treba svaku
reč iz tekstualne datoteke koja se proverava da potraži u rečniku. Ako rěc
ne postoji u rěcniku treba je ispisati na ekran. Obzirom da se očekuje da
će rěcnik sadržati veliki broj rěci, preporǔcljivo je implementirati binarno
pretraživanje.

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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1.4 Quicksearch algoritam

Proces traženja podstringa unutar drugog (znatno dužeg) stringa je izuzetno
znǎcajan posao koji se može sresti kako u programima za obradu teksta (word pro-
cessors), tako u algoritmima koji se koriste u istraživanjima kao što je nalaženje
odre-denih segmenata DNK sekvence. Me-dutim, naivno rešenje koje smo videli
u prethodnom poglavljǔcesto nije dovoljno efikasno za realne primene. Problem
je u tome što pri prelasku na naredni pokušaj naivni algoritam zaboravi sve što je
saznao o karakterima stringas dok je proveravao da li se poklapaju sa odgova-
rajućim delom stringoat. Napredni algoritmi za traženje stringa koriste dodatne
informacije kako bi preskǒcili pokušaje za koje se unapred može zaključiti da će
biti neuspešni. Na taj način se povécava efikasnost algoritma, ali se zato dobijaju
algoritmi koji su složeniji i koji pre nego što počnu da traže podstring unutar datog
stringa moraju da potroše neko vreme na fazu preprocesiranja u kojoj se analizira
struktura stringas. U ovoj glavi ćemo razmotritiQuicksearchalgoritam,1 što je
jedan od najefikasnijih algoritama za traženje podstringa unutar stringa.

Pogledajmo, prvo, na jednom primeru kako radi naivno rešenje dato funkcijom
Find na kraju prethodnog poglavlja. Recimo da tražimo strings = ’problem’

unutar stringat = ’programi za resavanje svih problema’.

Prva tri karaktera stringas se poklapaju sa odgovarajućim karakterima stringa
t, a neslaganje se javlja na poziciji 4 stringas.

programi za resavanje svih problema

problem

↑
Pomerimo strings jedno mesto u desno i pokušamo ponovo. Do neslaganja dolazi
već na prvoj poziciji stringas.

programi za resavanje svih problema

problem

↑
Pomerimo strings jedno mesto u desno i pokušamo ponovo. Do neslaganja opet
dolazi na prvoj poziciji stringas.

programi za resavanje svih problema

problem

↑

1D. M. Sunday,A very fast substring search algorithm, Communications of the Association for
Computing Machinery, Vol. 33, No. 8, 132–142, August 1990; ovaj algoritam sěcesto može sresti i
pod imenomSyndayalgoritam
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1.4. QUICKSEARCH ALGORITAM 15

Neuspesi se re-daju jedan za drugim, a do uspešne situacije

programi za resavanje svih problema

problem

stižemo tek u 28. pokušaju.

Ako pažljivo pogledamo ovaj proces možemo lako da primetimoda su neki
pokušaji u startu bili osu-deni na propast. Na primer, kada prvi pokušaj

programi za resavanje svih problema

problem

↑
nije uspeo, odmah je bilo jasno da ni drugi pokušaj neće uspeti, zato štóce se
pomeranjem za jedno mesto poslednji karakter stringas, a to je’m’, poklopiti u
stringut sa karakterom’i’:

↓
programi za resavanje svih problema

problem

↑

Štaviše, pošto se karakter’i’ ne javlja nigde u stringus, kao drugi korak smo
slobodno mogli da uzmemo situaciju u kojoj smo strings “gurnuli” iza pozicije
sudbonosnog karaktera’i’:

↓
programi za resavanje svih problema

problem

Ovo je osnovna ideja Quicksearch algoritma!Uz još nekoliko dodatnih ideja Qu-
icksearch algoritam radi na sledeći nǎcin.

Quicksearch algoritam:

(1) Proverimo da li se strings u tekúcoj poziciji poklapa sa odgovarajućim de-
lom strigat.

(2) Ako to nije slǔcaj, uǒcimo onaj karakter stringat koji se nalaziodmah iza
poslednjeg karaktera stringas na tekúcoj poziciji. Neka je to karakterc.

(3) Ako se karakterc ne javlja nigde u stringus, pomerimo strings u desno za
m+1 mesta, gde jem dužina stringas. Tako smo “preskǒcili” karakter c i
time postigli da se prvi karakter u stringus poravna sa karakterom stringat
koji se nalazi odmah izac.
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16 GLAVA 1. SORTIRANJE I PRETRAŽIVANJE

(4) Ako se karakterc javlja u stringus, pomerimo strings u desno tako da se
najdesnije pojavljivanje karakterac u stringus poravna sa karakteromc u
stringut.

Primer. Neka jet = ’oprobana torta od banana’ i s = ’banana’.

oprobana torta od banana

banana

Pošto se strings u tekúcoj poziciji ne poklapa sa odgovarajućim delom stringat i
pošto se u stringut iza poslednjeg karaktera stringas nalazi slovo’n’:

↓
oprobana torta od banana

banana

vidimo da je nastao slǔcaj (4), pa pomerimo strings za dva mesta u desno tako da
se najdesnija pojava slova’n’ u stringus poklopi sa uǒcenom pojavom slova’n’
u stringut.

oprobana torta od banana

banana

I dalje strings ne odgovara odgovarajućem delu stringat. Ovaj put se u stringut
iza poslednjeg karaktera stringas nalazi praznina:

↓
oprobana torta od banana

banana

Kako strings ne sadrži prazninu, vidimo da je nastao slučaj (3) pa pomeramo string
s odmah za sedam mesta u desno, tako da se prvo slovo stringas na novoj poziciji
poravna sa prvim slovom stringat odmah iza uǒcene praznine:

↓
oprobana torta od banana

banana

I dalje nema poklapanja, i pri tome se slovo’o’ ne nalazi u stringus, pa strings
ponovo pomeramo za sedam mesta u desno (slučaj (3)):

↓
oprobana torta od banana

banana
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U sledécem koraku opet imamo situaciju (4) pa strings pomeramo dva mesta u
desno:

oprobana torta od banana

banana

i time algoritam uspešno završava rad.

Implementacija Quicksearch algoritma. Iz prethodnog primera se vidi i kako
se rǎcuna pomeraj stringas u zavisnosti od toga koje slovo se nalazi u stringut

neposredno iza tekuće pozicije stringas. Neka jem dužina stringas i neka jec
onaj karakter stringat koji se nalazi odmah iza poslednjeg karaktera stringas na
tekúcoj poziciji.

• Ako sec ne pojavljuje us, stavimopomeraj[c] := m+1.

• Ako sec pojavljuje us, stavimopomeraj[c] := m−k+1, gde jek pozi-
cija najdesnijeg pojavljivanja slovac u stringus.

Primer. Neka jes = ’banana’. Tada jem= 6, a vrednosti pomeraja su date u
sledécoj tabeli:

c ’a’ ’b’ ’n’ ostala slova
k 6 1 5 nije definisano

pomeraj 1 6 2 7= m+1

Naravno, prilikom traženja stringas u stringut nécemo fizǐcki pomerati string
s kako bismo ga preklopili sa odgovarajućim stringat već “pomeranje”, kao i
kod funkcijeFind iz prethodnog poglavlja, realizujemo promenom vrednosti dva
indeksa od kojih jedan ide po stringus, a drugi po stringut. Konǎcno, evo i
procedure koja implementira algoritam:

function QuickSearch(s, t : string) : integer;

{ pretpostavljamo da su s i t neprazni }

var

i, j, k : integer;

pomeraj : array[char] of integer;

begin

for k := 0 to 255 do pomeraj[chr(k)] := length(s) + 1;

for k := 1 to length(s) do pomeraj[s[k]] := length(s) ­ k + 1;
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18 GLAVA 1. SORTIRANJE I PRETRAŽIVANJE

i := 1; j := 1;

repeat

if t[i] = s[j] then

begin

i := i + 1; j := j + 1

end

else

begin

i := i ­ j + 1 + pomeraj[t[i ­ j + 1 + length(s)]]; j := 1

end

until (j > length(s)) or (i > length(t));

if j > length(s) then

QuickSearch := i ­ length(s)

else

QuickSearch := 0

end;
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Glava 2

Skupovi

U ovom poglavlju se srécemo sa dve novom strukturom podataka: sa skupo-
vima. Skupovi predstavljaju modele konačnih skupova elemenata istog nabrojivog
tipa.

2.1 Skupovi

Programski jezik Pascal podržava tip podatakaset koji predstavlja model ko-
nǎcnog skupa. Iz razloga kojécemo objasniti nešto kasnije elementi skupa u pro-
gramskom jeziku Pascal mogu biti elementi nekog prostog tipa kao što jeinteger,
Boolean i char, ali to ne sme bititip real. Promenljiva skupovnog tipa se dekla-
riše na jedan od ova dva načina:

var

s : set of 〈prost-tip〉;
t : set of 〈konstantna-vrednost〉 .. 〈konstantna-vrednost〉;

Primer. Uz deklaracije pored na
snazi, slementi skupovaa i b mogu
biti samo celi brojevi izme-du 0 i
99, elementi skupaBlanks mogu

var

a, b : set of 0..99;

c : set of integer;

Blanks : set of char;

biti proizvoljni karakteri, dok jec skup čiji elementi mogu biti proizvoljni celi
brojevi.

Konstantne vrednosti skupovnog tipa se pišu tako što se izme-du uglastih za-
grada navedu elementi skupa. Tako, uz deklaracije iz prethodnog primera na snazi
sledéce naredbe dodele su korektne:

a := [1, 3, 5, 9]; b := [0, 1, 20..50, 90]; c := [­10 .. 10];

Blanks := [chr(9), chr(10), chr(13), ’ ’];

19



20 GLAVA 2. SKUPOVI

Naredboma := [] se skupovnoj promenljivoja dodeljuje prazan skup.

Programski jezik Pascal poznaje sledeće operacije sa promenljivim skupovnog
tipa:

Operacija Znǎcenje (rezultat je uvek skup)
s + t unija skupova
s * t presek skupova
s ­ t razlika skupova

kao i sledéce operatore pore-denja:

Operacija Znǎcenje (rezultat je uvek tipa Boolean)
s = t skupovi su jednaki
s <> t skupovi su razlǐciti
s < t s je strogi podskup odt
s <= t s je podskup odt
s > t s je strogi nadskup odt
s >= t s je nadskup odt
el in s el je element skupas

Na primer:

Izraz Znǎcenje
s <= t1 * t2 skups je podskup i skupat1 i skupat2
c in Blanks znakc je element skupaBlanks

U memoriji rǎcunara skup je predstavljen svojom karakterističnom funkcijom,
dakle, kao niz bitova. Na primer, ako je

var

a : set of 0..15;

za promenljivua biće rezervisano 16 bitova i nakon dodelea := [0..3, 12, 15]

stanje memorije dodeljene promenljivoja će izgledati ovako:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
a: 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

Operacije na skupovima se sada lako realizuju kao logičke operacije bit-po-bit:
unija skupova logǐcko “or” (bit-po-bit), presek skupova je logičko “and” (bit-po-
bit), itd.
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2.1. SKUPOVI 21

Ako želimo da napišemo proceduru ili funkciju koja prima skup kao argument,
moramo prvo formirati odgovarajući imenovani tip. Na primer deklaracija

type

SmallInts = set of 0 .. 255;

uvodi novi tip koji se zoveSmallInts i koji predstavlja skup̌ciji elementi mogu
biti celi brojevi iz intervala 0, . . . , 255. Funkcija koja utvr -duje broj elemenata
ovakvog skupa sada može biti deklarisana recimo ovako:

function Card(S : SmallInts) : integer;

Za kraj napomenimo još samo to da funkcijane možeda vrati skup kao svoj
rezultat.

Primer. Napisati proceduru koja
ispisuje sve elemente skupa tipa
SmallInts.

procedure WrSet(s : SmallInts);

var

i : integer;

begin

for i := 0 to 255 do

if i in s then

write(i : 4);

writeln

end;

Kviz.

1. Oznǎciti korektne deklaracije:

� var a : string;

� var d : string [1..80] of char;

� var e : set of integer;

� var f : set of string;

� var g : set of char;

� var h : set [1..10] of char;

� var i : set of ’a’..’z’;

� var j : set of [’$’, ’#’, ’?’];

� var l : set of real;

� var m : set [1..10] of real;

� var n : set of 0..99;

� var o : set of 0,1,3,7,12;

� var p : set of (0,1,3,7,12);

� var q : set of [0,1,3,7,12];

� var r : set of [0..99];

� var s : set [­1..3] of [0..99];
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2. Uz sledéce deklaracije:

var

s, t : string;

a, b : set of 0..99;

c : char;

ok : Boolean;

oznǎciti korektne naredbe dodele:

� s := ’Zdravo’;

� s := "Zdravo";

� t := ’’;

� s[3] := ’!’;

� s := s + t + c;

� t := s ­ c;

� c := ’Proba’;

� s := ’a’;

� s[4] := ’’;

� c := ’’’’;

� a := [];

� a := {};

� b := a + 3;

� b := a + [3];

� a := [1,1,2,2,2,3,3];

� b := [0,1..5,90..99];

� b := (b + a) * (b ­ a);

� ok := 1 in b;

� ok := a <= b;

� ok := 9 in (a + b);

3. Uz deklaracije

var

a, b : set of char;

s, t : string;

i nakon sledécih naredbi dodele:

a := [’!’, ’A’..’Z’]; s := ’barbara’;

b := [’a’..’z’, ’A’..’Z’]; t := ’bara’;
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izračunati vrednosti navedenih izraza:

a + b

s + t

a ­ b

a * b

’!’ in (a+b)­(a*b)

s[3] in (a+b)

t + t

a + a

s[3] in (a*b)

a + b = b + a

s + t = t + s

t < s

t >= s

a <= b

a >= b

(b * [’A’..’Z’]) <= a

t < s + t

t > t + t

a = a + a

s = t + t

Zadaci.
2.1. Napisati program koji ǔcitava string i utvr-duje koliko znakova tog stringa

pripada svakoj od sledećih kategorija znakova:

• slova:’a’..’z’ i ’A’..’Z’;

• praznine: tab, CR, LF, space;

• znaci interpunkcije:!, ?, ,, ., :, ;, ’, ";

• matematǐcki simboli: (, ), +, ­, *, /, =, , <, >, %;

• specijalni simboli:@, #, $, ^, &, _, [, ], {, }.
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2.2. Neka je data deklaracija

type

SmallInts = set of 0 .. 255;

Napisati funkcijufunction Card(S : SmallInts) : integer koja
utvr -duje broj elemenata datog skupa malih celih brojeva.

2.3. Neka je data deklaracija

type

Chars = set of ’a’ .. ’z’;

Napisati proceduruprocedure PrintChars(S : Chars) koja ispisuje
skup S tako što ispiše elemente skupaS u abecednom poretku, razdvo-
jene zarezima i sa zagradama{ i }. Na primer, nakon naredbe dodele
S := [’b’, ’a’, ’d’]; proceduraPrintChars(S : Chars) ispisuje
{a, b, d}.

2.4. Napisati program koji ǔcitava dva stringa i ispisuje sve znakove koji se
pojavljuju u jednom od njih, ali ne i u drugom.
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Slogovi i datoteke

Slog (engl.record) u programskom jeziku Pascal predstavlja način da se ne-
koliko podataka razlǐcitog tipa tretira kao jedna celina sa stanovišta programskog
jezika. Tako se, recimo, podaci o nekoj osobi kao što je ime, prezime, datum
ro -denja, adresa, pol i JMBG mogu spakovati u jedan “paket podataka”, umesto
da ih tretiramo kao šest nezavisnih promenljivih. Slogovi se mogu koristiti i za
modelovanje nekih tipova podataka koji nisu standardno podržani programskim
jezikom Pascal, kao što su kompleksni i racionalni brojevi.

U saradnji sa datotekama dolazimo do druge važne primene slogova, a to je
rad sa ogromnim količinama podataka za potrebe poslovnih primena. Datoteka je
proizvoljno dugǎcak niz podataka istog tipa koji se nalazi u spoljašnjoj memoriji.
Tip elemenata datoteke je najčeš́ce neki slog, dakle, heterogeni paket podataka koji
opisuje neki objekt (ili osobu).

3.1 Slogovi

U svakodnevnom programiranju sečesto javlja potreba da se nekoliko poda-
taka razlǐcitog tipa tretira kao jedna celina sa stanovišta programskog jezika. Me-
hanizam koji to obezbe-duje zove seslog, ili record u terminologiji programskog
jezika Pascal. Promenljiva tiparecord ima sledécu deklaraciju

var

a : record

〈ime11〉, . . ., 〈ime1k〉 : 〈tip1〉;
〈ime21〉, . . ., 〈ime2l 〉 : 〈tip2〉;

...
〈imen1〉, . . ., 〈imens〉 : 〈tipn〉

end;

25
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Na primer kompleksan broj je par realnih brojeva i zato je prirodno kompleksne
brojeve opisati kao slogove sa dva polja:

Deklaracija promenljive:

var

z : record

re : real;

im : real

end;

Memorija:

z:

re:

im:

Slog je jedna složena promenljiva koja u sebi sadrži “sitnije promenljive”. “Delovi
sloga” se zovupolja sloga. Poljima sloga se pristupa tako što se iza imena pro-
menljive navede tǎcka i onda ime polja

〈ime sloga〉.〈ime polja〉

Tako, ako želimo da postavimo vrednost promenljivez, to možemo ǔciniti ovako:

z.re := 11.5;

z.im := ­2.1;
z:

re: 11.5

im: ­2.1

Pošto polja sloga nisu nezavisne promenljive, imena polja sloga nisu vidljiva
izvan sloga!Zatoće sledéce naredbe

re := 3;

i
im := ­1;

uzrokovati grešku pri kompilaciji (naravno, ukoliko ne postoje promenljive koje su
tako deklarisane). Upravo zato što polja sloga ne postoje kao imena izvan sloga,
sledéce jedozvoljeno i sasvim korektno:

Deklaracija promenljivih:

var

z : record

re : real;

im : real

end;

re : char;

im : Boolean;

Memorija:

z:

re:

im:

re:

im:
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Veoma retkócemo promenljive deklarisati direktno kao slogove. Mnogo kori-
snije je prvo definisati novi tip, pa onda deklaristi promenljivu kao promenljivu tog
tipa:

type

Complex = record

re, im : real

end;

var

z : Complex;

Ne samo što se na taj način dobija jasniji program, véc možemo i direktno
dodeljivati promenljive istog tipa jednu drugoj:

var

w, z : Complex;

begin

...

w := z;

...

end.

Prenos struktura kao argumenata procedura i funkcija se pokorava istim pravi-
lima kao prenos nizova. Da bismo strukturu uneli u proceduruili funkciju kao njen
argument, ona mora biti imenovana. Strukture mogu biti prenete u potprogram po
referenci (var argumenti) ili po vrednosti (“obični” argumenti, bez var). U prvom
slučaju se promene na elementima strukture odslikavaju na strukturi koja je nave-
dena u pozivu potprograma, a u drugom slučaju ne zato štóce Pascal prevodilac
napraviti kopiju i nju preneti u potprogram. Za krajćemo istaknuti da

☞ Rezultat funkcijene može biti slog!

Ukoliko je rezultat rada potprograma neka struktura, ona semora vratiti kao
var argument procedure kao u sledećem primeru:

procedure Add(var c : Complex; a, b : Complex); { c := a + b }

3.2 Kompleksni brojevi

Kompleksani brojevi se u programskom jeziku Pascal mogu na prirodan nǎcin
predstaviti kao slogovi:

type

Complex = record

re, im : real

end;
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Pošto Pascal ne ume da operiše sa kompleksnim brojevima, programer mora
da obezbedi osnovne operacije. Učitavanje i ispis kompleksnih brojeva su jedno-
stavni:

procedure ComplexRead(var z : Complex);

begin

readln(z.re, z.im)

end;

procedure ComplexWrite(z : Complex);

begin

if (z.re = 0) and (z.im = 0) then write(’0’)

else if z.re = 0 then write(z.im : 10 : 2, ’i’)

else if z.im = 0 then write(z.re : 10 : 2)

else { z.re i z.im su razliciti od nule }

if z.im > 0 then

write(z.re : 10 : 2, ’+’, z.im : 10 : 2, ’i’)

else

write(z.re : 10 : 2, z.im : 10 : 2, ’i’)

end;

Naredna procedura konstruiše kompleksan broj ako su dati njegov realni i ima-
ginarni deo. I ona je veoma jednostavna:

procedure ComplexAssign(var z : Complex; a, b : real);

begin

z.re := a;

z.im := b

end;

Od operacija sa kompleksnim brojevima pokazaćemo svega nekoliko: sabira-
nje kompleksnih brojeva, množenje kompleksnih brojeva i deljenje kompleksnog
broja realnim brojem koji nije nula, doḱcemo ostale operacije sa kompleksnim
brojevima videti u zadacima:

procedure ComplexAdd(var z : Complex; a, b : Complex);

begin

z.re := a.re + b.re;

z.im := a.im + b.im

end;

procedure ComplexMul(var z : Complex; a, b : Complex);

begin

z.re := a.re * b.re ­ a.im * b.im;

z.im := a.re * b.im + a.im * b.re

end;
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procedure ComplexDivReal(var z : Complex; a: Complex; b: real);

{ pretpostavlja se da je b <> 0 }

begin

z.re := a.re / b;

z.im := a.im / b

end;

Primer. Napisati Pascal program
koji od korisnika ǔcitava komplek-
san brojz i pozitivan ceo brojn
i potom rǎcuna i štampa vrednost
sledéceg izraza

1+z+
z2

2!
+

z3

3!
+ . . .+

zn

n!

Rešenje. Kada bi Pascal umeo
direktno da radi sa kompleksnim
brojevima, onda bi program mo-
gao da izgleda ovako−→

program VoleliBismoDaMozeOvako;

{ ali ne moze! }

var

z, sum, pom : complex;
k, n : integer;

begin

readln(z);
readln(n);

sum := 1;
pom := 1;
for k := 1 to n do begin

pom := pom * z / k;
sum := sum + pom

end;

writeln(z)
end.

Srécom, ovu ideju je lako implementirati koristeći se tipomComplex i opera-
cijama koje smo do sada napisali.

program OvakoMoze;

type

Complex = record

re, im : real

end;

var

z, sum, pom : Complex;

k, n : integer;

procedure ComplexRead(var z : Complex);

begin

readln(z.re, z.im)

end;

procedure ComplexWrite(z : Complex);

begin
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if (z.re = 0) and (z.im = 0) then write(’0’)

else if z.re = 0 then write(z.im : 10 : 2, ’i’)

else if z.im = 0 then write(z.re : 10 : 2)

else { z.re i z.im su razliciti od nule }

if z.im > 0 then

write(z.re : 10 : 2, ’+’, z.im : 10 : 2, ’i’)

else

write(z.re : 10 : 2, z.im : 10 : 2, ’i’)

end;

procedure ComplexAssign(var z : Complex; a, b : real);

begin

z.re := a; z.im := b

end;

procedure ComplexAdd(var z : Complex; a, b : Complex);

begin

z.re := a.re + b.re; z.im := a.im + b.im

end;

procedure ComplexMul(var z : Complex; a, b : Complex);

begin

z.re := a.re * b.re ­ a.im * b.im;

z.im := a.re * b.im + a.im * b.re

end;

procedure ComplexDivReal(var z : Complex; a: Complex; b: real);

{ pretpostavlja se da je b <> 0 }

begin

z.re := a.re / b; z.im := a.im / b

end;

begin

ComplexRead(z);

readln(n);

ComplexAssign(sum, 1, 0); { sum := 1 + 0*i }

ComplexAssign(pom, 1, 0); { pom := 1 + 0*i }

for k := 1 to n do

begin

ComplexMul(pom, pom, z); { pom := pom * z }

ComplexDivReal(pom, pom, k); { pom := pom / k }

ComplexAdd(sum, sum, pom) { sum := sum + pom }

end;

ComplexWrite(z);

writeln
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end.

Zadaci.
3.1. Napisati sledéce procedure i funkcije za rad sa kompleksnim projevima:

• procedure ComplexSub(var z : Complex; a, b : Complex); koja
oduzima kompleksne brojevea i b: z= a−b

• procedure ComplexDiv(var z : Complex; a, b : Complex); koja
deli kompleksne brojevea i b: z = a/b; proceduru napisati pod pretpo-
stavkom dab nije nula

• function ComplexAbs(z : Complex) : real; koja rǎcuna modul kom-
pleksnog brojaz

• procedure ComplexAddReal(var z : Complex; a : Complex; b :

real); koja na kompleksni broja dodaje realni brojb

• procedure ComplexSubReal(var z : Complex; a : Complex; b :

real); koja od kompleksnog brojaa oduzima realni brojb

• procedure ComplexMulReal(var z : Complex; a : Complex; b :

real); koja kompleksni broja množi realnim brojemb.

3.2. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava kompleksan brojz i po-
zitivan ceo brojn i potom rǎcuna i štampa vrednost sledećeg izraza

(a) z− z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+ . . .+(−1)n z2n+1

(2n+1)!

(b) 1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ . . .+(−1)n z2n

(2n)!

(c) z− z3

3
+

z5

5
− z7

7
+ . . .+(−1)n z2n+1

2n+1
3.3. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn> 2,

potomn kompleksnih brojevaz1, . . . , zn i onda rǎcuna i štampa vrednost
sledéceg izraza:

z1 ·z2+z2 ·z3+ . . .+zn−1 ·zn.

3.4. Koren kompleksnog broja je vrlo komplikovana funkcija, zato što nije
jednoznǎcna: n-ti koren kompleksnog broja iman vrednosti i definiše se
ovako:

n
√

z= {w∈ C : wn = z}.
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Da bismo izrǎcunali svihn vrednostin-tog korena datog broja, koristimo
trigonometrijsku reprezentaciju kompleksnog broja i de Moivreov obra-
zac. Naime, svaki kompleksni brojz= a+bi se može predstaviti utrigo-
nometrijskom oblikuna sledéci nǎcin:

z= r(cosϕ + i sinϕ)

gde jer = |z|, a ϕ je ugao takav da je tgϕ = b
a. Tada se na osnovu de

Moivreovog obrasca lako vidi da jen-ti koren iz z dat sledécim skupom
vrednosti:

n
√

z=

{

n
√

r

(

cos
ϕ +2 jπ

n
+ i sin

ϕ +2 jπ
n

)

: j = 0,1, . . . ,n−1

}

.

Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn i
kompleksni brojz i ispisuje svihn n-tih korena brojaz. (n-ti koren realnog
broja r računati koristéci formulu n

√
r = exp(ln(r) / n).)

3.3 Razlomci

Razlomak
p
q

je odre-den sa dva cela broja, svojim brojiocem i imeniocem, pri

čemu se uzima da je imenilac uvek pozitivan ceo broj. Slično kompleksnim broje-
vima, i razlomci se u programskom jeziku Pascal mogu predstaviti kao slogovi:

type

Frac = record

num, den : integer

end;

Za razliku od kompleksnih brojeva, pri radu sa razlomcima moramo da vodimo
malo više rǎcuna iz dva razloga:

• imenilac razlomka mora uvek biti pozitivan ceo broj, i

• zato što više parova brojeva odre-duje jedan isti razlomak (3
2 =

15
10 =

21
14 = . . .),

razlomakćemo uveǩcuvati u skrácenom obliku.

Prvo ćemo pokazati proceduru koja skraćuje dati razlomak i za koju nam je po-
trebna procedura koja računa NZD dva pozitivna cela broja:
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function NZD(a, b : integer) : integer;

{ pretpostavlja se da je a > 0 i b > 0 }

var

r : integer;

begin

repeat

r := a mod b; a := b; b := r

until r = 0;

NZD := a

end;

procedure FracLowerTerms(var r : Frac);

{ pretpostavlja se da je r.den > 0 }

var

d : integer;

begin

if r.num = 0 then r.den := 1

else begin

d := NZD(abs(r.num), r.den);

r.num := r.num div d;

r.den := r.den div d

end

end;

Procedura za ispis razlomka je krajnje jednostavna, dok procedure koja ǔcitava
razlomak vodi rǎcuna o tome da imenilac ne sme biti nula, da promeni znak i
imeniocu i brojiocu ukoliko je imenilac negativan i da na kraju skrati razlomak:

procedure FracWrite(r : Frac);

begin

write(r.num, ’/’, r.den)

end;

procedure FracRead(var r : Frac);

begin

readln(r.num, r.den);

while r.den = 0 do begin

writeln(’Greska: imenilac = 0’);

readln(r.num, r.den)

end;

if r.den < 0 then begin

r.num := ­r.num;

r.den := ­r.den

end;

FracLowerTerms(r)

end;
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Naredna procedura formira razlomak na osnovu dva cela brojakoji predstavljaju
brojilac i imenilac razlomka. Pretpostavlja se da je imenilac razlǐcit od nule:

procedure FracAssign(var r : Frac; p, q : integer);

{ pretpostavlja se da je q <> 0 }

begin

if q < 0 then begin

p := ­p; q := ­q

end;

r.num := p; r.den := q;

FracLowerTerms(r)

end;

Aritmetičke operacije sa razlomcima se implementiraju direktno. Naprimer, evo
procedure koja sabira dva razlomka:

procedure FracAdd(var r : Frac; a, b : Frac); { r := a + b }

begin

r.num := a.num * b.den + a.den * b.num;

r.den := a.den * b.den;

FracLowerTerms(r)

end;

Na kraju navodimo funkciju koja poredi dva razlomka. Ona vraća­1 ako je prvi
razlomak manji od drugog,0 ako su jednaki i1 ako je prvi razlomak véci od dru-
gog.

function FracCompare(a, b : Frac) : integer;

{ ­1 za a < b, 0 za a = b, 1 za a > b }

begin

if (a.num = b.num) and (a.den = b.den) then

FracCompare := 0

else if a.num * b.den < a.den * b.num then

FracCompare := ­1

else

FracCompare := 1

end;

Primer. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn i
potom rǎcuna i štampa vrednost sledećeg izraza

1
2·3+

2
3·4+

3
4·5+ . . .+

n
(n+1)(n+2)

.

Rešenje.Program je klasǐcan primer programa koji sumiran brojeva, s tim da su
brojevi implementirani tipomFrac:
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program PrimerSaRazlomcima;

type

Frac = record

num, den : integer

end;

var

n, i : integer;

sum, r : Frac;

function NZD(a, b : integer) : integer;

{ pretpostavlja se da je a > 0 i b > 0 }

var

r : integer;

begin

repeat

r := a mod b; a := b; b := r

until r = 0;

NZD := a

end;

procedure FracLowerTerms(var r : Frac);

var

d : integer;

begin

if r.num = 0 then r.den := 1

else begin

d := NZD(abs(r.num), r.den);

r.num := r.num div d;

r.den := r.den div d

end

end;

procedure FracWrite(r : Frac);

begin

write(r.num, ’/’, r.den)

end;

procedure FracAssign(var r : Frac; p, q : integer);

begin

if q < 0 then begin

p := ­p; q := ­q

end;

r.num := p; r.den := q;

FracLowerTerms(r)

end;
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36 GLAVA 3. SLOGOVI I DATOTEKE

procedure FracAdd(var r : Frac; a, b : Frac); { r := a + b }

begin

r.num := a.num * b.den + a.den * b.num;

r.den := a.den * b.den;

FracLowerTerms(r)

end;

begin

readln(n);

if n <= 0 then writeln(’Greska’)

else begin

FracAssign(sum, 0, 1); { sum := 0 }

for i := 1 to n do begin

FracAssign(r, i, (i + 1) * (i + 2));

FracAdd(sum, sum, r)

end;

FracWrite(sum)

end

end.

Primer. Na planeti∃θ ü žive stvorenja koja su astrozoolozi nazvalibesmrtni pu-
ževi sporaći. Besmrtni puž sporác je puž koji je besmrtan, ali svakim danom gubi
snagu, tako da prvog dana svog života može da pre-de 1m, drugog dana svog života
može da pre-de 1

2m, tréceg 1
3m, . . . ,n-tog dana svog života1nm, i tako dalje. I po-

red toga, besmrtni puž sporać može da stigne gdegod poželi, samo ako mu se da
dovoljno vremena. Evo zašto. Primetimo da je

1>
1
2

1
2
=

1
2

1
3
+

1
4
>

1
4
+

1
4
=

1
2

1
5
+

1
6
+

1
7
+

1
8
>

1
8
+

1
8
+

1
8
+

1
8
=

1
2

1
9
+

1
10

+
1
11

+
1
12

+
1
13

+
1
14

+
1
15

+
1
16

>
1
16

+
1
16

+
1
16

+
1
16

+
1
16

+
1
16

+
1
16

+
1
16

=
1
2

i tako dalje. Koristéci, dakle,činjenicu da je

1
2n+1

+
1

2n+2
+ . . .+

1
2n+1 >

2n

2n+1 =
1
2
,
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lako zakljǔcujemo dáce besmrtni puž sporać móci da pre-den· 1
2m za svaki prirodan

broj n, ako mu damo dovoljno vremena.
Napisati Paskal program koji od korisnika učitava prirodan brojk i odre-duje

kog dana nakon svog ro-denjaće besmrtni puž sporać préci k metara.

Rešenje.

program BesmrtniPuzSporac;

uses FracUnit;

var

k : integer; {put koji puz treba da predje}

d : longint; {broj dana}

sum, kFrac, pom : Frac;

begin

repeat

readln(k)

until k > 0;

FracAssign(kFrac, k, 1); {kFrac := k / 1}

FracAssign(sum, 0, 1); {sum := 0 / 1}

d := 0;

while FracCompare(sum, kFrac) = ­1 do begin

inc(d);

FracAssign(pom, 1, d); {pom := 1 / d}

FracAdd(sum, sum, pom); {sum := sum + pom}

end;

writeln(d)

end.

Zadaci.
3.5. Napisati sledéce procedure i funkcije za rad sa razlomcima:

• procedure FracSub(var r : Frac; a, b : Frac); koja oduzima dva
razlomka,

• procedure FracMul(var r : Frac; a, b : Frac); koja množi dva
razlomka,

• procedure FracDiv(var r : Frac; a, b : Frac); koja deli razlomak
a razlomkomb; proceduru napisati pod pretpostavkom dab nije nula,

• function FracIsZero(r : Frac) : Boolean; koja proverava da li je
dati razlomak jednak nuli.
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3.6. Napisati proceduruprocedure Mid3(a, b, c : Frac; var m : Frac);

koja vráca srednji od tri data razlomka.

3.7. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn,
potomn razlomakaa1, . . . ,an i računa i štampa vrednost sledećeg izraza
u obliku skrácenog razlomka:−a1+a2−a3+a4+ . . .+(−1)nan.

3.8. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava ceo brojn> 3, potomn
razlomakaq1, . . . ,qn i računa i štampa vrednost izraza

q1+q1q2+q1q2q3+ . . .+q1q2 . . .qn.

(Napomena: Ne znamo gornje ograničenje za brojn, tako da razlomke ne
možemo smeštati u niz!)

3.4 Složenije strukture

Polje sloga može imati proizvoljan tip, dakle, to može biti prost tip, ali i bilo
koja druga proizvoljno komplikovana struktura. Na primer

type

Datum = record

dan, mesec, godina : integer

end;

Osoba = record

ime, prezime : string;

rodjen : Datum;

JMBG : array [1 .. 13] of integer;

pol : integer {1 = muski, 2 = zenski}

end;

var

Pera : Osoba;

Pera:

ime:

prezime:

rodjen:

dan:

mesec:

godina:

JMBG: �������������

pol:

Ako je polje sloga ponovo struktura, njegovim elementima sepristupa u za-
visnosti od vrste strukture o kojoj je reč. Navodimo jedan nǎcin da se popuni
promenljivaPera tipaOsoba.
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Pera.ime := ’Petar’; Pera.prezime := ’Petrovic’;

Pera.rodjen.dan := 3; Pera.rodjen.mesec := 3;

Pera.rodjen.godina := 1999; Pera.pol := 1;

Pera.JMBG[ 1] := 0; Pera.JMBG[ 2] := 3;

Pera.JMBG[ 3] := 0; Pera.JMBG[ 4] := 3;

Pera.JMBG[ 5] := 9; Pera.JMBG[ 6] := 9;

Pera.JMBG[ 7] := 9; Pera.JMBG[ 8] := 8;

Pera.JMBG[ 9] := 0; Pera.JMBG[10] := 0;

Pera.JMBG[11] := 0; Pera.JMBG[12] := 9;

Pera.JMBG[13] := 5;

Ne samo da se nizovi mogu javljati kao delovi drugih struktura, véc se i svaka
druga struktura može pojaviti kao tip elementa niza. Dakle,elementi niza mogu biti
neki slogovi, neki drugi nizovi itd. Opšta deklaracija nizau programskom jeziku
Pascal ima strukturu:

var

a : array [〈nabrojivi tip〉] of 〈proizvoljan tip〉;

Zadaci.
3.9. Napisti procedure i funkcije:

• procedure OsobaRead(var o : Osoba); koja od korisnika ǔcitava po-
datke o nekoj osobi;

• procedure OsobaWrite(var o : Osoba); koja ispisuje podatke o ne-
koj osobi;

• function OsobaStarija(p, q : Osoba) : Boolean; koja vrácatrue
ukoliko je osobap starija od osobeq.

3.10. Vreme se može opisati ovakvim tipom podataka:

type

Time = record

hrs : 0..23;

min : 0..59;

sec : 0..59

end;

Napisati sledéce procedure i funkcije za rad sa vremenom:

• procedure TimeRead(var t : Time); koja ǔcitava vreme,

• procedure TimeWrite(t : Time); koja ispisuje vreme u oblikuh:m:s,
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• procedure TimeAssign(var t : Time; h, m, s : integer); koja
na osnovu vrednosti celobrojnih promenljivihh, m i s postavlja odgovara-
juće vreme ut; pretpostavlja se da suh, m i s nenegativni brojevikoji ne
moraju biti u očekivanom opsegu!

• procedure TimeAdd(var t : Time; a, b : Time); koja sabira dva
vremena,

• procedure TimeSub(var t : Time; a, b : Time); koja oduzima dva
vremena,

• procedure TimeIncSec(var t : Time); koja uvécava dato vreme za
jednu sekundu,

• function TimeInBetween(a, b, c : Time) : Boolean; koja prove-
rava da li jeb izme-dua i c,

• function TimeBefore(a, b : Time) : Boolean; koja proverava da li
je a preb, i

• function TimeEqual(a, b : Time) : Boolean; koja proverava da li
je a jednako sab.

3.11. Napisati program koji od korisnika učitava pravougaonu šemu brojeva i
sortira njene vrste prema prvom elementu.

3.12. Tip Poligon je definisan na sledeći nǎcin:

const

MaxN = 500;

type

Tacka = record

x, y : real

end;

Poligon = record

N : integer;

A : array [1 .. MaxN] of Tacka

end;

(a) Napisati Pascal funkciju koja računa obim datog poligona.

(b) Napisati Pascal funkciju koja računa površinu datog poligona koristeći
sledécu formulu:

P=
1
2
·
∣

∣

∣

∣

∣

N

∑
i=1

(xiyi⊕1−xi⊕1yi)

∣

∣

∣

∣

∣

,

gde je sa⊕1 oznǎceno “cikličko” uvécavanje za 1 kod koga jeN⊕1= 1,
dok jek⊕1= k+1 zak∈ {1, . . . ,N−1}.
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(c) Napisati Pascal funkciju koja računa dijametar poligona (dijametar fi-
gure je najvéce rastojanje koje postižu dve tačke te figure).

(d) Napisati proceduruprocedure BoundingBox(P : Poligon; var

B : Poligon) koja za dati prost poligonP odre-duje njegovbounding
box, što je najmanji pravougaonik koji sadrži poligonP, a čije strane su
paralelne koordinatnim osama.

3.13. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn,
potomn razlomakaa1, . . . ,an i ure-duje i štampa date razlomke po veličini,
od najmanjeg ka najvećem (sortiranje razlomaka).
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3.5 Datoteke

Datoteka je proizvoljno dugačak niz podataka istog tipa koji se nalazi u spolja-
šnjoj memoriji. Prema nǎcinu pristupa njenim elementima, datoteke se dele na dve
velike organizacione grupe: sekvencijalne datoteke i rasute datoteke. Podacima iz
sekvencijalne datoteke se pristupa redom, od prvog ka poslednjem, bez mogúcnosti
preskakanja, dok se podacima iz rasute datoteke može pristupati proizvoljnim re-
dosledom. Programski jezik Pascal u svojoj osnovnoj verziji podržava samo se-
kvencijalne datoteke, mada skoro sve implementacije nude dodatne pakete za rad
sa raznim drugim tipovima datoteka.

Podacima iz neke datoteke se iz Pascal programa pristupa preko promenljive
tipa datotekǎcija deklaracija izgleda ovako:

var

f : file of 〈proizvoljan tip〉;
U programskom jeziku Pascal se podaci iz datoteke mogu ili samo čitati, ili je
mogúc samo upis u datoteku. Pre početka rada sa datotekom potrebno je vezati
promenljivu za neku fizǐcku datoteku (koja se najčeš́ce nalazi na hard disku) i na-
glasiti programu da líce podaci biti samǒcitani iz datoteke ili samo upisivani u
datoteku. Dodela fizičke datoteke promenljivoj nije standardizovana, tako da svaka
implementacija nudi svoje rešenje. Implementacija Pascala koju mi koristimo ima
posebnu komanduassign koja vezuje datotěcku promenljivu za neku konkretnu
datoteku. Operacije za rad sa datotekama su date u Tabeli 3.1.

Operacija Znǎcenje Primer
assign dodela fizǐcke datoteke promenljivoj assign(f, ’p.dat’);

reset priprema datoteke zǎcitanje reset(f);

rewrite priprema datoteke za pisanje (ukoliko da-rewrite(f);
toteka nije prazna, stari sadržaj se briše)

write upis u datoteku write(f, slog);

read čitanje podatka iz datoteke read(f, slog);

close zatvaranje datoteke close(f);

eof proverava da li je su prǒcitani svi podaci if eof(f) then ...

iz datoteke

Tabela 3.1: Operacije sa datotekama

☞ Upis i čitanje podataka u/iz datoteke se obavlja naredbamaread odnosnowrite.
Naredbereadln i writeln se ne mogu koristiti za rad sa datotekama tipafile

of T.
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Evo jednog tipǐcnog programa
koji čita podatke iz neke dato-
teke. Prvo se naredbomassign
promenljiva f veže za konkretnu
datoteku na disku. Komanda
reset(f) sprema datoteku zǎci-
tanje. Uwhile ciklusu koji sledi
testomeof(f) proveravamo da li
smo stigli do kraja datoteke i ako
nismo, prelazimo na izvršavanje
tela ciklusa. U telu ciklusa se na-
redbomread(f, a) iz datotekef
pročita sledéci podatak, smesti u
promenljivua i dalje obra-duje.

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.

Pogledajmo na jednom primeru kako ovaj program radi. Pretpostavimo da
na disku imamo datotekuspisak.dat tipa file of Osoba. U radnoj memoriji
računara rezerviše se prostor za dve promenljive: za promenljivu f tipa file of

Osoba i za promenljivua tipaOsoba.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

DISK

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.
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Naredbaassign veže promenljivuf za datotekuspisak.dat.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.

Naredbareset pripremi datoteku zǎcitanje i pozicionira pokazivǎc na pǒcetak
datoteke. Pokazivač je jedna strelica koja pokazuje na sledeći podatak u datoteci
koji je spreman zǎcitanje.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.
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Testeof(f) proveri da li smo stigli do kraja datoteke. Pošto to nije slučaj, program
će izvršiti telo petlje.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.

Naredbaread(f, a) pročita iz datotekef podatak i upiše ga u promenljivua.
Da bi ova naredba mogla da se izvrši, tip datoteke i tip promenljive moraju biti
usaglašeni: ako je datoteka tipafile of T, onda i promenljiva mora imati tip
T. U ovom slǔcaju, datoteka je tipafile of Osoba, promenljivaa je tipaOsoba
i naredba može da se izvrši. Pri tome se pokazivač datoteke pomeri na naredni
podatak, tako dáce sledéci poziv naredberead(f, a) iz datoteke prǒcitati sledéci
podatak.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

Ana

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.
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Kada se izvrši telo petlje, vraćamo se na pǒcetak i ponovo proveravamo da li smo
stigli do kraja datoteke. Nismo. Zatóce ponovo biti izvršeno telo petlje.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

Ana

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.

Naredbaread(f, a) čita iz datoteke sledeći podatak i smešta ga u promenljivua.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

Bane

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.
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Kada se izvrši telo petlje, još jednom se vraćamo na pǒcetak i proveravamo da li
smo stigli do kraja datoteke. Nismo. Još jednomće biti izvršeno telo petlje.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

Bane

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.

Naredbaread(f, a) čita iz datoteke sledeći podatak i smešta ga u promenljivua.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

Ceca

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.
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Kada se izvrši telo petlje, vraćamo se na pǒcetak i proveravamo da li smo stigli do
kraja datoteke. JESMO! Ciklus se završava.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

spisak.dat

DISK

Ceca

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.

Naredbaclose(f) zatvara datoteku i tako raskida vezu promenljivef i datoteke
spisak.dat.

spisak.dat

Ana

B
ane

Ceca

MEMORIJA

f:

a:

DISK

Ceca

program CitamIzDat;

type

Osoba = record ... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

....

end;

close(f)

end.
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Tipičan program koji upi-
suje podatke u neku datoteke je
dat pored. Prvo se naredbom
assign promenljiva f veže za
neku datoteku na disku. Komanda
rewrite(f) sprema datoteku za
pisanje u sledécem smislu: ako
na disku postoji datotekǎcije ime
je navedeno u naredbiassign,
računar izbriše staru datoteku i
napravi praznu datoteku sa datim
imenom; ako na disku ne postoji
datotekačije ime je navedeno u
naredbi assign, rǎcunar napravi

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

praznu datoteku sa datim imenom. Potom se, najčeš́ce u nekom ciklusu, od kori-
snika ǔcitavaju podaci i naredbomwrite upisuju u datoteku jedan za drugim.

Pogledajmo na jednom primeru kako program radi. U radnoj memoriji raču-
nara rezerviše se prostor za dve promenljive: za promenljivu f tipafile of Osoba

i za promenljivua tipaOsoba. Pretpostavimo da na disku postoji datotekaspisak.dat

koja sadrži neke podatke.

spisak.dat

podatak

podatak

podatak

MEMORIJA

f:

a:

DISK

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.
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Naredbaassign veže promenljivuf za datotekuspisak.dat.

spisak.dat

podatak

podatak

podatak

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

Naredbarewrite pripremi datoteku za pisanje tako što obriše stari sadržaj dato-
tekespisak.dat i pozicionira pokazivǎc na pǒcetak prazne datoteke.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.
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Program potom formira sloga tako što od korisnika ǔcita podatke o nekoj osobi.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

Ana

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

A onda se naredbomwrite(f, a) sloga dopiše na kraj datotekef.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

Ana

Ana

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.
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Recimo da korisnik želi da unosi još podataka. Program formira sloga tako što od
korisnika ǔcita nove podatke o nekoj osobi.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

Bane

Ana

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

Pa se naredbomwrite(f, a) sloga dopiše na kraj datotekef.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

Bane

Ana

B
ane

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.
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Pretpostavimo da korisnik želi da unese još jedan podatak u datoteku. Program na
isti nǎcin formira sloga.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

Ceca

Ana

B
ane

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

I naredbomwrite(f, a) sloga dopiše na kraj datotekef.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

spisak.dat

Ceca

Ana

B
ane

Ceca

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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Na kraju kada korisnik više ne želi da unosi podatke, naredbaclose(f) zatvara
datoteku i tako raskida vezu promenljivef i datotekespisak.dat.

spisak.dat

MEMORIJA

f:

a:

DISK

Ceca

Ana

B
ane

Ceca

program PisemUDat;

type

Osoba = record .... end;

var

f : file of Osoba;

a : Osoba;

begin

assign(f, ’spisak.dat’);

rewrite(f);

while not KrajUnosa do begin

... (* formiranje sloga a *)

write(f, a)

end;

close(f)

end.

Elementi datoteke mogu biti
proizvoljnog tipa, ali su to najčeš́ce
prosti tipovi ili slogovi. Naravno,
niko nam ne brani da u datoteku
upisujemo nizove brojeva ako nam
je to potrebno, kao u sledećem pri-
meru:

program PrimerDatSaNiz;

const

Max = 100;

type

Niz = array [1 .. Max] of real;

var

f : file of Niz;

s : Niz;

begin

assign(f, ’c:merenja.dat’);

rewrite(f);

...

write(f, s);

...

close(f);

end.

Datoteke mogu da budu argumenti procedura i funkcija, alidatoteka ne može
biti rezultat funkcije.Ako se datoteke javljaju kao argumenti procedura i funkcija,
postoji jedno važno ograničenje:

☞ Datoteke se u potprogramuvekprenose kaovar argumenti.
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Razlog za ovo ograničenje je jednostavan: datoteke se nalaze u spoljašnjoj memo-
riji i prevodilac nema nǎcina da obezbedi da se u potprogram unese kopija datoteke.
Svaka izmena koju procedura izvrši nad datotekom biće vidljiva iz glavnog progra-
ma. Na primer, funkcija koja rǎcuna broj elemenata neke datoteke tipafile of

Osoba može da se napiše ovako:

type

Osoba = record ... end;

Spisak = file of Osoba;

function DuzinaSpiska(var f : Spisak) : integer;

var

a : Osoba;

n : integer;

begin

n := 0;

reset(f);

while not eof(f) do begin

read(f, a);

n := n + 1

end;

close(f);

DuzinaSpiska := n

end;

Kviz.

1. Sa sledécim deklaracijama na snazi:

type

JmbgType = array [1 .. 13] of integer;

Osoba = record

ime, prezime : string;

rodj : record

dd, mm, gggg : integer

end;

jmbg : JmbgType;

brak : Boolean;

supruznik : JmbgType

end;
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var

a, b : Osoba;

c : char;

s : string;

f : file of Osoba;

t : text;

oznǎciti korektne naredbe:

� assign(f, ’c:\spisak.dat’);

� assign(f, c:\spisak.dat);

� assign(f, s);

� assign(t, ’spisak.txt’);

� reset(’c:\spisak.dat’);

� reset(f);

� rewrite(s);

� rewrite(t);

� read(f, a);

� readln(f);

� write(f, a);

� writeln(f, s);

� writeln(f, ’kraj spiska’);

� writeln(’kraj spiska’);

� writeln(t, b);

� writeln(t, 2 + 2);

� readln(t, a);

� readln(t, a.ime, a.prezime);

� read(f, a.prezime);

� if a.supruznik = b.jmbg then write(’!’);

� a.ime := ’Petar’;

� a.rodj := ’29.02.2010.’;

� b := a;

� b.ime := a.ime;

� b.jmbg := a.jmbg;

� b.rodj := a.rodj;

� a.jmbg[4] := 12;

� a.jmbg[20] := 9;
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Zadaci.
3.14. Data je sledéca definicija tipaOsoba:

type

Datum = record

dan, mesec, godina : integer

end;

Osoba = record

ime, prezime : string;

rodjen : Datum;

pol : integer {1 = muski, 2 = zenski}

end;

(a) Napisati program koji formira datotekuosobe.dat tipafile of Osoba.

(b) U datoteciosobe.dat tipa file of Osoba se nalaze podaci o oso-
bama. Ne znamo unapred koliko u ovoj datoteci ima podataka. Napisati
Pascal program koji od korisnika učitava tekúcu godinu, potom ǔcitava
podatke iz ove datoteke i utvrdjuje i štampa broj muških osoba koje imaju
> 18 godina.

(c) Napisati program koji ǔcitava u niz slogove datoteke tipaOsoba (kojih
ima najviše 1000), prema zahtevu korisnika sortira niz po prezimenu ili
datumu ro-denja, i tako sortiran niz upisuje u novu datoteku.

3.15. Na disku se nalaze dve datoteke tipafile of Artikl gde je

type

Artikl = record

naziv : string;

sifra : integer;

kolicina : integer;

cenaPoKom : real

end;

Jedna od njih,magacin.dat, sadrži informacije o stanju u magacinu, a
druga,promene.dat, informacije o promenama u nazivu, količini ili ceni
artikla. Napisati Pascal program koji na osnovu informacija o promenama
ažurira datotekumagacin.dat. Imati na umu da je svaki artikl jedno-
znǎcno odre-den svojom šifrom koja je jedino obeležje proizvoda koje ne
može da se menja.
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3.16. Data je sledéca struktura podataka

const

MaxBrPredmeta = 10;

type

Ocene = array [1 .. MaxBrPredmeta] of integer;

Ucenik = record

ime, prezime : string;

ocena : Ocene;

izost : record

opravdani, neopravdani : integer

end

end;

• Napisati Pascal program koji formira datotekurazred.dat tipafile
of Ucenik čiji sadržaj su podaci o ǔcenicima tvog razreda.

• Napisati Pascal program koji generiše spisak svih učenika sa više od
5 neopravdanih izostanaka.

• Napisati Pascal program koji generiše spisak učenika sortiran prema
proseku ili izostancima (od korisnika učitati kriterijum sortiranja).

• Napisati Pascal program koji za svakog učenika odre-duje kojoj kate-
goriji pripada, prema sledećim pravilima: kategoriju Ǎcine ǔcenici
koji nemaju neopravdane izostanke i po uspehu spadaju u gornjih
25%; kategoriju Čcine ǔcenici koji imaju 6 ili više neopravdanih iz-
ostanaka, ili po uspehu spadaju u donjih 25%; kategoriju Bčine svi
ostali ǔcenici.

• Napisati Pascal program koji sortira datoteku tipafile of Ucenik

prema prezimenu.

• Napisati Pascal program koji spaja dve datoteke tipafile of Ucenik

sortirane po prezimenu u treću, koja tako-de treba da bude sortirana
po prezimenu.

3.17. Napisati Pascal program koji u datoj tekstualnoj datoteci traži sve rěci koje
odgovaraju datom uzorku (engl.pattern). Uzorak je strinǧcija slova imaju
sledéce znǎcenje:

? džoker umesto koga može da se nalazi bilo koji znak
^ džoker umesto koga može da se nalazi bilo koje veliko slovo
_ džoker umesto koga može da se nalazi bilo koje malo slovo.

Za svaku na-denu rěc ispisuje se ta rěc, kao i red u kome se pojavljuje.
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3.18. Napisati program koji implementira malu “bazu podataka” koja sadrži in-
formacije o prijateljima:

type

Prijatelj = record

ime, prezime : string;

rodjendan : record

dan, mesec, godina : integer

end;

brTel : array [1 .. 10] of 0..9;

adresa : string

end;

“Baza” podataka poznaje sledeće operacije:

open otvara bazu: ǔcitava u niz sve slogove iz datoteke
close zatvara bazu: upisuje u datoteku slogove iz internog niza
add dodaje novi slog
remove izbacuje slog iz niza
list ispisuje sve slogove datoteke
today ispisuje imena svih prijateljǎciji ro -dendan je danas
count utvr -duje broj elemenata u “bazi”
@name sortira “bazu” po prezimenu
@date sortira “bazu” po ro-dendanu
@adr sortira “bazu” po adresi
?name ispisuje podatke za osobučije ime ili prezime je navedeno

ime ili prezime ne mora biti navedeno u celosti, već se može
navesti i uzorak (pattern; prethodni zadatak)

?date ispisuje podatke za osobučiji ro -dendan je naveden
?tel ispisuje podatke za osobučiji telefon je naveden
?adr ispisuje podatke za osobučija adresa je navedena
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Glava 4

Matrice

Matrica je pravougaona šema brojeva ili nekih drugih objekata. Dimenzije
matrice zovemo još iformat matrice. Na primer,

Matrica brojeva Matrica slova
formata 3×5: formata 5×3:





0.12 3.35 12.47 −1.12 9.96
−2.44 0.00 9.67 12.36 3.37

9.85 3.31 −1.00 −2.25 2.78

















a b c
f e d
g h i
l k j
m n o













Matrica formatam×n ima m vrsta in kolona. Na slici dole levo prikazana je
matrica (̌cověculjaka) formata 3×4.

kolona

vr
st

a

1 2 0 4 5
3 1 0 5 2
1 0 9 7 1
6 0 2 5 3
7 4 1 0 1 glavna dijagonala

sporedna dijagonala

Matrica kod koje su obe dimenzije jednake zove sekvadratna matrica. Kvadratna
matrica ima dve dijagonale,glavnui sporednu.

☞ Elementi matrice na glavnoj dijagonali imaju oblik aii , dok elementi na sporednoj
dijagonali imaju oblik ai,(n+1)−i .
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4.1 Matrice u Pascalu

U programskom jeziku Pascal matrice se deklarišu kao višedimenzioni nizovi.
Promenljiva koja sadrži matricu deklariše se na sledeći nǎcin:

var

m : array [〈nabrojivi tip1〉, 〈nabrojivi tip2〉] of 〈proizvoljan tip〉;

Na primer:

const

MaxLen = 50;

type

Niz = array [1 .. MaxLen] of integer;

Osoba = record

ime : string;

d, m, g : integer

end;

var

a : array [­5 .. 5, 0 .. 10] of Niz;

b : array [’a’ .. ’z’, ­3 .. 3] of Osoba;

c : array [boolean, char] of real;

Elementu matrice se pristupa tako što se u zagradi iza imena navedu dva indeksa
razdvojena zarezom, kao u sledećim primerima:

c[false, ’@’] := 3.1415;

b[’a’, ­2].ime := ’Petar Petrovic­Njegos’;

a[­1, 9][3] := 6;

Iako se matrice u memoriju smeštaju tako da odgovarajuće kúcice idu jedna za
drugom:

var m : array [1 .. 3, ­1 .. 1] of integer;

m[1,­1] m[1,0] m[1,1] m[2,­1] m[2,0] m[2,1] m[3,­1] m[3,0] m[3,1]

nama je lakše da o njima razmišljamo kao da su smeštene u obliku tabele štócemo
rado ičiniti:
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var m : array [1 .. 3, ­1 .. 1] of integer;

m[1,­1] m[1,0] m[1,1]

m[2,­1] m[2,0] m[2,1]

m[3,­1] m[3,0] m[3,1]

Matrica se od korisnika ǔcitava tako što se prvo učita njen format, a onda se
učitavaju elementi, jedan po jedan. Na primer, učitavanje matrice koja je deklari-
sana sa

const

MaxN = 50;

var

a : array [1..MaxN, 1..MaxN] of real;

m, n : integer; {format matrice a}

se može realizovati ovako:

repeat

write(’Format matrice m x n ­> ’);

readln(m, n)

until (1 <= m) and (m <= MaxN) and (1 <= n) and (n <= MaxN);

writeln(’Elementi matrice:’);

for i := 1 to m do

for j := 1 to n do begin

write(’a[’, i, ’,’, j, ’] ­> ’);

readln(a[i, j])

end;

Ispis matrice možemo realizovati ili tako da svaki element matrice ispišemo u novi
red:

for i := 1 to m do

for j := 1 to n do

writeln(’a[’, i, ’,’, j, ’] = ’, a[i, j]:10:2);

ili, ukoliko se radi o matrici manjeg formata, u obliku tabele:

for i := 1 to m do begin

for j := 1 to n do write(a[i, j]:10:2);

writeln

end;
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Primer. Trag kvadratne
matrice A = [ai j ] formata
n × n je zbir elemenata
glavne dijagonale, dakle,

broj
n
∑

i=1
aii . Napisati Pascal

program koji ǔcitava kva-
dratnu matricu i rǎcuna i
ispisuje njen trag.

program TragKvMat;

const

MaxN = 50;

var

i, j, n : integer;

a : array [1..MaxN, 1..MaxN] of real;

tr : real;

begin

{ucitavanje matrice}

readln(n);

for i := 1 to n do

for j := 1 to n do

readln(a[i, j]);

{racunanje traga}

tr := 0;

for i := 1 to n do

tr := tr + a[i, i];

writeln(tr)

end.

Zadaci.
4.1. Napisati program koji za datu kvadratnu matricu računa vrednost najvećeg

elementa na sporednoj dijagonali.

4.2. Matrica se množi brojem tako što se svaki element matrice pomnoži bro-
jem. Na primer:

3·





1 2 1 3
0 1 1 1
2 1 3 0



=





3 6 3 9
0 3 3 3
6 3 9 0



 .

Napisati Pascal program koji od korisnika učitava matricu i broj i potom
računa i štampa proizvod broja i matrice.

4.3. Napisati program koji za datu kvadratnu matricu računa sumu elemenata
ispod glavne dijagonale.

4.4. Napisati program koji od korisnika učitava niz brojevaa1, . . . , an gde je
1 6 n 6 50, i onda formira i ispisuje matricuB formatan× n čija prva
vrsta jea1, . . . ,an, a svaka naredna vrsta se dobija od prethodne cikličkim
pomeranjem njenih elemenata za jedno mesto u levo.
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4.5. Kvadratna matricaA je strogo dijagonalno dominantnaako je

|aii |> ∑
j=1...n

j 6=i

|ai j |

za svei. Napisati Pascal program koji utvr-duje da li je data kvadratna
matrica strogo dijagonalno dominantna.

†4.6. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava matricu formatam×n,
gde je 26 m,n 6 50, za koju se zna da je popunjena je na neki način
brojevima 1, 2, 4, 8, i potom štampa broji podmatrica formata2×2 kod
kojih su svi elementi različiti.

4.7. Školski dnevnik nije ništa drugo do jedna matrica kod koje vrste odgova-
raju ǔcenicima jednog odeljenja, a kolone predmetima. U presekui-te vr-
ste i j-te kolone nalazi se broj koji predstavlja ocenu koja jei-tom ǔceniku
zaključena iz j-tog predmeta. Napisati Pascal program kod iz tekstualne
datotekeocene.txt učitava podatke o ǔcenicima jednog odeljenja i nji-
hovim ocenama, a onda računa prosek za svakog učenika i svaki predmet,
i njih upisuje u tekstualnu datotekuproseci.txt, svaki prosek u novom
redu. Datotekaocene.txt ima sledécu strukturu: u prvom redu se nalaze
dva pozitivna cela brojaN (broj učenika u odeljenju) iK (broj predmeta)
koji su razdvojeni jednim razmakom. Nakon prvog reda, u datoteci sledi
jošN redova, a svaki od njih sadrži tačnoK brojeva koji su svi me-dusobno
razdvojeni po jednim razmakom (ocene odgovarajućeg ǔcenika).

4.8. Napisati program koji za datu kvadratnu matricu redan (što znǎci da je
matrica formatan× n) računa nizd0, . . . , dn−1, gde je: d0 =suma ele-
menata na glavnoj dijagonali,d1 =suma elemenata na prvoj dijagonalnoj
paraleli donjeg trougla matrice,d2 =suma elemenata na drugoj dijagonal-
noj paraleli donjeg trougla matrice, itd.

4.9. Proizvod matriceA formatam×n i vektorab dimenzijen (a to je matrica
formatan×1) je vektorc dimenzijem:











a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn











·











b1

b2
...

bn











=











c1

c2
...

cm











čiji elementi se rǎcunaju po formuli

ci =
n

∑
j=1

ai j b j .
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Napisati Pascal program koji od korisnika učitava matricu i vektor i ako su
kompatibilni rǎcuna i štampa vektor koji je njihov proizvod.

4.10. Element neke matrice se zovesedlasta tačkaako je on istovremeno naj-
manji u svojoj vrsti i najvéci u svojoj koloni (sedlasta tačka tipaα), ili
obrnuto, najmanji u svojoj koloni i najveći u svojoj vrsti (sedlasta tačka
tipa β ). Napisati program koji od korisnika učitava realnu matricuA for-
matan×n i računa i štampa matricuS istog formata koja je definisana na
sledéci nǎcin:

si j =







1, ai j je sedlasta tǎcka tipaα ,
−1, ai j je sedlasta tǎcka tipaβ ,

0, inače.

4.11. Data je matricaA formatam× n čija i-ta vrsta sadrži ocene koje jei-ti
gimnastǐcar na nekom takmičenju dobio od svakog odn sudija. Napisati
program koji formira nizc1, . . . ,cm tako dac j bude redni broj gimnastičara
koji se plasirao naj-to mesto.

4.12. Matrican×n celih brojeva je magični kvadrat ako su zbirovi svih vrsta i
svih kolona isti. Magǐcni kvadrat jejak magični kvadratako su elementi
matrice svi brojevi iz skupa{1,2, . . . ,n2}. Napisati program koji prove-
rava da li je data matrica magični kvadrat, i ako jeste, da li je jak magični
kvadrat.

4.13. “Zarotirati” kvadratnu matricu za 90◦.

4.14. Upisati brojeve 1, 2, . . . ,n2 u kvadratnu matricun×n po kolonama. Na
primer, zan= 4 dobija se

1 5 9 13
2 6 10 14
3 7 11 15
4 8 12 16

4.15. Upisati brojeve 1, 2, . . . ,n2 spiralno u kvadratnu matricun×n. Na primer,
zan= 4 dobija se

1 2 3 4
12 13 14 5
11 16 15 6
10 9 8 7
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4.16. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava matricu realnih brojeva,
sortira je i potom ispisuje sortiranu matricu. Matrica je sortirana ako su
njeni elementi, kada sěcitaju red po red, pore-dani od manjih vrednosti ka
većim. Na primer:





4 1 3
7 5 9
6 2 8



 7→





1 2 3
4 5 6
7 8 9





†4.17. Latinski kvadrat reda nje kvadratna matricaS= [si j ] formatan× n čiji
elementi su iz skupa{1,2, . . . ,n} i koja ima osobinu da su joj u svakoj
vrsti svi elementi razlǐciti i da su joj u svakoj koloni svi elementi različiti.

(a) Napisati Pascal program koji ispituje da li je data kvadratna matrica
latinski kvadrat.

(b) Za latinski kvadratS kažemo da jedvostruko standardanako su mu
elementi prve vrste i prve kolone pore-dani po velǐcini. Na primer,









1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3









Svaki latinski kvadrat se premeštanjem vrsta i kolona može dovesti u dvo-
struko standardan oblik. Napisati program koji dati latinski kvadrat dovodi
u dvostruko standardan oblik.

(c) Za latinske kvadrateS= [si j ] i T = [ti j ], oba redan, kažemo da su
ortogonalni ako je{(si j , ti j ) : 1 6 i, j 6 n} = {(i, j) : 1 6 i, j 6 n}. Na
primer, latinski kvadrati





1 2 3
2 3 1
3 1 2



 i





3 1 2
2 3 1
1 2 3





su ortogonalni, dok





1 2 3
3 1 2
2 3 1



 i





2 3 1
1 2 3
3 1 2





to nisu. Napisati Pascal program koji proverava da li su dva latinska kva-
drata istog reda ortogonalni.
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(d) Za latinske kvadrateS= [si j ] i T = [ti j ], oba redan, kažemo da su
izotopniako postoji bijekcijaα skupa{1,2, . . . ,n} takva da jeti j = α(si j )
za svei i j. Na primer, sledéca dva latinska kvadrata su izotopni









4 1 3 2
3 2 1 4
1 4 2 3
2 3 4 1









∼









3 4 2 1
2 1 4 3
4 3 1 2
1 2 3 4









,

jer permutacije

α =

(

1 2 3 4
4 1 2 3

)

daje








α(4) α(1) α(3) α(2)
α(3) α(2) α(1) α(4)
α(1) α(4) α(2) α(3)
α(2) α(3) α(4) α(1)









=









3 4 2 1
2 1 4 3
4 3 1 2
1 2 3 4









Napisati Pascal program koji za latinske kvadrateS i T utvr -duje da li su
izotopni.

†4.18. Na izborima za parlament Republike Srbije struktura parlamenta se utvr-
-duje po principu najvécih količnika (Dontov proporcionalni sistem; dobio
ime po belgijskom matematičaru Viktoru Dontu) koji radi na sledeći nǎcin.
Neka parlament imaN mesta, neka je na parlamentarnim izborima uče-
stvovaloK stranaka/koalicija, i neka su one osvojileg1, g2, . . . ,gK glasova,
redom. Tada se formira tabela saN vrsta iK kolona koja se popuni tako
što se uj-tu vrstu upišu brojevi

g1

j
,
g2

j
, . . . ,

gK

j
,

što ne moraju nužno biti celi brojevi. Potom se u tako formiranoj tabeli
brojeva zaokruži najvécih N brojeva, a stranka/koalicija je osvojila ono-
liko mesta u parlamentu koliko u njenoj koloni ima zaokruženih brojeva.
Pri tome, ako su neka dva količnika jednaka, prednost dajemo onom količ-
niku koji je u koloni sa manjim rednim brojem (drugim rečima, prednost
dajemo onoj stranki/koaliciji koja se ranije javlja na izbornom spisku).

Ulazna datotekaZAD.TXT ima tǎcno dva reda:

N K
g1 g2 . . . gK
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1:
☛
✡

✟
✠120.00

☛
✡

✟
✠100.00

☛
✡

✟
✠40.00

☛
✡

✟
✠20.00

2:
☛
✡

✟
✠60.00

☛
✡

✟
✠50.00

☛
✡

✟
✠20.00 10.00

3:
☛
✡

✟
✠40.00

☛
✡

✟
✠33.33

☛
✡

✟
✠13.33 6.67

4:
☛
✡

✟
✠30.00

☛
✡

✟
✠25.00 10.00 5.00

5:
☛
✡

✟
✠24.00

☛
✡

✟
✠20.00 8.00 4.00

6:
☛
✡

✟
✠20.00

☛
✡

✟
✠16.67 6.67 3.33

7:
☛
✡

✟
✠17.14

☛
✡

✟
✠14.29 5.71 2.86

8:
☛
✡

✟
✠15.00 12.50 5.00 2.50

9:
☛
✡

✟
✠13.33 11.11 4.44 2.22

10: 12.00 10.00 4.00 2.00
11: 10.91 9.09 3.64 1.82
12: 10.00 8.33 3.33 1.67
13: 9.23 7.69 3.08 1.54
14: 8.57 7.14 2.86 1.43
15: 8.00 6.67 2.67 1.33
16: 7.50 6.25 2.50 1.25
17: 7.06 5.88 2.35 1.18
18: 6.67 5.56 2.22 1.11
19: 6.32 5.26 2.11 1.05
20: 6.00 5.00 2.00 1.00

Broj mesta: 9 7 3 1

Tabela 4.1: Dontov proporcionalni sistem za skupštinu sa 20mesta i četiri
stranke/koalicije

U svakom redu brojevi su razdvojeni tačno jednom prazninom i pri tome
je 16 N 6 500, 16 K 6 25 i 16 g j 6 6000000 za svej ∈ {1, . . . ,K}.

Izlazna datotekaRES.TXT ima tǎcno jedan red u kome se nalaziK brojeva

s1 s2 . . . sK

gde su svaka dva susedna razdvojena tačno jednom prozninom. Brojsj

predstavlja broj poslaničkih mesta u parlamentu koja su pripalaj-toj stran-
ki/koaliciji.

Na primer, ako skupština ima 20 mesta, a na izbore je izašlo 4 stranke/ko-
alicije koje su osvojile, redom, 120, 100, 40 i 20 glasova, odgovarajúca
situacija je prikazana u Tabeli 4.1.

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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4.2 Matrice kao strukture podataka

Da bi se matrica mogla pojaviti kao argument procedure ili funkcije, potrebno
je prvo deklarisati odgovarajući imenovani tip, kako smo već navikli. Funkcija ne
može da vrati matricu kao rezultat. I to smo ǒcekivali.

Primer. Dve matriceA = [ai j ] i B = [bi j ] istog formatam× n se mogu sabirati
tako što se saberu odgovarajući elementi, i rezultat je ponovo matrica formatam×
n. Na primer:

[

2 3 −1
0 1 6

]

+

[

−2 0 2
1 9 4

]

=

[

0 3 1
1 10 10

]

.

Napisati proceduru

procedure MAdd(m, n: integer; a, b: Matrix; var c: Matrix);

koja sabira matricea i b formatam×n i rezultat vráca kroz argumentc.

const

MaxN = 50;

type

Matrix = array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

procedure MAdd(m, n : integer; a, b : Matrix; var c : Matrix);

var

i, j : integer;

begin

for i := 1 to m do

for j := 1 to n do

c[i, j] := a[i, j] + b[i, j]

end;

Kao što vidimo iz ovog primera, da bismo u proceduru preneli podatke o nekoj
matrici, moramo preneti tri podatka: njene dimenzijem i n, kao i “tabelu” sa ele-
mentima matrice. U prethodnom primeru smo bili srećni zato što su sve tri matrice
imale isti formatm×n. No, može se desiti da sve matrice sa kojima radimo imaju
različite formate. U tom slǔcaju bi procedura morala da izgleda otprilike ovako:

procedure P(m, n: integer; a: Matrix; p, q: integer; b: Matrix;

var s, t: integer; var c: Matrix)

što je užasno nepregledno. Pošto već moramo da tretiramo matrice kao imenovane
tipove podataka, zašto ne bismo u isti paket podataka zapakovali i informacije o
formatu matrice? Tako dobijamo strukturu podataka koja svesvoje sa sobom nosi,
što nam daje veoma prirodan i kompaktan zapis!
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Primer. MatricaA formatam× p i matricaB formataq×n sukompatibilneako
je p= q.

Proizvod matriceA formatam× p i matriceB formatap×n (koje moraju biti
kompatibilne!) je matricaC formatam×n:











a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p
...

...
.. .

...
am1 am2 · · · amp











·











b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
. ..

...
bp1 bp2 · · · bpn











=











c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
cm1 cm2 · · · cmn











čiji elementi se rǎcunaju po formuli

ci j =
p

∑
k=1

aikbk j.

Napisati Pascal proceduru koja računa proizvod dve matrice za koje se pretposta-
vlja da su kompatibilne.

const

MaxN = 50;

type

Mat = record

m, n : integer;

el : array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real

end;

procedure MatMul(A, B : Mat; var C : Mat);

{pretpostavlja se da su A i B kompatibilne}

{matrice, tj. da je A.n = B.m}

var

i, j, k : integer;

sum : real;

begin

C.m := A.m;

C.n := B.n;

for i := 1 to C.m do

for j := 1 to C.n do begin

sum := 0;

for k := 1 to A.n do

sum := sum + A.el[i, k] * B.el[k, j];

C.el[i, j] := sum

end

end;
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Zadaci.
4.19. Napisati procedure

procedure MatRead(var A : Mat);

procedure MatWrite(A : Mat);

koje ǔcitavaju, odnosno, ispisuju matricuA.

4.20. Napisati funkciju

function SumAll(A : Mat) : real;

koja za datu matricuA računa sumu svih elementa matrice.

4.21. Neka jeA matrica formatam×n. MatricaB formatan×mse zovetranspo-
novana matrica matrice A, i oznǎcava saAT , ako jeai j = b ji za svei i j.
Napisati proceduru

procedure MatTranspose(A : Mat; var B : Mat);

koja transponuje matricuA i rezultat vráca kroz svoj argumentB.

4.22. Kvadratna matricaH redan (tj. formatan×n) se zoveAdamarova matrica
ako su njeni elementi samo 1 ili−1 i ako je

H ·HT =















n 0 0 . . . 0
0 n 0 . . . 0
0 0 n . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . n















.

Napisati Pascal program koji od korisnika učitava kvadratnu matricu i pro-
verava da li je to Adamarova matrica.

4.23. Napisati proceduru

procedure Sub(A : Mat; k, l : integer; var B : Mat);

koja od date matriceA = [ai j ]m×n formira matricuB = [bi j ](m−1)×(n−1)

izbacivanjem elemenatak-vrste i l -te kolone matriceA.

4.24. Napisati Pascal funkciju

function SubMat(A, S : Mat) : integer;

koja utvr-duje koliko se puta matricaS javlja kao podmatrica matriceA.

4.25. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava kvadratnu matricuA,
pozitivan ceo brojk i potom rǎcuna i štampa vrednost matriceB, gde je

(a) B= E+A+A2+A3+ . . .+Ak

(b) B= E+
1
1!

A+
1
2!

A2+
1
3!

A3+ . . .+
1
k!

Ak
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(Napomena: saE je oznǎcenajedinična matrica, tj. matrica koja na glav-
noj dijagonali ima jedinice, a svi ostali elementi su joj nule; pored toga,
A2 = A ·A, A3 = A ·A ·A, itd.)

4.26. Ispitati jednakost dve matrice. (MatriceA = [ai j ]m×n i B = [bi j ]p×q su
jednake ako su istih dimenzija i ako jeai j = bi j za sve vrednostii i j.)

4.27. Ispitati da li je data kvadratna matrica simetrična. (Kvadratna matricaA=
[ai, j ]n×n je simetrǐcna ako jeai j = a ji za sve vrednostii i j.)

4.28. Datotekakvmat.dat tipa file of KvMat sadrži kvadratne matrice, pri
čemu je tipKvMat dat ispod (poljeN predstavlja red kvadratne matrice, a
polje A sadrži elemente matrice). Znamo da u datoteci ima najviše 1000
matrica. Napisati Pascal program koji učitava kvadratne matrice iz ove
datoteke u niz, sortira niz po tragu matrice i potom sortirani niz upisuje u
datotekusorkvmat.dat tipafile of KvMat.

const

MaxN = 50;

type

KvMat = record

N : integer;

A : array [1..MaxN, 1..MaxN] of real

end;

†4.29. Kvadratna matrica je simetrična ako i samo ako je jednaka svojoj transpo-
novanoj matrici. Dokazati.

†4.30. Napisati program koji za daton generiše magični kvadrat redan.

†4.31. Napisati program koji rešava sistem linearnih jednačina koristéci Gaussov
metod eliminacije.
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4.3 Struktura statičkih tipova podataka u Pascalu

Programski jezik Pascal ima veoma razgranatu strukturu tipova podataka koja
se ukratko može podeliti na

• proste tipove, koji mogu biti:

– nabrojivi, koji se dalje dele na

∗ standardne (integer, longint, real, boolean, char),
∗ one koje je definisao korisnik, i
∗ poddomenske (ili intervalne),

– skup (set), i
– string;

• statǐcke strukture, koji se realizuju sledećim standardnim metodama struktu-
iranja:

– niz (array),
– slog (record), i
– promenljivi slog1 (record-case);

• datoteke (file, text); i

• dinamǐcke strukture.

Dinamǐcke strukture podatakácemo ǔciti kasnije. Evo sada rezimea statičkih
struktura podataka:

〈Skup〉 ≡ set of 〈Nabrojivi tip〉
〈Niz〉 ≡ array [〈Nabrojivi tip1〉, . . ., 〈Nabrojivi tipk〉] of

〈Proizvoljan tip〉
〈Slog〉 ≡ record

〈ime11〉, . . ., 〈ime1n〉 : 〈Proizvoljan tip〉;
...

〈imes1〉, . . ., 〈imesm〉 : 〈Proizvoljan tip〉
end

〈Datoteka〉 ≡ file of 〈Proizvoljan tip〉
| text

1promenljive slogove nismo obradili u ovom kursu
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Podsetimo se da strukture mogu biti prenete u potprogram po referenci (var
argumenti) ili po vrednosti (“obični” argumenti, bez var). U prvom slučaju se pro-
mene na elementima strukture odslikavaju na strukturi kojaje navedena u pozivu
potprograma, a u drugom slučaju ne zato štóce Pascal prevodilac napraviti kopiju
i nju preneti u potprogram.

Izuzetak od pravilǎcine datoteke koje se u potporgramuvekprenose kaovar
argumenti. Razlog za ovo ograničenje je jednostavan: datoteke se nalaze u spo-
ljašnjoj memoriji i prevodilac nema načina da obezbedi da se u potprogram unese
kopija strukture. Uz to,statička struktura ne može biti rezultat funkcije.
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Glava 5

Pokazivǎci

Promenljive sa kojima smo do sada radili su imale osobinu da onjima brine
računar: u deklaraciji promenljive se navede njen tip, a program sam kreira kúcicu
u odgovarajúcem delu memorije kada se aktivira potprogram koji je deklarisao
promenljivu, i sam oslobodi prostor u tom delu memorije kadase potprogram koji
je deklarisao promenljivu završi. Takve promenljive se zovu statičkepromenljive.

Programski jezik Pascal poznaje i drugu vrstu promenljivih, dinamičke pro-
menljive, kod kojih za rezervisanje prostora i osloba-danje prostora kada nam pro-
menljiva više ne treba mora da brine programer. Neko se u ovomtrenutku može
upitati, štaće nam koncept promenljive kod koga moramo ručno da rezervišemo i
osloba-damo prostor, kada već postoji jednostavan automatizovani sistem koji sam
brine o svemu? Vidécemo da je koncept dinamičkih promenljivih jedanizuzetno
koristan koncept (inǎce mu ne bismo posvetilǐcitavu jednu glavu)!

5.1 Dinamičke promenljive

Da bismo shvatili dinamičke promenljive, treba prvo da objasnimo koncept
pokazivača. Pokazivǎc (engl.pointer) je “strelica” koja pokazuje na neki deo me-
morije i deklariše se ovako:

var

p : ↑〈proizvoljan tip〉;

77
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Na primer,

const

MaxN = 10;

type

Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array[1 .. 13] of integer

end;

Mat = array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

var

pokazivacNaOsobu : ↑Osoba;
pokazivacNaMat : ↑Mat;
pokazivacNaReal : ↑real;

Razlika izme-du promenljive tipaMat i promenljive tipa↑Mat se najbolje vidi na
sledécoj slici:

const

MaxN = 10;

type

Mat = array [1 .. MaxN,

1 .. MaxN] of real;

var

pokazivacNaMat : ↑Mat;
statickiMat : Mat;

statickiMat:

pokazivacNaMat:

STATI ČKE PROMENLJIVE:

Eto sad! Gde je druga matrica?
Pokazivǎcka promenljiva ne postoji dok korisnikručnone rezerviše prostor za

njen sadržaj. Kada nai-de na pokazivǎcku promenljivu, rǎcunar automatski rezer-
više samo prostor zastrelicu koja će jednog dana pokazivati na matricu. Matricu
moramo rǔcno da napravimo. Naredba koja rezerviše prostor za dinamičke pro-
menljive zove senew i koristi se ovako:

new(〈neka pokazivačka promenljiva〉);

na primer,

new(pokazivacNaMat);

Naredbanew u posebnom delu memorije koji se zoveheap(engl. gomila, hrpa)
rezerviše odgovarajući prostor, pa u pokazivačku promenljivu stavi samo strelicu
(pokazivǎc) na taj prostor. Tako, nakon naredbe

new(pokazivacNaMat);
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situacija u memoriji izgleda ovako:

HEAP:

STATI ČKE PROMENLJIVE:

pokazivacNaMat:

statickiMat:

Naredba koja osloba-da prostor rezervisan za pokazivačku promenljivu zove se
dispose i koristi se ovako:

dispose(〈neka pokazivačka promenljiva〉);

na primer,

dispose(pokazivacNaMat);

Ona uništi sadržaj na heapu koji je bio rezervisan za pokazivačku promenljivu.
Situacija nakondispose(pokazivacNaMat) izgleda ovako:

HEAP:

STATI ČKE PROMENLJIVE:

pokazivacNaMat:

statickiMat:

5.2 Pristupanje dinamičkim promenljivim

Kada rezervišemo prostor za dinamičku promenljivu, naravno da bismo želeli
da ga koristimo kao svaku drugu promenljivu. Postoji jednostavno pravilo koje
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reguliše pristupanje pokazivačkim promenljivim. Ako jeT neki tip i p promenljiva
koja pokazuje na taj tip, tada

p je “obična” promenljiva tipa↑T (strelica)
p↑ je promenljiva na heapu tipaT (ono na štap pokazuje)

type

T = ... ;

var

p : ↑T;

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:
p↑

STATI ČKE

Na primer, neka je

const

MaxN = 3;

type

Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array [1 .. 13] of integer

end;

Mat = array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

var

a : ↑Osoba;
b : ↑Mat;

b:

PROMENLJIVE:

HEAP:

a:

STATI ČKE
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Tada jea strelica koja pokazuje na dinamičku promenljivu tipaOsoba, ab je stre-
lica koja pokazuje na dinamičku promenljivu tipaMat i računarće automatski re-
zervisati samo prostor za dve strelice. Dinamičke promenljivea↑ tipa Osoba i b↑
tipaMat još uvek ne postoje i moraju se kreirati ručno:

begin

new(a); new(b);

b:

PROMENLJIVE:

HEAP:

a:

ime:
prezime:
JMBG:

STATI ČKE

Da bismo pristupili ovim promenljivim, samo treba da se setimo da jea↑ običan
slog, ab↑ obična matrica:

a↑.ime := ’Pera’;

b↑[2,3] := 9;

...

end.

b:

PROMENLJIVE:

HEAP:

a:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

9

STATI ČKE
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5.3 Pridruživanje i jednakost pokazivǎca

Neka jeT proizvoljan tip i neka sup i q promenljive koje pokazuju na taj tip:

type

T = ... ;

PtrT = ↑T;
var

p, q : PtrT;

Činjenica da sup i q strelice, ap↑ i q↑ promenljive tipaT ima važne posledice:

q := p znǎci: strelicaq postaje strelicap, pa nakon dodele
strelicaq pokazuje tamo gde pokazuje strelicap

q↑ := p↑ znǎci: promenljivaq↑ postaje promenljivap↑, pa nakon
dodele streliceq i p pokazuju i dalje na različite
promenljive koje sada imaju isti sadržaj

q = p proveravada li strelicep i q pokazuju na istu promenljivu

Na primer, neka sup i q pokazivǎci na tipOsoba:

type

Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array[1 .. 13] of integer

end;

PtrOsoba = ↑Osoba;
var

p, q : PtrOsoba;

i neka su na heapu kreirane odgovarajuće dinamǐcke promenljive, kao na slici
ispod. U ovom trenutku jeq <> p zato štop i q pokazuju na razlǐcite kúcice
na heapu.

q:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

Miric

Mira

JMBG:
prezime:
ime:

STATI ČKE
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Kada kažemoq := p; to znǎci da strelicaq dobija vrednost strelicep, pa
nakon ove naredbeq pokazuje na ono na šta pokazujep. U ovom trenutku jeq
= p zato štop i q pokazuju na istu kúcicu na heapu.Pažnja: ako niko drugi ne
pokazuje na Miru Mirić, tim podacima više nikako ne možemo pristupiti!

q:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

Miric

Mira

JMBG:
prezime:
ime:

STATI ČKE

S druge strane, kada kažemoq↑:= p↑; tada se sadržaj promenljivep↑ (koja je
tipaT) kopira u sadržaj promenljiveq↑. Iako su sadržaji obe dinamičke promenljive
isti, u ovom trenutku važiq <> p zato štoq i p pokazuju narazličite kućicena
heapu.

q:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

JMBG:
prezime:
ime:

Peric

Pera

STATI ČKE

Postoji posebna vrednostnil koja se može
pridružiti svakom pokazivǎcu. Ako jep pokaziva-
čka promenljiva kao u primeru pored tada naredba
p := nil; znǎci da se promenljivojp dodeljuje
“prazna strelica” koja nigde ne pokazuje.

type

T = ... ;

PtrT = ↑T;
var

p : PtrT;
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Na primer, ako je u jednom trenutku situacija bila kao na sledećoj slici:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:
ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

STATI ČKE

onda poslep := nil; promenljivap ne pokazuje ni na šta. I u ovom slučaju,
ako niko drugi ne pokazuje na Peru Perić, tim podacima više nikako ne možemo
pristupiti!

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:
ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

STATI ČKE

Do sada smo videli véc dve prilike kada može da se desi da posle nekih naredbi
na heapu može da ostane-dubre, štóce réci, podaci koji zauzimaju prostor, a do
kojih nikako ne možemo da dobacimo. Kada znamo da niko drugi ne pokazuje na
neki podatak na heapu, potrebno je počistiti -dubre za sobom i osloboditi prostor za
neke druge dinamičke promenljive. Tome služi naredbadispose. Na primer, neka
je:

type

Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array[1 .. 13] of integer

end;

PtrOsoba = ↑Osoba;
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var

p, q : PtrOsoba;

i neka su na heapu kreirane odgovarajuće dinamǐcke promenljive:

q:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

Miric

Mira

JMBG:
prezime:
ime:

STATI ČKE

Tada se prvo naredbomdispose(q); počisti -dubre:

q:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

STATI ČKE

pa naredbaq := p; prebacuje pokazivǎc tamo gde mi to želimo, s tim da je sada
svečisto:

q:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

ime:
prezime:
JMBG:

Pera

Peric

STATI ČKE
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5.4 Pokazivǎci kao argumenti procedura i funkcija

Prva radosna vest u ovom odeljku je da funkcija može da vrati pokazivǎc kao
svoj rezultat! Zato, ako želimo da vratimo strukturu kao rezultat nekog rǎcunanja,
imamo dve mogúcnosti: možemo je vratiti kaovar argument procedure, ili kao
pokazivǎc na strukturu koji je rezultat funkcije:

type

T = record

...

end;

procedure P(c: char; var rez: T);

begin

...

end;

type

T = record

...

end;

PtrT = ↑T;

function F(c: char): PtrT;

begin

...

end;

Evo funkcije koja rǎcuna transponovanu matricu i vraća je kao svoj rezultat:

const

MaxN = 20;

type

Mat = record

M, N : integer;

el : array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real

end;

PtrMat = ↑Mat;

function Transpose(a : Mat) : PtrMat;

var

b : PtrMat;

i, j : integer;

begin

{prvo kreiramo dinamicku promenljivu na heapu}

new(b);

{koju potom popunjavamo odgovarajucim vrednostima}

b↑.M := a.N;

b↑.N := a.M;

for i := 1 to a.M do

for j := 1 to a.N do

b↑.el[j, i] := a.el[i, j];

{i na kraju kao rezultat vratimo pokazivac na tu promenljivu}

Transpose := b

end;
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Sa ovim pristupom moramo biti pažljivi, zato što je potrebnoručno rezervisati
prostor na heapu, iručno ga osloba-dati. Ako pri tome nismo dovoljno pažljivi i
ako dopustimo da se na heapu nagomila-dubre, program može da pukne izčistog
mira, iako na prvi pogled sve deluje korektno!

Na primer, neka jeReadPtrMat funkcija koja od korisnika ǔcita matricu i vrati
pokazivǎc na odgovarajúci objekt na heapu, a neka jeAddPtrMat funkcija koja
sabira dve matrice na heapu i vraća zbir kao matricu na heapu:

function ReadPtrMat() : PtrMat;

var

b : PtrMat;

i, j : integer;

begin

new(b);

readln(b↑.M, b↑.N);
for i := 1 to b↑.M do

for j := 1 to b↑.N do

readln(b↑.el[i, j]);

ReadPtrMat := b

end;

function AddPtrMat(a, b : PtrMat) : PtrMat;

{pretpostavlja se da su a i b kompatibilne}

var

c : PtrMat;

i, j : integer;

begin

new(c);

c↑.M := a↑.M;
c↑.N := a↑.N;
for i := 1 to a↑.M do

for j := 1 to a↑.N do

c↑.el[i, j] := a↑.el[i, j] + b↑.el[i, j];

AddPtrMat := c

end;

Tada naredba

p := AddPtrMat(ReadPtrMat(), ReadPtrMat());

učita dve matrice, kreira odgovarajuće objekte na heapu, sabere ih i zbir vrati kao
rezultat svog rada, a na heapu ostaju dve početne matrice u svojstvu-dubreta, zato
što na njih više niko ne pokazuje:
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PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

STATI ČKE

(zbir)

(prva) (druga)

Pokazivǎc se, naravno, može pojaviti i kao argument procedure ili funkcije i to
ćemo intenzivno koristiti u sledećem odeljku. Na primer, procedura koja transpo-
nuje matricu može da se napiše i ovako:

procedure Transpose2(a : PtrMat);

var

P, i, j : integer;

pomi : integer;

pomr : real;

begin

{prvo u P postavimo maksimum brojeva a↑.M i a↑.N}
if a↑.M > a↑.N then P := a↑.M else P := a↑.N;
{sada razmenimo a↑.M i a↑.N}
pomi := a↑.M; a↑.M := a↑.N; a↑.N := pomi;

{i na kraju razmenimo a↑.el[i,j] sa a↑.el[j,i] za sve i, j}

for i := 1 to P ­ 1 do

for j := i + 1 to P do begin

pomr := a↑.el[i, j];

a↑.el[i, j] := a↑.el[j, i];

a↑.el[j, i] := pomr

end

end;

Ovaj primer ima jedan važan aspekt: proceduri je prosle-den pokazivǎc na ma-
tricu, ali kao obǐcan argument, ne kaovar argument, a promene koje smo učini na
matrici su ostale na snazi i nakon rada procedure! To je zato što se tokom aktivacije
procedure ili funkcije ne prave kopije promenljivih koje suna heapu.

☞ Kada se u proceduru/funkciju unese pokazivač na neku promenljivu, čak i kada
argument nije deklarisan kaovar argument, promene koje smo izvršili na heapu
ostaju na snazi i posle završetka rada procedure/funkcije!
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Zadaci.
5.1. Neka je dat sledéci tip:

type

Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array[1 .. 13] of integer

end;

PtrOsoba = ↑Osoba;

Napisati funkcijufunction UcitajOsobu() : PtrOsoba; koja od ko-
risnika ǔcitava podatke o nekoj osobi i vraća pokazivǎc na odgovarajúci
slog.

5.2. Kompleksni broj može da se opiše ovako:

type

StaticComplex = record

re, im : real

end;

Complex = ↑StaticComplex;

Napisati sledéce procedure i funkcije koje manipulišu kompleksnim bro-
jevima:

• function RdComplex(): Complex; koja ǔcitava kompleksan broj;

• procedure WrComplex(z: Complex); koja ispisuje kompleksan
broj;

• function NewComplex(re, im: real): Complex; koja konstru-
iše kompleksan broǰciji realni deo jere, a imaginarni deo jeim;

• function AddComplex(u, v: Complex): Complex; koja sabira
kompleksne brojeve;

• function SubComplex(u, v: Complex): Complex; koja odu-
zima kompleksne brojeve;

• function MulComplex(u, v: Complex): Complex; koja množi
kompleksne brojeve;

• function DivComplex(u, v: Complex): Complex; koja deli
kompleksne brojeve; pretpostavlja se dav nije nula.

5.3. (a) Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodan brojn, po-
tom kompleksne brojevez1, . . . ,zn i računa i štampa kompleksni broj

z1+ . . .+zn.
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(b) Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodan brojn, po-
tom kompleksne brojevez1, . . . ,zn i računa i štampa kompleksni broj

1
z1

+ . . .+
1
zn
.

(c) Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodan brojn i
kompleksni brojz i računa i štampa kompleksni broj

1+z+
z2

2
+

z3

3
+ . . .+

zn

n
.

(d) Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn,
potom kompleksne brojevea0, a1, . . . ,an, z i računa i štampa kompleksni
broj

a0+a1z+a2z2+ . . .+anzn.

5.4. Neka je matrica opisana ovako:

const

MaxN = 10;

type

Mat = record

M, N : integer;

el : array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

end;

PtrMat = ↑Mat;

Napisati sledéce procedure i funkcije:

• function RdMat() : PtrMat; koja ǔcitava matricu;

• procedure WrMat(m : PtrMat); koja ispisuje matricu;

• function AddMat(a, b : PtrMat) : PtrMat; koja sabira ma-
trice istog formata; ako matrice nisu istog formata vraćanil;

• function MulMat(a, b : PtrMat) : PtrMat; koja množi kom-
patibilne matrice; ako matrice nisu komaptibilne vraćanil.
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5.5. Neka je dat sledéci tip:

const

MaxN = 1000;

type

Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array[1 .. 13] of integer

end;

NizOsoba = array [1 .. MaxN] of ↑Osoba;

Napisati proceduru

procedure SortNiz(var a: NizOsoba; N: integer);

koja sortira segment[1 .. N] nizaa po prezimenu osobe premeštanjem
pokazivǎca u nizu.

5.6. Neka je dat sledéci tip:

const

MaxN = 1000;

MaxDim = 50

type

Vector = array [1 .. MaxDim] of real;

NizVec = array [1 .. MaxN] of ↑Vector;

Napisati proceduru

procedure SortNiz(var a : NizVec; N : integer);

koja sortira segment[1 .. N] nizaa po prvom elementu premeštanjem
pokazivǎca u nizu.

5.7. Blok-matrica je matricǎciji elementi su matrice. Iako u opštem slučaju to
nije tako, mićemo pretpostavljati da su sve matrice koje se javljaju kao
elementi blok-matrice istog formata. Na primer,





















[

1 2
3 4

] [

1 0
0 1

] [

−3 1
2 1

]

[

9 11
0 11

] [

2 2
2 1

] [

3 1
7 6

]

[

1 6
2 7

] [

4 2
3 5

] [

1 1
2 3

]





















je blok matrica 3×3 čiji elementi su matrice formata 2×2. Blok-matrice
ćemo opisivati na sledeći nǎcin:
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const

MaxN = 20;

type

Mat = array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

PtrMat = ↑Mat;
BlockMat = record

M, N, K, L : integer;

el : array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of PtrMat;

end;

gde suM i N dimenzije blok-matrice, aK i L dimenzije svakog elementa
blok-matrice (u prethodnom primeru jeM = N = 3 i K = L = 2). Napisati
sledéce procedure i funkcije:

• procedure RdBlockMat(var m: BlockMat); koja ǔcitava blok-
matricu;

• procedure WrBlockMat(m :BlockMat); koja ispisuje blok-matricu;

• procedure TrBlockMat(a :BlockMat; var b: BlockMat); koja
transponuje blok-matricu (transponovanje blok-matrice se vrši tako
što se transponuje ta matrica, ali i svi njeni elementi!)

• procedure AddBlockMat(a, b: BlockMat; var c: BlockMat);

koja sabira blok-matrice za koje pretpostavljamo da su istog formata;

• procedure MulBlockMat(a, b: BlockMat; var c: BlockMat);

koja množi kompatibilne blok-matrice za koje pretpostavljamo da su
kompatibilne (Pažnja: i blok-matrice i matrice koje se javljaju kao
elementi moraju biti kompatibilne; drugim rečima, da bismo bogli
da pomnožimo dve blok-matrice mora biti zadovoljeno:a.N = b.M

i a.L = b.K!)
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Glava 6

Liste

Strukture podatada sa kojima smo se do sada sretali (nizovi,slogovi) se zovu
još i statičkestrukture podataka zato što je takva struktura podataka u potpunosti
poznata pre prevo-denja programa i ne može se menjati tokom izvršavanja pro-
grama. Uvo-denjem pokazivǎca stvorile su se pretpostavke da se upoznamo sa jed-
nom novom vrstom struktura podataka koje zovemodinamičkestrukture podataka.
Dinamǐcke strukture podataka se kreiraju i menjaju tokom izvršenja programa.

Liste predstavljaju najjednostavniju dinamičku strukturu podataka. U ovom
poglavlju ćemo se upoznati sa jednostruko povezanim listama i operacijama sa
ovim listama. Potoḿcemo razmatrati neke jednostavnije rekurzivne algoritme sa
jednostruko povezanim listama, a glavu zaključujemo prǐcom o dvostruko poveza-
nim listama.

6.1 Jednostruko povezane liste

Jednostruko povezana lista je niz kućica na heapu koje pokazuju svaka na onu
iza sebe kao na Sl. 6.1. Pokazivačka promenljiva pokazuje na prvi element liste
koji se zoveglava liste, a svaki element liste potom pokazuje na onaj iza njega.
Poslednji element liste ne pokazuje ni na šta i prepoznajemoga po tome što njegovo
polje next ima vrednostnil. Na primer, spisak (shvaćen kao niz osoba) se može
deklarisati ovako:

type

Spisak = ↑Osoba;
Osoba = record

ime, prezime : string;

JMBG : array [1 .. 13] of integer;

sledeci : Spisak

end;
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PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

STATI ČKE

Slika 6.1: Jednostruko povezana lista

Poljaime, prezime i JMBG sadrže informacije o osobi, dok poljesledeci sadrži
pokazivǎc na sledécu kúcicu u nizu, ilinil ako se radi o poslednjoj kućici. Slično
tome, lista celih brojeva se može deklarisati ovako:

type

IntList = ↑IntListElem;
IntListElem = record

n : integer;

next : IntList

end;

Poljen sadrži koristan podatak, dok poljenext sadrži pokazivǎc na narednu kúcicu
u nizu, ili nil ukoliko se radi o poslednjoj kúcici.

Procedura koja ispisuje sve elemente celobrojne liste izgleda ovako:

procedure WrIntList(p : IntList);

begin

while p <> nil do begin

writeln(p↑.n);
p := p↑.next

end

end;

Sve dok pokazivǎc p pokazuje na neku kúcicu u listi radimo sledéce: ispišemo
sadržaj poljan (to je podatak koji je smešten u kućici), i onda se naredbom

p := p↑.next

premestimo na sledeću kúcicu u nizu. Ovo je izuzetno važan idiom pri radu sa
pokazivačima i treba ga zapamtiti!
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Pogledajmo sada detaljnije kako
ova procedura radi. Neka
je a globalna promenljiva tipa
IntList i neka smo nekako
uspeli da formiramo listu i da je
popunimo celim brojevima kao
na slici pored.

a:

HEAP:

972

PROMENLJIVE:
STATI ČKE

Kada iz glavnog progra-
ma pozovemo proceduru
WrIntList(a); mehanizam ak-
tivacije proceduréce u memoriji
napraviti novu kúcicu za lokalnu
promenljivu p ove procedure i
kopiráce vrednost promenljive
a u promenljivup. To znǎci da
će strelicap pokazivati tamo gde
pokazuje strelicaa.

HEAP:

a: 2 7 9

p:

PROMENLJIVE:
STATI ČKE

Sada krécemo sa izvršavanjem
while-petlje. Pošto jep <>

nil program ispiše vrednost po-
lja p↑.n što je 2, a naredbom

p := p↑.next

se strelicap premesti na narednu
kućicu.

HEAP:

a: 2 7 9

p:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:
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Ponovo je p <> nil, pa pro-
gram ispiše vrednost poljap↑.n
što je ovaj put 7 i naredbom

p := p↑.next

se strelicap premesti na narednu
kućicu.

HEAP:

a: 2 7 9

p:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

Ponovo je p <> nil, pa pro-
gram ispiše vrednost poljap↑.n
što je ovaj put 9. Sada je,
me-dutim, p↑.next = nil tako
da naredba

p := p↑.next

u kućicu p smešta vrednostnil.

HEAP:

a: 2 7 9

p:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

Sada je p = nil, pa while-
petlja završava sa radom. Time
se i procedura završava i pro-
gram iz memorije uklanja njene
lokalne promenljive.

a:

HEAP:

972

PROMENLJIVE:
STATI ČKE

Primer. Napisati funkciju koja
odre-duje dužinu (= broj eleme-
nata) celobrojne liste.

function Len(p : IntList) : integer;

var

n : integer;

begin

n := 0;

while p <> nil do begin

n := n + 1;

p := p↑.next
end;

Len := n

end;
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Primer. Napisati proceduru
koja uništava celobrojnu listu i
osloba-da prostor na heapu koji je
bio rezervisan za njene elemente.

procedure Kill(var p : IntList);

var

q : IntList;

begin

while p <> nil do begin

q := p;

p := p↑.next;
dispose(q)

end

end;

Pogledácemo detaljno kako radi
proceduraKill. Pošto jep <>

nil, izvršava se telo petlje:

HEAP:

2 7 9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

q := p;

HEAP:

2 7 9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

p := p↑.next;

HEAP:

2 7 9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:
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dispose(q)

HEAP:

7 9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

Pošto jep <> nil ponovo se iz-
vršava telo petlje:

q := p;

HEAP:

7 9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

p := p↑.next;

HEAP:

7 9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

dispose(q)

HEAP:

9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:
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Pošto jep <> nil još jednom se
izvršava telo petlje:

q := p;

HEAP:

9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

p := p↑.next;

HEAP:

9

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

dispose(q)

Sada jep = nil i petlja se zavr-
šava, a time i proceduraKill.

HEAP:

p:
q:

STATI ČKE
PROMENLJIVE:

Zadaci.
6.1. Napisati funkciju

function Sum(p : IntList) : integer;

koja odre-duje zbir svih elemenata u listi celih brojeva. Suma prazne liste
je 0.

6.2. Napisati funkciju

function Member(p : IntList; n : integer) : Boolean;

koja proverava da li se dati element nalazi u listi celih brojeva.
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6.3. Napisati funkciju

function Max(p : IntList) : integer;

koja odre-duje najvéci element u listi celih brojeva za koju pretpostavljamo
da nije prazna.

6.4. Napisati funkciju

function Sum2(p : IntList) : integer;

koja odre-duje zbir svih elemenata koji se u datoj listi celih brojeva nalaze
na parnim mestima. Suma prazne liste je 0.

6.5. Napisati funkciju

function SumN(p : IntList; k : integer) : integer;

koja odre-duje zbir svih elemenata koji se u datoj listi celih brojeva nalaze
na mestimǎciji redni broj je deljiv sak. Suma prazne liste je 0.

6.6. Napisati funkciju

function CountMin(p : IntList) : integer;

koja odre-duje koliko se puta najmanji element liste celih brojevap poja-
vljuje u toj listi. Za prazne liste ova funkcija vraća 0.

6.2 Osnovne operacije sa listama

U ovom odeljkućemo videti kako se implementiraju neke od osnovnih opera-
cija nad listama. Sve operacije kojećemo videti mogu se primeniti na proizvoljne
jednostruko povezane liste, a mićemo kao i do sada u primerima koristiti liste celih
brojeva:

type

IntList = ↑IntListElem;
IntListElem = record

n : integer;

next : IntList

end;
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Primer. Napisati proceduru koja
ubacuje dati element na početak
date liste.

procedure Insert(var p : IntList;

n : integer);

var

q : IntList;

begin

new(q);

q↑.n := n;

q↑.next := p;

p := q

end;

Primer. Napisati proceduru koja
iz date neprazne liste izbacuje
njen prvi element.

procedure Drop(var p : IntList);

var

q : IntList;

begin

q := p; p := p↑.next;
dispose(q)

end;

Koristéci proceduru Insert

možemo lako napisati programski
fragment koji od korisnika ǔcitava
nekoliko celih brojeva i formira li-
stučiji elementi su ǔcitani brojevi,
kako je to pokazano u primeru po-
red.

p := nil;

while not eoln do begin

read(n);

Insert(p, n)

end;

U listi koja je formirana na
ovaj nǎcin elementi nisu zadržali
redosled kojim su ǔcitani: element
koga smo poslednjeg učitali nalazi
se na pǒcetku liste. Ako želimo da
formiramo listu u kojoj se elementi
nalaze onim redom kojim smo ih
učitali od korisnika, potrebno je
malo više mašte.

procedure RdList(var p: IntList);

var

n : integer;

q, r : IntList;

begin

p := nil;

while not eoln do begin

readln(n);

new(r); r↑.n := n;

if p = nil then begin

p := r; q := r

end

else begin

q↑.next := r;

q := r

end

end;

q↑.next := nil

end;
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Primer. Napisati proceduru koja iz date neprazne liste izbacuje njen poslednji
element.

Procedura prvo proveri da li
se lista sastoji od samo jednog
elementa i ako je to tako, uni-
šti jedini element liste. Ovde je
na delu još jedan važan idiom pri
radu sa pokazivǎcima:

☞ neprazna lista na koju pokazuje
p ima samo jedan element ako i
samo ako jep↑.next = nil

Ako lista ima više od jed-
nog elementa, onda na neki način
moramo da stignemo do njenog
kraja. Uništavanjem poslednjeg
elementa liste njen pretposlednji
element postaje poslednji, pa i o
tome moramo da vodimo računa.

procedure DropLast(var p : IntList);

var

q, r : IntList;

begin

if p↑.next = nil then begin

dispose(p);

p := nil

end

else begin

q := p;

repeat

r := q;

q := q↑.next
until q↑.next = nil;

r↑.next := nil;

dispose(q)

end

end;

Pogledajmo na jednom primeru
kako radi proceduraDropLast kada
lista ima više od jednog elementa.
Neka jep pokazivǎc na neku listu.

1 5 2 6

p

q := p;
1 5 2 6

p q

Izvrši se telorepeat-petlje:

r := q;

q := q↑.next
1 5 2 6

pr q

Pošto q↑.next <> nil ponovo se
izvrši telorepeat-petlje:

r := q;

q := q↑.next
1 5 2 6

p qr
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Još jednom se izvrši telorepeat-
petlje:

r := q;

q := q↑.next
1 5 2 6

p qr

Sada jeq↑.next = nil, što znǎci da smo stigli do poslednjeg elementa liste, pa
serepeat-ciklus završava. Promenljivar pokazuje na pretposlednji element liste.
Na kraju “otkǎcimo” poslednji element liste od ostatka liste i uništimo ga.

r↑.next := nil;
1 5 2 6

p qr

dispose(q)
1 5 2

p r

Primer. Napisati proceduru koja
okréce listu preure-divanjem po-
kazivǎca. Na primer, procedura
treba od liste

1 5 2 6

da napravi listu

1526

procedure Rev(var p : IntList);

var

q, r : IntList;

begin

if p <> nil then

if p↑.next <> nil then begin

q := p↑.next;
p↑.next := nil;

repeat

r := p;

p := q;

q := q↑.next;
p↑.next := r

until q = nil;

end

end;

ProceduraRev je veoma interesantna, paćemo detaljno pogledati kako ona
radi. Pre svega, ako jep = nil, lista je prazna pa nemamo šta da okrenemo.
Slično, ako jep <> nil ali je p↑.next = nil, lista ima samo jedan element, pa
ponovo nema potrebe da se bilo šta okreće. Sada kada znamo da lista koju treba
da okrenemo ima bar dva elementa, na primerućemo pokazati kako se prevezuju
pokazivǎci da bi se dobila okrenuta lista.
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Neka jep pokazivǎc na listu kao
u primeru pored→ 1 5 2 6

p

q := p↑.next;
1 5 2 6

p q

p↑.next := nil;
1 5 2 6

p q

U -demo urepeat-petlju:

r := p;

p := q;

q := q↑.next; 1 5 2 6

p qr

p↑.next := r
1 5 2 6

p qr

Pošto jeq <> nil, ponovo se izvršavarepeat-petlja:

r := p;

p := q;

q := q↑.next; 1 5 2 6

p qr

p↑.next := r
1 5 2 6

p qr

Još jednom se izvršavarepeat-petlja:

r := p;

p := q;

q := q↑.next; 1 5 2 6

p qr

p↑.next := r
1 5 2 6

p qr

Sada jeq = nil i repeat-petlja se završava, a time i procedura.
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Primer. Napisati funkciju koja proverava da li su dve liste jednake.Dve liste su
jednake ako imaju iste elemente koji se javljaju istim redom.

function Eq(p, q : IntList) : Boolean;

var

ok : Boolean;

begin

ok := true;

while ok and (p <> nil) and (q <> nil) do begin

ok := p↑.n = q↑.n;
p := p↑.next;
q := q↑.next

end;

Eq := ok and (p = nil) and (q = nil)

end;

Zadaci.
6.7. Napisati proceduru

procedure InsertLast(var p : IntList; n : integer);

koja ubacuje dati element na kraj date liste.

6.8. Napisati funkciju

function Factors(n : integer) : IntList;

koja za dati ceo broj> 2 vráca spisak prostih delilaca tog broja. Ukoliko
je n < 2, funkcija vráca nil. Lista treba da bude sortirana od manjih ka
većim brojevima.

6.9. Napisati funkciju

function Copy(p : IntList) : IntList;

koja pravi kopiju date liste.

6.10. Napisati proceduru

procedure DropFirstN(var p : IntList; n : integer);

koja iz liste izbacuje prvihn elemenata.

6.11. Napisati proceduru

procedure DropLastN(var p : IntList; n : integer);

koja iz liste izbacuje poslednjihn elemenata.
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6.12. Napisati proceduru

procedure InsertAfter(var p : IntList; q : IntList;

n : integer);

koja ubacuje elementn u listu p i to neposredno iza elementa na koga
pokazujeq.

†6.13. Napisati proceduru

procedure InsertBefore(var p : IntList; q : IntList;

n : integer);

koja ubacuje elementn u listu p i to neposredno ispred elementa na koga
pokazujeq.

6.14. Napisati proceduru

procedure DropAfter(var p : IntList; q : IntList);

koja iz listep izbacuje element koji se nalazi iza elementa na koga poka-
zujeq.

6.15. Napisati proceduru

procedure RemoveAll(var p : IntList; n : integer);

koja iz listep izbacuje sva pojavljivanja elementan.

6.16. Napisati proceduru

procedure InsertSorted(var p : IntList; n : integer);

koja ubacuje elementn u sortiranu listup i to tako da lista ostane sortirana.
Listap je sortirana od manjih ka većim brojevima.

6.17. Napisati proceduru

procedure ISort(var p : IntList);

koja sortira datu listu metodomInsertion Sort. Tokom procesa sortira-
nja nije dozvoljeno praviti nove dinamičke promenljive (nove kúcice na
heapu), véc se sortiranje obavlja prevezivanjem pokazivača izme-du véc
oformljenih kúcica!

6.18. Napisati proceduru

procedure RotL(var p : IntList);

koja prvi element neprazne liste premešta na kraj. Na primer, procedura
od liste

1 5 2 6
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6.2. OSNOVNE OPERACIJE SA LISTAMA 107

pravi listu

15 2 6

6.19. Napisati proceduru

procedure RotR(var p : IntList);

koja poslednji element neprazne liste premešta na početak liste. Na primer,
procedura od liste

1 5 2 6

pravi listu

1 5 26

6.20. Lista celih brojeva jepalindromako je njen prvi element jednak posled-
njem, drugi jednak pretposlednjem, i tako dalje. Na primer,sledéca lista
je palindrom:

1 5 2 5 1

Napisati Pascal funkciju koja proverava da li je data lista palindrom kori-
stéci funkcije Copy, Rev, Eq i Kill;

6.21. Napisati funkciju

function Append(L1, L2 : IntList) : IntList;

koja nadovezuje listuL2 na listuL1. Funkcija treba da napravi kopiju liste
L1 načiji kraj treba da nadoveže kopiju listeL2.

6.22. Napisati funkciju

function CopyFirstN(p : IntList; n : integer) : IntList;

koja pravi kopiju prvihn elemenata listep.

6.23. Napisati funkciju

function CopyLastN(p : IntList; n : integer) : IntList;

koja pravi kopiju poslednjihn elemenata listep.

6.24. Napisati funkciju

function Copy2(p : IntList) : IntList;
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koja pravi listu elemenata listep koji se javljaju na parnim mestima u
listi p.

6.25. Napisati funkciju

function CopyN(p : IntList; n : integer) : IntList;

koja pravi listu elemenata listep koji se javljaju na mestima u listip čiji
redni broj je deljiv san.

6.26. Napisati proceduru

procedure MergeInto(var L : IntList; p : IntList);

čiji argumenti su dve sortirane liste celih brojeva i koja listup “umeša” u
listu L. Obe ulazne liste kao i rezultat su sortirane od manjih brojeva ka
većim brojevima. Tokom procesa nije dozvoljeno praviti nove dinamǐcke
promenljive (nove kúcice na heapu), već se sve obavlja prevezivanjem po-
kazivǎca izme-du véc oformljenih kúcica!

6.27. Kružna listaje lista kod koje poslednji element liste pokazuje na prvi. Evo
nekoliko kružnih listi:

1 5 2 6 6

pp

Napisati proceduru

procedure MkCirc(p : IntList);

koja od obǐcne liste pravi kružnu listu.

6.28. (Josifov problem) Nekolikio dece stoji u krugu i igra sledeću igru. Po-
lazimo od jednog od deteta, brojimo pok, gde jek pozitivan ceo broj, i
svakok-to dete ispada iz kruga. Pobedilo je ono dete koje ostane posled-
nje. Na Slici 6.2 je prikazana ova procedura kada u krugu stoji 7 dece
i kada se broji po 3. Napisati Pascal program koji od korisnika ǔcitava
pozitivne cele brojeven i k, potom imenan dece i odre-duje pobednika
kada tihn dece stoje u krugu onim redom kojim su uneti, a broji se pok.
(Napomena: koristiti kružne liste!)

6.29. Frekvencijski rečnikje spisak rěci neke tekstualne datoteke, zajedno sa
brojem pojavljivanja rěci u datoteci. Napisati Pascal program koji za datu
tekstualnu datoteku formira njen frekvencijski rečnik. Frekvencijski rěc-
nik upisati u tekstualnu datotekufrekvrec.txt. Na Slici 6.3 data je
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Pobednik

Slika 6.2: Josifov problem

jedna datoteka i njen frekvencijski rečnik. Pošto ne znamo unapred broj
reči u datoteci, rěci unositi u sortiranu listu:

type

ListaReci = ↑ElemListe;
ElemListe = record

rec : string;

frekv : integer;

next : ListaReci

end;
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petarpan.txt:

All children, except one,

grow up. They soon know

that they will grow up,

and the way Wendy knew

was this. One day when

she was two years old

she was playing in a

garden, and she plucked

another flower and ran

with it to her mother.

I suppose she must have

looked rather delightful,

for Mrs. Darling put her

hand to her heart and

cried, "Oh, why can’t

you remain like this for

ever!" This was all that

passed between them on the

subject, but henceforth

Wendy knew that she must

grow up. You always know

after you are two. Two is

the beginning of the end.

frekvrec.txt:

a 1

after 1

all 2

always 1

and 4

another 1

are 1

beginning 1

between 1

but 1

can’t 1

children 1

cried 1

darling 1

day 1

delightful 1

end 1

ever 1

except 1

flower 1

for 2

garden 1

grow 3

hand 1

have 1

heart 1

henceforth 1

her 3

i 1

in 1

is 1

it 1

knew 2

know 2

like 1

looked 1

mother 1

mrs 1

must 2

of 1

oh 1

old 1

on 1

one 2

passed 1

playing 1

plucked 1

put 1

ran 1

rather 1

remain 1

she 5

soon 1

subject 1

suppose 1

that 3

the 4

them 1

they 2

this 3

to 2

two 3

up 3

was 4

way 1

wendy 2

when 1

why 1

will 1

with 1

years 1

you 3

Slika 6.3: Frekvencijski rěcnik
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6.2. OSNOVNE OPERACIJE SA LISTAMA 111

6.30. Polinom se može predstaviti kao listačiji elementi sadrže informacije o
ne-nula monomima koji ǔcestvuju u gra-denju polinoma:

type

Polinom = ↑Monom;
Monom = record

koef : real;

stepen : integer;

next : Polinom

end;

Na primer, polinom−2x11+3x4−7x+9 se može predstaviti listom ovako:
p −2

11
3
4

−7
1

9
0

Primetimo još jednom da lista ne sadrži monomečiji koeficijent je 0. Na
taj nǎcin se štedi na vremenu i prostoru!

Napisati sledéce funkcije koje manipulišu polinomima predstavljenim kao
listama:

• function AddPol(a, b : Polinom) : Polinom; koja konstru-
iše novi polinom koji je jednak zbiru polinomaa i b;

• function SubPol(a, b : Polinom) : Polinom; koja konstru-
iše novi polinom koji je jednak razlici polinomaa i b;

• function MulPol(a, b : Polinom) : Polinom; koja konstru-
iše novi polinom koji je jednak proizvodu polinomaa i b;

• function MulPolReal(a : Polinom; k : real) : Polinom;

koja konstruiše novi polinom koji je jednak proizvodu polinomaa i
realnog brojak;

• function EvalPol(a : Polinom; x : real) : real; koja ra-
čuna vrednost polinoma za datu vrednost nepoznatex;

• function X2Pol(a : Polinom) : Polinom; koja konstruiše po-
linom a(x2);

• function SubstPol(a, b : Polinom) : Polinom; koja kon-
struiše polinoma(b(x)).
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6.3 Dvostruko povezane liste

Dvostruko povezana lista je niz kućica na heapu gde svaka kućica pokazuje na
onu iza sebe i na onu ispred sebe, kao na sledećoj slici:

PROMENLJIVE:

HEAP:

p:

STATI ČKE

Mnoge procedure za rad sa dvostruko povezanim listama su identične proce-
durama koje obavljaju analogne poslove sa jednostruko povezanim listama. Na
primer, odre-divanje dužine dvostruko povezane liste, ispis dvostruko povezane liste
ili uništavanje dvostruko povezane liste. Tako, za dvostruko povezane liste celih
brojeva procedura koja ih uništava jeidentičnaproceduri koja uništava jednostruko
povezane liste:

type

IntDList = ↑IntDListElem;
IntDListElem = record

n : integer;

next : IntDList;

prev : IntDList

end;

procedure Kill(var p : IntDList);

var

q : IntDList;

begin

while p <> nil do begin

q := p;

p := p↑.next;
dispose(q)

end

end;

S druge strane, mnoge procedure za rad sa dvostruko povezanim listama su
jednostavnije od odgovarajućih procedura na jednostruko povezanim listama. To
što u svakoj kúcici postoje dva pokazivǎca znǎci da ćemo imati malo više knjigo-
vodstva, ali su zato ideje algoritama prirodnije, jer u svakom trenutku možemo da
se vratimo na prethodnu kućicu u nizu.
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Primer. Napisati proceduru koja
ubacuje dati element na početak
date dvostruko povezane liste.

procedure Insert(var p : IntDList;

n : integer);

var

q: IntDList;

begin

new(q); q↑.n := n;

if p = nil then begin

q↑.next := nil;

q↑.prev := nil

end

else begin

q↑.next := p;

q↑.prev := nil;

p↑.prev := q

end;

p := q

end;

Pogledajmo na primeru kako radi
proceduraInsert. Neka jep pokazi-
vač na dvostruko povezanu listu kao
na slici pored.

1 5 2 6

p

new(q);

q↑.n := n;
1 5 2 6

pq

7

q↑.next := p;

q↑.prev := nil;
1 5 2 6

pq

7

p↑.prev := q; 1 5 2 6

pq

7

p := q; 1 5 2 6

p

7
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Primer. Napisati proceduru koja
iz date neprazne dvostruko pove-
zane liste izbacuje njen prvi ele-
ment.

procedure Drop(var p : IntDList);

var

q : IntDList;

begin

q := p;

p := p↑.next;
p↑.prev := nil;

dispose(q)

end;

Primer. Lista celih brojeva jepalindromako je njen prvi element jednak posled-
njem, drugi jednak pretposlednjem, i tako dalje. Napisati Pascal funkciju koja
vraćatrue ako je data lista palindrom.

Ovaj problem smo véc reša-
vali za jednostruko povezane li-
ste, a sadácemo pokazati koliko
je rešenje za dvostruko povezane
liste jednostavnije. Ideja rešenja
koje ćemo sada pokazati je da se
pomócni pokazivǎc q “odvoza na
kraj liste”, a ondaq ide od kraja
ka pǒcetku, dokp ide od pǒcetka
ka kraju liste.

function Palind(p: IntDList): Boolean;

var

q : IntDList;

ok : Boolean;

begin

if p = nil then

Palind := true

else begin

q := p;

while q↑.next <> nil do

q := q↑.next;
ok := true;

while ok and (p <> nil) do begin

ok := p↑.n = q↑.n;
p := p↑.next;
q := q↑.prev

end;

Palind := ok

end

end;
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Primer. Napisati proceduru koja
ubacuje neki element u dvo-
struko povezanu listu pre ele-
menta na koga pokazuje pomoćni
pokazivǎc.

procedure InsertBefore(var p: IntDList;

n: integer; b: IntDList);

var

q : IntDList;

begin

if (p = nil) or (b = p) then

Insert(p, n)

else begin

new(q);

q↑.n := n;

q↑.next := b;

q↑.prev := b↑.prev;
b↑.prev↑.next := q;

b↑.prev := q

end

end;

Pogledajmo na primeru kako radi proceduraInsertBefore.

Neka je p pokazivǎc na dvo-
struko povezanu listu kao na slici
pored i neka jeb pokazivǎc na
element te liste ispred koga treba
ubaciti novi element.

1 5 2

p

7

b

new(q);

q↑.n := n;
1 5 2

p

7

b

9q

q↑.next := b;

1 5 2

p

7

b

9q
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q↑.prev := b↑.prev;
1 5 2

p

7

b

9q

b↑.prev↑.next := q;

1 5 2

p

7

b

9qb↑.prev

b↑.prev := q;

1 5 2

p

7

b

9q

Zadaci.
6.31. Napisati proceduru

procedure InsertLast(var p : IntDList; n : integer);

koja ubacuje dati element na kraj date liste.

6.32. Napisati proceduru

procedure InsertAfter(var p : IntDList; q : IntDList;

n : integer);

koja ubacuje elementn u listu p i to neposredno iza elementa na koga
pokazujeq.

6.33. Napisati proceduru

procedure DropLast(var p : IntDList);

koja iz liste izbacuje njen poslednji element.

6.34. Napisati proceduru

procedure DropAfter(var p : IntDList; q : IntList);
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koja iz listep izbacuje element koji se nalazi iza elementa na koga poka-
zujeq.

6.35. Napisati proceduru

procedure DropThis(var p : IntDList; q : IntList);

koja iz listep izbacuje element na koga pokazujeq.

6.36. Napisati proceduru

procedure RemoveAll(var p : IntDList; n : integer);

koja iz listep izbacuje sva pojavljivanja elementan.

6.37. Napisati proceduruprocedure Rev(var p : IntDList); koja obŕce
dvostruko povezanu listup.

6.38. Napisati proceduru

procedure RotL(var p : IntDList);

koja prvi element neprazne liste premešta na kraj. Na primer, procedura
od liste

1 5 2 6

pravi listu

15 2 6

6.39. Napisati proceduru

procedure RotR(var p : IntDList);

koja poslednji element neprazne liste premešta na početak liste. Na primer,
procedura od liste

1 5 2 6

pravi listu

1 5 26

6.40. Napisati funkciju

function Append(L1, L2 : IntDList) : IntDList;

koja nadovezuje listuL2 na listuL1. Funkcija treba da napravi kopiju liste
L1 načiji kraj treba da nadoveže kopiju listeL2.
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6.41. Kružna dvostruko povezana listaje dvostruko povezana lista kod koje po-
slednji element liste pokazuje na prvi, i prvi pokazuje na poslednji. Na
primer:

1 5 2 6

p

Napisati proceduru

procedure MkCirc(p : IntDList);

koja od obǐcne dvostruko povezane liste pravi kružnu dvostruko povezanu
listu.

6.42. (Dvosmerni Josifov problem) Nekolikio dece stoji u krugu i igra sledeću
igru. Polazimo od jednog od deteta, brojimo pok, gde jek proizvoljan
nenulaceo broj, i svakok-to dete ispada iz kruga. Pobedilo je ono dete
koje ostane poslednje. Na Slici 6.4 je prikazana ova procedura kada u
krugu stoji 7 dece i kada se broji po−2. Napisati Pascal program koji
od korisnika ǔcitava pozitivne cele brojeven i k, potom imenan dece i
odre-duje pobednika kada tihn dece stoje u krugu onim redom kojim su
uneti, a broji se pok. (Napomena: koristiti kružne dvostruko povezane
liste!)
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Pobednik

Slika 6.4: Josifov problem sa negativnim brojanjem
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Glava 7

Rekurzija
Podeli pa vladaj

U ovoj glavi uvodimo rekurziju kao jedno izuzetno značajnu programersku
tehniku. Kao primer tehnike programiranja poznate pod imenom podeli pa vla-
daj pokazujemo dva superiorna sorta – Quicksort i Mergesort. Nakon Quicksort
algoritma pokazujemo kako se njegova osnovna ideja može upotrebiti za efikasno
nalaženjek-tog elementa u nizu.

7.1 Rekurzija

Za neku proceduru ili funkciju kažemo da jerekurzivnaako se u telu javlja
poziv te iste procedure ili funkcije za neke druge, obično “manje” vrednosti para-
metara. Uopšte, rekurzivne procedure ili funkcije se pišu kada posao zan možemo
nekako da odradimo preko istih poslova zan−1 ili neke druge brojeve manje odn.
Prilikom pisanja rekurzivnih procedura i funkcija moramo imati precizno formuli-
sane odgovore na sledeća pitanja:

• kako se tǎcno posao zan može odraditi preko tog istog posla, ali za manje
vrednosti; i

• kada se izlazi iz rekurzije, tj. kako izgleda taj posao za prvih nekoliko vred-
nosti brojan koje su prirodno mogu pojaviti.

121



122 GLAVA 7. REKURZIJA, PODELI PA VLADAJ

Kada nam je ovo jasno, rekurzivna procedura (ili funkcija) izgleda ovako:

procedure P(n : integer);

begin

if n = neka od početnih vrednosti za koje je sve trivijalnothen
odradi posao za odgovarajuću vrednost

else

svedi posao zan na poslove za vrednosti manje odn
pozivajući istu ovu proceduru

end;

Primer. Napisati funkciju koja
rekurzivno rǎcunan!.

Ovde prvo treba da shva-
timo kako sen! može izrǎcunati
preko manjih vrednosti. Prime-
timo da je

n! = n·(n−1) ·(n−2) · . . . ·1= n·(n−1)!

function Fakt(n: integer): integer;

begin

if n = 0 then

Fakt := 1

else

Fakt := n * Fakt(n ­ 1)

end;

Eto nǎcina! Faktorijel brojan se rǎcuna tako što se prvo izračuna faktorijel
brojan−1, pa se on pomnoži san. Pǒcetni uslov je, naravno, 0!= 1.

Primer. Napisati funkciju
Fib(n) koja rekurzivno rǎcuna
n-ti Fibonaccijev broj.

Posao rǎcunanja Fibonac-
cijevog brojaFn se može svesti
na rǎcunanje Fibonaccijevih bro-
jeva za manje vrednosti na po-
znati nǎcin:

Fn = Fn−1+Fn−2,

function Fib(n: integer): integer;

begin

if n = 0 then

Fib := 0

else if n = 1 then

Fib := 1

else

Fib := Fib(n ­ 1) + Fib(n ­ 2)

end;

dok za prve dve vrednosti imamo:F0 = 0 i F1 = 1.

Primer. Napisati funkcijuA(n)
koja rǎcuna brojeveAn rekurzivno
zadate na sledeći nǎcin: A1 = 1,
A2 = 2, An = nAn−1−3An−2+3.

function A(n: integer): integer;

begin

if n = 1 then

A := 1

else if n = 2 then

A := 2

else

A := n*A(n­1) ­ 3*A(n­2) + 3

end;
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Primer izvršavanja rekurzivnog potprograma. Pogledajmo kako se izvršava
rekurzivan potprogram na primeru računanja faktorijela broja 4.

Krenemo da rǎcunamo
Fakt(4). Za to nam je potrebna
vrednostFakt(3). Zato funkcija
Fakt poziva sama sebe, ali ovaj
put zan= 3.

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

Dalje, Fakt(3) poziva sebe
ponovo zan= 2. . .

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

❄
Fakt(3) →

Fakt := 3 * Fakt(2)

. . . , Fakt(2) poziva sebe za
n= 1. . .

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

❄
Fakt(3) →

Fakt := 3 * Fakt(2)

❄
Fakt(2) →

Fakt := 2 * Fakt(1)

. . . , Fakt(1) poziva sebe za
n= 0. . .

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

❄
Fakt(3) →

Fakt := 3 * Fakt(2)

❄
Fakt(2) →

Fakt := 2 * Fakt(1)

❄
Fakt(1) →

Fakt := 1 * Fakt(0)
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. . . , aFakt(0) ne poziva više
nikoga, jer jen = 0 izlaz iz re-
kurzije. Funkcija sadazna da je
Fakt(0) = 1.

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

❄
Fakt(3) →

Fakt := 3 * Fakt(2)

❄
Fakt(2) →

Fakt := 2 * Fakt(1)

❄
Fakt(1) →

Fakt := 1 * Fakt(0)

❄
Fakt(0) →

Fakt := 1

Pǒcinje vrácanje vredno-
sti. Poziv Fakt(0) je završen
i ova funkcija vráca odgovara-
juću vrednost u izraz iz koga je
pozvana.

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

Fakt(3) →
Fakt := 3 * Fakt(2)

Fakt(2) →
Fakt := 2 * Fakt(1)

Fakt(1) →
Fakt := 1 * 1

✻
Fakt(0) = 1

Lanacvraćanja iz rekurzivnih
pozivase dalje odmotava. . .

Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

Fakt(3) →
Fakt := 3 * Fakt(2)

Fakt(2) →
Fakt := 2 * 1

✻
Fakt(1) = 1

. . . , i dalje. . . Fakt(4) →
Fakt := 4 * Fakt(3)

Fakt(3) →
Fakt := 3 * 2

✻
Fakt(2) = 2
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. . . , i dalje. . . Fakt(4) →
Fakt := 4 * 6

✻
Fakt(3) = 6

. . . , i tako dobijamo konǎcnu
vrednost: 24.

Fakt(4) = 24

Sa upotrebom rekurzije treba biti obazriv. Rekurzivni programi mogu da budu
neefikasniji od odgovarajućih nerekurzivnih verzija. Na primer, rekurzvno raču-
nanje Fibonaccijevih brojeva je neuporedivo sporije od računanja pomócu “for”
ciklusa koga smo videli ranije. Tako-de, ako se pǒcetni uslovi rekurzije (koji se
zovu još iizlazni kriterijumi) ne postave kako treba, program veoma lako može da
zaglavi. Kada nije neefikasna, upotreba rekurzije je veoma pogodna za rešavanje
problema, zato što najčeš́ce dovodi do elegantnih rešenja.

Primer. Napisati proceduruIspisiBin(n) koja dati nenegativan ceo broj ispi-
suje u binarnom sistemu.

Pre svega treba da shvatimo kako se binarni zapis brojan može dobiti na
osnovu binarnog zapisa nekog manjeg broja. Pogledajmo kakoteče konverzija
brojan u osnovu 2 “peške”: prvon podelimo sa dva; ostatak “napišemo iza crte”, a
količnik dalje konvertujemo u binarnu osnovu. Zato što se dobijeni niz cifaračita
od poslednjeg ka prvom, ostatak
koga smo prvog zapisali “iza crte”
bude poslednja cifra. Eto pravila!
Konverzija brojan u binarni zapis
ide ovako: prvo sen div 2 kon-
vertuje u binarni zapis, pa se na
to dopišen mod 2. Izlazni krite-
rijum je jednostavan: ako jen ∈
{0,1} to je to (samo ga ispišemo).

procedure IspisiBin(n : integer);

begin

if (n = 0) or (n = 1) then

write(n)

else

begin

IspisiBin(n div 2);

write(n mod 2)

end

end;

Primer. Napisati Paskal program koji od korisnika učitava prirodne brojeven i
M, potomn brojevac1, . . . ,cn i proverava da li se umetanjem znakova+ i − ispred
ili izme -du nekih od unetih brojeva može dobiti aritmetički izrazčija vrednost jeM.
Na primer zan= 4, M = 989 i brojeve 1, 10, 100, 1000 izraz−1−10+1000 ima
vrednost 989.
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Rešenje.

program MiniSlagalica;

const

MaxN = 50;

var

n, i : integer;

M : longint;

c : array [1 .. MaxN] of integer;

op : array [0 .. MaxN] of char;

ok : boolean;

procedure IspisiIzraz;

var

i : integer;

begin

for i := 1 to n do

if op[i] = ’0’ then

{ nista ne radimo ­­ ’0’ znaci da se odgovarajuci broj preskace }

else if (op[i] = ’+’) then

if i = 1 then write(c[i])

else if c[i] >= 0 then write(’ + ’, c[i])

else write(’ + (’, c[i], ’)’)

else { op[i] = ’­’ }

if c[i] < 0 then write(’ ­ (’, c[i], ’)’)

else write(’ ­ ’, c[i]);

writeln

end;

procedure Pronadji(n : integer; M : longint);

begin

if n = 0 then

begin

ok := M = 0;

if ok then IspisiIzraz

end

else begin

op[n] := ’+’;

Pronadji(n ­ 1, M ­ c[n]);

if not ok then begin
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op[n] := ’­’;

Pronadji(n ­ 1, M + c[n]);

if not ok then begin

op[n] := ’0’;

Pronadji(n ­ 1, M);

end

end

end

end;

begin

write(’Koliko ima brojeva ­> ’); readln(n);

write(’Brojevi ­> ’);

for i := 1 to n do read(c[i]);

readln;

write(’Rezultat ­> ’); readln(M);

ok := false;

Pronadji(n, M);

if not ok then

writeln(’Ne moze’)

end.

Zadaci.
7.1. Napisati rekurzivnu Pascal funkciju koja računa niz brojevabn zadat ovako:

b0 = 0, b1 = 2, b2 = 3, i bn = n2bn−1+b2
n−3−3n.

7.2. Napisati rekurzivnu Pascal funkciju koja računa niz brojevadn zadat ovako:
d0 = 0, d1 = 5, i

dn =

{

dn−1+2dn−2, n parno
4dn−1−ndn−2, n neparno.

7.3. Napisati Pascal program koji računaNZD dva pozitivna broja na sledeći
nǎcin:

NZD(m,n) =







m, m= n
NZD(m−n,n), m> n
NZD(n−m,m), n> m

7.4. Napisati rekurzivnu proceduruIspisiUOsnovi(n, b) koja nenegativan
ceo brojn ispisuje u osnovib.
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128 GLAVA 7. REKURZIJA, PODELI PA VLADAJ

7.5. Za realan brojx i prirodan brojn, broj xn se može izrǎcunati ovako:

xn =















1, n= 0
x, n= 1
x· (xk)2, n= 2k+1
(xk)2, n= 2k.

Koristéci ovo i Pascalovu ugra-denu funkcijusqr, napisati Pascal program
koji rekurzivno rǎcunaxn.

7.6. Niz brojevab0,b1,b2, . . . ,bn, . . . zadat je ovako:

b0 =−1, b1 = 1,
bn = bp+bq, zan> 2,

gde jep broj nula u binarnom zapisu brojan, a q broj jedinica u binar-
nom zapisu brojan. Napisati Paskal program koji od korisnika učitava
nenegativan brojn tipalongint i potom rǎcuna i štampa brojbn.

7.7. Napisati Pascal program koji rekurzivno računa kolǐcnik m/n celih brojeva
m i n i ispisuje njegovih prvihk decimala.

7.8. Verižni razlomak je razlomak oblika

a0+
1

a1+
1

a2+
1

a3+
1

...

an−1+
1
an

gde suak neki ne-nula realni brojevi.

(a) Napisati Pascal program koji od korisnika učitavan, potomn+1 re-
alnih brojevaa0, a1, . . . ,an, i onda rǎcuna odgovarajúci verižni razlomak
nerekurzivno(obična “for” petlja).

(b) Napisati Pascal program koji od korisnika učitavan, potomn+1 re-
alnih brojevaa0, a1, . . . ,an, i onda rǎcuna odgovarajúci verižni razlomak
rekurzivno.

7.9. Napisati proceduru koja za daton ispisuje niz brojeva koji se formira na
sledéci nǎcin:

n= 1 : 1
n= 2 : 1, 2, 1
n= 3 : 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1
n= 4 : 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1
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Pravilo za formiranje niza izgleda ovako:

niz zan = niz zan−1 , n, niz zan−1 .

7.10. Grayov kod redan je niz koji se sastoji od svih 01-reči dužinen (kojih
ima 2n) sa osobinom: svake dve susedne reči se razlikuju samo na jednom
mestu. Na primer, Grayov kod reda 4 izgleda ovako:

0000
0001
0011
0010

0110
0111
0101
0100

1100
1101
1111
1110

1010
1011
1001
1000

Napisati Pascal program koji od korisnika učitava pozitivan ceo brojn i
potom štampa Grayov kod redan, svaku rěc u novom redu.

(Napomena: Naredni element Grayovog koda se formira tako što se u pret-
hodnom elementu komplementira jedan bit. Niz bitova koje treba komple-
mentirati je upravo niz koji je formiran u prethodnom zadatku.)

7.11. Particija brojan je svaki nǎcin da se brojn predstavi u obliku zbira prirod-
nih brojeva. Na primer, sve particije broja 5 su

5 = 1+1+1+1+1
= 1+1+1+2
= 1+2+2
= 1+1+3
= 2+3
= 1+4
= 5

Napisati Pascal program koji za dati prirodan brojn ispisuje broj particija
brojan. Broj particija brojan jednak jef (n,n), gde je

f (m,n) =















1, m= 1 ili n= 1
f (m,m), m< n
f (m,m−1)+1, m= n
f (m,n−1)+ f (m−n,n), m> n.

7.12. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodne brojeven i k,
potomk različitih prirodnih brojevaa1, a2, . . . ,ak, i ispisuje sve nǎcine na
koje se dati brojn može predstaviti kao zbir nekih od brojevaa1, . . . ,ak.
Svaki brojai se može pojaviti u reprezentaciji proizvoljan broj puta.
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7.13. (Hanojske kule)Data su tri štapa,A, B, C. Na štapuA je nanizanon di-
skova (sa rupom u sredini). Svi diskovi su različitog prěcnika i na štapu su
nanizani po velǐcini, pri čemu je navéci na dnu, a najmanji na vrhu. Jedan
potez u igri se sastoji u tome da se disk koji je na vrhu neke gomile pre-
baci sa jednog štapa na neki drugi štap. Pričemu je zabranjeno da se disk
većeg prěcnika nalazi iznad diska manjeg prečnika. Zadatak igre je da se
svi diskovi prebace sa štapaA na štapC koristéci štapB kao pomócni.

Napisati Pascal program koji od korisnika učitavan – broj diskova na nizu
A i ispisuje redosled premeštanja diskova. Na primer, zan= 3 treba ispi-
sati sledéce:

Sa A na C
Sa A na B
Sa C na B
Sa A na C

Sa B na A
Sa B na C
Sa A na C

Koristiti sledécu ideju: n diskova se saA naC može prebaciti tako što se
prebacin−1 disk saA naB, potom se izvrši potezSa A na C, i onda se
n−1 diskova prebaci saB naC.

†7.14. Dokazati da ideja opisana u prethodnom zadatku dovodi do rešenja pro-
blema Hanojskih kula san diskova u 2n−1 poteza.

(Uputstvo: koristiti matematičku indukciju.)

†7.15. Konveksni poligon je nekim svoim dijagonalama razbijen na manje kon-
veksne poligone, a pri tome ne postoje dve dijagonale koje imaju zajedni-
čku unutrašnju tǎcku (drugim rěcima, ako se dve dijagonale seku, seku se
u temenu poligona). Od svih potpoligona koji u svojoj unutrašnjosti ne
sadrže nijednu dijagonalu odrediti onaj koji ima najviše temena.

†7.16. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodne brojeven i M,
potomncifarac1, . . . ,cn i proverava da li se umetanjem znakova+ izme-du
cifara može dobiti aritmetički izrazčija vrednost jeM. Na primer zan= 8,
M = 1000 i cifre 8 8 8 8 8 8 8 8 (osam osmica), umetanjem znakova+ na
sledéci nǎcin: 888+88+8+8+8 dobija se izražcija vrednost je 1000.

7.2 Liste i rekurzija

Svaka neprazna lista se na prirodan način može podeliti na dva dela:

• glava liste, što je prvi element liste, i

• rep liste, što je lista kojǔcine svi ostali elementi liste.
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glava
liste

rep liste

Tako dobijamo da su liste rekurzivne strukture: lista dužine l > 0 jednoznǎcno je
odre-dena svojim prvim elementom (njena glava) i jednom listom dužine l −1 (njen
rep). Zato ne iznena-duje što se mnogi algoritmi na listama veoma jednostavno
implementiraju rekurzivno.

Kao i do sada, uglavnom
ćemo raditi sa listama celih bro-
jevačija definicija je data pored.

type

IntList = ↑IntListElem;
IntListElem = record

n : integer;

next : IntList

end;
Dakle,

☞ Ako jep pokazivač na nepraznu listu celih brojeva, onda jep↑.n glava liste, a
p↑.next pokazivač na njen rep.

Primer. Napisati funkciju koja rekurzivno odre-duje dužinu celobrojne liste.

Rešenje:

• Dužina prazne liste je 0;

• Dužina neprazne liste =
= 1 + dužina njenog repa.

function Len(p : IntList) : integer;

begin

if p = nil then

Len := 0

else

Len := 1 + Len(p↑.next)
end;

Primer. Napisati funkciju koja rekurzivno odre-duje sumu elemenata celobrojne
liste.

Rešenje:

• Suma prazne liste je 0;

• Suma neprazne liste =
glava liste + suma njenog
repa.

function Sum(p : IntList) : integer;

begin

if p = nil then

Sum := 0

else

Sum := p↑.n + Sum(p↑.next)
end;
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Primer. Napisati proceduru koja rekurzivno uništava celobrojnu listu i osloba-da
prostor na heapu koji je bio rezervisan za njene elemente.

Rešenje:

• Kod prazne liste ne treba
ništa da uništavamo;

• Nepraznoj listi rekurzivno
uništimo rep, pa onda
unižtimo glavu.

procedure Kill(var p : IntList);

begin

if p <> nil then begin

Kill(p↑.next);
dispose(p);

p := nil

end

end;

Rekurzivni programi sa listama su jasniji, elegantniji i jednostavniji. Pore-denja
radi, na Slici 7.1 pokazane su nerekurzivna i rekurzivna verzija ova tri potprograma.

Zadaci.
7.17. Napisati funkciju

function Member(p : IntList; n : integer) : Boolean;

koja rekurzivno proverava da li se dati element nalazi u listi celih brojeva.

7.18. Napisati proceduru

procedure CountMin(p : IntList; var min, br : integer);

koja rekurzivno odre-duje koliko se puta najmanji element liste celih bro-
jevap pojavljuje u toj listi. Argumentmin treba da vrati najmanji element
liste, a argumentbr broj pojavljivanja elementamin u listi. Pretpostavlja
se da je lista neprazna.

7.19. Napisati proceduru

procedure InsertLast(var p : IntList; q : IntList);

koja rekurzivno ubacuje kúcicu na koju pokazujeq na kraj listep.

7.20. Napisati proceduru

procedure DropFirstN(var p : IntList; n : integer);

koja iz liste rekurzivno izbacuje prvihn elemenata.

7.21. Napisati proceduru

procedure RemoveAll(var p : IntList; n : integer);

koja iz listep rekurzivno izbacuje sva pojavljivanja elementan.

†7.22. Napisati proceduru
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function Len(p: IntList): integer;

var

n: integer;

begin

n := 0;

while p <> nil do begin

n := n + 1;

p := p↑.next
end;

Len := n

end;

function Len(p: IntList): integer;

begin

if p = nil then

Len := 0

else

Len := 1 + Len(p↑.next)
end;

function Sum(p: IntList): integer;

var

n: integer;

begin

n := 0;

while p <> nil do begin

n := n + p↑.n;
p := p↑.next

end;

Sum := n

end;

function Sum(p: IntList): integer;

begin

if p = nil then

Sum := 0

else

Sum := p↑.n + Sum(p↑.next)
end;

procedure Kill(var p: IntList);

var

q: IntList;

begin

while p <> nil do begin

q := p;

p := p↑.next;
dispose(q)

end

end;

procedure Kill(var p: IntList);

begin

if p <> nil then begin

Kill(p↑.next);
dispose(p);

p := nil

end

end;

Slika 7.1: Nerekurzivna i rekurzivna verzija tri potprograma
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procedure Rev(var p : IntList);

koja rekurzivno obŕce listu.

†7.23. Napisati funkciju

function Copy(p : IntList) : IntList;

koja rekurzivno kopira listu.

7.24. Napisati proceduru

procedure InsertSorted(var p : IntList; q : IntList);

koja rekurzivno uméce broj kúcicu na koju pokazujeq u sortiranu listup.
Listap nakon umetanja treba da ostane sortirana.

7.25. Napisati proceduru

procedure ISort(var p : IntList);

koja sortira listup algoritmom insertion sort. Tokom procesa sortiranja
nije dozvoljeno praviti nove dinamičke promenljive (nove kúcice na he-
apu), véc se sortiranje obavlja prevezivanjem pokazivača izme-du véc ofor-
mljenih kúcica!

7.3 Podeli pa vladaj

Divide et imperaje bila maksima rimskih vladara kojom su uspevali da pokore
i najtvrdokornije neprijatelje. U programiranju se strategija “Podeli pa vladaj”
(engl. Divide and conquer) koristi za efikasno rešavanje teških problema i sastoji
se u tome da se se komplikovan problem podeli na dva potproblema približno iste
veličine koji se onda nezavisno rešavaju, pa se na osnovu tako dobijenih parci-
jalnih rešenja rekonstruiše konačno rešenje. Mícemo strategiju demonstrirati na
tri primera: Quicksort algoritam, traženjek-tog po velǐcini elementa niza (što je
modifikacija Quicksort algoritma), i Mergesort algoritam.

7.3.1 Quicksort

Sadácemo pokazati kako radi jedan superiorni algoritam za sortiranje – Quick-
sort. Interesantno je da je on u osnovi rekurzivan. Osnovna ideja Quicksort algori-
tma je ujedno i jedna od osnovnih ideja programiranja uopštekoja, kada može da
se primeni, daje veoma dobre rezultate, a zove sedivide and conquer(podeli pa
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vladaj)1. Neka nam je dat niz brojeva

3,2,6,5,7,1,8,1,1,6,3,6,7.

U odnosu na prvi element niza (pivot) sve ostale elemente razvrstamo u dve grupe:
na one koji su manji od njega ili jednaki sa njim, i na one koji su véci od njega.
Dobijamo dva kráca niza:

2, 1, 1, 1, 3 i 6, 5, 7, 8, 6, 6, 7

Ova dva niza sortiramo (rekurzivno) svakog posebno i onda ihsamo nadovežemo
tako što ispišemo elemente prvog niza, potom pivot – broj 3, ina kraju elemente
drugog niza. U prethodnom primeru, nakon sortiranja dobijamo dva niza:

1, 1, 1, 2, 3 i 5, 6, 6, 6, 7, 7, 8,

a nakon spajanja niz

1, 1, 1, 2, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 8.

Ova ideja se može implementirati rako da se sortiranje obavlja u istom nizu.
Preuredícemo elemente niza u odnosu na prvi element tako da se ispred njega na-
laze oni koji su manji ili jednaki sa njim, a iza njega oni kojisu strogo véci od
njega. Onda pozovemo proceduru da sortira samo odgovarajuće delove velikog
niza.

Za pivota uzimamo prvi element niza i gledamo element koji jeneposredno
desno od njega. Ako je on manji od pivota ili jednak sa njim, samo im zamenimo
mesta. Ako je véci od pivota, prebacimo ga na kraj niza. Prebacivanje na krajniza
tako-de moramo malo organizovati. Na kraju niza se nalaze elementi koje još nismo
poredili sa pivotom. O njima razmišljamo kao o “slobodnim” elementima. Tako
prebacivanje na kraj niza zapravo svodimo na razmenu mesta sa najdesnijim slo-
bodnim elementom. Element koji na taj način stigne na kraj niza više nije slobodan
zato što onmoraostati desno od pivota.

Na ovaj nǎcin ne samo da štedimo memoriju, već i vreme: razvrstavanje se
svodi na lukavo organizovano razmeštanje elemenata unutaristog niza, a faza spa-
janjane postoji!

Primer. Pogledajmo na primeru kako funkcioniše razvrstavanje. Pivot je pode-
bljan, a “slobodni” elementi su prikazani iskošeno. Brojač i pokazuje na element
koga upravo poredimo sa pivotom i razmatramo šta sa njim da radimo, a brojǎc

1latinski: Divide et impera
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j na najdesniji slobodan element.Swap(p, q) je procedura koja u datom nizu
zamenjuje elemente na mestimap i q.

i
↓

j
↓

3 2 6 5 7 1 8 1 1 6 3 6 7 Akcija: Swap(i­1, i)

i
↓

j
↓

2 3 6 5 7 1 8 1 1 6 3 6 7 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

j
↓

2 3 7 5 7 1 8 1 1 6 3 6 6 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

j
↓

2 3 6 5 7 1 8 1 1 6 3 7 6 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

j
↓

2 3 3 5 7 1 8 1 1 6 6 7 6 Akcija: Swap(i­1, i)

i
↓

j
↓

2 3 3 5 7 1 8 1 1 6 6 7 6 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

j
↓

2 3 3 6 7 1 8 1 1 5 6 7 6 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

j
↓

2 3 3 1 7 1 8 1 6 5 6 7 6 Akcija: Swap(i­1, i)

i
↓

j
↓

2 3 1 3 7 1 8 1 6 5 6 7 6 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

j
↓

2 3 1 3 1 1 8 7 6 5 6 7 6 Akcija: Swap(i­1, i)

i
↓

j
↓

2 3 1 1 3 1 8 7 6 5 6 7 6 Akcija: Swap(i­1, i)

i, j
↓

2 3 1 1 1 3 8 7 6 5 6 7 6 Akcija: Swap(i, j)

i
↓

2 3 1 1 1 3 8 7 6 5 6 7 6 Gotovo
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Program. Neka su nam date sledeće deklaracije:

const

MaxEl = 1000;

type

Niz = array [1 .. MaxEl] of integer;

var

a : Niz;

ProceduraSwap koja zamenjuje elemente mestimai i j globalnog nizaa je krajnje
jednostavna:

procedure Swap(i, j : integer);

var

t : integer;

begin

t := a[j]; a[j] := a[i]; a[i] := t

end;

Srce algoritma je proceduraSplit(p, q, k) koja preure-duje segmenta[p .. q]

nizaa tako da u novom rasporedu svi elementi iza[p .. k­1] budu manji od pi-
votaa[p] iz starog niza, da svi elementi iza[k+1 .. q] budu véci ili jednaki sa
pivotoma[p] iz starog niza, i da pivot u novom rasporedu bude na pozicijik.

procedure Split(p, q : integer; var k : integer);

var

i, j, pivot : integer;

begin

pivot := a[p];

i := p + 1; j := q;

while i <= j do

if a[i] < pivot then

begin

Swap(i­1, i); i := i + 1

end

else if a[i] = pivot then i := i + 1

else { a[i] > pivot }

begin

Swap(i, j); j := j ­ 1

end;

k := i ­ 1

end;
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Na kraju sledi procedura koja sortira segmenta[p .. q] niza a tako što ga
pozivom procedureSplit preuredi, a potom rekurzivno segmentea[p .. k­1] i
a[k+1 .. q]. Procedura se poziva saQSort(1, n).

procedure QSort(i, j : integer);

var

k : integer;

begin

if j ­ i = 1 then

begin

if a[i] > a[j] then Swap(i, j)

end

else if j ­ i > 1 then

begin

Split(i, j, k);

QSort(i, k ­ 1);

QSort(k + 1, j)

end

end;

Pažljivom analizom algoritma se primećuje da se drugi rekurzivni pozivQSort
procedure može eliminisati, i tako dobijamo još efikasniju verziju algoritma:

procedure QSort2(i, j : integer);

var

k : integer;

begin

while j ­ i > 1 do begin

Split(i, j, k);

QSort(i, k ­ 1);

i := k + 1

end;

if j ­ i = 1 then

begin

if a[i] > a[j] then Swap(i, j)

end

end;
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7.3.2 Mergesort

Pokazácemo sada drugi superiorni algoritam za sortiranje koji se zovemerge-
sort (engl. sortiranje sa spajanjem) i koji predstavlja još jedan dobar primer stra-
tegije podeli pa vladaj. U ovom odeljkúcemo pokazati kako se mergesort može
upotrebiti da se efikasno sortiraju liste.

Mergesort je tako-de rekurzivan sort, a bazira se na veoma jednostavnoj ideji.
Niz koga treba sortirati podelimo na dva podniza iste ili približno iste velǐcine, oba
podniza sortiramo rekurzivnim pozivom algoritma, a onda tadva sortirana dela
spojimo (možda je slikovitije réci, slijemo) u jedan. Evo primera koji ilustruje
osnovnu ideju algoritma:

Pǒcetni niz: 3 2 6 5 7 1 8 1 1 6 3 6 7

Podelimo na dva dela: 3 2 6 5 7 1 8 1 1 6 3 6 7

Sortiramo prvi deo: 1 2 3 5 6 7 8 1 1 6 3 6 7

Sortiramo drugi deo: 1 2 3 5 6 7 1 1 3 6 6 7 8

Spojimo: 1 1 1 2 3 3 5 6 6 6 7 7 8

Procedura koja implementira mergesort je veoma jednostavna. Ona sortira li-
stup tako što pozivom procedureSplit podeli njene elemente da dva delaa i b
približno jednakih dužina, potom rekurzivnim pozivom sortira listu a, pa listub, i
na kraju pozivom procedureJoin “umeša” sortirane listea i b u novu listu.

procedure MergeSort(var p : IntList);

var

a, b : IntList;

begin

if p <> nil then

if p↑.next <> nil then begin

Split(p, a, b);

MergeSort(a);

MergeSort(b);

Join(a, b, p)

end

end;

ProceduraSplit podeli elemente listep da dva dela približno jednakih dužina.
Ona radi tako što prvi element listep prebaci na pǒcetak listaa, sledéci element
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liste p prebaci na pǒcetak listeb, sledéci na pǒcetak listea, i tako dok se listap ne
isprazni.

procedure Split(var p, a, b : IntList);

var

q : IntList;

flip : Boolean;

begin

a := nil; b := nil;

flip := false;

while p <> nil do begin

q := p;

p := p↑.next;
flip := not flip;

if flip then begin

q↑.next := a;

a := q

end

else begin

q↑.next := b;

b := q

end

end

end;

ProceduraJoin spaja sortirane listea i b u novu, tako-de sortiranu listu. Za ini-
cijalizaciju listep procedura koristǐcinjenicu da nia ni b nisu prazne liste (što
obezbedi proceduraMergeSort). Pokazivǎc p pokazuje na pǒcetak nove liste, dok
q pokazuje na poslednji element nove liste. Tako se lakše realizuje dodavanje ele-
menta na kraj liste na koju pokazujep.

procedure Join(var a, b, p : IntList);

var

q : IntList;

begin

if a↑.n < b↑.n then begin

p := a;

q := a;

a := a↑.next;
q↑.next := nil

end

else begin

p := b;

q := b;

b := b↑.next;
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q↑.next := nil

end;

while (a <> nil) and (b <> nil) do

if a↑.n < b↑.n then begin

q↑.next := a;

q := a;

a := a↑.next;
q↑.next := nil

end

else begin

q↑.next := b;

q := b;

b := b↑.next;
q↑.next := nil

end;

if a <> nil then

q↑.next := a

else

q↑.next := b

end;

7.3.3 Traženjek-tog po velǐcini elementa u nizu

Kada znamo da sortiramo nizove, problem nalaženja elementaniza koji je k-
ti po veličini se lako rešava – sortiramo niz, pa iz sortiranog niza pročitamok-ti
element:

const

MaxN = 1000;

type

Niz = array [1 .. MaxN] of integer;

procedure Sort(var a : Niz; n : integer);

{sortira niz a}

...

function FindKth(a : Niz; n, k : integer) : integer;

{pretpostavljamo da je 1 <= k <= n}

begin

Sort(a, n);

FindKth := a[k]

end;
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Interesantno je da sek-ti element nizaa može náci i brže, bez sortiranja niza,
algoritmom koji koristi ideju Quicksorta.

(1) ProceduromSplit(a, 1, n, s) podelimo niza na dva dela kao u Quick-
sort algoritmu;

(2) ako jes= k, k-ti element po velǐcini je tǎcnoa[k];

(3) ako jes> k, k-ti po veličini element se nalazi u segmentua[1...s­1], pa
nastavimo da tražimo, i tok-ti element u segmentua[1...s­1];

(4) ako jes< k, k-ti po veličini element se nalazi u segmentua[s+1...n], pa
nastavimo da tražimo, ali ovaj put(k−s)-ti element u segmentua[s+1...n].

Evo i implementacije. ProceduraSplit(a, p, q, s) deli segmenta[p...q]
niza a na dva dela kao u algoritmu za Quicksort, as je pozicija pivota nakon
preure-divanja niza. Proceduremin i max vraćaju manji, odnosno, veći od dva broja.

function FindKth(a : Niz; n, k : integer) : integer;

var

p, q, s : integer;

found : Boolean;

begin

p := 1;

q := n;

found := false;

while not found and (q ­ p > 1) do begin

Split(a, p, q, s);

if (p­1) + k = s then

found := true

else if (p­1) + k < s then

q := s ­ 1

else begin

p := s + 1;

k := k ­ s

end

end;

if found then

FindKth := a[s]

else if k = 1 then

FindKth := min(a[p], a[q])

else

FindKth := max(a[p], a[q])

end;

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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Zadaci.
7.26. Napisati Pascal program koji sortira niz brojeva Quicksortalgoritmom, ali

u nerastúcem redosledu, od najvećeg ka najmanjem.

7.27. Praksa pokazuje da se kratki nizovi efikasnije sortiraju primenom nekih
od inferiornih algoritama, dok Quicksort može da pokaže svoju premóc
samo na relativno dugačkim nizovima. Napisati Pascal program koji sor-
tira nizove koristéci hibridnu tehniku: segmentičija dužina je véca od 100
se sortiraju Quicksort algoritmom, dok se na segmente sa ne više od 100
elemenata primenjuje Insertion sort.

7.28. Napisati proceduru

procedure QSort(var p : IntList);

koja sortira listu metodomquick sort. Tokom procesa sortiranja nije do-
zvoljeno praviti nove dinamičke promenljive (nove kúcice na heapu), već
se sortiranje obavlja prevezivanjem pokazivača izme-du véc oformljenih
kućica!

7.29. Napisati proceduru

procedure MergeSort2(var p : IntList);

koja sortira listu metodommergesort, ali od najvéceg ka najmanjem ele-
mentu liste. Tokom procesa sortiranja nije dozvoljeno praviti nove dina-
mičke promenljive (nove kúcice na heapu), već se sortiranje obavlja pre-
vezivanjem pokazivǎca izme-du véc oformljenih kúcica!
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Glava 8

Elementi računarske grafike

Računarska grafikaje granǐcna oblast rǎcunarstva i geometrije koja se bavi
vernim prikazivanjem geometrijskih objekata na ekranu. Naslici ispod je pokazan
najbolji mogúci nǎcin da se u konǎcnom svetu kakav je ekran računara predstavi
deo pravey= 2

3x.

Računarska geometrijaje deo matematike koji se bavi algoritamskim rešava-
njem nekih geometrijskih problema. Na primer, sledeći problem pripada domenu
računarske geometrije: za dati konačan skup tǎcakaSodrediti podskupC skupaS
sa što manjim brojem elemenata takav da se sve tačke skupaSnalaze u unutrašnjo-
sti ili na rubu poligonǎcija temena su tǎcke izC.

Iako su ove dve discipliněcesto prepletene, lako ih je razlikovati: algoritmi
računarske grafike crtaju, dok algoritmi računarske geometrije konstruišu nove
objekte i daju odgovore na pitanja.

Ekran rǎcunara je pravougaona matrica tačaka1. Dimenzije ove matrice odre-
-duju rezolucijuekrana, odnosno, njegovu moć razlǔcivanja. Na primer, 800×600

1U žargonu se umesto “tačka” kaže “piksel”; piksel, od engleskogpixel, je veštǎcki stvorena
reč. Pre njene pojave, zvanično ime jedne tǎcke ekrana je bilopicture element. Inženjeri, koji vole
skrácenice, rěc picturestandardno skrácuju napic, rěc elementnael, što sa malo saksonskog genitiva
od frazepicture elementnapravipic’s el. Uz brisanje razmaka dobijamopicsel, a nakon pogrešnog
spelovanja,pixel.
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ili 1280×1024. Svaki piksel je odre-den svojim koordinatama, parom nenegativnih
celih brojeva. Pri tome je koordinatni početak u jednom temenu odgovarajuće
matrice, dok su koordinatne ose postavljene ili uobičajeno ili izvrnuto:

✲

✻

(0,0)

(7,5) ✲

❄

(0,0)

(7,5)

uobǐcajeno izvrnuto

8.1 Osnovne grafǐcke rutine

Svaki grafǐcki sistem je zasnovan na nekoliko osnovnih operacija kao što su
inicijalizacija grafǐckog režima, izlazak iz grafǐckog režima, osvetljavanje jednog
piksela i slǐcno. Ove operacije zavise od platforme (platforma = hardver+ opera-
tivni sistem + programski jezik) i najčeš́ce se implementiraju u mašinskom jeziku.
Zato osnovne grafǐcke rutine nisu propisane standardom, već je njihov dizajn osta-
vljen implementatorima konkretnog sistema.

☞ U ovoj glavi ćemo koristiti FreePascal verziju 2.4. Napominjemo još jednom da
druge implementacije Pascala mogu pratiti sasvim drugačiju filozofiju.

FreePascal verzija 2.4 poznaje obilje grafičkih rutina koje se nalaze u modulu
Graph, a od kojihćemo mi pomenuti svega nekoliko. Da bi grafičke rutine iz ovog
modula mogle da se koriste, moramo prvo Pascal prevodiocu reći da da “uveze”
modulGraph upotrebom deklaracijeuses koja se navodi odmah nakon deklaracije
program:

program PrimerRadaSaGrafikom;

uses Graph;

{ sada mozemo da koristimo graficke rutine }

...

Evo sada i spiska osnovnih grafičkih rutina kojećemo naǰceš́ce koristiti. Za
inicijalizaciju grafǐckog režima koristícemo sledéce rutine:

procedure DetectGraph(var driver, mode: integer);

detektuje grafǐcke parametre sistema i vrati ih kroz celobrojne promenljive
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driver i mode; ove vrednosti koristimo kao ulazne parametre procedure
InitGraph.

procedure InitGraph(var driver, mode: integer; path: string);

inicijalizuje grafǐcki režim rada sa parametrimadriver i mode koje smo
dobili pozivom procedureDetectGraph; argumentpath se koristi kada že-
limo da koristimo napredne načine da inicijalizujemo grafǐcki režim rada,
u kom slǔcaju moramo da obezbedimo svoj drajver; u ovom kursu nećemo
želeti da koristimo napredne načine inicijalizacije, tako dácemo na mestu
ovog argumenta uvek prosle-divati prazan string.

function GraphResult: integer;

vraća broj koji govori o tome da li je grafǐcka naredba koja prethodi pozivu
funkcije GraphResult uspešno izvršena; na primer, do greške može doći
ako pokušamo da inicijalizujemo grafički režim parametrima koje hardver
ne podržava.

const GrOk = 0;

je konstanta koja se koristi u saradnji sa funkcijomGraphResult i ozna-
čava da je sve u redu, odnosno, da je grafička naredba koja prethodi pozivu
funkcije GraphResult uspešno izvršena.

procedure CloseGraph;

napušta grafǐcki režim.

Tipičan program u ovom kursu koji se bavi crtanjemće imati sledécu strukturu:

program TipicanGrafProgram;

uses Graph;

var

gd, gm : integer;

...

begin

DetectGraph(gd, gm);

InitGraph(gd, gm, ’’);

if GraphResult <> GrOk then

writeln(’Graph Init error’)

else begin

{ neko crtanje }

...

CloseGraph;

end

end.
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Za crtanje osnovnih grafčkih objekata koristimo sledeće naredbe:

procedure SetColor(color: integer);

postavlja boju kojom se crta (boja mastila); promenljivacolor treba da ima
vrednost iz skupa{0,1, . . . ,255}.

function GetColor: integer;

vraća boju kojom se crta (boja mastila).

procedure SetBkColor(color: integer);

postavlja boju pozadine po kojoj se crta (boja papira); promenljiva color

treba da ima vrednost iz skupa{0,1, . . . ,255}.

function GetBkColor: integer;

vraća boju pozadine po kojoj se crta (boja papira).

procedure PutPixel(x, y, color: integer);

crta piksel na koordinatama(x,y) bojomcolor; promenljivacolor treba da
ima vrednost iz skupa{0,1, . . . ,255}.

procedure Line(x1, y1, x2, y2: integer);

crta dužčije krajnje tǎcke su(x1,y1) i (x2,y2) bojom koja je postavljena
naredbomSetColor.

procedure Circle(x, y, r: integer);

crta krug sa centrom u tački (x,y) i poluprěcnikar bojom koja je postavljena
naredbomSetColor.

Primer. Napisati Pascal program koji crta apstrakciju na Sl. 8.1.

program Apstrakcija;

uses graph;

var

gd, gm, i, p, q : integer;

begin

DetectGraph(gd, gm);

InitGraph(gd, gm, ’’);

if GraphResult <> GrOk then

writeln(’Graph Init error’)

else begin

{ prvo crtamo vertikalnu i horizontalnu liniju }

Line(0, 0, 900, 0);

Line(0, 0, 0, 600);

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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600

900(0,0)

Slika 8.1: Apstrakcija

{ sada crtamo kose linije }

p := 600;

q := 75;

for i := 1 to 12 do begin

Line(0, p, q, 0);

p := p ­ 50;

q := q + 75

end;

CloseGraph

end

end.

Zadaci.
8.1. Napisati Pascal proceduru koja utvr-duje da li data tǎcka pripada simetrali

date duži (duž je data svojim krajnjim tačkama).

8.2. Napisati Pascal proceduruRectangle(x0, y0, x1, y1: integer) ko-
ja crta pravougaoniǩcije donje levo teme ima koordinate(x0,y0), a gornje
desno koordinate(x1,y1).

8.3. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodne brojevem i n i
potom crta

(a) “rešetku kvadrata” formatam×n kao na Sl. 8.2(a). (Na slici je prika-
zana rešetka formata 8×6.)

(b) “rešetku krugova” formatam×n kao na Sl. 8.2(b). (Na slici je prika-
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(a) (b) (c)

Slika 8.2: Tri rešetke

zana rešetka formata 8×6.)

(c) “rešetku kvadrata i krugova” formatam×n kao na Sl. 8.2(c). (Na slici
je prikazana rešetka formata 8×6.)

8.4. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava prirodan brojn i potom
crta “stepenice” san stepenika kao na Sl. 8.3(a). (Na slici su prikazane
stepenice sa 8 stepenika.)

8.5. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava neparan prirodan broj
n i potom crta “dijamant” redan kao na Sl. 8.3(b). (Na slici je prikazan
dijamant reda 7.)

(a) (b)

Slika 8.3: Stepenice i dijamant

8.6. Napisati Pascal proceduruDrawPolygon(P : Polygon) koja crta poli-
gon. Poligon je opisan sledećim tipom:
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const

MaxN = 100;

type

Point = record

x, y : integer

end;

Polygon = record

N : integer; { broj temena }

A : array [1 .. maxN] of Point { spisak temena }

end;

8.7. Napisati Pascal program koji od korisnika uči-
tava prirodan brojn i potom crtankrugova kao
na slici pored, prǐcemui-ti krug ima centar u
tački (10i,10i) i poluprěcnik 10i.

8.8. Napisati Pascal proceduruSqSpiral(cx, cy, n, k : integer) koja
crta prvihn zavoja pravougaone spirale. Početak spirale je tǎcka (cx,

cy), ak je dužina jednog koraka.

Pravougaona spirala sa korakomk se crta ovako. Krenemo od početne
tačke i idemok piksela na sever,k piksela na istok, 2k piksela na jug i 2k
piksela na zapad. To je prvi zavoj. Potom 3k piksela na sever, 3k piksela
na istok, 4k piksela na jug i 4k piksela na zapad. To je drugi zavoj. Za treći
zavoj idemo 5k piksela na sever, 5k piksela na istok, 6k piksela na jug i 6k
piksela na zapad. I tako dalje, Sl. 8.4(a).

8.9. Napisati Pascal proceduruSkewSqSpiral(cx, cy, n, k : integer)

koja crta prvihn zavoja iskošene pravougaone spirale. Kao i u prethodnom
zadatku, pǒcetak spirale je tǎcka(cx, cy), ak je dužina jednog koraka.

Iskošena pravougaona spirala sa korakomk se crta ovako. Krenemo od
početne tǎcke i idemok piksela na severo-istok,k piksela na jugo-istok, 2k
piksela na jugo-zapad, 2k piksela na severo-zapad, i tako dalje, Sl. 8.4(b).

8.10. Napisati Pascal program koji od korisnika učitavan tačaka, a potom crta
tih n tačaka, kao i najmanji pravougaonikčije dve strane su paralelne ko-
ordinatnim osama, a koji u svojoj unutrašnjosti sadrži datetačke.
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(a) (b)

Slika 8.4: (a) Tri zavoja pravougaone spirale;(b) Dva zavoja iskošene pravouga-
one spirale.

8.2 Prava

Kao što je tǎcka u ravni odre-dena svojim koordinatama, tako je prava odre-dena
svojom jednačinom. Pravoj pripadaju tǎcno one tǎcke čije koordinate zadovolja-
vaju njenu jednǎcinu. Ako je prava normalna nax-osu i sěce je u tǎcki c, jednǎcina
prave ima oblik

x= c.

Ako prava nije nromalna nax-osu, njena jednǎcina ima oblik

y= kx+n.

Broj n se zoveotsečak na y-osi, zato što prava
prolazi kroz tǎcku (0,n), tj. presecay-osu u tǎcki n.
Broj k se zovenagib ili koeficijent pravcaprave. On
je jednak tangensu ugla koga prava zaklapa sa pozi-
tivnim smeromx-ose:k= tgϕ .

✻

✲
O x

y

ϕ

n

Podsetimo se da se jednačina prave kroz tǎckeA(p1,q1) i B(p2,q2) može lako
dobiti na sledéci nǎcin: ako jep1 = p2, jednǎcina praveAB je data sa

x= p1;

ako jep1 6= p2, jednǎcina praveAB je data sa

y= q1+
q2−q1

p2− p1
(x− p1).

Primer. Odredimo jednǎcinu pravey = kx+ n koja sadrži tǎcke (2,1) i (4,4).
Kako tǎcka(2,1) pripada pravoj, ona mora zadovoljavati odgovarajuću jednǎcinu,
pa je 1= 2k+n. Isto važi i za drugu tǎcku: 4= 4k+n. Tako smo dobili sistem dve
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jednǎcine sa nepoznatimk i n, čijim rešavanjem nalazimok= 3
2, n=−2. Tražena

jednǎcina jey= 3
2x−2.

Ako pravu l odre-denu tǎckamaA(p1,q1) i
B(p2,q2) orijentišemo tako da bude istog smera
kao vektor

−→
AB, onda možemo govoriti o “levoj” i

“desnoj” poluravni s obzirom na pravul . Formu-
lu za jednǎcinu prave kroz tǎcke A i B možemo
dovesti u sledéci oblik:

✒
A

Blevo

desno

(q2−q1)x− (p2− p1)y+q1p2− p1q2 = 0.

Za tǎcku M(x0,y0) stavimo

λM = (q2−q1)x0− (p2− p1)y0+q1p2− p1q2.

Jasno,λM = 0 ukoliko tǎcka M leži na pravojl . Ako tǎcka M ne leži na pravojl
ova vrednost nije nula. Interesantno je daznakbrojaλM odre-duje da li se tǎckaM
nalazi u levoj ili desnoj poluravni s obzirom na pravul :

• ako jeλM = 0, tǎckaM leži na pravojl ;

• ako jeλM > 0, tǎckaM leži u desnoj poluravni;

• ako jeλM < 0, tǎckaM leži u levoj poluravni.

Na osnovu toga možemo lako napraviti funkciju koja za date tri tačke A(p1,q1),
B(p2,q2), M(x0,y0) vraća 0, 1 ili −1 u zavisnosti od toga da li tačka M leži na
pravojAB ili se nalazi u desnoj, odnosno, levoj poluravni s obzirom naorijentisanu
pravu

−→
AB:

function LeftRight(p1, q1, p2, q2, x0, y0 : integer) : integer;

var

lambda : longint;

begin

lambda := (q2 ­ q1)*x0 ­ (p2 ­ p1)*y0 + q1*p2 ­ p1*q2;

if lambda > 0 then

LeftRight := 1

else if lambda < 0 then

LeftRight := ­1

else

LeftRight := 0

end;
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8.3 Bresenhamov inkrementalni algoritam za crtanje duži

Duž kao geometrijski objekt nema debljinu i sastoji se od beskonǎcno mnogo
tačaka. S druge strane, raster ekrana se sastoji od konačno mnogo piksela koji
su dvodimenzionalni objekti, recimo kružići. Algoritam za crtanje duži odre-duje
kolekciju piksela koji leže na ili u blizini date duži.

U ovom odeljkućemo predstaviti jednǒcuveno rešenje ovog problema: Bre-
senhamov inkrementalni algoritam za crtanje duži2. Rěc “inkrementalni” znǎci da
se u svakom koraku algoritma na osnovu koordinata piksela koji je upravo osvetljen
odre-duju koordinate narednog piksela koga treba osvetliti. Bresenhamov algoritam
je znǎcajan bar iz dva razloga:

• ne koristi realnu aritmetikǔcime se dobija na brzini, i

• daje optimalno rešenje u sledećem smislu: ne postoji kolekcija piksela koja
ima manje srednje kvadratno odstupanje od idealne duži.

Neka suA(x0,y0) i B(x1,y1) krajnje tǎcke duži koju treba nacrtati. Pretposta-
vićemo da jex0 < x1 i da koeficijent pravca praveAB pripada intervalu[0,1]. Ako
uvedemo sledéce oznake:∆y = y1−y0 i ∆x = x1−x0, jednǎcina praveAB ima oblik
y= kx+n zak= ∆y/∆x i nekon. Množenjem sa∆x i sre-divanjem dobijamo:

∆yx−∆xy+n∆x = 0.

Iz tehnǐckih razloga (jedne nestašne dvojčice koja se kasnije pojavi), pomnožićemo
ovu jednǎcinu sa 2. Tako, uz oznakuc= 2n∆x dobijamo

2∆yx−2∆xy+c= 0.

Pretpostavimo da smo u prethodnom ko-
raku osvetlili pikselP(xp,yp). U sledécem ko-
rakućemo osvetliti ili pikselQ1(xp+1,yp) ili
pikselQ2(xp+1,yp+1) prema sledécem kri-
terijumu. Posmatrajmo tačku M(xp + 1,yp +
1
2) koja je središte duži[Q1Q2]. Ako se ona
nalazi ispod praveAB, osvetlícemo pikselQ1;
u suprotnomćemo osvetliti pikselQ2. Da li
se tǎcka M nalazi ispod ili iznad praveAB
utvr -dujemo na nǎcin koga smo upravo opisali:

P(xp,yp) Q1

Q2

M M′
1

M′
2

2Bresenham, J. E.,Algorithm for Computer Control of a Digital Plotter, IBM Systems Journal,
4(1) 1965, str. 25–30
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neka jeλM = 2∆y(xp+1)−2∆x(yp+
1
2)+c; ako jeλM > 0, tǎckaM se nalazi ispod

praveAB, u suprotnom se nalazi na pravojAB ili iznad nje.

Prilikom crtanja duži krécemo od tǎcke sax-koordinatomx0 i ponavljamo po-
stupak dok ne do-demo do tǎcke sax-koordinatomx1. Osnovni algoritam, zato,
izgleda ovako:

x := x0;

y := y0;

PutPixel(x, y, c);

while x< x1 do begin

if λM(x+1,y+ 1
2)
6 0 then

x := x+1
else begin

x := x+1;
y := y+1

end;

PutPixel(x, y, c);

end

IzrazλM tako-de može da se računa inkrementalno,̌cime se algoritam značajno
ubrzava. Neka jeλM = 2∆y(xp + 1)− 2∆x(yp +

1
2)+ c. Ako smo odabrali piksel

Q1, sledéca tǎcka na osnovǔcijeg položaja donosimo odluku jeM′
1(xp+2,yp+

1
2),

i trebáce nam vrednost izrazaλM′
1
= 2∆y(xp+2)−2∆x(yp+

1
2)+c. Primetimo da

je λM′
1
= λM +2∆y.

Ako smo odabrali pikselQ2, sledéca tǎcka na osnovǔcijeg položaja donosimo
odluku jeM′

2(xp+2,yp +
3
2), i trebáce nam vrednost izrazaλM′

2
= 2∆y(xp +2)−

2∆x(yp+
3
2)+c. Primetimo da jeλM′

2
= λM +2(∆y−∆x). Dakle, nema potrebe da

se izraziλM′
1

i λM′
2

računaju od pǒcetka; u prvom slǔcaju je dovoljno naλM dodati
2∆y, a u drugom slǔcaju 2(∆y−∆x).

Potražimo sada početnu vrednost zaλM koja se dobija za tǎcku M0 čije koor-
dinate su(x0+1,y0+

1
2):

λM0 =2∆y(x0+1)−2∆x(y0+
1
2)+c

=(2∆yx0−2∆xy0+c)+2∆y−∆x

=λA+2∆y−∆x.

Zato što tǎckaA pripada pravojAB imamoλA = 0, i time dobijamo pǒcetnu vred-
nost

λM0 = 2∆y−∆x.
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Konǎcna verzija algoritma izgleda ovako:

const

MyColor = 30;

procedure Line0(x0, y0, x1, y1 : integer);

var

lambda, x, y, dx, dy, incr1, incr2 : integer;

begin

dx := x1 ­ x0;

dy := y1 ­ y0;

lambda := 2 * dy ­ dx;

incr1 := 2 * dy;

incr2 := 2 * (dy ­ dx);

x := x0; y := y0;

PutPixel(x, y, MyColor);

while x < x1 do begin

if lambda <= 0 then begin

x := x + 1;

lambda := lambda + incr1

end

else begin

x := x + 1;

y := y + 1;

lambda := lambda + incr2

end;

PutPixel(x, y, MyColor);

end

end;

Napominjemo još jednom da proceduraLine0 radi korektno samo zax0 < x1 i
samo za one dužǐciji koeficijent pravca pripada intervalu[0,1].

Kompletan algoritam za crtanje linije se sastoji odčetiri
procedure. Tri vode rǎcuna o posebnim slučajevima:LineE
(E – istok) koja crta dužǐciji koeficijent pravca pripada inter-
valu [−1,1], LineN (N – sever) koja crta dužǐciji koeficijent
pravca je véci od 1 iLineS (S – jug) koja crta dužǐciji koefi-
cijent pravca je manji od−1, dokčetvrta, glavna procedura,
DrawLine utvr -duje o kom slǔcaju se radi i poziva jednu od
ove tri procedure. ProceduraLineE radi korektno zax0 < x1

L
i
n
e
S

L
i
n
e
N

LineE

i za dužičiji koeficijent pravca pripada intervalu[−1,1]. Ona se dobija jednostav-
nom modifikacijom procedureLine0: promenljivastepY odre-duje da li će duž
biti iscrtavana ka gore (stepY = 1) ili ka dole (stepY = ­1).
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procedure LineE(x0, y0, x1, y1 : integer);

var

lambda, x, y, dx, dy, incr1, incr2, stepY : integer;

begin

if y1 < y0 then stepY := ­1

else stepY := 1;

dx := x1 ­ x0; dy := abs(y1 ­ y0);

lambda := 2 * dy ­ dx;

incr1 := 2 * dy; incr2 := 2 * (dy ­ dx);

x := x0; y := y0;

PutPixel(x, y, MyColor);

while x < x1 do begin

x := x + 1;

if lambda <= 0 then

lambda := lambda + incr1

else begin

lambda := lambda + incr2;

y := y + stepY

end;

PutPixel(x, y, MyColor)

end

end;

ProceduraLineN radi korektno zay0 < y1 i za dužičiji koeficijent pravca je véci od
1. I ona se dobija jednostavnom modifikacijom procedureLine0: samo zamenimo
y-koordinatu sax-koordinatom.

procedure LineN(x0, y0, x1, y1 : integer);

var

lambda, x, y, dx, dy, incr1, incr2 : integer;

begin

dx := x1 ­ x0; dy := y1 ­ y0;

lambda := 2 * dx ­ dy;

incr1 := 2 * dx; incr2 := 2 * (dx ­ dy);

x := x0; y := y0;

PutPixel(x, y, MyColor);

while y < y1 do begin

y := y + 1;

if lambda <= 0 then

lambda := lambda + incr1

else begin

lambda := lambda + incr2;

x := x + 1
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end;

PutPixel(x, y, MyColor)

end

end;

ProceduraLineS radi korektno zay0 > y1 i za dužičiji koeficijent pravca je manji
od−1. Ona se dobija jednostavnom modifikacijom procedureLineN.

procedure LineS(x0, y0, x1, y1 : integer);

var

lambda, x, y, dx, dy, incr1, incr2 : integer;

begin

dx := x1 ­ x0; dy := abs(y1 ­ y0);

lambda := 2 * dx ­ dy;

incr1 := 2 * dx; incr2 := 2 * (dx ­ dy);

x := x0; y := y0;

PutPixel(x, y, MyColor);

while y > y1 do begin

y := y ­ 1;

if lambda <= 0 then

lambda := lambda + incr1

else begin

lambda := lambda + incr2;

x := x + 1

end;

PutPixel(x, y, MyColor)

end

end;

Glavna procedura:

procedure DrawLine(x0, y0, x1, y1 : integer);

var

t : integer;

begin

if x0 > x1 then begin { zameni tacke }

t := x0; x0 := x1; x1 := t;

t := y0; y0 := y1; y1 := t

end;

if abs(y1 ­ y0) <= x1 ­ x0 then LineE(x0, y0, x1, y1)

else if y1 > y0 then LineN(x0, y0, x1, y1)

else LineS(x0, y0, x1, y1)

end;
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Zadaci.
8.11. Opisati pravěciji koeficijent pravca je:(a) -1; (b) 1; (c) 0.

8.12. Tačke O(0,0), A(6,8), B(6,4), C(3,0), D(2,2), E(−2,−8), F(2,−2),
G(0,5), H(4,2), razvrstati u dve grupe prema tome sa koje strane prave
y= 3

2x−3 se nalaze.

8.13. Napisati Pascal proceduru koja proverava da li data tačka pripada unutra-
šnjosti datog trougla.

8.14. Napisati Pascal proceduruThickLine(x0, y0, x1, y1, w: integer)

koja crta duž sa krajnjim tǎckama(x0, y0) i (x1, y1), ali tako da de-
bljina duži budew piksela.

Ako je nagib duži izme-du−1 i 1, zadebljanje crtati kao vertikalni niz odw
piksela, od kojih je polovina iznad, a polovina ispod osnovne linije. Ako
je nagib duži véci od 1 ili manji od−1, zadebljanje crtati kao horizontalni
niz odw piksela, od kojih je polovina levo, a polovina desno od osnovne
linije.

8.15. Napisati Pascal proceduruStyledLine(x0, y0, x1, y1 : integer;

st : LineStyle) koja crta duž sa krajnjim tǎckama(x0, y0) i (x1,
y1), pri čemu je stil (crta-crta, crta-tačka-crta i sl.) opisan promenljivom
st tipa LineStyle koji je definisan ovako:

type

LineStyle = array [0 .. 15] of Boolean;

Uvedite pomócnu promenljivuk koja broji nacrtane piksele (odnosno, pik-
sele koje bi proceduraLine0 nacrtala). ProceduruPutPixel(x, y, c)

pozvati samo ako jest[k mod 16] = true.

8.16. Napisati Pascal proceduruThickStyledLine(x0, y0, x1, y1, w :

integer; st : LineStyle) koja crta podebljanu duž sa naznačenim
stilom.

8.4 Polarne koordinate i grafika sa kornjǎcom

Polarne koordinatepredstavljaju drugi nǎcin predstavljanja tǎcaka u ravni. Sva-
ka tǎckaA ravni je jednoznǎcno odre-dena svojim rastojanjem od koordinatnog po-
četka i uglom koga sa pozitivnim smeromx-ose zaklapa polupravaOA. Ako je r
rastojanje tǎckeA od koordinatnog pǒcetka, aϕ ugao koga polupravaOA zaklapa
sa pozitivnim smeromx-ose, onda za ure-deni par(r,ϕ) kažemo da predstavljapo-
larne koordinatetačkeA.
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✻

✲
O x

y

✼
A

ϕ

Prerǎcun iz polarnih u “obǐcne” koordinate (koje se zovu još i pravougaone
koordinate) je jednostavan: ako tačka A ima pravougaone koordinate(x,y) onda
je x= r cosϕ , y= r sinϕ . Prerǎcun iz pravougaonih koordinata u polarne je nešto
složeniji. Jasno je da jer =

√

x2+y2, dok kod izrǎcunavanja uglaϕ dolazi do
komplikacija.

• Ako je x= y= 0, onda se uzima da jeϕ = 0.

• Ako je x= 0 i y 6= 0, onda jeϕ = sgny· π
2 .

• Ako je x> 0, onda jeϕ = arctgy
x.

• Ako je x< 0 i y= 0, onda jeϕ =−π.

• Ako je x< 0 i y 6= 0, onda jeϕ = sgny·π +arctgy
x.

Primer. Nacrtati pravilann-ugao ako je data dužinaa njegove strane.

Rešenje.Da bismo nacrtali pravilann-ugao stranicea trebáce nam polarne koordi-
nate. Pretpostavimo da je centar pravilnogn-ugla u koordinatnom pǒcetkuO, neka
je A jedno njegovo teme, i neka jeH podnožje normale izO na jednu od stranica
n-ugla koja sadrži temeA, Sl. 8.5.

O

A

H

a
2

r

ϕ

Slika 8.5: Pravilann-ugao

Neka jeϕ = ∠HOA=
1
2
· 2π

n
=

π
n

i neka jer = OA. Kako jeAH = a/2, lako

se vidi da je
a/2
r

= sinϕ = sin
π
n
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odakle dobijamo

r =
a

2sinπ
n

.

Dakle, polarne koordinate temena pravilnogn-ugla su

(

r,0
)

,

(

r,
2π
n

)

,

(

r,2· 2π
n

)

, . . .

(

r,(n−1) · 2π
n

)

,

pa procedura koja crta pravilann-ugao izgleda ovako:

procedure DrawRegPoly(a, n : integer);

var

phi, r : real;

x0, y0, x1, y1, i : integer;

begin

r := a / (2 * sin(pi / n));

x0 := round(r);

y0 := 0;

phi := 0;

for i := 1 to n do begin

phi := phi + 2 * pi / n;

x1 := round(r * cos(phi));

y1 := round(r * sin(phi));

Line(500 + x0, 350 + y0, 500 + x1, 350 + y1);

x0 := x1;

y0 := y1

end

end;

Grafika sa kornjačom(engl. turtle graphics) je razvijena na MIT-u radi pri-
bližavanja programiranja deci. Zamišljamo da na ekranu imamo kornjǎcu koja
nosi olovku. Olovka može biti podignuta ili spuštena. Ako jeolovka spuštena,
kornjǎca crta dok se kréce; ako je olovka podignuta, kornjača se pomera, ali ne
crta. Stanje kornjǎce je odre-deno njenom pozicijom na ekranu, smerom u kome
gleda i informacijom o položaju olovke:

var

Turtle : record

x, y : integer; { polozaj kornjace }

theta : real; { smer u kome kornjaca gleda }

penDown : Boolean { polozaj olovke }

end;

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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Kornjača razume sledeće naredbe:

TurtleSet(x, y : integer; phi : real)

Postavi kornjǎcu na koordinate(x, y), postavitheta naphi, a penDown
natrue.

TurtleMove(k : integer)

Kornjača se pomera zak jedinica u smeru u kome gleda i pri tome crta duž
ako je olovka spuštena. Da bi se odredio novi položaj kornjače potrebno
je malo trigonometrije. Neka se pre naredbeTurtleMove kornjǎca nalazila
na poziciji (x0,y0) i neka jeθ smer u kome kornjǎca gleda. Novi položaj
kornjǎce(x1,y1) se rǎcuna ovako:

x1 = x0+kcosθ ,
y1 = y0+ksinθ .

Ako je olovka spušetna, nacrta se duž sa krajnjim tačkama(x0,y0) i (x1,y1),
i kornjača pre-de na novu poziciju. U suprotnom, kornjača samo promeni
položaj.

TurtleTurn(phi : real)

Kornjača se okrene za ugaophi tako što se poljetheta povéca zaphi.

TurtlePenDown

Kornjača spusti olovku (poljepenDown se postavi natrue).

TurtlePenUp

Kornjača podigne olovku (poljepenDown se postavi nafalse).

Evo sada i njihove implementacije:

procedure TurtleSet(x, y : integer; phi : real);

begin

Turtle.x := x;

Turtle.y := y;

Turtle.theta := phi;

Turtle.penDown := true

end;

procedure TurtleTurn(phi : real);

begin

Turtle.theta := Turtle.theta + phi

end;
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procedure TurtlePenDown;

begin

Turtle.penDown := true

end;

procedure TurtlePenUp;

begin

Turtle.penDown := false

end;

procedure TurtleMove(k : integer);

var

x1, y1 : integer;

begin

x1 := Turtle.x + round(k * cos(Turtle.theta));

y1 := Turtle.y + round(k * sin(Turtle.theta));

if Turtle.penDown then Line(Turtle.x, Turtle.y, x1, y1);

Turtle.x := x1;

Turtle.y := y1

end;

Primer. Nacrtati pravilann-ugao ako je data dužinaa njegove strane koristeći
grafiku sa kornjǎcom.

Rešenje.Da bismo nacrtali pravilann-ugao stranicea upotrebom grafike sa kor-
njačom treba prvo da se prisetimo da je zbir spoljašnjih uglova pravilnog n-ugla
jednak 2π. Algoritam se sada svodi na to da kornjača n puta iscrta duž dužinea i
okrene se za ugao od 2π/n:

procedure TurtleRegPoly(a, n : integer);

var

i : integer;

begin

for i := 1 to n do begin

TurtleMove(a);

TurtleTurn(2 * pi / n)

end

end;

Primer. Nacrtati leptir mašnu koristeći grafiku sa
kornjǎcom. Leptir mašna se sastoji od dva jednako-
stranǐcna trougla koji se dodiruju, kako je to poka-
zano na slici.
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Rešenje.

procedure LeptirMasna(a : integer);

begin

TurtleMove(a);

TurtleTurn(2*pi/3);

TurtleMove(2 * a);

TurtleTurn(­2*pi/3);

TurtleMove(a);

TurtleTurn(­2*pi/3);

TurtleMove(2 * a);

TurtleTurn(2*pi/3)

end;

Primer. Kochova krivaredan je poligonalna linija koja se dobija ovako:

− Kochova kriva reda 0 je duž;

− Ako je konstruisana Kochova kriva redan−1, Kochova kriva redan se do-
bija tako što se nad svakom duži Kochove krive redan− 1 izvrši sledéca
operacija:

7→

Dakle, nad srednjom trećinom duži konstruišemo jednakostranični trougao i
izbacimo onu njegovu stranicu koja leži na duži.

Nekoliko Kochovih krivih je dato na Sl. 8.6. Napisati Pascalproceduru koja za
daton crta Kochovu krivu redan koristéci grafiku sa kornjǎcom.
Rešenje.

procedure Koch(a, n : integer);

begin

if n = 0 then

TurtleMove(a)

else begin

Koch(a, n­1);

TurtleTurn(pi/3);

Koch(a, n­1);

TurtleTurn(­2 * pi/3);

Koch(a, n­1);
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n= 0

n= 1

n= 2

n= 3

Slika 8.6: Kochova kriva

TurtleTurn(pi/3);

Koch(a, n­1)

end

end;

Zadaci.
8.17. Odrediti polarne koordinate sledećih tǎcaka:(3,0), (1,1), (0,6), (−1

2,−
√

3
2 ),

(−
√

2,−
√

2).

8.18. Odrediti pravougaone koordinate tačakačije polarne koordinate su:(0,0),
(1, π

4 ), (3,
2π
3 ), (1,−π), (4,−3π

4 ).

8.19. Odrediti koordinate temena pravilnog petouglačiji centar je u koordina-
tnom pǒcetku i čije jedno teme je nax-osi, ako se zna da je poluprečik
opisanog kruga oko tog petougla jednak 3.

8.20. Napisati Pascal procedurePolarToRect(r, phi : real; var x, y :

real) i RectToPolar(x, y : real; var r, phi : real) koje rea-
lizuju prelazak sa jednog sistema označavanja tǎcaka na drugi. (Funkcija
arctg se u Pascalu označava saatan.)

8.21. Napisati Pascal proceduruSunce(x, y, r, n, z : integer) koja crta
sunce kao na Sl. 8.7(a) gde parametri imaju sledeće znǎcenje:(x, y) su
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(b)(a) (c)

r1

r2

Slika 8.7: Dva sunca i zupčanik

koordinate centra sunca,r je poluprěcnik tela sunca,n je broj zrakova
(n> 3), az je dužina zrakova.

8.22. Napisati Pascal proceduruVeseloSunce(x, y, r, n, z1, z2 : in­

teger) koja crta sunce kao na Sl. 8.7(b) gde parametri imaju sledeće
znǎcenje:(x, y) su koordinate centra sunca,r je poluprěcnik tela sunca,
n je broj zrakova (n je paran broj in> 6), az1 i z2 su dužine zrakova.

8.23. Napisati Pascal proceduruZupcanik(x, y, r1, r2, n : integer)

koja crta zupcanik kao na Sl. 8.7(c) gde parametri imaju sledeće znǎcenje:
(x, y) su koordinate centra zupcanika,r1 i r2 su unutrašnji i spoljašnji
poluprěcnik zup̌canika, an je broj zubaca (n> 5).

8.24. Napisati Pascal program koji crta Davidovu
zvezdu (videti sliku pored)

(a) koristéci grafiku sa kornjǎcom;

(b) koristéci samo naredbuLine.

8.25. Za neparnon> 5 nacrtati pravilnu zvezdun-
kraku ako je dato jedno njeno teme i dužina
kraka

(a) koristéci grafiku sa kornjǎcom;

(b) koristéci samo naredbuLine.

(Uputstvo: Zbir uglova u temenima zvezden-
krake jeπ. Na slici pored nacrtana je zvezda
9-kraka.)

8.26. Napisati Pascal program koji koristeći grafiku sa kornjǎcom ilustruje
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(a) (b)

Slika 8.8: Zadatak 8.26

(a) poplǒcavanje ravni pravilnim šestouglovima, Sl. 8.8(a).

(b) poplǒcavanje ravni kvadratima i pravilnim osmouglovima, Sl. 8.8(b).

†8.27. Napisati Pascal proceduru koja za daton crta Kochovu krivu redan kori-
stéci samo naredbuLine.

8.28. Napisati Pascal program koji crta Kochovu pahuljicu redan, Sl. 8.9. Koch-
ova pahuljica redan se dobija tako što se svaka strana jednakostraničnog
trougla zameni Kochovom krivom redan.

Slika 8.9: Kochova pahuljica
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8.29. Kriva Sierpinskog reda n sa parametrom a, Sl.8.10, je kriva koja je rekur-
zivno definisana ovako:

• ako jen= 0 to je samo duž dužinea;

• u ostalim slǔcajevima radimo sledeće:

– okreni se u mestu za ugao(−1)n π
4 ;

– nacrtaj krivu Sierpinskog redan−1 sa parametroma;
– okreni se u mestu za ugao(−1)n+1 π

4 ;
– idi napreda koraka;
– okreni se u mestu za ugao(−1)n+1 π

4 ;
– nacrtaj krivu Sierpinskog redan−1 sa parametroma;
– okreni se u mestu za ugao(−1)n π

4 ;

Napisati Pascal proceduru koja crta krivu Sierpinskog redan sa parame-
trom a.

Slika 8.10: Kriva Sierpinskog

8.30. Heighwayov zmaj reda n sa parametrom aza prvih nekoliko vrednosti
brojan prikazan je na Sl.8.11. Napisati Pascal proceduru koja crtaHeigh-
wayovog zmaja redan sa parametroma.

8.5 Krug

Krug sa centromC(c0,c1) i poluprěcnikomr je skup tǎcakaX(x,y) u ravni koje
su na rastojanjur od tǎckeC: d(X,C) = r. Tako dobijamo da koordinate tačkeX
moraju zadovoljavati sledeće:

√

(x−c0)2+(y−c1)2 = r,
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n= 0

n= 1

n= 2

n= 3

n= 4

n= 5

n= 6

Slika 8.11: Heighwayov zmaj

odnosno, nakon kvadriranja (izčisto estetskih razloga),

(x−c0)
2+(y−c1)

2 = r2.

Ova jednǎcina se zovejednačina krugazato što neka tǎcka pripada krugu ako i
samo ako njene koordinate zadovoljavaju jednačinu. Za ovakvu jednǎcinu kažemo
da jeu implicitnom oblikuzato što nije “rešena poy (ili x)”.

Unutrašnjost kruga sa centrom C i poluprečnikom rje skup tǎcakaX takvih da
je d(C,X) < r, aspoljašnjost istog krugaje skup tǎcakaX za koje jed(C,X)> r.
Odatle se lako dobija da tačka pripada unutrašnjosti kruga ako njene koordinate
zadovoljavaju nejednačinu (x− c0)

2+(y− c1)
2 < r2, a spoljašnjosti ako zadovo-

ljavaju nejednǎcinu (x− c0)
2 + (y− c1)

2 > r2. Prema tome, ako za neku tačku
M(x0,y0) stavimo

λM = (x0−c0)
2+(y0−c1)

2− r2,

tada jeλM = 0 ukoliko tǎckaM leži na krugu. Ako tǎckaM ne leži na krugu ova
vrednost nije nula. Kao i u slučaju duži,znakbroja λM odre-duje da li se tǎckaM
nalazi u unutrašnjosti ili spoljašnjosti kruga. Da rezimiramo:

• ako jeλM = 0, tǎckaM leži na krugu;

• ako jeλM > 0, tǎckaM leži u spoljašnjosti kruga;

• ako jeλM < 0, tǎckaM leži u unutrašnjosti kruga.
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8.6 Bresenhamov inkrementalni algoritam za crtanje kruga

Krug kao geometrijski objekt nema debljinu i sastoji se od beskonǎcno mnogo
tačaka. Kao i kod crtanja duži, problem crtanja kruga se sastoji u tome da se oda-
bere takva kolekcija piksela koja što vernije reprezentujetaj geometrijski objekt
na rasteru ekrana. Koristeći istu ideju kao kod algoritma za crtanje linije, Bre-
senham je predložio jedan efikasan algoritam, kogaćemo sada predstaviti3. Kao i
ranije, dobícemo algoritam koji koristi iskljǔcivo celobrojnu aritmetiku, što gǎcini
izuzetno povoljnim za implementaciju u hardveru.

Da bismo pojednostavili rǎcunanje, dácemo algoritam samo u slučaju kruga
čiji centar je u koordinatnom početku. Jednostavnom modifikacijom dobijamo al-
goritam koji crta krug sa proizvoljnim centrom, što ostavljamo za vežbu.

Zbog sveopšte simetrije kruga, dovoljno je da račun izvedemo samo za jedan
njegov deo. Posmatraćemo kružni luk izme-du y-ose i pravey = x. Kada odre-
dimo piksel(x,y) iz tog isěcka, preostalih sedam simetričnih isěcaka popunjavamo
tačkama(y,x), (−x,y), (y,−x), (x,−y), (−y,x), (−x,−y), (−y,−x), kako je to
pokazano na Sl. 8.12.

✲

✻

O

(x,y)

(y,x)

(−x,y)

(y,−x)
(x,−y)

(−y,x)

(−x,−y)
(−y,−x)

Slika 8.12: Osam tǎcaka kruga simetričnih datoj tǎcki

Ovim se dobija na brzini zato što izvodimo osam puta manje računskih operacija,
a procedura koja realizuje osvetljavanje osam simetričnih tǎcaka je veoma jedno-
stavna:

3Bresenham, J. E.,A Linear Algorithm for Incremental Digital Display of Circular Arcs, Com-
munications of the ACM, 20(2) 1977, 100–106
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procedure Put8Pixels(x, y : integer);

begin

PutPixel( x, y, MyColor); PutPixel( y, x, MyColor);

PutPixel( y, ­x, MyColor); PutPixel(­x, y, MyColor);

PutPixel( x, ­y, MyColor); PutPixel(­y, x, MyColor);

PutPixel(­x, ­y, MyColor); PutPixel(­y, ­x, MyColor)

end;

Jednǎcina kruga poluprěcnika r sa centrom u koordinatnom početku ima oblik
x2+y2 = r2 ili, što je ekvivalentno,

4x2+4y2−4r2 = 0.

(Jednǎcinu smo pomnožili sa 4 iz tehničkih razloga.) Za tǎcku A(p,q), neka je
λA := 4p2+4q2−4r2 izraz koji se dobija kada koordinate tačkeA uvrstimo u izraz
na desnoj strani. Jasno je da brojλA ima sledécu osobinu:

• ako jeλA < 0, tǎckaA pripada unutrašnjosti kruga;

• ako jeλA = 0, tǎckaA pripada krugu;

• ako jeλA > 0, tǎckaA pripada spoljašnjosti kruga.

Pretpostavimo da smo u prethodnom
koraku osvetlili pikselP(xp,yp). U sle-
décem koraku ćemo osvetliti ili piksel
Q1(xp+1,yp) ili piksel Q2(xp+1,yp−1)
prema sledécem kriterijumu. Posmatraj-
mo tǎcku M(xp+1,yp − 1

2) koja je sredi-
šte duži[Q1Q2]. Ako se ona nalazi u unu-
trašnjosti kruga, osvetlićemo pikselQ1; u
suprotnomćemo osvetliti pikselQ2. Da li
se tǎckaM nalazi u unutrašnjosti kruga ili
ne utvr-dujemo na osnovu znaka brojaλM.

P(xp,yp) Q1

Q2

M

M′
2

M′
1

Polazéci od tǎcke sa koordinatama(0, r) algoritam koji crta krug sada ima sle-
déci oblik:
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x := 0;
y := r;
Put8Pixels(x, y);
while y> x do begin

if λM(x+1,y− 1
2)
6 0 then

x := x+1
else begin

x := x+1;
y := y−1

end;

Put8Pixels(x, y)
end

Izraz zaλM se može rǎcunati inkrementalno. Prva odluka se donosi na osnovu
vrednosti u tǎcki M0(1, r − 1

2):

λM0 = 4·12+4(r − 1
2
)2−4r2 = 5−4r.

Ako smo osvetlili pikselQ1 sledéca odluka se donosi na osnovu vrednosti izraza
λ u tǎcki M′

1(xp + 2,yp − 1
2). Ako smo osvetlili pikselQ2, odluka se donosi na

osnovu vrednosti izrazaλ u tǎcki M′
2(xp+2,yp− 3

2). Kako je

δ1 := λM′
1
−λM = 8xp+12

δ2 := λM′
2
−λM = 8(xp−yp)+20

inkrementalna verzija algoritma izgleda ovako:

procedure Circle0(R : integer);

var

x, y, lambda : integer;

begin

x := 0; y := R;

lambda := 5 ­ 4*R;

Put8Pixels(x, y);

while y > x do begin

if lambda <= 0 then begin

lambda := lambda + 8*x + 12;

x := x + 1

end

else begin

lambda := lambda + 8*x ­ 8*y + 20;
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x := x + 1;

y := y ­ 1

end;

Put8Pixels(x, y)

end

end;

Zadaci.
8.31. Ispitati položaj tǎcke(1,−3) prema krugu

(a) x2+y2 = 1;

(b) x2+y2−8x−4y−14= 0;

(c) x2+y2−8x+4y−8= 0.

8.32. Odrediti jednǎcinu krugačiji centar je u tǎcki (5,−2), a koji prolazi kroz
tačku (−1,5).

8.33. Naći jednǎcinu krugačiji prečnik je duž[AB], gde jeA(5,−1) i B(−3,7).

8.34. Naći tačke preseka krugax2+y2−4x+4y+4= 0 sa koordinatnim osama.

8.35. Napisati Pascal proceduru koja crta krug poruprečnika R sa centrom u
tački (x0, y0). (Napomena: dovoljno je samo malo promeniti proce-
duruPut8Pixels.)

8.36. Napisati Pascal program koji crta gornji polukrug poruprečnika R sa cen-
trom u tǎcki (x0, y0). (Napomena: dovoljno je samo malo promeniti
proceduruPut8Pixels.)

Slika 8.13: Prvǎcetiri zavoja spirale iz Zadatka 8.37

8.37. Napisati Pascal program koji crta prvihn zavoja spirale koja se sastoji od
polukrugova, Sl. 8.13. Prvi zavoj spirale je gornji polukrug poluprěcnika
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r. Drugi zavoj je donji polukrug poluprečnika 2r koji ima centar u krajnjoj
levoj tǎcki prvog zavoja. Tréci zavoj je gornji polukrug poluprěcnika 4r
koja ima centar u desnoj krajnjoj tački drugog zavoja, itd.

8.38. Napisati Pascal proceduru koja crta krug debljinew piksela. (Uputstvo:
jedan nǎcin da se ovo uradi se sastoji u tome da se više puta pozove proce-
duraCircle0 sa poluprěcnicima iz intervala[r − w

2 , r +
w
2 ]; drugi nǎcin se

sastoji u tome da se umesto procedurePutPixel(x, y, MyColor) po-
zove proceduraSquare(x, y, w) koja crta popunjen kvadrat sa centrom
u tǎcki (x,y) i poluprěcnikom w.)

8.7 Transformacije u ravni

Sadaćemo opisati nekoliko standardnih ravanskih transformacija koje imaju
veliku primenu u rǎcunarskoj grafici.

Translacija za vektor−→v je preslikavanje ravni
na sebe koje proizvoljnu tačku A preslikava na
tačku A′ sa osobinom

−→
AA′ =−→v .

To znǎci da se slika tǎcke A dobija tako što
se tǎcka A “pomeri” za vektor−→v . Da bismo do-
bili analitički izraz za translaciju, uzmimo da je
−→v =

−−→
OM gde tǎckaM ima koordinate(a,b). Ako

tačkaA ima koordinate(x,y), a tǎckaA′ koordinate
(x′,y′), tada se lako vidi da je O

−→v
M(a,b)

A(x,y)
A′(x′,y′)

x′ = x+a
y′ = y+b.

Centralna simetrija u odnosu na tačku S, je preslika-
vanje kojim se tǎckaA preslikava na tǎcku A′ tako da je
tačkaSsredište duži[AA′].

Neka jeS(p,q) centar simetrije i neka tačka A ima
koordiate(x,y), a tǎckaA′ koordinate(x′,y′). Prema de-
finiciji, S je središte duži[AA′], pa jex+x′

2 = p i y+y′

2 = q.
Odatle dobijamo

x′ = 2p−x

A′

S

A
B

B′

y′ = 2q−y.
Specijalno, simetrija u odnosu na koordinatni početak ima sledéci analitǐcki

izraz: x′ =−x, y′ =−y.

Rotacija oko tačke S za orijentisani ugaoϕ je preslikavanje kojim se tačkaA
preslikava na tǎcku A′ koja ima sledéce osobine:[SA]∼= [SA′] i orijentisani uglovi
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∡ASA′ i ϕ su jednaki.
Prvo ćemo izvesti analitǐcki izraz za rotaciju

oko koordinatnog pǒcetka. Neka jeA(x,y) proi-
zvoljna tǎcka i neka jeA′(x′,y′) slika tǎckeA dobi-
jena rotacijom oko koordinatnog početka za ugao
ϕ . Tada je∠AOA′ = ϕ . Neka jeθ ugao koga sa
pozitivnim smeromx-ose zaklapa vektor

−→
OA. Ako

dužinu duži[OA] oznǎcimo sar, onda je (polarne
koordinate tǎcke):

A(x,y)
ϕ

O

θ

A′(x′,y′)

x= r cosθ
y= r sinθ

x′ = r cos(θ +ϕ)
y′ = r sin(θ +ϕ)

Kada raspišemo izraze zax′ i y′ primenom adicionih formula za kosinus zbira,
odnosno, sinus zbira, dobijamo:

x′ = r cosθ cosϕ − r sinθ sinϕ
y′ = r sinθ cosϕ + r cosθ sinϕ .

Uvrštavanjem izraza zax i y, na kraju dobijamo:

x′ = xcosϕ −ysinϕ
y′ = xsinϕ +ycosϕ ,

Da bismo odredili analitǐcki izraz rotacije
oko proizvoljne tǎcke, prvoćemo primetiti da
se rotacija oko proizvoljne tačke može pred-
staviti kao niz koji se sastoji od translacije,
rotacije oko koordinatnog početka i još jedne
translacije. Dakle, kada želimo da zarotiramo
tačku A oko tǎcke S za ugaoϕ , možemo to
učiniti tako štoćemo prvo sve translirati za
vektor

−→
SO, čime se tǎckaSpreslikava u tǎcku

O, a tǎcka A u neku tǎcku B. Potom tǎcku B
rotiramo za ugaoϕ oko koordinatnog pǒcetka

B

B′

A′

A

O

S

i dobijamo tǎcku B′. Na kraju tǎcku B′ transliramo za vektor
−→
OS i tako dobijamo

tačku A′. Sada se lako dobija da rotacija oko tačkeS(p,q) za ugaoϕ ima sledéci
oblik:

x′ = (x− p)cosϕ − (y−q)sinϕ + p
y′ = (x− p)sinϕ +(y−q)cosϕ +q.
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Osna simetrija u odnosu na pravu sje
preslikavanje kojim se tǎcka A preslikava na
tačku A′ tako da je pravas simetrala duži
[AA′]. Analitički izraz za osnu simetriju u od-
nosu na osuOx je veoma jednostavan:

x′ = x
y′ =−y,

kao za simetriju u odnosu na osuOy:
x′ =−x
y′ =−y.

U opštem slǔcaju, analitǐcki izraz za osnu

O

(x,y)(−x,y)

(x,−y)

simetriju je relativno komplikovan i time se u ovom kursu nećemo baviti.

Homotetija sa centrom S i koeficijentomα 6= 0 preslikava tǎcku A na tǎcku A′

tako da je onda je
−→
SA′ = α ·−→SA.

Homotetija sa centrom u koordinatnom početku i koeficijentomα ima veoma
jednostavan analitički oblik. Ako A i A′ imaju koordinate, redom,(x,y) i (x′,y′),
onda je

x′ = α ·x
y′ = α ·y.

Kada želimo da tǎcku A preslikamo homoteti-
jom sa centrom u tǎcki S(p,q) i sa koeficijentom
α , možemo to ǔciniti tako štoćemo prvo sve trans-
lirati za vektor

−→
SO, čime se tǎcka S preslikava u

tačku O, a tǎcka A u neku tǎcku B. Potom tǎcku
B preslikamo homotetijom sa centromO i koefici-
jentomα i dobijamo tǎcku B′. Na kraju tǎcku B′

transliramo za vektor
−→
OSi tako dobijamo tǎcku A′.

Odatle dobijamo da homotetija sa centromS(p,q) O

B

B′

S

A

A′

i koeficijentomα ima sledéci oblik:

x′ = α · (x− p)+ p
y′ = α · (y−q)+q.

Zadaci.
8.39. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava tǎcke A, B i S i potom

crta paralelogramABCDčije dijagonale se seku uS.

8.40. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava tǎckeP, Q i R i potom
crta trougaoABC tako da jeP središte duži[BC], Q središte duži[AC], aR
središte duži[AB].
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†8.41. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava n tačaka i pravul , a
potom crta te objekte, kao i najmanji pravougaonikčije dve strane su pa-
ralelne pravojl , a koji u svojoj unutrašnjosti sadrži date tačke.

8.42. Napisati pascal program koji od korisnika učitava tǎcku A i praveb i c, a
potom crta te objekte, kao i tačkeB∈ b i C∈ c sa osobinom da je trougao
ABC jednakostranǐcan.

8.43. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava tǎckeA i B i crta kvadrat
ABCD.

8.44. Napisati Pascal program koji od korisnika učitava tǎckeA i B crta trougao
ABCkod koga je∠A= π/3 i ∠B= π/4.
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Glava 9

Stabla

Stabla predstavljaju razgranate dinami-
čke strukture: to su strukture kod kojih jedna
kućica može da pokazuje na više kućica. Pri
tome se insistira da struktura bude još iaci-
klična, što znǎci da kúcice ne smeju da obra-
zuju cikluse, i da svaka kućica ima tǎcno
jednogprethodnika. Na slici pored prika-
zano je jedno stablo. Kućica P jeprethodnik
kućice S, a kúcica S jesledbenikkućice P.

Svako stablo ima tǎcno jednu kúcicu
koja nema prethodnika. To jekorenstabla
(na slici pored koren je označen sa K). Sta-
blo ima najmanje jednu kúcicu koja nema

K

L

L L

L L

P

S

sledbenika. Kúcice koje nemaju sledbenike se zovulistovi stabla (na slici pored
listovi su oznǎceni sa L).

U ovoj glavi ćemo se baviti jednom specijalnom klasom stabala koja se zovu
binarna stabla. Videćemo kako se formiraju i obilaze binarna stabla, i kako se bi-
narna stabla mogu koristiti za reprezentaciju algebarskihizraza. Nakon togácemo
uvesti pojam ure-denog binarnog stabla i videćemo nekoliko standardnih algoritama
nad takvim stablima.

Algoritmi za manipulisanje binarnim stablima su uglavnom rekurzivni, tako da
će ova glava pružiti još jednu lepu priliku da učvrstimo naše razumevanje rekurzije.

179
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9.1 Binarna stabla

Binarno stabloje stablo kod koga svaka kućica imanaj-
više dvasledbenika. Stablo koje je prikazano na početku
glave nije binarno zato što njegov koren ima tri sledbenika.
Stablo na slici pored jeste binarno, jer svaki kućica ima 0, 1
ili 2 sledbenika. Binarna stabla su prirodni modeli algebar-
skih izraza, kako je to pokazano na Sl. 9.1. Više o ovoj vezi
ćemo videti u Zadacima 9.17 i 9.18.

−

4 y 1z

+

∗

x

−

+

−x+(4−y)(z+1)

Slika 9.1: Algebarski izraz i njemu pridruženo binarno stablo

Binarno stablo se u programskom jeziku Pascal predstavlja kao pokazivǎcka
struktura kod koje svaka kućica ima dva pokazivǎca: jedan pokazuje nalevogna-
slednika, a drugi nadesnog. Deklaracija izgleda ovako:

type

BinTree = ↑Elem;
Elem = record

info : 〈neki tip〉;
left, right : BinTree

end;

info

left right

U binarnom stablu svaka kućica je koren nekogpodstablatog stabla. Na pri-
mer, na Sl. 9.2(a) kućica oznǎcena sa K je koren podstabla kogačine oseňcene
kućice. Tako dobijamo da svaka kućica binarnog stabla pokazuje na dva podsta-
bla: na njenolevo podstabloi na njenodesno podstablo, Sl. 9.2(b). Naravno,
jedno ili oba podstabla svake kućice mogu biti prazna stabla. Ovakva struktura
predstavlja osnovu svih algoritama za manipulisanje binarnim stablima.
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K

(a) (b)

levo podstablo kúcice A

desno podstablo

A

kućice A

Slika 9.2: Levo i desno podstablo jedne kućice

Primer. Napisati proceduru
KillTree koja uništava binarno
stablo i tako osloba-da prostor na
heapu koji je bio rezervisan za
njegove elemente. Procedura re-
kurzivnim pozivom uništi prvo
levo, pa desno podstablo, a na
kraju i koren stabla.

procedure KillTree(var t : BinTree);

begin

if t <> nil then begin

KillTree(t↑.left);
KillTree(t↑.right);
dispose(t)

end

end;

Primer. Napisati funkcijuCount
koja odre-duje broj kúcica u bi-
narnom stablu. Koristitǐcinje-
nicu da prazno stablo nema ni-
jednu kúcicu, dok se za sta-
bla koja nisu prazna broj kućica
odre-duje kao 1 (za koren) + broj
kućica u levom podstablu + broj
kućica u desnom podstablu.

function Count(t : BinTree) : integer;

begin

if t = nil then

Count := 0

else

Count := 1 + Count(t↑.left)
+ Count(t↑.right)

end;

Problem formiranja binarnog stabla je znatno složeniji od primera koje smo do
sada videli. Pre svega, potrebno je da opišemo reprezentaciju binarnog stabla ni-
zom karaktera, recimo, i da pokažemo kako se taj niz karaktera može konvertovati
u odgovarajúcu pokazivǎcku strukturu na heapu.
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Zbog jednostavnosti, koristi-
ćemo deklaraciju binarnog sta-
bla kod koga poljeinfo ima tip
char, kako je to pokazano pored.

type

BinTree = ↑Elem;
Elem = record

info : char;

left, right : BinTree

end;

Simbolom “.” (tačka) oznǎcićemo prazno binar-
no stablo. Neprazna stablaćemo predstaviti nizom ka-
raktera koji se formira ovako:

〈ZapisStabla〉 ≡
≡ 〈info〉〈ZapisLPodstabla〉〈ZapisDPodstabla〉

gde je〈info〉 karakter koji se nalazi u poljuinfo ko-
rena stabla. Pretpostavljamo, naravno, da nijedna ku-
ćica u stablu ne sadrži simbol “.”. Primer stabla i
njegove reprezentacije je dat na slici pored, a proces
konstrukcije te reprezentacije opisan je korak po ko-
rak na Sl. 9.3.

a

b c

d e

f

ab.df...ce...

ProceduraReadTree učitava
niz karaktera iz ulaznog reda koji
predstavlja reprezentaciju binar-
nog stabla i na heapu formira od-
govarajúce stablo.

Da bismo ispisali elemente
binarnog stabla treba da ispišemo
sadržaj poljainfo u korenu sta-
bla, da ispišemo rekurzivno levo
podstablo, i da ispišemo rekur-
zivno desno podstablo. Naravno,
kada nai-demo na prazno stablo,
ispisujemo “.” (tačka). Proce-
duraWriteTree koja ispisuje bi-
narno stablo je jednostavna i data
je pored.

Naravno, string koga ispisuje
proceduraWriteTree nije ništa
drugo do reprezentacija binarnog
stabla koju smo opisali na po-
četku prǐce o ǔcitavanju binarnog
stabla.

procedure ReadTree(var t : BinTree);

var

c : char;

begin

read(c);

if c = ’.’ then t := nil

else begin

new(t);

t↑.info := c;

ReadTree(t↑.left);
ReadTree(t↑.right)

end

end;

procedure WriteTree(t : BinTree);

begin

if t = nil then write(’.’)

else begin

write(t↑.info);
WriteTree(t↑.left);
WriteTree(t↑.right)

end

end;
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a

b c

d e

f

ed

cb

a

f..

df...

a

b c

e

c

a

e..

ce...

a ab.df...ce...

b.df...

a

c

e

→ → → →

→ → →

b.df... b.df...

Slika 9.3: Proces konstrukcije reprezentacije binarnog stabla
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Zadaci.
9.1. Celobrojno stabloje stabločiji elementi su tipainteger. Napisati funk-

ciju

function SumTree(t : IntTree) : integer;

koja odre-duje sumu svih elemenata celobrojnog stabla, pričemu se uzima
da je suma elemenata praznog stabla jednaka 0. TipIntTree kojim se
opisuju celobrojna stabla dat je sa:

type

IntTree = ↑Elem;
Elem = record

info : integer;

left, right : IntTree

end;

9.2. Visina stablaje dužina najdužeg mogućeg puta koji vodi od korena stabla
do nekog od listova stabla (Sl. 9.4).

h= 3

Slika 9.4: Visina stabla

Napisati funkciju

function Height(t : BinTree) : integer;

koja odre-duje visinu stablat. Visina stabla se rǎcuna na sledéci nǎcin:

• visina praznog stabla je−1,

• u ostalim slǔcajevima visinahT stablaT se rǎcuna ovako:

hT = 1+max(hL,hR)

gde jehL visina levog, ahR visina desnog podstabla koje odgovara
korenu stablaT.
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9.1. BINARNA STABLA 185

Napomena: za visinu praznog stabla uzimamo−1 kako bismo dobili da
visina stabla koje ima samo koren (i kome su, stoga, i levo i desno podsta-
blo prazni) bude 0.

9.3. Napisati funkciju

function Member(t : BinTree; c : char) : Boolean;

koja proverava da li se karakterc pojavljuje u stablut.

9.4. Napisati funkciju

function CountMember(t : BinTree; c : char) : integer;

koja utvr-duje koliko se puta karakterc pojavljuje u stablut.

9.5. Napisati funkciju

function CountLeaves(t : BinTree) : integer;

koja utvr-duje koliko listova ima stablot. List u stablu je kúcica koja nema
ni levo ni desno podstablo. Prazno stablo nema listove.

9.6. Obilazak stablapredstavlja sistematski način da posetimo svaku kućicu u
stablu.Preorderobilazak stabla se sastoji u tome da

☞ obi -demo koren stabla,
• rekurzivno obi-demo levo podstablo, i
• rekurzivno obi-demo desno podstablo.

Ovaj nǎcin obilaska stabla se zove “preorder” zato što koren stablaobi -demo
pre nego što obi-demo levo i desno podstablo (lat. pre = pre, ispred; lat.
ordo = poredak).Inorder obilazak stabla se sastoji u tome da

• rekurzivno obi-demo levo podstablo,
☞ obi -demo koren stabla, i
• rekurzivno obi-demo desno podstablo.

Ovaj nǎcin obilaska stabla se zove “inorder” zato što koren stabla obi -demo
izme-duobilazaka levog i desnog podstabla (lat. in = u, izme-du). Postorder
obilazak stabla se sastoji u tome da

• rekurzivno obi-demo levo podstablo,
• rekurzivno obi-demo desno podstablo, i

☞ obi -demo koren stabla.

Ovaj nǎcin obilaska stabla se zove “postorder” zato što koren stabla obi-demo
nakonobilazaka levog i desnog podstabla (lat. post = posle).
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3

7 6

1

11

7

težina = 3

težina = 1

težina = 4

težina = 4

težina =−5

Slika 9.5: Celobrojno stablo i težine njegovih grana

Na primer, proceduraWriteTree ispisuje elemente stabla koristeći
preorder obilazak, dok proceduraReadTree učitava reprezentaciju stabla
koja je formirana prema redosledu kućica u preorder obilasku stabla (prvo
se navodi vrednost poljainfo korena stabla, a onda se navodi struktura
levog podstabla, pa struktura desnog podstabla).

(a) Napisati proceduru

procedure WriteTreeInord(t : BinTree);

koja ispisuje elemente stabla koristeći inorder obilazak stabla.

(b) Napisati proceduru

procedure WriteTreePostord(t : BinTree);

koja ispisuje elemente stabla koristeći postorder obilazak stabla.

(c) Za razliku od preorder i postorder zapisa stabla, inorder zapis stabla ne
odre-duje stablo jednoznačno (zato nam kod pisanja aritmetičkih izraza
trebaju zagrade!). Dati primer dva različita stabla koja imaju isti inorder
zapis.

9.7. U celobrojnom stablu se vrednost poljainfo ponekad zove itežinaodgo-
varajúce kúcice. Napisati funkciju

function HeaviestLeaf(t : IntTree) : integer;

koja vráca težinu najtežeg lista u stablut. Pretpostavlja se da jet <>

nil.
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a

b c

d e

f g g f

e d

c b

a

Slika 9.6: Binarno stablo i njemu simetrično stablo

9.8. Ako je u celobrojnom stablu kúcicaA prethodnik kúciceB, onda se broj

WAB = B.info−A.info

zovetežina graneAB (primer je dat na Sl. 9.5). Napisati funkciju

function HeaviestBranch(t : IntTree) : integer;

koja vráca težinu najteže grane u stablut. Ako stablo ima manje od dve
kućice, kao rezultat rada funkcije vratiti­maxint.

9.9. Napisati funkciju

function Mirror(t : BinTree) : BinTree;

koja konstruiše novo stablo simetrično stablut. Dva stabla susimetrična
ako se jedno od njih može dobiti osnom simetrijom onog drugog. Primer
stabla i njemu simetričnog stabla je dat na Sl. 9.5.

†9.10. Napisati funkciju

function AllLeaves(t : IntTree) : IntList;

koja vráca listu svih listova u stablut.

9.11. Nivo odre-dene kúcice u stablu je dužina puta koga treba preći od korena
stabla do te kúcice (primer je dat na Sl. 9.7). Napisati funkciju

function LevelOf(t : BinTree; el : BinTree) : integer;

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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0. nivo

1. nivo

2. nivo

3. nivo

Slika 9.7: Nivoi u stablu

koja u stablut utvr -duje nivo kúcice na koju pokazujeel.

†9.12. Napisati funkciju

function TheLevel(t : IntTree; L : integer) : IntList;

koja vráca listu svih elemenata stablat koji se nalaze na nivouL.

9.13. Napisati funkciju

function Father(t : BinTree; el : BinTree) : BinTree;

koja vráca pokazivǎc na prethodnika elementael u stablut. Podsetimo se
da koren stabla nema prethodnika, pa ukolikoel pokazuje na koren stabla,
funkcija vrácanil. Na primer, na Sl. 9.8, kúcica F je prethodnik (father)
kućice P.

9.14. Napisati funkciju

function Ancestor(t: BinTree; p, q: BinTree): BinTree;

koja vráca pokazivǎc na prvog zajedničkog pretka elementap i q u stablu
t. Na primer, na Sl. 9.8, kúcica A je prvi zajednǐcki predak (ancestor) za
kućice P i Q.
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P

Q

A

F

Slika 9.8: Kúcica F je prethodnik (father) kućice P, a kúcica A je prvi zajednǐcki
predak (ancestor) za kúcice P i Q
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190 GLAVA 9. STABLA

9.15. Kao što smo videli u prethodna dva zadatka, nije lako vratitise do pret-
hodnika neke kúcice u binarnom stablu. Zato sečesto posmatraju binarna
stabla kod kojih svaka kúcica osim pokazivǎca na levo i desno podsta-
blo ima i pokazivǎc na svog prethodnika. Takvo stablo se zovedvostruko
povezano stabloi predstavlja analogon dvostruko povezane liste, a u pro-
gramskom jeziku Pascal se može opisati ovako:

type

DBinTree = ↑Elem;
Elem = record

info : 〈neki tip〉;
left, right, father : DBinTree

end;

Ilustracija i jedan primer dati su na sledećoj slici:

info

left right

father

(a) Napisati funkciju

function LevelOf(t : DBinTree; el : DBinTree) : integer;

koja u dvostruko povezanom stablut utvr -duje nivo kúciceel.

(b) Napisati funkciju

function Mirror(t : DBinTree) : DBinTree;

koja konstruiše novo dvostruko povezano stablo koje je simetrično dvo-
struko povezanom stablut.

(c) Napisati funkciju

function Ancestor(t: DBinTree; p, q: DBinTree): DBinTree;

koja vráca pokazivǎc na prvog zajedničkog pretka elementap i q u dvo-
struko povezanom stablut.
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9.16. Ternarno stabloje stablo u kome kúcica može da ima najviše tri sledbe-
nika. U programskom jeziku Pascal ternarno stablo se može opisati na
sledéci nǎcin:

type

TTree = ↑Elem;
Elem = record

info : char;

left, mid, right : TTree

end;

Preorder obilazak ternarnog stabla realizuje se tako što seprvo obi-de ko-
ren stabla, a potom se obi-du levo, srednje i desno podstablo. Postorder
obilazak ternarnog stabla realizuje se tako što se prvo obi-du levo, srednje
i desno podstablo tog stabla, a potom se obi-de koren stabla.

Napisati Pascal program koji iz ulazne datotekePREORD3.TXT učitava
niz karaktera dobijenih preorder obilaskom nekog ternarnog stabla i potom
u datotekuPOSTORD3.TXT upisuje niz karaktera koji se dobijaju postorder
obilaskom tog stabla. Na primer,

PREORD3.TXT
abd...e...f....c.g...h...

POSTORD3.TXT
...d...e...fb.....g...hca

Ternarno stablo koje odgovara ovom primeru dato je na sledećoj slici:

a

b c

d e f g h
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†9.17. Algebarski izrazi se mogu na prirodan način predstaviti binarnim stablom
(videti Sl. 9.1). Napisati Pascal funkciju

function ReadExpr() : ExprTree;

koja od korisnika ǔcitava korektan algebarski izraz i formira na heapu sta-
blo koje predstavlja taj izraz. TipExprTree je dat sa

type

ExprTree = ↑Elem;
Elem = record

kind : (num, vbl, op);

ch : char;

int : integer;

left, right : ExprTree

end;

Poljekind daje informaciju o tome koju vrstu podatakačuva kúcica. Ako
je kind = num kućica predstavlja ceo broj, a poljeint sadrži vrednost
tog broja. Ako jekind = vbl kućica predstavlja promenljivu, a poljech
sadrži ime promenljive. Konačno, ako jekind = op kućica predstavlja
neku operaciju, a poljech sadrži oznaku te operacije. Na Sl. 9.9 je dat
primer pokazivǎcke strukture koja odgovara algebarskom izrazu sa Sl. 9.1.

Pravila koja opisuju celobrojne aritmetičke izraze se mogu zapisati
ovako:

〈Cifra〉 ≡ “0” | “1” | “2” | . . .| “9”

〈OpMnoženja〉 ≡ “∗” | “/” | “%”

〈OpSabiranja〉 ≡ “+” | “−”

〈Broj〉 ≡ 〈Cifra〉 { 〈Cifra〉 }
〈Promenljiva〉 ≡ “a” | “b” | “c” | . . .| “z”

〈Činilac〉 ≡ 〈Broj〉 | 〈Promenljiva〉 | “(” 〈Izraz〉 “)”

〈Sabirak〉 ≡ 〈Činilac〉 { 〈OpMnoženja〉 〈Činilac〉 }
〈Izraz〉 ≡ [“+” | “−” ] 〈Sabirak〉 { 〈OpSabiranja〉 〈Sabirak〉 }

Vertikalna crta u gornjim zapisima označava alternativu, jednu od ponu-
-denih mogúcnosti. Vitičaste zagrade{ i } oznǎcavaju da se izraz u zagradi
može pojaviti proizvoljno mnogo puta, ali se i ne mora pojaviti. Uglaste
zagrade[ i ] oznǎcavaju da je izraz u zagradi opcioni – može se pojaviti, a
ne mora (ova konvencija za zapisivanje formalnih (tj. veštačkih) jezika se
zove EBNF, Extended Backus-Naur Formalism).
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Navedena pravila, dakle, znače sledéce:

• cifra je neki od karaktera 0, . . . , 9;
• operator množenja je neki od karaktera∗ (množenje),/ (količnik pri

celobrojnom deljenju) i % (ostatak pri celobrojnom deljenju);
• operator sabiranja je jedan od karaktera+ (sabiranje) ili− (oduzi-

manje);
• broj je proizvoljan niz cifara koji ima bar jednu cifru;
• promenljiva je jedno od slovaa, b, . . . ,z;
• činilac je broj, promenljiva ili izraz okružen zagradama;
• sabirak jěcinilac ili niz činilaca razdvojenih operatorom množenja;
• izraz može imati opcioni predznak+ ili −, nakončega sledi sabirak,

ili niz sabiraka razdvojenih operatorima sabiranja.

Listovi stablaće biti kúcice koje predstavljaju cele brojeve ili promen-
ljive. Ostale kúcice u stablu predstavljaju operacije. Kućica koja predsta-
vlja binarnu operaciju ima dva podstabla: levo podstablo koje odgovara
levom argumentu operacije, i desno podstablo koje odgovaradesnom ar-
gumentu operacije. Kúcica koja predstavlja unarni minus (operacija pro-
mene znaka) ima samo desno podstablo: levo podstablo je prazno, a desno
odgovara argumentu operacije.

Jedna od osnovnih tehnika analize ovako zadatih izraza se zove teh-
nika rekurzivnog supsta(engl. recursive descent). Prema toj tehnici sva-
kom pravilu dodelimo jednu proceduru ili funkciju koja prihvata karaktere
ili poziva druge procedure/funkcije onim redom kojim su oninavedeni u
odgovarajúcem pravilu. U našem slučaju svakom pravilúcemo dodeliti
jednu funkciju koja vráca pokazivǎc na stablo izraza koga je funkcije pro-
čitala iz ulazne linije i prepoznala.

Poštoćemo u nekim situacijama morati da donosimo odluke o tome
koje pravilo treba primeniti (tj. koju funkciju pozvati) kako bi se nastavilo
sa analiziranjem izraza, standardna preporuka je da uvek treba gledati je-
dan karakter unapred. Promenljiva koja sadrži sledeći karakter koga treba
obraditi zove selookahead(što bi se sa engleskog prevelo otprilike kao
“viri unapred”).
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ić,
sv

a
pr

av
a

za
dr

ža
na



9.2. UREÐENA BINARNA STABLA 195

†9.18. Napisati Pascal proceduru

procedure EvalExpr(t : ExprTree; var res : integer;

var ok : Boolean);

koja rǎcuna vrednost algebarskog izraza predstavljenog stablomt (za de-
finiciju tipa ExprTree i konvencije koje su usvojene pri gra-denju stabla
izraza videti Zadatak 9.17). Ako procedura uspe da izračuna vrednost iz-
raza, argumentres će sadržati tu vrednost, a argumentok će imati vred-
nosttrue. Ukoliko, me-dutim, procedura ne može da izračuna vrednost
izraza (recimo, usled deljenja nulom), vrednost argumentares néce biti
definisana, a argumentok će imati vrednostfalse. Vrednost praznog
stabla je 0.

Ako izraz sadrži promenljive, vrednosti promenljivih treba ǔcitati od
korisnika. Ako se jedna promenljiva javlja više puta u izrazu, korisnik
treba njenu vrednost da zada tačno jednom.

9.2 Ure-dena binarna stabla

Da se podsetimo, celobrojno binarno stablo je binarno stablo kod koga po-
lje info svake kúcice ima tipinteger i takva stabla opisujemo tipomIntTree
(videti Zadatak 9.1). Za celobrojno binarno stablo kažemo da jeure-denoili da je
binarno stablo pretraživanja(engl. binary search tree) ako za svaku kućicuA stabla
važi sledéce:

• za svaku kúcicu B levog podstabla
koje odgovara kúcici A imamo
B.info 6 A.info, i

• za svaku kúcicuC desnog podstabla
koje odgovara kúcici A imamo
A.info < C.info.

Drugim rěcima, svi brojevi u levom
podstablu su manji ili jednaki od broja u

17

9

16

179

7

3

21

19

20

30

30 36

korenu stabla, a broj u korenu stabla je strogo manji od svih brojeva u desnom
podstablu, i to važi za svaku kućicu stabla. Jedan primer je dat na slici pored.

Ure-dena binarna stabla odgovaraju sortiranim listama. Me-dutim, rad sa ure-
-denim binarnim stablima je neuporedivo efikasniji zato što su brojevi u ure-denom
binarnom stablu lukavo raspore-deni.
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Primer. Napisati funkcijuMember koja utvr-duje da li se dati broj nalazi u ure-de-
nom binarnom stablu. Koristitǐcinjenicu da ako broj koga tražimo nije u korenu,
onda treba pretražili samo jedno podstablo!

function Member(t : IntTree; n : integer) : Boolean;

begin

if t = nil then

Member := false

else if t↑.info = n then

Member := true

else if n < t↑.info then

Member := Member(t↑.left, n)

else

Member := Member(t↑.right, n)

end;

Primer. Napisati proceduruInsert koja ure-denom binarnom stablu dodaje novi
element, ali tako da dobijeno stablo i dalje ostane ure-deno.

procedure Insert(var t : IntTree; n : integer);

begin

if t = nil then begin

new(t);

t↑.info := n;

t↑.left := nil;

t↑.right := nil

end

else if n <= t↑.info then

Insert(t↑.left, n)

else

Insert(t↑.right, n)

end;

Sada je jasno da se proces formiranja ure-denog binarnog stabla svodi na niz poziva
procedureInsert: krenemo od praznog stabla, učitavamo brojeve od korisnika i
Insert-ujemo ih u stablo jedan po jedan.

Primer. Napisati funkcijuMin koja odre-duje najmanji element nepraznog ure-de-
nog stabla. Koristitǐcinjenicu da se najmanji element u ure-denom stablu nalazi u
“donjem levom uglu” stabla, a do njega se dolazi tako što se samo “spustimo” niz
pokazivǎce na levo podstablo.
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function Min(t : IntTree) : integer;

{ pretpostavljamo da je t <> nil }

begin

while t↑.left <> nil do

t := t↑.left;
Min := t↑.info

end;

Zadaci.
9.19. Napisati Pascal funkciju

function Max(t : IntTree) : integer;

koja odre-duje najvéci element nepraznog ure-denog stabla.

9.20. Napisati Pascal program koji sortira niz celih brojeva takošto redom ǔcita-
va brojeve od korisnika, formira ure-deno binarno stablo pozivom procedu-
reInsert, a potom ispiše elemente tog stabla koristeći inorder obilazak.

9.21. Napisati Pascal funkciju

function IsOrdered(t : IntTree) : Boolean;

koja proverava da li je dato celobrojno stablo ure-deno.

†9.22. Napisati Pascal proceduru

procedure Delete(var t : IntTree; el : IntTree);

koja iz ure-denog binarnog stablat izbacuje kúcicu na koju pokazujeel,
ali tako da nakon izbacivanja i dalje imamo ure-deno binarno stablo.
(Napomena: broj iz kúcice na koju pokazujeel treba zameniti najvécim
brojem u desnom podstablu koje odgovara kućici el.)

9.23. Efikasnost algoritama za rad sa ure-denim stablom zasniva se na tome da
kućice budu “ravnomerno” raspore-dene unutar stabla, odnosno, da stablo
bude balansirano.

Neka je sanL(A), odnosnonR(A), oznǎcen broj kúcica u levom, odno-
sno desnom, podstablu koje odgovara kućici A. Za binarno stablo kažemo
da jebalansiranoako za svaku kúcicu A u stablu važi

|nL(A)−nR(A)|6 1.

Drugim rěcima, za svaku kúcicu A u stablu, broj kúcica u levom i desnom
podstablu (koji odgovaraju kućici A) se razlikuju najviše za 1. Napisati
Pascal funkciju

function IsBalanced(t : IntTree) : Boolean;

koja proverava da li je dato celobrojno stablo balansirano.
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†9.24. Standardna strategija kojom se balansira binarno stablo (ako mu je balan-
siranje potrebno) sastoji se iz dve faze: prvo se od kućica binarnog stabla
formira soritrana lista, a onda se od sortirane liste formira balansirano bi-
narno stablo.

(a) Napisati Pascal proceduru

procedure TreeToVine(var t : IntTree);

koja od ure-denog bianrnog stabla pravi sortiranu listu (engl. vine = vinova
loza). Procedura radi tako što rekurzivnim pozivom levo podstablo kon-
vertuje u sortiranu listu, desno podstablo konvertuje u sortiranu listu, i
na kraju samo nadoveže “levu” listu, koren stabla i “desnu” listu. Liste
formirati upotrebom pokazivǎcaright.

(b) Napisati Pascal proceduru

procedure VineToTree(var t : IntTree);

koja od sortirane liste (“vine”) pravi ure-deno binarno stablo. Procedura
radi tako što sortiranu listu “prelomi” na pola, pa onda od “leve” polovine
rekurzivnim pozivom napravi levo podstablo, a od “desne” polovine desno
podstablo. Kúcica “na sredini liste”́ce biti koren stabla.
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9.3 Heap sort

Heap(engl. gomila, hrpa) je celobrojno binarno stablo kod koga važi sledéce:

• za svakičvorA i za svakog njegovog potomkaB je B.info 6 A.info;

• visine listova ovog stabla se razlikuju najviše za 1, i pri tome se listovi sa
većom visinom nalaze “levlje” od listova sa manjom visinom (drugim re-
čima,heapse popunjava nivo po nivo, svaki nivo se popunjava redom, sleva
nadesno, i ne otvara se novi nivo dok se tekući nivo ne popuni do kraja).

3 7

8

11

23

56

2 9

13

75

(Ovakavheapse još zove imax-heapjer se u korenu svakog podstabla nalazi mak-
simum tog podstabla; u slučaju da za svakog potomkaB proizvoljnogčvoraA važi
B.info > A.info dobijamoheapkoji se zovemin-heap. U ovom odeljkućemo
posmatrati samomax-heapove.)

Drugi zahtev u definicijiheapa (da seheappopunjava redom, nivo po nivo)
omogúcuje da seheapimplementira ne kao pokazivačka struktura véc veoma jed-
nostavo pomócu niza:heapsmestimo u niz redom, nivo po nivo. Na primer,heap
sa gornje slikécemo predstaviti kao niz

const

MaxN = 1000;

type

IntArray = array[1 .. MaxN] of integer;

var

A : IntArray;

N : integer;

(pri čemu jeN broj popunjeniȟclanova nizaA) ovako:
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3 7

8

11

23

56

2 9

13

75

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

3 78 112356 2 91375

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N= 10

Struktura stabla može veoma lako rekonstruisati: otacčvorak je k div 2, njegov
levi sledbenik je 2k, a desni 2k+1:

8 23

56

75

k div 2

k

2k 2k+1

Pri tome,čvork je u stablu ako i samo ako jek6N. Tako, na primer, levi sledbenik
čvora 5 je u stablu (2·56 10), dok desni nije (2·5+1> 10).

Osnovni metod za manipulisanjeheapom je proceduraHeapify koja ima zada-
tak da popravi stanje uheapu koje je narušeno ǔcvorui. Pretpostavimo da vrednost
u čvoru i nije maksimalna vrednost podstablačiji je to koren, dok su njegovo levo
i desno podstablo korektno formiraniheapovi. Stanje popravljamo propagacijom
poremécaja naniže:
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• posmatramǒcvorovei, 2i i 2i+1 (dakle,čvor u kome je poremécaj i negovog
levog i desnog sina) i utvrdimo na kom od ta tri mesta se nalazinajvéci broj;

• zamenimo sadržaǰcvorai sa najvécom vrednosš́cu koju smo utvrdili u pret-
hodnom koraku i tako poremećaj gurnemo jedan nivo dublje;

• nastavljamo sa ovim procesom sve dok ne do-demo do korektne situacije.

Jedan primer je pokazan na Sl. 9.10. U prvom koraku najveći od brojeva 10, 56,
13 je 56. Razmenimo 10 i 56, i nastavljamo razmatranjem korena levog podsta-
bla. U drugom koraku najveći od brojeva 10, 8, 23 je 23. Razmenimo 10 i 23, i
nastavljamo razmatranjem korena desnog podstabla. U trećem koraku najvéci od
brojeva 10, 11 je 11 (ovde desno podstablo ne postoji). Razmenimo 10 i 11, i na-
stavljamo razmatranjem korena levog podstabla. Učetvrtom koraku konstatujemo
da je ovo podstablo list, pa nema potrebe dalje bilo šta korigovati.

3 7

8

11

23

56

2 9

13

10

3 7

8

11

23

10

2 9

13
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3 7

8

11
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23

2 9

13

56

3 7

8

10

11

23

2 9

13

56

1. korak 2. korak

3. korak 4. korak

i

max i

max

i

max i

Slika 9.10: Primer rada procedureHeapify
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procedure Heapify(var A : IntArray; N : integer; i : integer);

var

max : integer;

correct : boolean;

begin

correct := false;

while not correct do begin

{ od indeksa i, 2 * i i 2 * i + 1 odaberemo onaj koji }

{ indeksira najveću od vrednosti A[i], A[2 * i] i A[2 * i + 1] }

max := i;

if (2 * i <= N) and (A[2 * i] > A[i]) then max := 2 * i;

if (2 * i + 1 <= N) and (A[2 * i + 1] > A[max]) then max := 2 * i + 1;

if max = i then

{ postigli smo korektnu situaciju, algoritam se zaustavlja }

correct := true

else

begin

{ maksimalnu vrednost postavljamo u koren }

{ i nastavljamo sa propagacijom naniže }

Swap(A, i, max);

i := max

end

end

end;

ProceduraMakeHeap od proizvoljnog nizaA[1 .. N] pravi heap. Primetimo
da je za svek> N div 2 čvorA[k] zapravo koren trivijalnog stabla (jer je i 2k> N

i 2k+1> N, što znǎci daA[k] u strukturi nema ni levog ni desnog sina) i zato za
čvoroveA[N div 2 + 1 .. N] nema potrebe raditi ništa: to su trivijalniheapovi
koji se sastoje samo od jednogčvora. Za ostale elemente niza može lako da se desi
da je strukturaheapa narušena, što se ispravlja pozivom procedureHeapify.

procedure MakeHeap(var A : IntArray; N : integer);

var

i : integer;

begin

for i := N div 2 downto 1 do Heapify(A, N, i)

end;

Konǎcno, proceduraHeapSort sortira nizA na sledéci nǎcin. Prvo od niza
napraviheappozivom procedureMakeHeap. Tako smo postigli da se na poziciji
A[1] nalazi najvéci element niza. Njega razmenimo sa poslednjim elementom niza
(što je donji desni list u stablu, i o kome ne znamo skoro ništa) i smanjimoN za
jedan. Time smo postigli dve stvari:
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• najvéci element niza je na kraju niza iheapga više ne vidi, pa algoritmi za
manipulisanjeheapomne mogu da utǐcu na njega, i

• na poziciji A[1] se sada nalazi element za koga ne možemo da garantu-
jemo da je najvéci – to je poremécaj koga popravljamo pozivom procedure
Heapify.

procedure HeapSort(var A : IntArray; N : integer);

begin

MakeHeap(A, N);

while N >= 2 do begin

Swap(A, 1, N);

dec(N);

Heapify(A, N, 1);

end

end;
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Glava 10

Uvod u OOP

U ovoj glavi pǒcinjemoSagu o objektno-orijentisanom programiranjučiji cilj
je se predstavi niz ideja koji vodi od samih početaka, pa sve do do objektno-
orijentisanog programiranja (OOP), o komećemo govoriti u narednoj glavi.

Veliki deoSagéce biti posvécen pojmuapstraktnog tip podatakai apstraktnom
programiranju uopšte. OOP je najapstraktniji od svih apstraktnih pogleda na pro-
gramiranje. Zato je besmisleno pričati o OOP bez usvojenih osnovnih ideja apstra-
ktnog programiranja.

Treba uǒciti da ovaj pregled ni približno néce biti hronološki, jer (verovali ili
ne), prvi jezik sa elementima OOP je nastao u Švedskoj i zvao se Simula-67. U to
vreme nije doživeo neku veliku popularnost, ali je poslužiokao odskǒcna daska za
Smalltalk-80 (Xerox, Palo Alto 1980), od koga je sve počelo.

No, po-dimo redom (dakle, ne-redom, ne-hronološki).

10.1 Tip podataka, struktura podataka

Šta je to tip podataka, a šta struktura? Učemu je razlika izme-du ta dva pojma?

Pre nego što odgovori na pitanja budu isporučeni, jedna napomena: ovde
nećete naćistrogei formalnedefinicije pojmova. Samo ideje. Za oneprave
matematičke definicije je potrebno dati prilično neprijatan uvod u nekoliko
komplikovanih teorija. O tome drugi put. . .

Tip podataka je odre-den (konǎcnim) skupom vrednosti i nekim paketom ope-
racija i relacija nad elementima tog skupa. Na primer,

({­32768, ..., ­1, 0, 1, ..., 32767}, +, ­, * div, mod, =, <)
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206 GLAVA 10. UVOD U OOP

je tip podataka u narodu poznatiji kao celobrojni tip (iliinteger).
Struktura podataka je konglomerat podataka. Ona se formiraod drugih (jed-

nostavnijih) struktura i od tipova. Jedine operacije koje se nad strukturama mogu
obavljati su operacije selekcije (i, kao posledica toga, pretraživanja). Posao opera-
cija selekcije je da iz strukture izdvoje jedan jednostavniji podatak (jednu kompo-
nentu strukture), ili da nam omoguće pristup njoj.

Ovde treba razlikovati strukturu podataka od metoda strukturiranja podataka.
Recimo,array je metod strukturiranja, a nakon deklaracije

var v: array [1 .. 100] of real;

promenljivav postaje struktura. Svaki metod strukturiranja ima karakteristične
operacije selekcije. Recimo,array kao operaciju selekcije ima indeksiranje, a
record kao operaciju selekcije ima odabir polja sloga. Na primer, uPascalu po-
stoje dva eksplicitna metoda strukturiranja (array i record) i jedan implicitni
(preko pokazivǎca).

Razlika izme-du tipa i strukture je u tome što je nad elementima tipa moguće
vršiti nekakve operacije i smeštati ih u nekakve relacije, dok je nad strukturom
mogúce obavljati samo selekciju komponente.

Tipovi se razlikuju po svom nosaču (tj. skupu osnovnih vrednosti) i operaci-
jama koje se mogu obaviti nad elementima nosav ca, a strukture se razlikuju po
operacijama selekcije, načinu smeštanja u memoriju (i, kao posledica toga, načinu
pretraživanja strukture).

10.2 Dilema

I tek što nam se sjasnilo šta je to tip, a šta struktura, počinjemo da gledamo
po programskim jezicima i uvi-damo da granica izme-du ova dva pojma nije uopšte
jasna.

Na primer, u standardnom Pascalu su stringovi implementirani kao pakovani
nizovi znakova, i tako predstavljaju strukturu. S druge strane, u raznim konkretnim
implementacijama Pascala (uključujući FreePascal i TurboPascal) su stringovi im-
plementirani kao osnovni tip podataka (jer se nad stringovima u FreePascalu, re-
cimo, mogu obavljati razne operacije i stringovi se mogu stavljati u razne relacije:
nadovezivanje, uzimanje potstringa, pore-denje stringova. . . )

Prema ovome sěcini da je stvar ostavljena onome ko dizjanira jezik. U jednom
jeziku se nešto može javiti kao tip, a u drugom jeziku to isto kao struktura. Ǐcini
se da smo na taj način pomirili antagonizme. Ali nismo!

Šta se dešava kada u standardnom Pascalu napišemo paket procedura koje rade
sa stringovima? Recimo, ovako:
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10.3. ZAŠTO JE VAŽNO PRAVITI NOVE TIPOVE? 207

type STR = packed array [1 .. 100] of char;

procedure Concat(s1, s2: STR; var res: STR); ...

procedure Substr(s: STR; from, to: integer; var res: STR); ...

function Compare(s1, s2: STR): integer; ...

Nije li tako STR postao tip? Imamo skup vrednosti (svi nizovi karaktera dužine
100) i operacije na elementima tog skupa (Concat, Substr, Compare). Sve što
treba da nešto bude tip?

Jeste.STR je tako postao tip. Dakle,STR je, po sebi, struktura koja je u vrednim
rukama programera postala tip.

Naravoučenije: svaku strukturu možemo pretvoriti u tip ako joj damo ime
i snabdemo je operacijama (koje rade nešto korisno, ali to nije obavezno).

10.3 Zašto je važno praviti nove tipove?

Zbog toga što je mnogo lakše raditi kada se apstrahuju nebitni detalji. (To su
oni detalji koji nisu bitni utom trenutku; svaki detalj je bitan, pre ili kasnije!)

Za uspešan rad u velikim timovima i na velikim projektima bitno je pisati ap-
straktan k̄od. Zamislite projekt u kome je potrebno raditi nešto sa matricama. Naj-
bolje je napraviti tipMATRIX (dakle, nekoj strukturi dati imeMATRIX i onda je
snabdeti operacijama za rad sa matricama, recimo, sabiranje, množenje, invertova-
nje, . . . ), pa kada do-de do rešavanja konkretnog problema, samo pozivati gotove (i
testirane) procedure.

Nije dobra politika pisati svaku operaciju iz početka i to baš tamo gde vam je
zatrebala. To ne samo da uvećava k̄od, nego i povécava mogúcnost da do-de do gre-
ške. Osim toga, cilj modernih programskih jezika je u tome datekst programa što
vernije odslikava strukturu problema. Ako je potrebno u jednom trenutku uraditi
neku vratolomiju sa matricama, idealno bi bilo da se može napisati nešto ovako:

C := Inv(A) * Transpose(B) + Det(Y) * Adj(X)

Nešto nepoželjnije, ali još uvek prihvatljivo je ovakvo parče k̄oda:

Inv(A, A1);

Transpose(B, B1);

MatMul(A1, B1, P);

Adj(X, X1);

ScalMul(Det(Y), X1, Q);

MatAdd(P, Q, C);

No, najružniji, najlošiji i najneprihvatljiviji nǎcin je onaj koji pǒcinje ovako:
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208 GLAVA 10. UVOD U OOP

for i := 1 to n do

for j := 1 to n do

{ rutina koja invertuje matricu A u A1 };

for i := 1 to n do

for j := 1 to n do

B1[i,j] := B[j, i];

for i := 1 to n do

for j := 1 to n do

{ rutina koja mnozi A1 i B1 };

{ itd }

O ovom poslednjem ne treba ni pričati. Ono drugo može u svakom programskom
novijem programskom jeziku, a ono prvo samo u nekim jezicima. Izme-du ostalih,
i u OO jezicima. Jasno je da je to izražajna moć koju želimo!

Ukoliko nemate mogúcnost da koristite OO jezik, koristite bar ideje. Radite
kao što je demonstrirano u drugom primeru. Takoće vaši programi biti razumljiviji,
lakšeće se testirati, i programiranjéce téci mnogo prirodnije.

10.4 Apstraktno programiranje

Opšta metodologija programiranja koja se može okarakterisati kaodobrame-
todologija se ukratko može opisati ovako: treba dizajnirati odgovarajúce strukture
podataka, napisati procedure za manipulaciju tim strukturama podataka, i kada
do-de do kljǔcnog trenutka, samo se pozivaju gotove procedure koje rade posao.

Tako dolazimo do jednog višeg nivoa apstrakcije u programima. U trenutku
kada je potrebno primeniti neke operacije na nekim strukturama, ne interesuje nas
kakoprocedure rade, već štarade.

Primer. Pretpostavimo da imamo tipMATRIX i paket procedura koje barataju sa
matricama. Kada kažemo:

var a, b: MATRIX;

begin

NewMatrix(a); NewMatrix(b);

ReadMatrix(a);

Transpose(a, b);

WriteMatrix(b);

DisposeMatrix(a); DisposeMatrix(b)

end;

mi želimo da posao bude obavljen! Uopšte nas ne interesuje dali su matrice im-
plementirane statički, recimo ovako:

type MATRIX = array [1 .. MaxX, 1 .. MaxY] of real;
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10.5. APSTRAKTNI TIP PODATAKA 209

ili su implementirane preko pokazivačkih struktura što može biti jako zgodno kada
se radi sa retkim matricama:

type MATRIX = ↑MatrixEntry;
MatrixEntry = record

i, j : integer;

entry : real;

right, down: MATRIX

end;

Kako su mogúce razne implementacije koje rade isti posao, u trenutku upotrebe
procedura nije bitna unutrašnja struktura već ponašanjeprocedura (koje je dato u
specifikaciji paketa).

Nije bitna implementacija, već manifestacije (tj. osobine i ponašanje) ope-
racija koje tip podataka podržava!

10.5 Apstraktni tip podataka

Videli kako struktura podataka snabdevena odgovarajućim operacijama postaje
tip podataka.

Apstraktni tip podataka (Abstract Data Type, ADT)je tip podatakǎciju imple-
mentaciju ne znamo (primer: ne znamo da li su matrice predstavljene kaoarray
ili preko pokazivǎca), ali znamo kako se ponašaju operacije nad vrednostima tog
tipa, tako da pišemo program koristeći samo osobine operacija.

Jasno je zašto se to zove tip podataka (zato što je to upravo tip podataka).
Dodat mu je atribut “apstraktni” zato što korisnik ne poznaje konkretnu imple-
mentaciju. Korisniku su poznata samo apstraktna svojstva operacija nad tim tipom
(drugim rěcima, poznato je šta koja operacija radi, ali ne i kako to radi). Dakle,
apstrahovana je jedna dimenzija problema: implementacijatipa.
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210 GLAVA 10. UVOD U OOP

Primer 1. Stek sa celobrojnim elementima kao apstraktni tip podataka.

Specifikacija:

Tip: IntStack
Open(s) inicijalizuje steks; mora se pozvati pre prve upo-

trebe promenljives
Close(s) deinicijalizuje steks; mora se pozvati kadas više

nije potreban i više se neće koristiti
Push(s, n, ok) na steks stavi brojn i vrati ok = true; ako to

nije mogúce, vratiok = false

Pop(s, n, ok) sa stekas skine brojn i vrati ok = true; ako to
nije mogúce, vratiok = false

Full(s) vrati true ako nas više nema mesta
Empty(s) vrati true ako jes prazan

Implementacija:

type IntStack = ↑StackEntry;
StackEntry = record

entry: integer;

link : IntStack

end;

procedure Open(var s: IntStack);

begin

s := nil

end;

procedure Close(var s: IntStack);

var

t: IntStack;

begin

while s <> nil do begin

t := s;

s := s↑.link;
dispose(t)

end;

s := nil

end;
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procedure Push(var s : IntStack; n: integer; var OK: Boolean);

var

t: IntStack;

begin

new(t);

if t = nil then

OK := false

else begin

t↑.entry := n;

t↑.link := s;

s := t;

OK := true

end

end;

procedure Pop(var s : IntStack; var n: integer; var OK: Boolean);

var

t: IntStack;

begin

if s = nil then

OK := false

else begin

t := s;

s := s↑.link;
n := t↑.entry;
OK := true;

dispose(t)

end

end;

function Full(s: IntStack): Boolean;

begin

Full := false

{

ovde moze da se navede i poziv neke sistemske rutine koja

ce proveriti da li ima dovoljno mesta za alokaciju

}

end;

function Empty(s: IntStack): Boolean;

begin

Empty := s = nil

end;
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Primer 2. Stek sa celobrojnim elementima kao apstraktni tip podataka.

Specifikacija:

Tip: IntStack
Open(s) inicijalizuje steks; mora se pozvati pre prve upo-

trebe promenljives
Close(s) deinicijalizuje steks; mora se pozvati kadas više

nije potreban i više se neće koristiti
Push(s, n, ok) na steks stavi brojn i vrati ok = true; ako to

nije mogúce, vratiok = false

Pop(s, n, ok) sa stekas skine brojn i vrati ok = true; ako to
nije mogúce, vratiok = false

Full(s) vrati true ako nas više nema mesta
Empty(s) vrati true ako jes prazan

Implementacija:

const MaxStack = 100;

type IntStack = record

top : integer;

entry: array [1 .. MaxStack] of integer

end;

procedure Open(var s: IntStack);

begin

s.top := 0

end;

procedure Close(var s: IntStack);

begin

s.top := 0

end;

procedure Push(var s : IntStack; n: integer; var OK: Boolean);

begin

if s.top = MaxStack then

OK := false

else begin

s.top := s.top + 1;

s.entry[s.top] := n;

OK := true

end

end;
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procedure Pop(var s : IntStack; var n: integer; var OK: Boolean);

begin

if s.top = 0 then

OK := false

else begin

n := s.entry[s.top];

s.top := s.top ­ 1

end

end;

function Full(s: IntStack): Boolean;

begin

Full := s.top = MaxStack

end;

function Empty(s: IntStack): Boolean;

begin

Empty := s.top = 0

end;

Koja je razlika izme-du Primera 1 i Primera 2? Samo u implementaciji tipa!
Korisnik ne vidi nikakvu razliku! Ako ima pred sobom specifikaciju

Tip: IntStack
Open(s) inicijalizuje steks; mora se pozvati pre prve upo-

trebe promenljives
Close(s) deinicijalizuje steks; mora se pozvati kadas više

nije potreban i više se neće koristiti
Push(s, n, ok) na steks stavi brojn i vrati ok = true; ako to

nije mogúce, vratiok = false

Pop(s, n, ok) sa stekas skine brojn i vrati ok = true; ako to
nije mogúce, vratiok = false

Full(s) vrati true ako nas više nema mesta
Empty(s) vrati true ako jes prazan

korisniku je nebitno šta se dešava u pozadini. Njegov program koji koristi stekće
raditi savršeno bez obzira na konkretne procedure koje radeu pozadini. Štaviše,
ako je prvo koristio paket iz Primera 1, a onda bio primoran dakoristi paket iz
Primera 2, njegov program se neće promeniti ni za liniju!

Tajna móci ADT leži u tome da su svi apstraktni tipovi koji imaju istu specifi-
kaciju izomorfni(u algebarskom smislu). Ideja izomorfizma je upravo naša mantra:
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214 GLAVA 10. UVOD U OOP

izomorfne strukture u suštini predstavljaju jednu istu stvar; razlika je je-
dino u načinu realizacije te jedne stvari!

10.6 Zašto je dobro raditi sa ADT

Upotreba ADT ima nekoliko prednosti nad običnim (jako konkretnim) progra-
miranjem. Prvo, programer ne mora da razmišlja o implementaciji jedne stvari dok
implementira drugu. Tako su njegovi moždani talasi fokusirani samo na jedno.
Implementaciju pomócnih objekata slobodno može da zaboravi i da ih koristi zna-
jući samo njihove apstraktne osobine.

Drugo, na taj nǎcin se jednostavnije radi timski. Svakičlan tima dobije po-
sao da implementira jedan ADT. On to uradi, spakuje u modul i podeli ostalima
u timu samo specifikaciju svog ADT. Ako se ostali u timu strogopridržavaju spe-
cifikacije, implementator garantuje daće sve da radi. Tako-de, ostali ne moraju da
se opterécuju detaljima o implementaciji tu-deg ADT, jer imaju i svog posla preko
glave.

Treće, kada onaj ko je implementirao ADT na-de bolje i brže algoritme da uradi
svoj posao, slobodno može da menja kōd po svom modulu, da doteruje i ubrzava,
sve dotle dok ne menja specifikaciju. Izmene koje on vrši uopšte ne utǐcu na ostale
u timu (jedino mogu biti prijatno iznena-deni kada vide da njihov program odjed-
nom radi brže).

10.7 ADT i modularna struktura jezika

Modul u programskom jeziku je deo programa koji sadrže paketprocedura i
funkcija koji predstavlja logǐcnu celinu. Moduli se nalaze u posebnim datotekama
i prevode se nazavisno jedan od drugog, i nezavisno od glavnog programa koji
ih koristi. Veliki programi se najčeš́ce sastoje iz modula, jer se tako omogućuje
razbijanje programa na manje celine koje se nezavisno razvijaju i testiraju.

Standardni Pascal nema podršku za modularno programiranje, i to mu je jedan
od osnovnih nedostataka. Novije verzije Pascala, uključujući i FreePascal, imaju
takve konstrukcije. Modul se u FreePascalu zoveunit (engl. unit = jedinica prevo-
-denja; ime potǐce odatle što se unit prevodi nezavisno od ostatka programa)i ima
sledéci strukturu:

unit 〈ime­unita〉;
interface

〈deklaracije javnih konstanti〉;
〈deklaracije javnih tipova〉;
〈deklaracije javnih promenljivih〉;
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〈deklaracije javnih procedura i funkcija〉;
implementation

〈deklaracije privatnih konstanti〉;
〈deklaracije privatnih tipova〉;
〈deklaracije privatnih promenljivih〉;
〈implementacije javnih procedura i funkcija〉;
〈implementacije privatnih procedura i funkcija〉;

end.

Deo koji je oznǎcen sainterface sadrži deklaracije konstanti, tipova, pro-
menljivih, kao i zaglavlja funkcija i procedura koji sujavni, što znǎci da su to
podaci koje modul nudi korisnicima. Deo označen saimplementation je privatni
deo modula i njega vidi samo deo tima koji implementira modul. Konstante, tipovi
i promenljive koje su tu deklarisane, kao i procedure i funkcije koje se tu nalaze, ali
nisu najavljene u interfejsu se ne vide izvan modula i njima se ne može pristupiti
spolja.

ADT se jako lepo slaže sa modularnom strukturom jezika. Uglavnom se je-
dan ADT implementira kao jedan modul, interfejs modula se razdeli potencijalnim
korisnicima kao specifikacija tipa, a u implementacionom delu se tip realizuje. Na
primer, apstraktni tipIntStack koji implementira celobrojni stek se u FreePascalu
može realizovati ovako:

unit IntStackUnit;

interface

type IntStack = ↑Elem;
Elem = record

entry: integer;

link: IntStack

end;

procedure Open(var s: IntStack);

procedure Close(var s: IntStack);

procedure Push(var s: IntStack; n: integer; var OK: Boolean);

procedure Pop(var s: IntStack; var n: integer; var OK: Boolean);

function Full(s: IntStack): Boolean;

function Empty(s: IntStack): Boolean;

implementation

procedure Open(var s: IntStack);

begin

s := nil;
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end;

procedure Close(var s: IntStack);

var

t : IntStack;

begin

while s <> nil do begin

t := s;

s := s↑.link;
dispose(t)

end;

s := nil

end;

procedure Push(var s: IntStack; n: integer; var OK: Boolean);

var

t : IntStack;

begin

new(t);

if t = nil then

OK := false

else begin

t↑.entry := n;

t↑.link := s;

s := t;

OK := true

end

end;

procedure Pop(var s: IntStack; var n: integer; var OK: Boolean);

var

t : IntStack;

begin

if s = nil then

OK := false

else begin

t := s;

s := s↑.link;
n := t↑.entry;
OK := true;

dispose(t)

end

end;
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function Full(s: IntStack): Boolean;

begin

Full := false

end;

function Empty(s: IntStack): Boolean;

begin

Empty := s = nil;

end;

end.

10.8 Sakrivanje informacija

Efikasna upotreba apstraktnih tipova podataka se bazira na korišćenju speci-
fikacije, bez virenja u implementaciju tipa. Ako korisnik makar malkočǎcne po
implementaciji, cela ideja propada.

Praksa je pokazala da kaogod što je decu nemoguće odvíci od čǎckanja nosa,
tako je programere nemoguće odvíci od čǎckanja po implementaciji tipa. Uvek se
na-de neki mrǎcni kutak svesti iz koga iskǒci ideja:

“A zašto bih ja ovu trivijalnu stvar radio pozivom procedure(i tako
gubio vreme), kada je mnogo brže reći

a.struct[x]↑.left := nil

Sada ću ja to časkom, da niko ne vidi!”

Zato je za pojam ADT neraskidivo vezan pojam sakrivanja informacije (infor-
mation hiding). Programeru se stavi na raspolaganje ime tipa i paket procedura.
Implementacija tipa sesakrije. Čak i ako poželi dǎceprka po strukturi, jezik treba
to da mu zabrani.

Implementacija celobrojnog steka koju smo upravo videli nesakriva internu
strukturu tipa. Programer može da pristupi poljima sloga i da direktno menja njihov
sadržaj. Srécom, FreePascal nudi mogućnost da se to spreči. Interfejs unita treba
napisati ovako:
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unit IntStackUnit;

interface

type IntStack = ↑Elem;
Elem = object

private

entry: integer;

link: IntStack

end;

procedure Open(var s: IntStack);

procedure Close(var s: IntStack);

procedure Push(var s: IntStack; n: integer; var OK: Boolean);

procedure Pop(var s: IntStack; var n: integer; var OK: Boolean);

function Full(s: IntStack): Boolean;

function Empty(s: IntStack): Boolean;

implementation

{ isto kao ranije }

end.

O konstrukcijiobject ćemo pisati detaljnije. Za sada je dovoljno reći da se
radi o varijanti sloga (record) koji ima mogúcnost da delove svoje strukture koji su
ozňceni kaoprivate sakrije. Potencijalno zlǒcesti korisnik i dalje vidi strukturu
sloga, ali ne može da pristupi direktno poljima sloga. Jedini način da koristi stek
se svodi na pozive procedura i funkcija koje unit nudi.

10.9 Intermezzo

Do sada smo videli šta je tip podataka, šta je struktura podataka i kako se od
strukture napravi tip. Videli smo kako iz toga naraste idejaADT i dve osnovne
stvari koje se vezuju za ADT:

(1) apstrahovanje (data abstraction)
(2) skrivanje podataka (information hiding)

Tako-de je napomenuto da se ADT jako lepo slaže sa modularnim jezicima. To ne
znǎci da se ideje ADT ne mogu koristiti pri radu sa programskim jezikom koji nema
mehanizam modula i nema mehanizam za skrivanje (npr, standardni Pascal). Pri
radu sa takvim jezicima treba pokazati više samodiscipline. Ideja ADT jeosnovna
ideja OOP.
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10.10 Objekti, klase, metodi i poruke

Objekt je paket podataka koji ima svoj tajni život. Možemo ga zamisliti kao
jednu skupinu podataka i procedura za manipulaciju tim podacima. Procedure koje
su deo objekta se zovumetodi(to su metodi za menjanje stanja objekta), dok podaci
opisuju stanje objekta.

Klasase može shvatiti kao opis jedne vrste objekata koji sadrži ponašanje svih
objekata koji pripadaju toj klasi. Objekti koji pripadaju nekoj klasi zovu seinstance
te klase, a klasa opisuje koja polja i koje metodeće imati njene instance.

Kao primer navodimo opis matrice kao klasečiji objekti mogu da uraděcetiri
stvari: da se inicijalizuju, da se samoubiju, da se učitaju i da se ispišu. U FreePa-
scalu klase se uvode kao novi tipovi (što, na kraju krajeva, klase i jesu):

const MaxN = 50;

type

MATRIX = object

private

entry : array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

M, N : integer;

public

procedure init(p, q : integer);

procedure init(p : integer);

procedure free;

procedure input;

procedure print;

end;

Ova deklaracija znǎci da jeMATRIX klasačije instanceće imati poljaM, N i
entry i metodeinit, još jedaninit (o tome kasnije!),free, input i print.

Konstrukcijaobject se ponaša kaorecord, s tim što može da okuplja ne
samo polja raznih tipova, već i deklaracije procedura i funkcija. PoljaM, N i entry
opisuju unutrašnje stanje objekta (dimenzije matrice i njene elemente), dok proce-
dureinit, init, free, input i print opisuju metode koji se mogu izvršiti nad
instancama klaseMATRIX. Osim toga, objekt vrši i striktnu kontrolu privatnosti. U
skladu sa preporukama o sakrivanju informacija, poljaM, N i entry su deklarisana
kao privatna i njima mogu da pristupe samo metodi koji manipulišu nad objek-
tom. Metodiinit, init, free, input i print su javno dostupni i njima se može
menjati stanje objekta.
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Nakon definicije klase sledi implementacija metoda:

procedure MATRIX.init(p, q : integer);

begin

if (1 <= p) and (p <= MaxN) and (1 <= q) and (q <= MaxN) then

begin

M := p;

N := q

end

else writeln(’MATRIX.init failed’)

end;

procedure MATRIX.init(p, q : integer);

begin

if (1 <= p) and (p <= MaxN) then

begin

M := p;

N := p

end

else writeln(’MATRIX.init failed’)

end;

procedure MATRIX.free;

begin

M := 0; N := 0

end;

procedure MATRIX.input;

var

i, j : integer;

begin

for i := 1 to M do

for j := 1 to N do

readln(entry[i, j])

end;

procedure MATRIX.print;

var

i, j : integer;

begin

for i := 1 to M do

for j := 1 to N do

writeln(i:3, j:3, ’­>’, entry[i, j]:10:2)

end;
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Metodi nisu obǐcne procedure i funkcije; oni su vezani za klase. To se vidi iz
imena koje ima oblik〈klasa〉.〈metod〉, čime se stavlja do znanja da sledi imple-
mentacija metoda koji pripada navedenoj klasi. Primetimo da se poljaM, N i entry
sasvim lepo vide u telu odgovarajućih metoda. To je jedino mesto u programu gde
se ova imena vide! Objekt klaseMATRIX se sada deklariše kao obična promenljiva:

var A : MATRIX;

Poruka je nešto kao poziv procedure. Ona nema značenje dok se ne uputi
nekom objektu. To je samo niz znakova. Kada se objektu uputi poruka, on me-du
svojim metodima potraži onaj koji ima isto ime i signaturu (signatura je struktura
argumenata) kao što se zahteva u poruci. Ako ne uspe, objekt odbaci poruku i tako
izazove grešku, ili nešto slično. Ako objekt uspe da na-de odgovarajúci metod me-du
metodima kojima raspolaže, primeni taj metod na sebi, što može da dovede do
promene stanja objekta (izmene se vrednosti nekih promenljivih) i do upúcivanja
novih poruka novim objektima.

Vidimo, dakle, da se poruka interpretira tako što objekt pokuša da prona-de
metod koji ima isto ime isignaturu. Č injenica da struktura argumenata utiče na
interpretiranje poruke kao posledicu ima to da je moguće deklarisati metode sa
istim imenom, ukoliko oni imaju različite signature.

U prethodnom primeru, imamo dva metodainit: jedan koji prima dva ce-
lobrojna argumenta, i on se koristi za inicijalizaciju proizvoljnih matrica, a drugi
sa jednim celobrojnim argumentom koga možemo da koristimo za inicijalizaciju
kvadratnih matrica. Ako jeA instanca klaseMATRIX kao ranije, tada

A.init(9, 10);

predstavlja porukuinit(9, 10) upúcenu objektuA. Kako objekt poseduje metod
koji se zoveinit i prima dva argumenta tipainteger, to će objekt interpretirati
poruku na odgovarajúci nǎcin, tj. aktiviráce metodinit sa argumentima9 i 10.
Aktivacija metodainit će dovesti do promene stanja objekta: biće popunjene
vrednosti zaM i N. S druge strane, poruka

A.init(16);

će biti interpretirana tako štóce objekt aktivirati metodinit sa jednim celobroj-
nim argumentom16 i tako inicijalizovati kvadratnu matricu formata 16×16. Ova
osobina se zoveoperator overloading.

10.11 Ǔcaureni podaci

Svaki objekt koji drži do sebe mora svoju unutrašnjost držati daleko od prlja-
vih prstiju okolnih korisnika (ili,klijenata). Zato onaj deo objekta koji opisuje
strukturu promenljivih kojěcuvaju stanje objekta ne sme biti dostupan klijentima.
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Ako neko želi da proveri i/ili da promeni stanje objekta, mora to ǔciniti upući-
vanjem poruke objektu. Na taj način objekt ima potpunu kontrolu nad samim so-
bom i može da štiti svoj integritet (u krajnjem slučaju, metod koji proverava/menja
stanje objekta može na neki način proveriti ko je poslao poruku i, ukoliko pošiljalac
nije klijent od poverenja, može odbiti da otkrije/izmeni svoje stanje).

To je u skladu sa opštom idejom o skrivanju podataka (information hiding) i
zove se još iencapsulation(učaurenost). Podaci su učaureni u objektu i do njih se
ne može dóci lako.

10.12 Polimorfizam

Razlǐcite klase mogu imati metode sa istim imenom. Ako uputimo poruku
objektu jedne klase, ońce je interpretirati koristéci svoje metode. No, tu istu po-
ruku objekt druge klase može interpretirati na sasvim druginǎcin, jerće on koristiti
svoje metode (metodi se zovu isto, ali rade sasvim drugačije stvari). Ova osobina
se zovepolimorfizam.

Posmatrajmo klaseTraficLight (koja opisuje semafor), iPrimeGen (koja
opisuje generatore prostih brojeva):

{­­­­­­­­­­­­­­­ TrafficLight ­­­­­­­­­­­­­­­}

type

TrafficLight = object

private

light : (red, redAndYel, yellow, green);

public

procedure init;

procedure next;

procedure print;

end;

procedure TrafficLight.init;

begin

light := red

end;

procedure TrafficLight.next;

begin

case light of

red : light := redAndYel;

redAndYel : light := green;

yellow : light := red;

green : light := yellow

end

end;
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procedure TrafficLight.print;

begin

case light of

red : writeln(’Crveno’);

redAndYel : writeln(’Crveno i zuto’);

yellow : writeln(’Zuto’);

green : writeln(’Zeleno’)

end

end;

{­­­­­­­­­­­­­­­ PrimeGen ­­­­­­­­­­­­­­­}

type

PrimeGen = object

private

p : integer;

public

procedure init;

procedure next;

procedure print;

end;

procedure PrimeGen.init;

begin

p := 2;

end;

function IsPrime(n : integer) : Boolean;

{ n je neparan broj >= 3 }

var

pr : Boolean;

d, L : integer;

begin

pr := true;

d := 3;

L := trunc(sqrt(n));

while pr and (d <= L) do begin

pr := n mod d <> 0;

d := d + 2

end;

IsPrime := pr

end;
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procedure PrimeGen.next;

begin

if p = 2 then p := 3

else

repeat p := p + 2

until IsPrime(p)

end;

procedure PrimeGen.print;

begin

writeln(p)

end;

Uočimo da obe klase imaju po tri metoda:init, next, i print. (FunkcijaIsPrime
nije metod klasePrimeGen; to je obǐcna Pascal funkcija koju koristi metodnext.)
Neka suTL i PG instance ove dve klase:

var

TL : TrafficLight;

PG : PrimeGen;

Kada kažemo

TL.init; PG.init;

jednu istu poruku smo uputili i jednom i drugom objektu. Razlika je u tome štóce
porukainit u prvom pozivu aktivirati metodinit iz klaseTrafficLight, dok
će porukainit u drugom pozivu aktivirati metodinit iz klasePrimeGen. Zato,
nakon

TL.init;

TL.next;

TL.next;

TL.next;

TL.print;

dobijamo porukuZuto na monitoru, dok nakon

PG.init;

PG.next;

PG.next;

PG.next;

PG.print;

dobijamo broj 7 na monitoru. Ova dva objekta su na iste porukereagovali razlǐcito,
jer su ih interpretirali svako na svoj način. Jedna ista poruka upućena razlǐcitim
objektima dovodi do različitog ponašanja.
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10.13 Prvi stepenik objektnog programiranja:
programiranje bazirano na klasama

Ako neki programski jezik podržava

• klase,

• objekte kao instance klasa,

• učaurenost,

• mehanizam poruka i

• polimorfizam,

dobijamo prvi model objektnog programiranja:programiranje bazirano na klasa-
ma(engl. class-based programming). Ovaj model je jednostavniji od objektno-ori-
jentisanog modela, o komécemo detaljno govoriti u nastavku. Iskreno se nadamo
da žar u srcima još nije zgasnuo usled nestrpljenja.

10.14 Privatni život klase

Klasa opisuje strukturu i ponašanje svojih instanci. No, ima programskih jezika
u kojima i klasa može imati svoj privatni život. Drugim rečima, i klasa može imati
svoje promenljive i svoje metode.

Promenljive koje pripadaju klasi (class variables) služe za to da klasa drži neke
svoje informacije (recimo, koliko instanci te klase je do sada napravljeno). Te
informacije nisu nikome dostupne direktno; one se mogu koristiti isključivo putem
poruka upúcenih klasi. Poruke upućene klasi se interpretiraju na isti način kao
poruke upúcene objektu. Jedina razlika je u tome što poruke upućene klasi traže
metode iz skupa privatnih metoda klase (class methods).

Smalltalk, recimo, ima malo drugačiji pristup. Tu su promenljive koje pri-
padaju klasi u stvari globalne promenljive koje koriste instance te klase i to za
me-dusobnu komunikaciju. Promenljive koje pripadaju klasi u Smalltalk-u su do-
stupne samo instancama te klase i metodima klase.

U Javi se metodi klase i promenljive koje pripadaju klasi zovu statičke promen-
ljive/metodii ponašaju se kao promenljive i procedure običnog modula. I promen-
ljive i medoti klase u Javi mogu biti deklarisani kaopublic ili private. Elemen-
tima koji su deklarisani kaopublic svako može da pristupi. U FreePascalu klasa
može imati metode, ali ne može da ima svoje promenljive.

Još uvek ne postoji opšteprihvaćeno mišljenje da li klasa treba da ima pravo
na intimni život ili ne; da li može da ima svoju privatnost, ili treba samo da služi
svojim instancama.
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Glava 11

Objektno-orijentisano
programiranje

U ovoj glavi konǎcno stižemo do pojma OOP. Saga sada počinje da lǐci na
pravu sapunsku operu jerćemo pǒceti da prǐcamo o nasle-divanju. Srécna okolnost
je to što u OOP niko ne mora da umre da bi do nasle-divanja moglo da do-de.

Osnovna odlika objektno-orijentisanih sistema je nasle-divanje. Nasle-divanje
je relacija me-du klasama koja omogućuje da se definicija i implementacija jedne
klase bazira na definiciji i implementaciji neke već postojéce klase. Na taj nǎcin se
štedi vreme, novac, ali i memorijski prostor.

Prilikom nasle-divanjapotklasanasle-duje i metode i strukturu objekta od svoje
nadklase. Činjenica da potklasa nasle-duje metode znǎci da njih ne treba pisati
ponovo. Treba dopisati samo nove stvari, kao i one koje se razlikuju. Ova osobina
se zovecode reuse(jer potklasa koristi k̄od iz nadklase).
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11.1 Drugi način da napravimo klase

Neka je data klasaRealmat koja opisuje realne matrice:

const

MaxN = 50;

type

RealMat = class

private

entry : array [1 .. MaxN, 1 .. MaxN] of real;

M, N : integer;

public

constructor init(p, q : integer);

function dim1 : integer;

function dim2 : integer;

procedure input;

procedure print;

function at(x, y : integer) : real;

procedure put(x, y : integer; val : real);

function add(q : RealMat) : RealMat;

function mul(q : RealMat) : RealMat;

function mul(x : real) : RealMat;

end;

Pri deklaraciji klaseRealMat umesto FreePascal konstrukcijeobject koristili
smo FreePascal konstrukcijuclass. Razlika izme-du ove dve konstrukcije je sup-
tilna i o njoj ćemo govoriti kasnije. Recimo za sada samo to da sve što smo dosada
rekli za konstrukcijuobject važi i za konstrukcijuclass, a da konstrukcijaclass
omogúcuje da se nasle-divanje implementira veoma jednostavno. Zatoćemoclass
koristiti kadgod treba da radimo sa punokrvnim objektno-orijentisanim modelom
(koji podrazumeva nasle-divanje), dokćemoobject koristiti kada radimo saclass-
basedmodelom o kome smo govorili u prethodnoj glavi.

Kao i do sada, poljaentry, M i N su privatna i njima može da pristupi samo
neki od metoda koji su navedeni u klasi. Osim toga, klasa nudii niz javnih metoda
za manipulisanje instancama ove klase. Metodinit je specijalan metod koji se
koristi za pravljenje instanci klase. Takvi metodi se zovukonstruktori.

Nakon deklaracije klase sledi implementacija metoda. Iakoto na osnovu de-
klaracije nije jasno, konstruktorinit je zapravo funkcija koja vráca objekt tipa
RealMat, štoće postati jasnije kada budemo pokazali kako se on koristi.
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11.1. DRUGI NAČIN DA NAPRAVIMO KLASE 229

{ poseban metod cijim pozivom se konstruisu instance klase RealMat }

constructor RealMat.init(p, q : integer);

begin

if (1 <= p) and (p <= MaxN) and (1 <= q) and (q <= MaxN) then

begin

M := p;

N := q

end

else writeln(’RealMat.init failed’)

end;

{ metodi koji vraćaju prvu i drugu dimenziju matrice }

function RealMat.dim1 : integer;

begin

dim1 := M

end;

function RealMat.dim2 : integer;

begin

dim2 := N

end;

{ metodi za ucitavanje i ispis matrice }

procedure RealMat.input;

var

i, j : integer;

begin

for i := 1 to M do

for j := 1 to N do

readln(entry[i, j])

end;

procedure RealMat.print;

var

i, j : integer;

begin

for i := 1 to M do

for j := 1 to N do

writeln(i:3, j:3, ’­>’, entry[i, j]:10:2)

end;
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{ metod vraca element matrice na poziciji (x, y) }

function RealMat.at(x, y : integer) : real;

begin

if (1 <= x) and (x <= M) and (1 <= y) and (y <= N) then

at := entry[x, y]

else begin

writeln(’RealMat.at failed’);

at := 0

end

end;

{ na poziciju (x, y) u matrici metod postavlja vrednost val }

procedure RealMat.put(x, y : integer; val : real);

begin

if (1 <= x) and (x <= M) and (1 <= y) and (y <= N) then

entry[x, y] := val

else

writeln(’RealMat.put failed’)

end;

{ metod sabira matricu kojoj je poruka upucena sa matricom q }

function RealMat.add(q : RealMat) : RealMat;

var

res : RealMat;

i, j : integer;

begin

if (M = q.dim1) and (N = q.dim2) then begin

res := RealMat.init(M, N);

for i := 1 to M do

for j := 1 to N do

res.put(i, j, entry[i, j] + q.at(i, j));

add := res

end

else begin

writeln(’RealMat.add failed’);

add := nil

end

end;
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{ metod mnozi matricu kojoj je poruka upucena matricom q }

function RealMat.mul(q : RealMat) : RealMat;

var

res : RealMat;

pom : real;

i, j, k : integer;

begin

if N = q.dim1 then begin

res := RealMat.init(M, q.dim2);

for i := 1 to M do

for j := 1 to q.dim2 do begin

pom := 0;

for k := 1 to N do

pom := pom + entry[i, k] * q.at(k, j);

res.put(i, j, pom)

end;

mul := res

end

else begin

writeln(’RealMat.mul failed’);

mul := nil

end

end;

{ metod mnozi matricu kojoj je poruka upucena realnim brojem }

function RealMat.mul(x : real) : RealMat;

var

res : RealMat;

i, j : integer;

begin

res := RealMat.init(M, N);

for i := 1 to M do

for j := 1 to N do

res.put(i, j, entry[i, j] * x);

mul := res

end;

Nakon deklaracija:

var a, b: RealMat;

a i b su instance klaseRealMat. To znǎci da oba imaju poljaentry, M, i N (koja
su privatna stvar) i imaju metodeinit, dim1, dim2, input, print, at, put, mul,
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mul i add. Evo i primera koji ǔcitava matricua formata 10×10, postavljab na 2a2

i potom ispisujeb[3,3]:

begin

a := RealMat.init(10, 10);

a.read;

b := a.mul(a).mul(2.0); { tj. b := a * a * 2.0 }

writeln(b.at(3,3)) { ispise b[3,3] }

end.

Primetimo da se konstruktorinit poziva tako što seklasi RealMat uputi po-
rukainit(10, 10); klasa formira odgovarajúci objekt i dodeli ga promenljivoja.
Kada radimo sa konstrukcijomclass, dakle, konstruktori su metodi pridruženi
klasi!

11.2 Nasle-divanje

Želeli bismo sada da naravimo klasuSqRealMat koja će predstavljati kva-
dratne realne matrice. Jedan način je da uzmemo klasuRealMat i da je malo
preradimo. Na taj nǎcin dobijamo dve klase kod kojih je 90% kōda identǐcno. Gu-
bimo vreme i memorijski prostor. Zar ne bi bilo lepo kada bismo mogli da kažemo
da je klasaSqRealMat “veoma slǐcna” sa klasomRealMat, pa da dopišemo samo
razliku?

O, da. Ne samo da bi bilo lepo, nego je to i moguće! Mehanizam koji nam
to omogúcuje zove senasle-divanje(engl. inheritance). Napravićemo novu klasu i,
umesto da prekucavamo kōd iz klaseRealMat, réci ćemo da nova klasa nasle-duje
sve osobine klaseRealMat, pa ćemo samo dopisati nove (specifične) metode i
redefinisati neke stare. Recimo, ovako:

type

SqRealMat = class(RealMat)

public

constructor init(p : integer);

function det : real;

function inv : SqRealMat;

end;

Konstrukcijaclass(RealMat) znǎci da klasa koju upravo deklarišemo nasle-
-duje klasuRealMat, sva njena polja i metode, i dodaje novi konstruktor i dva nova
metoda: metoddet koji računa determinantu kvadratne matrice, i metodinv koji
računa inverznu matricu date matrice.
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constructor SqRealMat.init(p : integer);

begin

inherited init(p, p)

end;

Konstruktoruinit za kvadratne matrice je dovoljan samo jedan parametar,
zato što kvadratna matrica ima obe dimenzije jednake. Me-dutim, on u suštini radi
isto što i stari (nasle-deni) metodinit iz klaseRealMat. Zato je dovoljno pozvati
nasle-deni konstruktorinit, što se postiže upotrebom ključne rěci inhetired.

function SqRealMat.det : real;

begin

{ racuna determinantu }

end;

function SqRealMat.inv : SqRealMat;

begin

{ racuna inverznu matricu }

end;

Nakon deklaracije

var a, b : SqRealMat;

a i b su instance klaseSqRealMat. To znǎci da oba imaju poljaentry, M, i N (koje
nasledili od klaseRealMat), nasle-dene metodeinit, dim1, dim2, input, print,
at, put, mul, mul, add, i nove metodeinit, det i inv. Evo i primera koji ǔcitava
matricua formata 10×10, postavljab naa2 i potom ispisujeb:

begin

a := SqRealMat.init(10);

writeln(’Ucitavanje matrice 10x10’);

a.input;

b := a.mul(a) as SqRealMat;

b.print;

end.

Primetimo da naredba dodele ima i specijalni modifikator (engl. type cast)
oblika “as SqRealMat”. Problem je u tome što je metodmul nasle-den iz klase
RealMat i on vráca rezultat tipaRealMat. Promenljivab je tipa SqRealMat i
kompajler bi se pobunio, jer pokuzv savamo da pridružimo nekompatibilne tipove.
Modifikator “as SqRealMat” kaže sistemu da iako rezultat formalno pripada klasi
RealMat, mi znamo dáce to u stvari biti kvadratna matrica, pa sme da ga tretira
kao instancu klaseSqRealMat.
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11.3 Tri tradicionalne upotrebe nasle-divanja

Pri nasle-divanju, situacija iz nadklase može malo da se izmeni, tako da možemo
razlikovati tri “tradicionalne” upotrebe nasle-divanja:

Specijalizacija. To je situacija u kojoj potklasa doda neka nova polja instancama
i eventualno još neke metode. Primer:

type

PlaneFigure = class

private

centerX, centerY: integer;

name : string;

color : integer;

public

constructor init;

procedure setCenter(x, y: integer);

procedure setName(newName: string);

procedure setColor(newColor: integer);

procedure move(dx, dy: integer);

end;

Circle = class(PlaneFigure)

private

radius: integer;

public

constructor init;

procedure setRadius(r: integer);

procedure draw;

end;

KlasaCircle je iz klasePlaneFigure nasledila strukturu objekta (tj. polja
centerX, centerY, name, color) i sve metode, i tome još dodala polje
radius i dva nova metoda. Uǒcimo da klasaCircle ništa nije menjala od
onoga što je nasledila.

Proširenje funkcionalnosti. To je situacija u kojoj potklasa ne dodaje nova polja,
već samo doda nove metode. Primer:

type

Menu = class

private

menuBar: ListOfSubMenu;

public
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procedure create;

procedure remove;

procedure display;

procedure clear;

function getSellection: integer;

end;

CrazyMenu = class(Menu)

public

procedure displayEvery(millisec: longint);

procedure displayRandomly;

function refuseSellection: integer;

procedure monkeyWithUser;

end;

Modifikacija. To je situacija u kojoj potklasa redefiniše neke (ili sve) metode koje
je nasledila iz nadklase. Primer smo videli kod klaseSqRealMat gde je
mnogo metoda preuzeto iz nadklase, ali je jedan (metodinit) redefinisan.

11.4 Posledice nasle-divanja

Kao što smo pomenuli, nasle-divanje je relacija me-du klasama. Ona ure-duje
klase u jednu hijerarhijsku strukturu. Ako je klasaC1 potklasa klaseC0, onda
ćemo to oznǎciti saC0 >C1, ili C1 <C0. Potklasa može biti direktna ili indirektna.
Nezavisno od toga koristimo oznaku “<”. Na primer, ako jeC<C2 <C1 <C0 niz
klasa koje su jedna drugoj direktne potklase, slobodno možemo réci da jeC <C0

jer jeC doista potklasa odC0, mada ne direktna.
Neka jeX instanca klaseC i neka jeC <C2 < C1 <C0. Ako objektuX upu-

timo porukum(a): X.m(a) potrebno je náci implementaciju odgovarajućeg me-
toda. Prvo se pregleda klasaC. Ako u njoj postoji metod sa imenom “m”, onda se
porukam(a) protumǎci kao poziv metoda “m” iz klaseC.

No, ako u klasiC ne postoji metod sa imenom “m”, objekt néce odbaciti po-
ruku, véc će proveriti da li u nekoj od nadklasa postoji odgovarajući metod. Potraga
za metodom se nastavlja u njegovoj direktnoj nadklasi (to je, u ovom primeru, klasa
C2). Ako u klasiC2 postoji metod koji se zove “m”, onda je sve u redu. Poruka
X.m(a) se protumǎci kao primena metoda “m” iz klaseC2 na objektX.

U suprotnom se proverava da li u klasiC1 postoji metod “m”, itd. . . Potraga se
nastavlja sve dok se ne prona-de odgovarajúci metod, ili dok ne stignemo do vrha
hijerarhije. Ako nigde nema željenog nam metoda, on se odbacuje (uz odgovara-
juće posledice).

Jedna od lepih (ali i zapetljanijih) stvari vezanih za nasle-divanje je da se pro-
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menljivoj koja je deklarisana kao promenljiva klaseC1 može dodeliti objekt bilo
koje klaseC2 za koju jeC2 <C1. Na primer, ako imamo da je

var

a: PlaneFigure;

b: Circle;

m: RealMatrix;

onda je dodelaa := b ispravna, jer jeCircle potklasa klasePlaneFigure (krug
je ravanska figura), dok dodelaa := m nije ispravna, jerRealMatrix nije pot-
klasa klasePlaneFigure (matrica nije ravanska figura). Ovo se stručno kaže da
je Circle “assignment compatible” saPlaneFigure, ali daRealMatrix to nije.
Tako-de, kažemo da jeb “assignment compatible” saa, ali dam to nije.

11.5 Vezivanje metoda

Kada imamo promenljivu koja je deklarisana kao promenljivaklaseC1, njoj
možemo dodeliti objekt bilo koje klaseC2 za koju jeC2 <C1. To ima interesantne
posledice na tumǎcenje poruke koja je upućena promenljivoj klaseC1.

Tumǎcenje poruka se još zove ivezivanje metoda(engl. method binding) jer
se odgovarajúci metod “veže” za poruku.Dinamičko vezivanje metodaznǎci da
se metodi vezuju za poruke u toku izvršavanja programa, a ne utoku kompilacije.
Razlog je krajnje jednostavan: u toku kompilacije niko živ ne zna kojoj klasíce
pripadati objekt kome se upućuje poruka. Zato se nikada ne zna odakle treba početi
potragu za onim pravim metodom.

Evo primera. Neka je data klasaPlaneFigure (kao ranije) i njene potklase
Circle, Rectagle, i Triangle:

type

PlaneFigure = class

private

centerX, centerY: integer;

name : string;

color : integer;

public

constructor init;

procedure setCenter(x, y: integer);

procedure setName(newName: string);

procedure setColor(newColor: integer);

procedure move(dx, dy: integer);

end;

Circle = class(PlaneFigure)
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11.5. VEZIVANJE METODA 237

private

radius: integer;

public

constructor init;

procedure setRadius(r: integer);

procedure draw;

end;

Rectangle = class(PlaneFigure)

private

width, height: integer;

public

constructor init;

procedure setWidth(w: integer);

procedure setHeight(h: integer);

procedure draw;

end;

Triangle = class(PlaneFigure)

private

x1, y1, x2, y2, x3, y3: integer;

public

constructor init;

procedure setVertices(p1, q1, p2, q2, p3, q3: integer);

procedure draw;

end;

Posmatrajmo ovakve deklaracije:

var

pf: PlaneFigure;

c : Circle;

r : Rectangle;

t : Triangle;

Pretpostavimo da smo inicijalizovali promenljivec, r i t. Sada jec neki krug,r je
neki pravougaonik, at je neki trougao. Ako kažemo

c.draw

jasno je daće biti pozvan metoddraw iz klaseCircle. No šta se dešava ako
kažemo

pf := c;

pf.draw; { ? }

Ideja dinamǐckog vezivanja je u tome da run-time sistem proveri šta se nalazi u
promenljivoj pf. Kada sazna kojoj potklasi klasePlaneFigure pripada sadržaj
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promenljivepf, pǒcinje da traži metod u odgovarajućoj klasi. Dakle, nakon nave-
dene sekvence opetće biti aktiviran metoddraw iz klaseCircle. Slično, naredna
sekvenca poziva metodedraw iz sve tri potklase klasePlaneFigure, redom:

pf := c; pf.draw; { pozove metod iz klase Circle }

pf := r; pf.draw; { pozove metod iz klase Rectangle }

pf := t; pf.draw; { pozove metod iz klase Triangle }

Jasno je da se u toku kompilacije nikako ne može odrediti štaće biti sadržaj pro-
menljive pf, pa tako do samog kraja ostaje neizvesno u kojoj klasi treba početi
potragu za metodomdraw.

S druge strane, sistem koji podržavastatičko vezivanje, što znǎci, vezivanje
metoda tokom prevo-denja programa, bi u poslednjem primeru jednostavno potražio
metoddraw u klasi PlaneFigure. Kako tamo nema metoda sa imenomdraw i
kako PlaneFigure nema nadklasu, sistem sa statičkim vezivanjem bi (neoprav-
dano) prijavio grešku. FreePascal, Java i slični jezici koji se prevode podržavaju
mešavinu statičkog i dinamǐckog vezivanja. Primeri koje smo naveli ne bi mogli
ni da se prevedu u, recimo, FreePascalu. Kasnijećemo videti tehnike koje nam
omogúcuju da prevazi-demo probleme.

Dinamǐcko vezivanje je jako zgodna stvar. Sadaćemo demonstrirati jednu in-
teresantnu primenu. Pozmatrajmo niz ravanskih figura:

var

fig: array [1 .. Max] of PlaneFigure;

N : integer; { broj figura u nizu }

Priča o assignment compatibility nam daje da element nizafig može biti objekt
bilo koje od klasa:Circle, Rectangle, Triangle. Pretpostavimo da smo na
neki nǎcin popunili elemente nizafig raznim krugovima, pravougaonicima i/ili
trouglovima. To se, na primer, može učiniti ovako:

N := 0;

repeat

N := N + 1;

WhichFigureToRead(kind);

case kind of

rect : ReadRectangle(fig[N]);

circ : ReadCircle(fig[N]);

tri : ReadTriangle(fig[N]);

end

until NoMoreDesireToEnterFigures;
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Ako treba iscrtati svihN figura, ovo je najelegantniji način da se to ǔcini:

for i := 1 to N do fig[i].draw;

Zbog prǐce o dinamǐckom vezivanju, run-time sistem prvo proveri šta se nalazi u
promenljivojfig[i], pa onda odlǔci od koje klase da pǒcne pretraživanje. Na taj
nǎcin će za svaku figuru biti pozvan metoddraw baš iz njene klase (na trougloveće
biti primenjen metoddraw iz klaseTriangle, na krugove metod iz klaseCircle,
a na pravougaonike metod iz klaseRectangle).

Ako treba pomeriti celu konstelaciju figura za vektor(DX, DY), to se može
učiniti ovako:

for i := 1 to N do fig[i].move(DX, DY);

Uočimo da jemove metod iz klasePlaneFigure. On nije implementiran ni u
jednoj od potklasa koje koristimo, ali nasle-divanje obezbe-duje da on ipak bude
prona-den i primenjen kako treba. Uočimo da se i u ovom slǔcaju primenjuje dina-
mičko vezivanje metoda! Drugim rečima, tek run-time sistem odre-duje tumǎcenje
poruke “move(DX, DY)”. Razlog je krajnje jednostavan: u toku prevo-denja ne
možemo biti sigurni da metodmove nije redefinisan u nekoj od potklasa! Tako-de,
može da se desi dáce on biti definisan kasnije. U ovom primeru metodmove
nije bio redefinisan ni u jednoj potklasi, pa je pozvan onaj zajednǐcki iz klase
PlaneFigure.

Da smo kojim slǔcajem, recimo, u klasiRectangle redefinisali metodmove,
na sve pravougaonike u listi bi bio primenjen njihov metodmove, dok bi na ostale
bio primenjen zajednički metodmove (tj. onaj iz klasePlaneFigure).

11.6 Vrste nasle-divanja

Nasle-divanje može bitijednostrukoi višestruko. Jednostruko nasle-divanje je
ono kod koga klasa može da nasledi osobine najviše jedne klase. Kod višestrukog
nasle-divanja klasa može da nasledi osobine nekoliko klasa.

Primeri koje smo do sada videli su bazirani na modelu jednostrukog nasle-divanja.
Primere višestrukog nasle-divanja ćemo videti malo kasnije. Razlog za to je rela-
tivna složenost modela sa višestrukim nasle-divanjem. Ima dosta tehnikalija koje
treba pomenuti da bi se dobila potpuna slika.

Još uvek se vodi diskusija o tome da li je dovoljno da programski jezik podr-
žava jednostruko nasle-divanje, ili je mnogo bolje da podržava višestruko. I jedan
i drugi model imaju i prednosti i mane. FreePascal podržava samo jednostruko
nasle-divanje. Java, s druge strane, podržava jedan me-duoblik: osnovni model
nasle-divanja u Javi je jednostruko nasle-divanje, ali se mehanizam interfejsa ko-
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risti da simulira efekte primitivne varijante višestrukognasle-divanja. Programski
jezik Eiffel podržava punokrvno višestruko nasle-divanje.

11.7 Objektno-orijentisani model

Ako neki programski jezik podržava

• klase,

• objekte kao instance klasa,

• učaurenost,

• nasle-divanje,

• mehanizam poruka, i

• polimorfizam.

to je objektno-orijentisani jezik. Nasle-divanje može biti i jednostruko i višestruko.
Model nasle-divanja ne utǐce na objektnu orijentisanost jezika, važno je da jezik
podržava neki model nasle-divanja. Tako-de, neki objektni jezici podržavaju jedino
statǐcko vezivanje metoda. To ne znači da oni nisu objektni jezici, véc samo da
imaju manju izražajnu móc.

Ovim je završen osnovni deo Sage o OO jezicima i varijetetimačija je namena
bila da ustanovi definicije. U nastavku Sageće se govoriti o nekim naprednim
tehnikama koje jesu bitne za OO, ali nisu ono što definiše OO. Stvari o kojimaćemo
govoriti uglavnom spadaju u tehnike implementacije OO jezika, ili su posledica
implementacije.
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Napredne OO teme

Prvi deo Sage (prethodne dve glave) uveo je osnovne pojmove OOP i demon-
strirao ih na primerima. Sadácemo malo prǐcati o tehnikama implementacije OO
programskih jezika i svim dosetkama i začkoljicama koje su potrebne da bi se od
ideje moglo préci na nešto što je upotrebljivo. Tu spadaju konstruktori i destruktori,
generǐcke klase, apstraktni metodi . . . Dakle, sve ono očemu ljudi glasno govore
kada žele da se spontano pročuje u društvu da su veliki magovi OOP-a.

Treba sve vreme imati na umu da ono očemuće biti rěci u ovom delu Sagenije
ono što karakteriše OOP, véc je samo posledica odluka u dizajniranju OO jezika
i implementacije njihovih prevodilaca. Pri kraju Sagećemo réci i nekoliko rěci
o višestrukom nasle-divanju, njegovim prednostima i problemima koji se javljaju
prilikom njegove implementacije.

Neki OO jezici se prevode, a neki se interpretiraju. Neki podržavajustrong
typing i imaju statǐcku proveru tipova, a neki su tzv.typeless jezici, tj. jezici kod
kojih se provera tipova vrši u toku izvršenja programa (run-time).

Sve tehnike o kojimácemo govoriti u ovom delu su karakteristične za jezike
koji imaju statǐcku proveru tipova i koji se prevode. OO jezici koji sutypeless
i interpretiraju se nemaju potrebu za tolikim komplikacijama. Ovim se samo još
jednom potvr-duje da prǐca koja sledinije ono što karakteriše OOP, véc je samo
posledica implementacije prevodilaca zastrong-typedOO jezike.

To ne znǎci da sutypelessOO jezici koji se interpretiraju “manje OO”. Oni su
u istoj meri objektno orijentisani, s tom razlikom što mnogoviše provera ostavljaju
run-time sistemu. Time se dobija elegantniji jezik, ali se gubi na efikasnosti.
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12.1 Problem sa smeštanjem objekata

Posmatrajmo klasuPlaneFigure i njene potklaseCircle, Rectangle i Tri­
angle koje su nam sve poznate još iz prethodne glave:

type

PlaneFigure = class

private

centerX, centerY: integer;

name : string;

color : integer;

public

constructor init;

procedure setCenter(x, y: integer);

procedure setName(newName: string);

procedure setColor(newColor: integer);

procedure move(dx, dy: integer);

end;

Circle = class(PlaneFigure)

private

radius: integer;

public

constructor init;

procedure setRadius(r: integer);

procedure draw;

end;

Rectangle = class(PlaneFigure)

private

width, height: integer;

public

constructor init;

procedure setWidth(w: integer);

procedure setHeight(h: integer);

procedure draw;

end;

Triangle = class(PlaneFigure)

private

x1, y1, x2, y2, x3, y3: integer;

public

constructor init;

procedure setVertices(p1, q1, p2, q2, p3, q3: integer);

procedure draw;

end;
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Ako pretpostavimo da tipinteger zauzima 2 bajta, a tipstring 256 bajta, za
paḿcenje instance klasePlaneFigure nam je potrebno 262 bajta, za instancu
klaseCircle nam je potrebno 264 bajta (jer ona od klasePlaneFigure nasle-duje
sva polja i dodaje još poljeradius što daje 262+2= 264 bajta), za instancu klase
Circle nam je potrebno 266 bajta, a za instancu klaseTriangle čak 274 bajta.
Pretpostavimo da se negde u programu javlja deklaracija:

var pf: PlaneFigure;

Recite, koliko bajtova treba alocirati za promenljivupf? Da li 262 (zato što je
to osnovna velǐcina) ili 264 (zato što prǐca o assignment compatibility daje da se
promenljivoj pf uvek može dodeliti promenljiva tipaCircle)? A šta ako negde
u budúcnosti napravimo potklasu klasePlaneFigure čija instanca zahteva 12012
bajtova za smeštanje? Da li odmah treba alocirati najveći mogúci prostor, pa neka
zvrji prazan ako ga ne upotrebimo?

12.2 Rešenje problema: pokazivǎcka semantika

Skoro svi OO programski jezici ovu dilemu razreše na najjednostavniji mogúci
nǎcin: instanca klase se tretira kao pokazivač na nešto. Zatóce deklaracija

var pf: PlaneFigure;

navesti prevodilac da za promenljivupf alocira samo 4 bajta (koliko je, recimo,
potrebno za pokazivač), dok sadržaj, tj. ono na štapf pokazuje, alocira naknadno
na heapu, u toku rada programa. Na ovaj način se obezbe-duje uniformnost pri do-
deljivanju: kada se promenljivojpf dodeljuje instanca klaseCircle, recimo, tada
se prebacuju samo pokazivači, čija veličina je konstantna na fiksiranoj platformi.

Za ovakav pogled na objektivnu realnost kaže se da implementira pokazivačku
semantiku(engl. reference semantics). Svi popularni jezici koristepokazivǎcku
semantiku. Ako je jezik još i dobro dizajniran, pokazivači se uopšte ne vide ili se
tek naslúcuju.

FreePascal tako-de implementira pokazivačku semantiku i sada je pravo mesto
da objasnimo razliku izme-du klasa deklarisanih saobject i klasa deklarisanih sa
class:

u FreePascaluclass je pokazivač naobject!

To, dalje, znǎci da

• instance klase definisane saobject sustatičke, nalaze se u delu memorije
sa ostalim statičkim promenljivim i prevodilac sam rezerviše prostor za njih,
dok
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• instance klase definisane saclass sudinamičke, nalaze se na heapu i za njih
moramo eksplicitno alocirati prostor.

12.3 Problemi sa rešenjem problema

Postoji jedna od posledica Marfijevog zakona (Beckhapov zakon) koja kaže

lepota ∗ pamet = const.

Zato jako pametno rešenje uglavnom nije i jako lepo. To važi iza pokazivǎcku
semantiku: mada rešava jedan problem, pokazivačka semantika sa sobom donosi
nove.

Prvi veliki problem je u tome da prevodilac alocira samo pokazivač na objekt.
To znǎci da se prostor za sadržaj mora alocirati naknadno. Tako dolazimo do pojma
konstruktora. Konstruktor je nešto (procedura, metod, specijalna oznaka ili slǐcno)
što alocira prostor za instancu date klase. On se mora pozivati eksplicitno.

Na primer, u FreePascalu su konstruktori realizovani kao posebni metodi (me-
todi pridruženi klasi). Svaka klasa ima metod označen saconstructor koji alo-
cira prostor za instancu. U primeru sa ravanskim figurama, ako u promenljivuc
želimo da smestimo instancu klaseCircle, to radimo tako što klasiCircle upu-
timo porukuinit. Ona napravi novu instancu i vrati pokazivač:

var c : Circle;

...

c := Circle.init;

U Javi se to radi pozivom posebnog metoda (koji ima isto ime kao i klasa, pa tako
znamo da je to konstruktor), a u Eiffelu koristeći specijalnu sintaksnu konstrukciju
(eventualno uz neku inicijalizacionu poruku):

x: SOMETHING;

y: SOMETHING_ELSE;

...

!!x;

!!y.createProcedure(...);

Druga vrsta problema su destruktori. Destruktor služi da počisti -dubre, tj. in-
stance koje su odslužile svojoj svrsi, pa memoriju koju su zapremale treba oslobo-
diti i reciklirati. U najvécem broju kulturnih OO jezika recikliranje radi poseban
deo run-time sistema koji se zovegarbage collector. Tako rade, recimo, Small-
talk, Eiffel i Java. No, FreePascal zahteva da se i destruktori pozivaju eksplicitno.
Svaka dinamǐcka klasa u FreePascalu standardno poseduje destruktordestroy koji
se može pozvati, na primer, ovako:
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12.4. PROBLEM SA UPÚCIVANJEM PORUKA 245

var

a, b : SqRealMat;

begin

a := SqRealMat.init(10);

writeln(’Ucitavanje matrice 10x10’);

a.input;

b := a.mul(a) as SqRealMat;

b.print;

a.destroy;

b.destroy

end.

Dakle, u FreePascalu programer ne samo da mora da brine o kreiranju objekata,
već i o njihovom uništavanju.

Treća vrsta problema se odnosi na dodeljivanje. Ako suc i d promenljive, one
sadrže pokazivǎce na sadržaj objekta, pa dodela

c := d;

samo prebaci pokazivač. Zato se kod svih OO jezika koji realizuju pokazivačku
semantiku (a to su skoro svi OO jezici) mora voditi računa o dva nivoa dodele:

• prebacivanje pokazivača, i

• pravljenje kopije objekta.

Dodela oblikac := d u skoro svim OO jezicima predstavlja samo prebaciva-
nje pokazivǎca. Pravljenje kopije objekta se mora eksplicitno zahtevati. Npr, u
Smalltalku tome služe metodishallowCopy i deepCopy, a u Eiffelu tome služe
metodicopy i clone, dok u FreePascalu programer mora sam da piše metode koji
prave kopiju objekta.

12.4 Problem sa upúcivanjem poruka

Skoro svi moderni OO jezici koji se prevode dizajnirani su tako da podržavaju
strog sistem tipova i shodno tome statičku proveru tipova. To znači da se provere
tipova vrše u toku prevo-denja. S jedne strane, to je dobro zato što se još u ranim
fazama otkrivaju mnoge greške. S druge strane, statička provera tipova je u sva-di
sa dinamǐckim vezivanjem metoda. Evo dva primera.

Posmatrajmo ponovo klasuPlaneFigure i njene potklaseCircle, Rectagle
i Triangle. Uzmimo još da jefig niz ravanskih figura deklarisan ovako:

var fig: array [1 .. MaxN] of PlaneFigure;
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i da su ufig[1] do fig[N] nekako smešteni razni krugovi, pravougaonici i tro-
uglovi. Véc smo konstatovali da je najelegantniji način da se iscrta svihN figura
ovaj:

for i := 1 to N do

fig[i].draw;

No, to su samo naše želje! Pogledajmo kako se prevodilac ponaša kada pǒcne
da prevodi ove dve linije. Naredbafor je jasna (pod pretpostavkom da sui i
N promenljive deklarisane na odgovarajući nǎcin). Prevodilac pǒcinje da prevodi
drugu liniju. Pogleda promenljivufig[i], primeti da je ona instanca klasePlane­
Figure i da joj se upúcuje porukadraw. Prevodilac bi sada želeo da obavi proveru
tipova, pa razgleda malo po definiciji klasePlaneFigure. No, tamo nema metoda
koji bi odgovarao porucidraw! Compilation error.

Pretpostavimo sada da smo ovoj grupi klasa dodali i novu klasu FilledRect

koja nasle-duje klasuRectangle i predstavlja popunjene pravougaonike:

type

FilledRect = class(Rectangle)

public

constructor init;

procedure draw;

end;

Geometrija popunjenog pravougaonika je ista geometriji “običnog” pravougao-
nika. Jedina razlika je u načinu na koji se popunjeni pravougaonici isrtavaju. Zato
klasaFilledRect samo redefiniše metod za crtanje figure. Neka je sada

var

r : Rectangle;

fr : FilledRect;

begin

fr := FilledRect.init;

fr.setName(’Filled Rect 1’);

fr.setCenter(12,14);

fr.setColor(255);

fr.setWidth(186);

fr.setHeight(212);

r := fr;

r.draw

end.

Kod poruker.draw, koji draw metodće biti pozvan: onaj iz klaseRectangle
(zato što jeRectangle statǐcki tip promenljiver), ili onaj iz klaseFilledRect
(zato što nakon dodeler := fr promenljivar sadrži pokazivǎc na objekt klase
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FillRect, pa jeFillRect njen dinamǐcki tip)? Voleli bismo da bude pozvan
metod iz klaseFilledRect, ali će FreePascal koristiti statičku proveru tipova i
tokom prevo-denja programa se ipak opredeliti za metod iz klaseRectangle.

Dakle, statǐcka provera tipova nam kvari želje. Izgleda da se statička provera
tipova i dinamǐcko vezivanje metoda ne trpe. A zbog lepote obe ideje želimo da
zadržimo i jedno i drugo. Štácemo sad?

12.5 Rešenje problema: virtuelni i apstraktni metodi

Rešenje drugog problema je dosetka koja se zovevirtuelni metodi. Klasu
Rectangle ćemo opisati ovako:

type

Rectangle = class(PlaneFigure)

private

width, height: integer;

public

constructor init;

procedure setWidth(w: integer);

procedure setHeight(h: integer);

procedure draw; virtual;

end;

Deklaracijavirtual znǎci da je metoddraw virtuelni metod, i da se može desiti
da će ga neka od potklasa klaseRectangle redefinisati. PotklasuFilledRect
sada opišemo ovako:

type

FilledRect = class(Rectangle)

public

constructor init;

procedure draw; override;

end;

Deklaracijaoverride znǎci da ova deklaracija metoda treba da prekrije dekla-
raciju odgovarajúceg metoda iz natklase. Sadaće prevodilac pri prevo-denju pro-
grama

var

r : Rectangle;

fr : FilledRect;

begin

fr := FilledRect.init;

fr.setName(’Filled Rect 1’);

fr.setCenter(12,14);
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fr.setColor(255);

fr.setWidth(186);

fr.setHeight(212);

r := fr;

r.draw

end.

primetiti da je metoddraw virtuelni, paće generisati dodatni k̄od koji tokom iz-
vršavanja programa proverava dinamički tip promenljiver i aktivira metoddraw
prema dinamǐckom tipu objekta.

Rešenje prvog problema koristi dosetku koja se zoveapstraktni metodi. Metod
je apstraktanako nije deklarisan u toj klasi, ali je njegova deklaracija prisutna u
opisu klase. Na primer, klasuPlaneFigure treba definisati ovako:

type

PlaneFigure = class

private

centerX, centerY: integer;

name : string;

color : integer;

public

constructor init;

procedure setCenter(x, y: integer);

procedure setName(newName: string);

procedure setColor(newColor: integer);

procedure move(dx, dy: integer);

procedure draw; virtual; abstract;

end;

Deklaracijavirtual znǎci da je metod virtuelni,̌cime je omogúceno da potklase
redefinišu metod. Deklaracijaabstract predstavlja obécanje prevodiocu. Ona
znǎci da će metoddraw biti definisani negde u nekoj potklasi, ali daćemo se na
njih pozivati pre nego što budu implementirani.

Deklaracijaabstract je slična deklaracijiforward u standardnom Pascalu.
Kao štoforward znǎci da će odgovarajúca procedura biti definisana kasnije, ali
da je moramo koristiti pre nego što bude definisana, tako iabstract obécava
prevodiocu dácemo odgovarajúci metod definisati u nekoj potklasi klase, ali da
ipak moramo da ga koristimo pre toga.

Ako je klasaPlaneFigure definisana na ovaj način, prevo-denje do sada pro-
blematǐcnog pařceta k̄oda

for i := 1 to N do

fig[i].draw;
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teče bez problema. Kada shvati da jefig[i] instanca klasePlaneFigure, i da joj
je upúcena porukadraw, prevodilac pronjuška po definiciji klasePlaneFigure,
vidi da tamo postoji metoddraw, proveri tipove (u ovom slǔcaju nema šta da pro-
verava zato što metod nema argumenata), i uradi sve ostalo što treba da uradi.
Činjenica da je metoddraw apstraktan ga eventualno može naterati da generiše
i neki dodatni k̄od koji će u toku izvršenja programa proveravati da li je progra-
mer ispunio obécanje i obezbedio metoddraw u svim potklasama koje se koriste.
Potklase klasePlaneFigure sada moraju biti deklarisane ovako:

type

Circle = class(PlaneFigure)

private

radius: integer;

public

constructor init;

procedure setRadius(r: integer);

procedure draw; override;

end;

Rectangle = class(PlaneFigure)

private

width, height: integer;

public

constructor init;

procedure setWidth(w: integer);

procedure setHeight(h: integer);

procedure draw; override;

end;

Triangle = class(PlaneFigure)

private

x1, y1, x2, y2, x3, y3: integer;

public

constructor init;

procedure setVertices(p1, q1, p2, q2, p3, q3: integer);

procedure draw; override;

end;

Apstraktni metodi se javljaju u onim situacijama u kojima semetod implemen-
tira na potpuno različite nǎcine u razlǐcitim potklasama te klase. Kao primer može
da posluži klasaPlaneFigure i njene potklaseRectangle, Circle i Triangle.
Krug, pravougaonik i trougao se crtaju na potpuno različite nǎcine. Jasno je da
nije mogúce da se u klasiPlaneFigure obezbedi metod koji bi bio u stanju da
nacrta sve što može da bude ravanska figura. Zato se u klasiPlaneFigure samo
oznǎci da postoji metoddraw kojga moraju imati sve potklase klasePlaneFigure
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i da će on biti implementiran tek tamo. Najviše što se može očekivati od klase
PlaneFigure je to da nagovesti potrebu za ovim metodom. Ona ništa ne može da
kaže o njegovoj implementaciji.

Kada se prevodi program napisan na nekom OO jeziku, a koji imaapstraktne
metode, statička provera tipova utvr-duje da li su ispunjena sva obećanja koja je
programer dao. Dakle, prevodilac proverava da li postoji bar jedna implementacija
za svaki apstraktni metod koji se javlja u programu. Naravno, može ih postojati
više. Dinamǐcko vezivanje metoda odre-duje koju implementaciju apstraktnog me-
toda treba shvatiti kao interpretaciju poruke.

Klasa koja sadrži apstraktne metode se zoveapstraktna klasa. Klasa koja nema
apstraktne metoda se zovekonkretna klasa.Potklasa apstraktne klase ne mora
ponuditi implementaciju za apstraktne metode. Štaviše, potklasa apstraktne klase
može dodati i nove apstraktne metode. Bitno je samo to da za svaku apstraktnu
klasu postoji njena potklasa koja je konkretna. Time se obezbe-duje da svaki ap-
straktni metod bude nekad i negde implementiran.

Tako-de, mogúce je da potklasa neke konkretne klase bude apstraktna. Za nju
tada važi sve što važi i za ostale apstraktne klase.

12.6 Generǐcki k ōd i generǐcke klase

Posmatrajmo klasuStack čije instance su stekovi. Za stek nije bitno šta se
na njega stavlja. Mi znamo da je stek nešto načega možemo staviti nešto drugo
i to kasnije sa njega skinuti. S druge strane, kada implementiramo stek, moramo
eksplicitno navesti šta je to što se na stek stavlja. Na primer, u standardnom Pascalu
se stek na koga se stavljaju celi brojevi opisuje ovako:

type

IntStack = ↑IntStackEntry;
IntStackEntry = record

info: integer;

link: IntStack

end;

dok se stek na koga se stavljaju realni brojevi opisuje ovako:

type

RealStack = ↑RealStackEntry;
RealStackEntry = record

info: real;

link: RealStack

end;

Opis je skoro isti. Štaviše, operacije za manipulaciju ovimstekovima su još slič-
nije, baš zato što stek kao struktura podataka savršeno ne zavisi od onoga što se na
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njega stavlja. Bilo bi jako lepo kada bi nam jezik pružao mogućnost da opišemo
stek nezavisno od toga šta se na njega stavlja, pa da od te jedinstvene specifikacije
kasnije nekako napravimo konkretnije stvari (kao što su stek celih brojeva i stek
realnih brojeva).

Mehanizam koga mnogi jezici eksploatišu da bi ovo ostvarilise zove “gene-
ričke klase” (ili “generǐcki moduli”). Evo primera klaseStack u pseudojeziku
(pseudo jezik je kobajagi jezik; to je jezik koji zapravo ne postoji):

class Stack[class T];

private

s : array of T;

max: integer;

top: integer;

public

init(M: integer) is

begin

new(s, M); max := M; top := 0

end;

push(x: T) is

begin

if top > max then ERROR("Stack is full")

else begin

s[top] := x;

inc(top)

end end;

pop(var x: T) is

begin

if top = 0 then ERROR("Stack is empty")

else begin

x := s[top];

dec(top)

end end;

full(): Boolean is

begin

return top > max

end;

empty(): Boolean is

begin

return top = 0

end;

end.
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Generǐcka klasa predstavlja šemu po kojoj se mogu praviti razne klase. To je nǎcin
da se odjednom opiše beskonačno mnogo klasa. Za svaku vrednost parametraT

dobija se jedna nova klasa. Primeri upotrebe klaseStack izgledaju ovako (u istom
pseudojeziku):

var IntStack : Stack[integer];

RealStack: Stack[real];

Sada suIntStack i RealStack instance dve različite klase (s tim da su te dve
klase nastale “konkretizacijom” jedne iste generičke klase). Proces u kome se od
generǐcke klase pravi konkretna klasa se zove instanciranje generičke klase. Para-
metar generǐcke klase je najčeš́ce neka druga klasa i/ili neka konstanta.

Za neke generičke klase je bitno da klasa koja je generički parametar ima neka
specijalna svojstva. Na primer, kada pravimo klasuBinSearchTree koja opisuje
ure-dena binarna stabla, bitno je da elementi koji se smeštaju učvorove stabla budu
takvi da se mogu upore-divati. Dobro je da se sva takva posebna svojstva posebno
naglase u deklaraciji generičke klase. Evo primera. Neka je data apstraktna klasa
LinOrder koja opisuje linearno ure-dene elemente:

class LinOrder;

public

lt (y: LinOrder): Boolean is abstract;

le (y: LinOrder): Boolean is

begin

return self.lt(y) or (self = y)

end le;

gt (y: LinOrder): Boolean is

begin

return y.lt(self)

end gt;

ge (y: LinOrder): Boolean is

begin

return self.gt(y) or (self = y)

end ge;

end.

KlasaBinSearchTree tada može da se opiše ovako:

class BinSearchTree[class T(inherits LinOrder)];

private

info : T;

left, right: BinSearchTree[T];
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public

new(x: T) is

begin

info := x;

left := NIL; right := NIL

end;

insert(x: T) is

begin

if null(self) then

ERROR("Argh!")

else if x.lt(info) then

if null(left) then

left.new(x)

else

left.insert(x)

else if null(right) then

right.new(x)

else

right.insert(x)

end;

end.

Posebnom deklaracijom koju smo naveli u zagradi iza generičkog argumenta na-
glašavamo da se kao argumentT može pojaviti bilo koja klasa koja je potklasa
klaseLinOrder. To nam treba zato što elemente koje smeštamo učvorove stabla
moramo porediti.

Život se i dalje komplikuje. Jedna od lepih komplikacija je to da se mogu
praviti potklase generičke klase. U takvim slǔcajevima i potklasa mora biti generi-
čka. No, tu treba uǒciti jednu suptilnost. U ovom primeru:

class WeirdStack;

inherits Stack[integer];

...

end.

klasaWeirdStack nije potklasa generičke klase. KlasaWeirdStack je potklasa
obične klase, s tim da je ta obična klasa nastala instanciranjem generičke klase.
Evo, sada, primera klase koja je doista potklasa generičke klase:

class AnotherWeirdStack[T];

inherits Stack[T];

...

end.

Ova klasa je generička i nasle-duje generǐcku klasu. Tako, možemo pravitičitave
mreže generičkih klasa i na taj nǎcin pisati veoma apstraktan kōd.
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12.7 Višestruko nasle-divanje

Višestruko nasle-divanje je mehanizam u kome jedna klasa može nastati nasle-
-divanjem osobina nekoliko klasa. Evo primera (i dalje u pseudojeziku):

class Color;

private

col: integer;

public

setColor(c: integer) is ...;

colorOf(): integer is ...;

end.

class BwPlaneFigure;

private

centerX, centerY: integer;

name : string;

public

setCenter(x, y: integer) is ...;

setName(newName: string) is ...;

move(dx, dy: integer) is ...;

end.

class ColoredCircle;

inherits Color, BwPlaneFigure;

private

radius: integer;

public

draw() is ...;

wipe() is ...;

end.

KlasaColoredCircle je klasa koja je nasledila osobine od dve klase:Color i
BwPlaneFigure. Ona nasle-duje polja i metode od obe klase, i uz put doda još
koje polje i metod. Ako jecc deklarisana ovako

var cc: ColoredCircle;

onda je ovo validan niz poruka:

cc.setColor(7);

cc.setName("Crveni krug");

cc.setCenter(10,10);

cc.move(­17,6);

...

if cc.colorOf() = 13 then ... ;
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Instanca klaseColoredCircle ima osobine i jedne i druge klase.
Problemi nastaju kada klase od kojih naša klasa nasle-duje osobine imaju me-

tode sa istim imenom. Na primer ovako:

class Col;

private

col: integer;

public

set(c: integer) is ...;

get(): integer is ...;

end.

class BwPF;

private

centerX, centerY: integer;

name : string;

public

set(x, y: integer) is ...;

setName(newName: string) is ...;

move(dx, dy: integer) is ...;

end.

class ColCirc;

inherits Col, BwPF;

private

radius: integer;

public

draw() is ...;

wipe() is ...;

end.

Prilikom prevo-denja klaseColCirc prevodilac uǒcava da klaseCol i BwPF imaju
metod sa istim imenom:set. Compilation error: Name clash. To sečesto dešava
zato što se neke operacije, mada nad različitim vrstama podataka, najbolje opisuju
istim imenom.

Najjednostavniji nǎcin da se razreše problemi sa istoimenim metodima je da
se uvede mehanizam promene imena. Ideja je u tome da se u sklopu inherits

deklaracije omogúci da se nekim metodima promeni ime samo za potrebe tekuće
klase. I to radi fino. Rešenje problemaColCirc bi moglo da izgleda ovako:

class ColCirc;

inherits Col(rename set as setCol),

BwPF(rename set as setPos);

private

radius: integer;

public
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draw() is ...;

wipe() is ...;

end.

Kada pišemo k̄od za klasuColCirc jedan metod ima imesetCol, a drugisetPos
i time je konflikt razrešen. Treba imati u vidu da je ova promena imena, kao što je
već rěceno, lokalna. ImenasetCol i setPos važe samo u klasiColCirc. Ostatak
univerzuma te metode vidi pod starim imenom i, ako zatreba, može da im (opet
lokalno) promeni imena. I pored svega, ostaje još nekoliko komplikacija kod me-
hanizma vezivanja metoda u višestrukom nasle-divanju, o kojima nécemo ovom
prilikom.

12.8 Ponovljeno nasle-divanje

Posmatrajmo klasuA. Neka suB1 i B2 njeni naslednici i neka je klasaC nasled-
nik klasaB1 i B2:

class A;

...

end.

class B1; class B2;

inherits A; inherits A;

... ...

end. end.

class C;

inherits B1, B2;

...

end.

KlasaA obezbe-duje neka polja i metode. Svaka instanca klaseB1 ima svoju kopiju
polja iz klaseA, dok svaka instanca klaseB2 ima svoju kopiju. Da li instance klase
C treba da imaju dve kopije polja koje potiču iz klaseA ili samo jednu? Drugim
rečima, koliko putáce klasaC naslediti klasuA? Da li dva puta ili jednom?

Ima opravdanja i za jedno i za drugo! Ima situacija kada je potrebno klasuA
naslediti jednom, a ima situacija kada je potrebno klasuA naslediti više puta. Evo
primera:

class Address;

...

private

street: string;

no : integer;
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city : string;

zip : integer;

...

end.

class Home; class Business;

inherits Address; inherits Address;

... ...

end. end.

class HomeBusiness;

inherits Home, Business;

...

end.

Ako pretpostavimo da klasaAddress opisuje podatke o adresi (poštanskoj) neke
zgrade, ako klasaHome opisuje kúcu u kojoj neko stanuje, klasaBusiness opisuje
posao kojim se neko bavi, a klasaHomeBusiness opisuje posao kojim se neko
bavi kod svoje kúce, onda klasaHomeBusiness treba samo jednom da nasledi
klasuAddress. Razlog je jednostavan: obe stvari se dešavaju na istoj adresi!

Pogledajmo, sada, drugi primer:

class Color; ... end.

class Jacket; inherits Color; ... end.

class Trousers; inherits Color; ... end.

class Shirt; inherits Color; ... end.

class Underwear; inherits Color; ... end.

class Shoes; inherits Color; ... end.

class Outfit;

inherits Jacket, Trousers, Shirt, Underwear, Shoes;

...

end.

Kako svaki deo odéce ima svoju boju, i kako sve boje mogu biti različite, klasa
Outfit treba da nasledi klasuColor pet puta.

Ako jedna klasa nasle-duje drugu klasu više od jednom, takav oblik nasle-divanja
se zoveponovljeno nasle-divanje(engl. repeated inheritance). Jasno je da se takav
oblik nasle-divanja može javiti samo kod OO jezika sa višestrukim nasle-divanjem.

Razni jezici rešavaju problem ponovljenog nasle-divanja na razne načine. Neki
jezici jednostavno zanemaruju ovaj problem i opredele se isključivo za jednu ili
drugu varijantu kod ponovljenog nasle-divanja: ili se svaka klasa nasledi tačno jed-
nom, ili se svaka klasa nasledi onoliko puta koliko se puta njene potklase pojave i
inherits listi.
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To su inferiorna rešenja. Bolji jezici to reše tako što omoguće oba mehanizma
nasle-divanja, pa programer odabere verziju koja mu odgovara. Kaošto smo videli,
oba pogleda su potrebna.

Ovakav pristup ima Eiffel. On omogućuje da se klasa nasledi jednom ili više
puta, a to postiže kroz suptilan mehanizam promene imena (pravilo je jednostavno:
ako se imena metoda iz klase preimenuju, onda se klasa nasle-duje nekoliko puta;
ako se pak ne preimenuju već se zadrže iskljǔcivo originalna imena, onda se klasa
nasledi samo jednom).

12.9 Čisti i hibridni OO jezici

OO jezika ima raznih vrsta i neke klasifikacije smo pomenuli još na pǒcetku.
No, ima i drugih podela. Jedna od značajnijih je podela nǎciste i hibridne OO
jezike. OO jezik jěcist ako se svi podaci opisuju u terminima klasa i sve akcije se
iskazuju u obliku upúcivanja poruka. Na primer, ǔcistim jezicima se sve akcije, pa
i akcija

a := b.nameOf

shvata kao upúcivanje poruke objektu (u ovom slučaju, objektua upúcujemo po-
ruku := b.nameOf). Čisti OO jezici su, na primer, Java, Smalltalk i Eiffel.

Hibridni jezici su mešavine OO i nekog drugog stila, recimo imperativnog.
Na primer, FreePascal je hibridni jezik. Kod hibridnih jezika se klase, objekti i
poruke mešaju sa tipovima, strukturama i naredbama. Hibridni (imperativni) jezici
podržavaju bar dve vrste akcija: slanje poruke i poziv procedure. Tako, u velikom
broju hibridnih (imperativnih) jezika se akcija

a := b.nameOf

shvata kao poziv “procedure”:= sa argumentimab.nameOf i a. Naravno, kao
hibridni jezici se, pored imperativnih OO jezika, mogu javiti logički OO jezici,
funkcionalni OO jezici,. . .

Zbog toga što podržavaju mešavinu pogleda na svet, hibridnijezici mogu biti
veoma komplikovani. Njihova semantika je najčeš́ce formulisana u obliku niza
složenih pravila.

Za hibridne OO jezike je karakteristično još i to da se klase implementiraju
kao posebna vrsta tipova podataka. Tako, jedan modul može sadržati opis nekoliko
klasa. Koďcistih OO jezika to uglavnom nije tako. Tu klase služe i kao mehanizam
uvo-denja novih vrsta podataka i kao mehanizam razbijanja programa na module.

c© 2016 Dragan Mašulović, sva prava zadržana
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12.10 Zaključak

OO ideja je prilǐcno stara (1967), ali tek 1990-ih postaje popularna. Moglo bi
sečak réci da se desilo i nešto nepoželjno: ne samo da je postala priznata kao lepa
i korisna ideja, véc je postala moda. OO je danasin.

To nije dobro. Ima problema za koje nema potrebe koristiti OO. Ima pro-
blema koji se mogu mnogo brže i jednostavnije rešiti klasičnim metodama. S druge
strane, projektovanje velikih softverskih sistema može biti mnogo lakše uz OO.

OO ne treba gurati tamo gde mu nije mesto. Na primer, OO sistemi nose od-
govarajúci overhead bar zbog dve stvari: dinamičkog vezivanja metoda i kupljenja
-dubreta (garbage collection). Zato oni uglavnom nisu pogodni za real-time apli-
kacije. OO je korisna i dobra metodologija, ali nikako ne i najbolja. Sve to treba
imati u vidu kada se bira alat pri ulasku u veliki projekt.
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