Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
30. januar 2019.

1. Data je jednacina uyyx + yu,, — u, = 0. Odrediti oblasti u kojima
je jednacina elipti¢na, hiperboli¢na i parabolicna. Za y < 0 svesti
jednacinu na kanonicki oblik i naéi reSenje koje je takvo da postoji
lim,_,o— uy(x,y) idaje u(x,0) = a(x) za funkciju a € C*(R),

2. Resiti meSoviti problem
Uy — Uy = Axe™t, x € (0,1), t >0,

u(0,t) =u(l,t)=0, t>0,
u(x,0) =0, uy(x,0) =0, x€]0,1].

3. Data je jednacina u; = (k(x)uy)y, u(0,t) = u(l,t) = 0za x €
[0,1], t > 0. Neka je k € C'(0,1) pozitivna funkcija. Definig§imo
1 2 2
E(t) = —3 (u(x, t)” + k(x)ux(x, t)%)dx.
0

(a) Pokazati da je E nerastuca funkcija.
(b) Pokazati da je reSenje datog problema jedinstveno uz pocetni
uslov u(x,0) = ¢(x).
4. Odrediti za koje « € R funkcija u(x) = |x|(sin |x|)* pripada prostoru
HY(-1,1).

5. Posmatrajmo jednacinu u; = uyyy, x € R, t > 0.

(a) Resiti datu jednacinu sa pocetnim uslovom u(x,0) = f(x), gde
je f € S(R).

(b) Pokazati daje /

(0.¢]

N u?(x, t)dx = /_O:o F2(x)dx.

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
5. april 2019.

1. Odrediti oblasti u kojima je jednacina xuyy + yuyy + 2uyx + 2uy; = 0
hiperboli¢nog, elipti¢nog i parabolickog tipa. Svesti jednac¢inu na
kanonicki oblik u drugom kvadrantu.

2. Data je jednatina u; = Duyy —au, « > 0,D > 0,x € [0,1],t > Osa
rubnim uslovima u(0,t) = u(1,¢) =0,t > 0.

(a) Nacdi ekvilibrijumska reSenja, odnosno reSenja jednacine Duy, —
au=0,u(0) =u(l) =0, u=u(x).

(b) Resiti polaznu jednacinu ako je pocetni uslov u(x,0) = x.

(c) Akoje u, reSenje jednacine iz (a) pokazati daje lim; oo u(x, t) =

Ug(x).

3. Neka je Q C R? otvoren i ograni¢en skup. Posmatrajmo jednacinu
u—i—u%—l—ui: luQiu=0naodQ. Dokazatidaje0 <u < 1.

. .o o 1 .

4. Data je funkcija u(x,y) = In (ln <1 + \/W» za (x,y) # (0,0) i
u(x,y) = 0zax =y = 0. Neka je B(0, 1) otvorena lopta sa centrom

u 0 i polupre¢nikom 1. Dali u € L*(B(0,1))? Dokazati da u €

H'(B(0,1)).

5. Resiti jednadinu —uyyyy = s, 1(x,0) = ¢p(x), x € R, t > 0. Funkcija
¢ijedatasa p(x) =1—x?za—1 < x < 1i¢p(x) = 0inace.

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
11. jun 2019.

1. Odrediti funkcije f i ¢ tako da funkcija u(x,y) = f(x)g(y) bude

reSenje jednacine
(1 — x)ux — y?uyy — yuy +2u = 0.

Odrediti reSenje koje zadovoljava uslove f(0) =1, f/(0) = —1,g(1) =
0,¢'(1) =2.

2. Resiti meSoviti problem
U — Uyy = 2xt—2x, x€(0,1), t>0,
u(0,6) =2t, u(1,t) = +1, t>0,

2
u(x,0) = a ;—x, x € [0,1].

Da li je dobijeno reSenje ograni¢eno?
3. Nadi reSenje talasne jednacine
Mtt—CzuxxIO, X > 0, t>0,

u(x,0) = g(x), ut(x,0) = h(x),
ur(0,t) = auy(0,t),a # —c,

gdejec > 01ihigsuC? funkcije. Pokazati da u opstem slucaju
reSenje ne postoji ako jea = —c.

4. Neka je Q C R? otvoren, ogranicen skup i nekasua > 0,b,c € R
date konstante. Dokazati da resenje u € C?(Q) jednacine

Au —au + buy +cuy =0

ne moZe da dostigne pozitivan maksimum ili negativan minimum u
unutrasnjosti od Q.

5. Resiti jednacinu uy — Au + m?u =0, x € R", t > 0 sa uslovima
u(x,0) = g(x), ur(x,0) = h(x), gdejem > 0ig, h € S(R").

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
6. septembar 2019.

1. Resiti jednacinu (y + u)uy +yuy, = x —y, u(x,1) = x+ 1. Dalije
re$enje definisano na R??

2. Data je jednadina uy + 2uy —2uy = 0, u = u(x,t) sa poetnim
uslovima u(x,0) = us(x,0) = ¢*. Klasifikovati datu jednacinu i

napisati je u kanoni¢kom obliku. Resiti jednacinu.
3. Nadi reSenje jednacine

t

Uy — Uyy = e 'sin(7rx), x € [0,1], t > 0,

u(x,0) = u(x,0) =0,
u(0,t) =u(l,t) =0.
Odrediti lim_ oo u(x, t).

4. Data je jednadina uy — uyy = 0, x € [0,1],+ > 0. Neka je u; reSenje
jednatine koje zadovoljava uslove u1(0,t) = fi(t), u1(l,t) = hy(¢),
t>0iuy(x,0) = g1(x). Neka je uy reSenje jednacine koje zadovol-
java uslove u3(0,t) = fo(t), up(l,t) = hp(t), t > 0iup(x,0) = ga2(x).
Akoje f1 < fo,h1 < hyig1 < grzasvet>0ix € [0,]], dokazati da
jeus <upzasvet>0ix € [0,1].

5. Data je jednacina auy +u, = 0, a € R. Znamo da su C! regenja u
obliku u(x,y) = f(x —ay) za f € C}(R). Pretpostavimo da f €
L} .(R). Pokazati da tada u = f(x — ay) zadovoljava jedna¢inu u
prostoru D' (R).

Svaki zadatak vredi 12 poena.



