Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni, februar 2015.

1.

Resiti pocetni problem
22, — 32y + (x+y)z2 =0, =2(z,0) =2

. Na¢i resenje problema

utt—i—3ut—|—u:um, O<ax< 1,
u(0,t) = u(1,t) =0,

u(z,0) =0, u(z,0) =zsin(27x).

. Odrediti za koje a,b € R funkcija f(z,y) = (2% 4 y°sin 2) siny pripada prostoru H'(B1(0)), gde je B (0)

lopta sa centrom u 0 polupre¢nika 1.

. Posmatrajmo jednacinu Au+u = f, gde je Au=>"", 8§Z_u iu=u(x), f=f(x), x € R".

(a) Ako je f =01 ako trazimo refenje u € S(R"), da li mora da vazi u =107
(b) Ako je f(z) = e 1=1°/2 da li postoji resenje u za koje vazi da u € S(R™)?
Napomena: sa S(R™) oznaavamo prostor brzo opadaju¢ih funkcija na R™.

Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni, februar 2015.

1.

Resiti pocetni problem
22, — 3z, + (x +9)z =0, 2(x,0) =22

. Nadéi reSenje problema

Upt + Ut + U = Uzp, 0 << 1,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0) = zsin(2rx).

Odrediti za koje a,b € R funkcija f(x,y) = (x® + y®sin x) sin y pripada prostoru H'(B1(0)), gde je B1(0)
lopta sa centrom u 0 polupre¢nika 1.

. Posmatrajmo jedna¢inu Au+u = f, gde je Au=>"", 8§iu iu=u(x), f=f(x), x € R".

(a) Ako je f =01 ako trazimo reSenje u € S(R™), da li mora da vazi u=107
(b) Ako je f(x) = e 1=1°/2 da 1i postoji resenje u za koje vaz da u € S(R™)?
Napomena: sa S(R™) ozna¢avamo prostor brzo opadajucih funkcija na R™.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni, april 2015.

1.

4.

Odrediti tip jednagine
ygum — a:2uyy =0,z>0, y>0.

Svesti jedna¢inu na prvi kanonicki oblik.

. Nadi resenje problema

Ugr FUyy =0, 0<x<a, 0<y<b
u(0,y) = u(a,y) =0,
u(z,0) =0, u(z,b) = g(x).

. Odrediti maksimalno k£ € N tako da funkcija

|z, ze(0,a)
g(m)—{ 0, z€(—a,0]

pripada prostoru WP ((—a,a)), gde je 1 < p < oo.

(a) Neka u € D'(R?). Ako je u = uy za neko f € C'(R?), dokazati da je onda definicija distribucionog
izvoda OJu/dx konzistentna sa standardnom definicijom parcijalnog izvoda, odnosno pokazati da je
Up, f = 6xuf.

(b) Pretpostavimo da je u(¢) = [p2 f(y)o(z, y)dzdy za sve ¢ € C§°(R?) i za neku neprekidnu funkciju
f = f(y). Dokazati da je tada du/dx = 0.

Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni, april 2015.

1.

4.

Odrediti tip jednagine
y2um — x2uyy =0, 2>0, y>0.

Svesti jedna¢inu na prvi kanonicki oblik.

. Nadéi refenje problema

Upzr +Uyy =0, 0<x<a, 0<y<b

U(O, y) - U(CL, y) =0,
u(z,0) =0, u(z,b) = g(x).

. Odrediti maksimalno k € N tako da funkcija

|z, z€(0,a)
g(a:)—{ 0, x € (—a,0]

pripada prostoru W*P((—a,a)), gde je 1 < p < oo.

(a) Neka u € D'(R?). Ako je u = uy za neko f € C'(R?), dokazati da je onda definicija distribucionog
izvoda Ou/dx konzistentna sa standardnom definicijom parcijalnog izvoda, odnosno pokazati da je
Uy, f = OglUs.

(b) Pretpostavimo da je u(¢) = [z2 f(y)d(x, y)dudy za sve ¢ € C°(R?) i za neku neprekidnu funkciju
f = f(y). Dokazati da je tada du/dx = 0.



Parcijalne diferencijalne jednacine
10. jun 2015.

1. Dat je pocetni problem
{ Upp + Uyt — 12Uy = 0,

u(x,0) = ¢(x),
ur(x,0) = P(x). @

(a) Odgovaraju¢om smenom promenljivih svesti jednac¢inu na kanonicki
oblik uzz — upy = 0.
Naci opste reSenje jednacine ut + tyt — 12Uy, = 0.

(b) Resiti pocetni problem (1).

2. Resiti problem

uy = a’Au, u=u(x,yt),t>0,0<x<a 0<y<bh,
u(x,y,0) = ¢(x,y),

ur(x,y,0) = P(x,y),

u(0,y,t) =0, u(a,y,t) =0,

u(x,0,t) =0, u(x,b,t) =0,

pri Cemu je Au = Uyy + Uyy.

Ideja: traziti reSenje u obliku u(x, y,t) = v(x, y) T (), odnosno koris-
titi metodu razdvajanja promenljivih.

3. Odreditia € R za koje funkcija f(x, y) = x|y|* cos(2x) pripada pros-
toru Soboljeva H'([—2,2] x [-2,2]).

4. (a) Pokazati da za distribuciju vp(1) datu sa

op(D) )= [Ty e sim)

X X

vazi

(b) Pokazati daje

f(vp <%) ) = ZTNH(x) +c, gde je H(x) Hevisajdova distribucija,

za neku konstantu ¢ € R. Da li je konstanta c jedinstvena?



1.

2.

Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
- septembar 2015 -

(a) Nadi bar tri linearno nezavisna reenja za jednacinu
(1+t)us = gy
za z € [—a,a,t > 01 u(t,—a) =u(t,a) = 0.

(b) Ako je u(0,z) = Acos (721'7x> nadi u(t,z) za x € [—a,a,t > 01 za
a

iste rubne uslove koji vaze u prvom delu zadatka.

Dat je pocetni problem
Ugg + Uyy = 0, u(x,0) =ycos(xz/v), uy(z,0) =0, v € R\{0}.

(a) Pokazati da je funkcija u(z,y) = ~ycosh(y/v) cos(z/v) resenje datog
problema.

(b) Ispitati zavisnost reSenja od pocetnih uslova. Preciznije, proveriti da
li vazi: V(z,y) Ve > 0 36 > 0 tako da

lu(z, 0)] <0, uy(z,0)| <8 = |u(z,y)] <e.
Neka je Q = {(z,y) € R? : |2| < 1, |y| < 1,z # 0}. Ispitati za koje m € Ny

i za koje p € [1,00] funkcija u : @ — R data sa u(z,y) = sgnz pripada
prostoru W P(£2). Sa sgnz je oznacena signum funkcija.

. Dokazati da je sa

u(o) = [ foaalo (lal)de, ¢ € CF(R),

definisana distribucija na R, odnosno da u € D'(R).

Data je funkeija f(-) = e~ !'l, definisana na R. Dokazati da je D f+f = 26.
Odrediti Ff.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
5. oktobar 2015.

. Naci kompletno, opste i singularno resenje diferencijalne jednacine

2(x,y)
y

a zatim naci i ono reSenje koje prolazi kroz krivu y = 0, z = x.

xzx(x, y) + 2(x,y),

. Resiti visedimenzionalnu difuznu jednacinu

u(x,y,t) = kuxx(x,y,t) + cuyy(x, y, t),

u(x,y,0) =e*+ ¢,
uy(x,0,t) =0,
xeR, ytkc>0.

. Odrediti za koje a2 € R funkcija
f(x) = x| (@ (1 +sgn(x)) +a* (1 = sgn(x)))
pripada prostoru Soboljeva W2 ((—5,5)).

1
. Akou € D'(R)ixdu+u = 0,ondajeu = Avp(;)—kB(SzaA,B e C.
Dokazati.

Uputstvo: jednacina moze da se zapiSe u obliku d(xu) = 0. Dalje
koristiti bez dokaza da ako je u’ = 0, onda je u konstanta.

. Pokazatidajesa (u, ¢) = Z ¢ (=) definisana distribucijana (0, o).



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
28. tebruar 2016.

1. Pokazati da je za jednacinu f(z,p,q) = 0, gdejep = zxiq = zy
kompletno resenje dato sa F(z) = x +ay + b, gdesua,b € R.

2. Resiti problem
Uyy — Uy = U +sin(%), x€(0,2),t>0
w(0,8) =2, u(2,t)=t—2, t>0
u(x,0) =2, u(x,0)=x> x€(0,2).

3. Data je jednacina
uxx + 6uxy — 16uyy — 0.

Odrediti tip jednacine, svesti je na kanonicki oblik. Resiti jednacinu.

4. Odrediti za koje a € R funkcija f(x,y) = y?|x|? cos(3x) pripada
prostoru Soboljeva H'((—2,2) x (—2,2)).

0" ks zax € R, k =

o1

o kams _ (k. m!
(a) Pokazati da je x"9™é6 = (—1) =R
1,2,...im=0,1,2,....
(b) Resiti jednacinu x*u = 0 u D'(R), gdeje k € N.
) gdae]

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
5. april 2016.

1. Resiti pocetni problem

ou u
u(xl,xz)(x1+x2)—a +u(x1,x2)(x2—x1)—a = —(x%+x%), u(x1,0) = 0.
X1 X2

2. Resiti problem
U = Uyy +cosx, x€[0,27], t >0,
uy(0,t) = uy(2m,t) =0, t>0,
u(x,0) = cosx+cos2x, xe€|0,2m7]|.

3. Data je jednacina auyy + buyy + cuy +duy, —eu = 0, a,b,e > 0,
(x,y) € Q C R?i Q je ogranicen i otvoren.

(a) Pokazati da u ne moZe da ima pozitivan maksimum ili negati-
van minimum u unutrasnjosti od Q.

(b) Dokazati da je jedina fuunkcija koja zadovoljava jednacinu u Q
takodajeu = 0nadQiu € C(Q) funkcija u = 0.

4. Datjeskup Q = {(x,y) € R?| x?+y? < 1} i funkcija
floy) =[x —y|"sin(x —y).
Odrediti za koje a € R slabi izvod fy pripada prostoru L?(Q).

5. Pokazati da jednacina 3—;‘ +cu(x) +u(x — 1) = f(x) ima jedinstveno
reSenje u € L2(R) za svako f € L2(R), kadaje|c| > 1, c € R.

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
16. jun 2016.

1. Data je jednacina
Xthyy + (X — Y)Uyy — Ytbyy =0, x >0, y > 0.

Odrediti oblast u kojoj je jednacina hiperboli¢na i svesti jednacinu na
prvu kanonicku formu, tj. formu u obliku uz, = ®(&,n, u, uz, uy).
Resiti jednacinu.
2. Dat je problem
ut:uxx, xe[o,z], t>0,
u(0,t) =1, u(2,t) =3, t>0,
u(x,0) = ¥X—x+1, xe€ [0, 2].
Resiti problem i odrediti lim u(x, t).
t—+o00
3. Data je jednacina uy — Czuxx + 2bu; + bPu =0, x > 0,t > 0sa

uslovima u(x,0) = ¢(x), x > 0, us(x,0) = P(x), x > 0iu(0,t) =
0, t > 0. Resiti jednacinu.

Uputstvo: uvesti smenu u(x, t) = e*v(x, t) za odgovarajuée o € R.

4. Neka je Q = (—1,1) x (—1,1) i neka je data funkcija f(x1,x) =
2
x} sin(7rx,). Odrediti maksimalno k € Ny tako da f € H*(Q).

5. Neka su «, y € R ineka je data funkcija

f) =y B =y
0, |x|>uy.

(a) Odrediti Furijeovu transformaciju f(£).

0 qin2 —
(b) Pokazati da je / N Wdé = Y.
Uputstvo: koristiti formulu/ 1f(&)|%dé = / |f(x)|?dx i

prethodni deo zadatka.

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
31. avgust 2016.

1. Nekajeu = u(x, y) reSenje jednacine xu, + yu, = nu,n > 0. Pokazati
da je u pozitivno homogena funkcija reda n, odnosno da za svako
I > 0vaziu(lx,ly) =1"u(x, y).

2. Dat je problem
Uy = gy, x€[0,L], t >0,

u(0,t) =0, u(L,t) =B, t>0,
u(x,0) = g(x),u(x,0) = h(x), x€]l0,L].

Resiti problem i ispitati kada postoji lim u(x, f).
t—-+oo

3. Data je jednacina u; —uyy = —1,0 < x < 1, t > 0 sa uslovima
u(x,0) =0, u(0,t) = u(1,t) = sinzt. Da li postoji 0 < xg < 1 tako
daje u(xp, 1) = 1? ObrazloZiti odgovor.

4. Ispitati da li funkcija

v(x,y) = log <log <1 + ﬁ)) —log(log2016)

pripada prostoru H!(B1), gdeje By = {(x,y) : x> + y*> < 1}.

5. Resiti potetni problem u; = uyy + xu, u(x,0) = g(x), gde je x € R,
t>0,g€ L2(R)NC(R).

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
9. tebruar 2017.

1. Data je jednacina a(x)uz + b(y)uy = f(x) +g(y), gde sua,b € C(I)
na nekom intervalu I C R. Nadi resenje u obliku u(x,y) = v(x) +
r(y). Primeniti na jedna¢inu u2 + ui =1.

2. Resiti meSoviti problem

Uy = CPUyy, XE [0,1], t >0,
u(0,t) = ux(l,t) =0, t>0,

u(x,0) =x, u(x,0) = sinE + sin S

21 7, X € [O,l]

3. (a) Svesti jednadinu x%uyy + Uy + 2xuy + uyctgy = 0,x > 0,y €
(0, 7r/2) na kanonicki oblik.

(b) Nad¢i funkciju f € C?(0,00) tako da je u(x,y) = f(x)cos(y) i
u(1l,y) = cosy, limy_oux(x,y) =0.

4. Odrediti za koje a € R funkdija f(x, y) = y|x|* sin(3x) pripada pros-
toru H'((—1,1) x (=1,1)).

5. Resiti pocetni problem u; = tyy + xuy, u(x,0) = g(x), gdeje x € R,
t>0,g € L?>(R)NC(R).

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
16. jun 2017.

1. Odrediti a,b € R tako da jedna¢ina (2y + 3z)dx + (2x + az)dy +
(3x + by)dz = 0 zadovoljava uslov integrabilnosti i resiti dobijenu
jednacinu.

2. Neka je u(x, t) reSenje jednacine
ur =y, x€(0,2),t>0
ux(0,¢) =0, uyx(2,£)=0, t>0
u(x,0) =sinx x € (0,2).

2
Pokazati da je funkcija F(t) = / " dx opadajuca za t > 0.
0

3. Neka je Q C R3 otvoren i ogranicen skup i neka je Au = 0 u Q.
Pokazati da je

max |Vu(x)| = max |Vu(x)]|.
xeQ x€0Q)

4. Resiti jednacinu uy + (o + B)ur + afu = c*uyy, x € R,t > 0, za
a=B€c€Ric>0.

5. Neka je g € C*((0,1)). Za koje 1 < p < oo funkcija f(x) =
/ ¢(t)dt, x € (0,1), pripada prostoru W'*((0,1))?
0

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
5. april 2017.

1. Resitijednacinu xuy — yu, = u—y, u(y* y) =0,gdejex e R,y >0
2. (a) Resiti meSoviti problem
Upy +uyy =0, x€(0,7m), yec(0,1),
ux(0,y) =ux(m,y) =0, y€(0,1),
u(x,0) =0, u(x,1) =cosx, xe€(0,m).

(b) Dali postoje xg € (0, 1) iyo € (0,1) tako da reSenje u problema
iz (a) dostize maksimum u (xg, yo)? Obrazloziti odgovor.

3. Neka je u(x, t) reSenje jednacine
ur—kiyy +p(Hlu =0, xR, t>0,, u(x,0)=f(x), xeR

i neka je g(t) reSenje jednacine

Pokazati da je tada v(x, t) = g(f)u(x, t) reSenje jednacine
vt —kvye =0, xR, t >0, v(x,0) = f(x), x e R.
4. Resiti jednacinu
U —Uyy + (cost)u =0, x eR, t >0,, u(x,0)=e* xR

5. Data je funkcija

1

, x €R.
(1+ x2)*/210g (2017 + x2)

u(x) =

Nekaje 0 < o < 1. Za koje p € R vazidau € W'P(R)?

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
13. septembar 2017.

1. Nadi funkciju f tako da u(x,y) = xf(y) + yf(x), x,y € R bude
reSenje jednacine uyy + tyy = u.
2. Resiti jednacinu
Uy = a%Uyy, X E 0,1], t>0

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0
u(x,0) =0, x¢€(0,1),

0, ako0<x < q,
v, akoa <x <f3,
0, akopB<x<I,

u(x,0) = f(x) =
gdesua, 3,1, v konstanteil,v,a > 0. Za @« = 0, 3 = [ pokazati da je

max u(x t)—u(l l ) _ b
o<x<lLt>0 7 \2'2a) 24

3. Data je jednacina u; = a?uyy, u(x,0) = f(x), x € R,t > 0ia > 0.
Pretpostavimo da je f € C?(R) funkcija za koju vazi |f(x)| < e,
x € R. Pokazati da je
2

1 2
|u(x, t)| < _p1+4d?t,

V14 4a?t

4. Data je funkcija f : R2 — R?, f(x,y) = H(x) — sgny. Pokazati da
slab izvod 9°f, & = (a1, ) € N3, # 0 postoji ako i samo ako je
a1 > 1,00 > 1. Da li postoji k € Ny tako da f € H¥(R?)?

5. Odrediti sve funkcije u € S(R) koje zadovoljavaju jednac¢inu

Uy +xuy+nu =0, ne N, x € R.

Svaki zadatak vredi 12 poena.



Parcijalne diferencijalne jednacine - pismeni ispit
20. septembar 2017.

1. Resiti jednadinu azyy + 2bzyy + czyy = 0, gdesua, b,c € Riac—b? <
0.

Ideja: koristiti transformacije ©# = x + ay,v = x + By. Odabrati
a, 3 € R na takav nacin da se dobije jednacina z,, = 0.

2. Resiti problem
Uy +uyy =0, x€(0,7m),0<y<1

ux(0,y) =0, uy(my)=0 0<y<l,
u(x,0)=0, u(x,1)=cosx, x¢€(0,mn).
Nadi maxu(x,y) uoblasti0 < x < 7,0 <y <1.

sa uslovima

3. Data je jednacina u; —uyy = 0, t > 0, 0 < 1
0. Pokazati da

u(0,x) = f(x),0 <x < Tiuy(t0)=ux(t1)
1
je funkcija E(t) = / u(t, x)dx konstantna.
0

x <
0,t>

4. Dat je potetni problem uy — c?uy, = 0, t > 0, x € R,c > 0 sa
uslovima u(x,0) = f(x), us(x,0) = g(x), x € R. Pretpostavimo da
vazi limyy o f(x)/]x| = a € Rilimy 0 g(x) = b € R. Pokazati da

je
lim U, )

=ceR.
|t|— o0 t

5. Data je funkcija
n, 0<x<1/n,

fu(x) :{ 0, inace.

(a) Pokazati daje lim fan=06uD'(R).
n—oo
(b) Pokazati da li_>m £2 ne postoji u D'(R).
n—,oo

(c) Odrediti lim ( 2 —ns)uD'(R).

Svaki zadatak vredi 12 poena.



