Glava1l

Parcijalne diferencijalne
jednacine prvog reda

1.1 Oznake

Za funkciju u : R" — R parcijalni izvod po x; oznatavamo sa uy,, odnosno
Uy, = 0u/0x;, pricemuje x = (xq,...,X,).

Radi efikasnosti prilikom rada sa izvodima viseg reda koristimo multi -
indekse. Multi - indeks je vektor o« = (o, ..., ), gde a; € Ny. Red multi
- indeksa je broj || = a1 + - - - + &y Za dati multi - indeks « definiSemo

olely

atxu = ——
x1 Xn
o

Dalje uvodimo x* = x7' ... xy" zaa = (a1, ..., a) il = ! ... oyl
Za k € Njj definiSemo

Dfu = {0%u : || = k}.

Primer 1.1.1 Akojeu : R® — Ria = (1,0,2), onda je x* = x1x3, a! =
1020 =2, o] = 1+ 0+2 =3, 0% = tty, thy, .
Za funkciju u : R" — Rje D'u = {uy,, ..., uy, }.

Za multi - indekse « i 3 definiSemo i

(3) = o

pricemujea+ 3= (a1 £B1,..., 00 £ Bn).
Za multi - indekse a i 3 vaZi da je « < 3 ako i samo ako je o; < f3; za
sveie {1,...,n}.

[ Vojnovic



Zadatak 1.1.2 Dokazati: ako su ¢ i 1 funkcije definisane u okolini tacke x € R”"

i ¢iji parcijalni izvodi reda < |p| za multi - indeks p € Nf} postoje i neprekdini su
u toj okolini, onda vaZi

o’ (o) =), <p> TP .
g<p \1

Podsetimo se i definicija gradijenta i Laplasijana skalarne funkcije u :
R" — R.

e Gradijent funkcije u je vektor Vi = grad u = (d11,...,0,1t).
e Laplasijan funkcije u je linearan operator Au = d11u + - - - + dypt
Za vektorsko polje F : R" — R" definiSemo divergenciju sa

divF:V-F:ﬁJr---JraF”
0xq 0x;,

Za vektorsko polje F : R® — R3 definigemo rotor sa

rot F=V xF = (81,82,83) X (Fl,Pz,Fg)

1.2 Definicija i klasifikacija
Definicija 1.2.1 Parcijalna diferencijalna jednacina (skraceno PD]) reda k je jednacina
koja moZe da se zapise u obliku

F(x,u, Du, D?%u,..., Dku) =0,

za neku funkciju F : U X R x R” x---xR" 5 R, gdejex € U C R" otvoren
skup, a u : R" — R je nepoznata funkcija.

Primer 1.2.2 o u; + uy = 0 je jednacina proog reda
® Uy + Uyxy + U = X je jednacina treCeg reda
o ul+ u§ = 1 je jednacina proog reda
Definicija 1.2.3 PD] reda k je linearna ako moZe da se zapise u obliku

Y an(x)0%u = f(x).

jal<k

Ako je f = 0 kaZemo da je jednacina homogena, ako je f # 0 kaZemo da je
nehomogena. Ako jednacina nije linearna, kaZemo da je nelinearna.

Primer 1.2.4 ® Uy + uyy = 0 je homogena linearna jednacina
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® Uy + Uy, = e* je nehomogena linearna jednacina
o u2+ u§ = 1 nije linearna jednacina

Definicija 1.2.5 Nelinearna PD] reda k je semilinearna ako moZe da se zapise u
obliku
Y aa(x)ou+ ag(D*"'u, D*"2u, ..., Du,u,x) = 0
|| =k

Dakle, nelinearne PDJ su semilinearne ako koeficijenti uz najvise izvode od
u zavise isklju¢ivo od x.

Primer 1.2.6 e uy + u? = 0 je semilinearna jednacina

® U + Uyyx + Ullyy = O je takode semilinearna

Definicija 1.2.7 Nelinearna PD] reda k, koja nije semilinearna, je kvazilinearna
ako moZe da se zapise u obliku

Z u“(Dk_lu, D2y, ..., Du,u, x)0%u + ao(Dk_lu, D2u,...,Du,u, x)=0

la|=k
Primer 1.2.8 o u; + f(u)uy = 0 je kvazilinearna jednacina
. Vu o . o 0
) d1v<7> = 0 (jednacina minimalne povrsi) je kvazilinearna
V14| Vul?

jednacina

Definicija 1.2.9 PD] reda k je potpuno nelinearna ako se izvodi najviseg reda
pojavljuju nelinearno u jednacini

Primer 1.2.10 ° u‘?; + u'; = 1 je potpuno nelinearna jednacina
Zadatak 1.2.11 Klasifikovati sledece jednacine:

1. uy+uy+sinu =0;
U+ Uy +sinx® = 0;

U+ Uy +sinu, = 0;

B~ LN

Uy + etu, = sin x2.

Zadatak 1.2.12 Resiti jednacinu vy, +u = 0,u = u(x, y).
Zadatak 1.2.13 Resiti jednacinu uy, = 0,u = u(x,y).

Zadatak 1.2.14 Resiti jednacinu uy, + 3uy, = 0,u = u(x, y).



1.3 Linearne jednacine prvog reda
Posmatramo jednacine oblika

A (X)y, + a2 (X)uy, + -+ -+ ap(x)tuy, +ao(x)u = f(x).
Zadatak 1.3.1 Resiti jednacinu au, + buy, =0, a>+b>#0,a,bcR.

Resenje: Primetimo dajeizvod u pravcu (g, b) funkcije ujednak nuli. Dakle,
u(x,y) = c u pravcu vektora (a, b). ReSenje je konstantno na svakoj pravoj
paralelnojsa (a,b), paje u(x,y) = f(bx —ay), gde je f proizvoljna diferen-
cijabilna funkcija jedne promenljive.

Drugi nacin da se resi zadatak je da se uvede smena promenljivih, x; =
ax + by, y1 = bx —ay. Tadaje uy = uy0xX1 + Uy, 0xy1 = auy, + buy,.
Sli¢no je u, = —auy, + bu,,. Sledi da je auy + bu, = (a*> + b*)u,, =0, paje
u = f(y1) = f(bx —ay) i f je proizvoljna, diferencijabilna funkcija. a

Zadatak 1.3.2 Resiti jednacinu 4uyx — 3uy, =0, u(0,y) = y°.

(3x + 4y)?

Resenje: Resenje je dato sa u(x,y) = o

Zadatak 1.3.3 Resiti jednacinu 3u, — 5u, = 0, u(0,y) = siny.

1.3.1 Jednaéine oblika auy, + bu, +cu = g(x,y), a,b,c € R

Da bismo nasli opste reSenje ove jednacine, trazimo opSte reSenje ho-
mogene jednacine au, + bu, + cu = 0 i partikularno reSenje nehomogene
jednacine. ReSenje dobijamo kao zbir ova dva reSenja. Uvodimo smenu
promenljivih x; = ax + by, y; = bx — ay, pa jednacina postaje (a*> +
b*)uy, +cu = 0, u = u(xy,y1). Dalje ovu jednacinu reSavamo kao obi¢nu

diferencijalnu jednac¢inu, pa dobijamo u(x1,y1) = ety f(y1). Dakle,

—C

reSenje homogene jednacine je uy (x, y) = ea+? (m+by) f(bx —ay). Da bismo
nasli partikularno re$enje, posmatramo jednacinu (a? + b?)uy, +cu = g(x1, 1)
i reSavamo je kao nehomogenu obi¢nu diferencijalnu jednac¢inu. Partiku-
v [ 8, 1)

£t _ .
Weauzﬂ "dx;. Opéte redenje polazne
a

—c
v P S X

larno reSenje je u, = e«>+?

jednacine je u = uy, + up.

Zadatak 1.3.4 Naci opste reSenje jednacine —2u + 4uy + 5u = ¢V,

Zadatak 1.3.5 Resiti pocetni problem uy + uy +u = et u(x,0) =0.



1.3.2 Jednatine oblika a(x, y)u, + b(x, y)u, +c(x, y)u = d(x, y)

Zadatak 1.3.6 Resiti jednacinu uy + yu, = 0.

Resenje: Izvod u pravcu v = (1, y) je nula. Krive za koje je vektor v tan-
gentni vektor imaju nagib y/1, pa vazi dy/dx = y/1. ReSavanjem ove
obi¢ne diferencijalne jednacine dobijamo y = ce*, tj. e*y = C. Na svakoj
od ovih krivih reSenje je konstantno. Zaista, vazi da je %u(x, Ce*) =
uy + yuy = 0. Dakle, reSenje je dato sa u(x,y) = f(c) = f(e™"y), gde
je f proizvoljna C! funkcija. u

Zadatak 1.3.7 Resiti pocetni problem uy + yu, = 0,u(0,y) = y°.

Resenje: Reenje je datosa u(x,y) = (e *y)>. a

Da bismo resili jednacinu a(x, y)ux + b(x, y)uy +c(x,y)u = d(x,y),
sli¢tno kao i ranije uvodimo smenu & = &(x,y) i n = n(x,y). Tada je
Uy = ugéy +upny i uy = ugé&y + uyny,. Polazna jednacina je sada u ob-
liku (a&y + b&y)ug + (any + bny)uy + cu = d. Zelimo da dobijemo obi¢nu
diferencijalnu jednacinu, recimo po §, pa biramo 1 tako da je any + bn, = 0
i bez umanjenja op$tosti moZemo pretpostaviti da je a # 0. Za krive y(x)

date sa dy/dx = b/a imamo da je En(x,y(x)) = 0, pa je opste reSenje

jednacine an, + bn, = 0 dato sa n(x,y) = f(c)ivazidajen, # 0. Za
drugu promenljivu biramo &(x, y) = x, zato $to takav izbor implicira da je
Jakobijeva determinanta za transformaciju koordinata razli¢ita od nule (] =
&y — mxéy # 0). U novim koordinatama jednacina postaje a(&, n)us +
c(&, mu = d(&,mn), pa ovu jednadinu reSsavamo kao obi¢nu diferencijalnu
jednacinu po &.

Zadatak 1.3.8 Resiti jednacinu xiyx — yu, + y*u = y*.

Zadatak 1.3.9 Resiti jednacinu uy + 2xy*u, = 0.
Generalno, homogenu, linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu
Py(x)uy, + -+ Py(x)uy, =0, x = (x1,..., %)
reSavamo preko sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina

dxq dx, _dxy

P(x)  R(x) T P(x)

Dobijamo c, ..., c,—1, pa je reSenje dato sa u(xq,...,x,) = F(c1,...,cn-1),
gde je F proizvoljna C! funkcija.

Zadatak 1.3.10 Resiti jednacinu xjuy, + XoUy, + - - - + Xpliy, = 0.



1.4 Kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednacine
prvog reda

Posmatramo jednacine oblika
Py(x, u)tty, + Po(x, u) iy, + - - - + Py(x, u) 11y, = Q(x,u).

Da bismo dosli do reSenja prvo treba da resimo sistem obi¢nih diferen-
cijalnih jednacina
dxq dx; dx, du

Pi(x,u)  Dy(xu)

T Py(x,u)  Q(x,u)
Resenje je u obliku F(cy, ...,c,) = 0, gdeje F € C(R")

Zadatak 1.4.1 Resiti jednacinu xquy, + Xoly, + -+ + Xylly, = U.
Zadatak 1.4.2 Resiti jednacinu (14 /u —x — y)ux +uy = 2,u(0,y) = v.
Zadatak 1.4.3 Resiti jednacinu xquy, + Xoly, + -+ - + Xplly, = X1X2... Xy.

Zadatak 1.4.4 Resiti jednacinu (y + 2z%)zx — 2x*zz, = x*. Naéi resenje koje
prolazi kroz krivu x = z,y = x2.

Zadatak 1.4.5 Resiti jednacinu xy°z, + x*z%z, = y>z. Naéi reSenje koje prolazi
kroz krivu x = —z3,y = z2.

Zadatak 1.4.6 Resiti jednacinu (y — z)zy + (z — )z, = x — V.
Zadatak 1.4.7 Resiti jednacinu yz, — xz, = 0, z(0,y) = y*.
Zadatak 1.4.8 Resiti jednacinu xuy + yu, = 0,u(x,1) = x.
Zadatak 1.4.9 Resiti jednacinu uy + (2e* — y)u, = 0.
Zadatak 1.4.10 Resiti jednacinu x1uy, + XoUy, + X1X2Uyx; = 0, u(x1,x2,0) =
X3+ x3
1T X2
1.5 Fafove jednacine

Fafova jednacina u R? je jednacina oblika
P(x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = 0.

Akoje P(Q; — Ry) + Q(Ry — P;) + R(Py — Qx) = 0, tj. akoje (F, rot(F)) = 0,
onda je resenje u nekoj okolini tacke (xo, Yo, z0) u kojoj je R(xo, yo, z0) # 0
dato sa z = ¢(x, y). Sa F smo oznadili vektorsko polje (P, Q, R).

Mogucéa su dva slucaja.



1. AkojerotF =0, tj.akoje Ry = Q;, Ry = P, P, = Qy, ondaje

X

y z
u(x,y,z) :/ P(x1,y,z)dx1 + ; Q(xo,yl,Z)dler/ R(x0, Yo0,21)dz1 +c,
X 0 Z0

0
gde su xo, yo, zo proizvoljni brojevi.

2. Ako je (F rot(F)) = 0, onda biramo da je x, y ili z konstanta, npr.
neka je dz = 0. Tada reSavamo obi¢nu diferencijalnu jednacinu Pdx +
Qdy = 0 i dobijamo reSenje u obliku u” = f(x,y,z) —c(z) = 0. Tada
je du? = ukdx + uldy 4+ uldz = 0ivazidaje

uf ol ol
P 0 R

Iz ovih relacija dobijamo c(z).

Zadatak 1.5.1 Resiti jednacinu (6x + yz)dx + (xz — 2y)dy + (xy — 2z)dz =
0.

Zadatak 1.5.2 Resiti jednacinu yzdx + (xz — yz°)dy — 2xydz = 0.

1.6 Kompletno, opste i singularno reSenje parcijalnih
diferencijalnih jednacina prvog reda

Data je parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda

F(x,y,z,p,9) =0, (1.1)

gdejep = a—Ziq: %
ox oy
Za reSenje koje zavisi od dve proizvoljne, nezavisne konstante a i b
kazemo da je kompletno resenje, odnosno h(x,y,z,a,b) = 0 ili eksplici-
tno
z=V(x,y,a,b). (1.2)

Primetimo da iz (1.1) sledi da je
oV /dx =p, dV/dy = q. (1.3)

Sva ostala reSenja jednacine (1.1), ako postoje, mogu se dobiti iz kompletnog
reSenja (1.2), Sto se moZe pokazati metodom varijacije konstanti.

Neka su a(x,y) i b(x, y) neke diferencijabilne funkcije u kompletnom
reSenju z = V(x,y,a,b). Tada je

V. oVaa dVab 9V oVaa aVob _

ax Tdaox Tabax P ay Taaay Tabay T 09



Eliminacijom funkcija a i b iz jednacina (1.4) i iz (1.1) treba da se dobije
jednacina (1.1), Sto je moguce ako je

Vs Vb _,  Vda Vb _

gax—f—%a— , gaer%@—O. (1.5)

Tada formalno jednacine (1.4) postaju oblika (1.3). U zavisnosti od Jakobi-
jana imamo dva slucaja.

: o . . 0dadb dadb
1. Ako je Jakobijan jednak nuli, odnosno ako je xay  dyax 0,

onda je, recimo, b = (a), gde je VP proizvoljna funkcija u C!. Pret-

postavimo da je £ # 0. Vazidaje

ob  , oa
P Y (a)$~
Iz (1.5) sledi da je
vV adV , da
(5 + ¥ @) 5, =0
paje
ov. v ., o
5ty ¥ =0. (1.6)

Eliminacijom a i b iz (1.2), (1.6)i uz uslov da je b = (a) dobijamo
relaciju n(x, y,z) = 0 koja ne sadrzi a i b i reSenje je jednacine (1.1).
Skup reSenja ovog oblika, pri ¢emu je 1 proizvoljna funkcija zove se
opste reSenje.

. dadb daodb . . L -
2. Akoje Iy ayax # 0, onda jednacine (1.5) imaju samo trivijalna
reSenja, odnosno vazi da je
oV e1%
o = 0, i 0. (1.7)

Eliminacijom a i b iz (1.2) i (1.7) dobija se relacija f(x,y,z) = 0 koja
ne sadrZi proizvoljne konstante i koja je reSenje jednacine (1.1). Ovo
reSenje se zove singularno reSenje.

1.7 Lagran - Sarpijeva metoda

Posmatramo problem u obliku

{ F(x,y,u,uy,uy) =0
ulp =¢ (1.8)



~—

Uvodimo promenljive p(s) = ux(x(s), y(s)
timo da tada jednacina

a(x,y, u)ux +b(x,y,u u, = c(x,y,u)
.= (1.9)

ig(s) = uy(x(s),y(s)). Prime-

moze da se zapiSe u obliku

F(x,y,2z,p,9) = a(x,y,z)p+b(x,y,z)q — c(x,y,z) = 0.

Karakteristi¢ne jednacine

dx/ds = a(x,y,z)
dy/ds = b(x,y,z)
dz/ds = c(x,y,z)

sada su u obliku

dx/ds = Fy(x,v,2,p,9)
dy/ds = F;(x,v,2,p,9) (1.10)
dz/ds = pFy(x,Y,2,p,q) + qF;(x, v, 2,p,q).

Ovo zapaZanje bi¢e nam motivacija da definiSemo karakteristi¢ne jednacine
za potpuno nelinearnu jednacinu (1.8). U opstem slucaju sistem (1.10) moZe
biti neodreden, pa treba da nademo jednacine za p(s) i q(s). Duz krivih
(x(s), y(s)) definisanih sa (1.10) imamo da je

dp/ds = duy/ds = pxx'(s) + pyy'(s) = pxFp + pyE,
i slicno
dq/ds = qxFy + qyFy.
Sa druge strane, iz jednacine imamo da je

Fx:Fx+PZux+Fpuxx+Fquxy :Px+sz+Fppx+quy :0.

Odavde je
pxFp + pyFy = —F — pF.

Sli¢no, kada F diferenciramo po y dobijamo
qxFp +qyFy = —F, — qF..
Odavde definiSemo jednacine za dp/ds i dq/ds sa
dp/ds = —F, — pF,,

dq/ds = —F, — qF..



Karakteristi¢ne jednacine za (1.8) definiSemo sa

dx/ds = F,(x,9,2,p,9)
dy/ds = Fy(x,y,2,p.9)
dz/ds = pF,(x,y,2,p,q) + 95 (x, ¥, 2 p,q) (1.11)
dp/ds = —F(x,y,2,p.q9) — pE(x, Y, 2,p. q)
dq/ds = —Fy(x,Y,2,p,q) — qF=(x, 4,2, p,q)-
Zadatak 1.7.1 1. Pokazati da ne postoji reSenje pocetnog problema

xus+u, =20
u(x,0) =sinx.

2. Objasniti zasto postoji beskonacno mnogo resenje za pocetni problem
{ xug+u, =0

u(x,0) = cosx.
Zadatak 1.7.2 Odrediti kompletno, opste i singularno resenje jednacine

(#2) (42 -y

a zatim naci ono resenje koje prolazi kroz krivu y =0, z = x — 1.
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Glava 2

Parcijalne diferencijalne
jednacine drugog reda

2.1 Talasna jednacina - Dalamberova formula

Posmatramo Kosijev problem:

ust(x, ) — e (x, ) = f(x,1)

u(x,0) = @(x)

ui(x,0) = ¥(x)
® € C*(R), YeC(R), feccCR?
xeR, t>0

Resenje je dato preko Dalamberove formule:

1 ® 1 x+ct x+c(t—s)
u(x, t) = E( (x+ct)+®(x—ct))+?c/Jc S—l—zc/ / s)dyds

—ct
Zadatak 2.1.1 Resiti sledece jednacine:

1. up(x,t) = uge(x,t) +xt, u(x,0)=0, wu(x,0)=0, xeR, t>
0,

2. up(x,t) = urx(x,t), u(x,0) =In(1+x2), wu(x,0)=4+x, xE€
R, t>0,

3. up(x,t) = upr(x,t) +e%, u(x,0) =0, u(x,00=0, xeR, t>
0,

4. uy(x,t) = Cupe(x,t) +e, u(x,0) =sin(x), w(x,0)=1+x, x¢€
R, t>0.
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Zadatak 2.1.2 Neka je u(x, t) reSenje talasne jednacine uy — Uy = 0. Dokazati
da su tada resenja i funkcije:

1. u(x —y,t), gde je y parametar,
2. ux(x,t),

3. u(ax,at),a € R.
Zadatak 2.1.3 Pokazati da za resenje Kosijevog problema
ut(x, 1) — gy (x,8) =0, u(x,0) = ®(x), ui(x,0) =W(x),
zax € Rit > 0vaZi:
1. ako su funkcije ® i Y neparne, onda je u(0,t) =0,

2. ako su funkcije @ i¥ parne, onda je u,(0,t) = 0.

Zadatak 2.1.4 Resditi pocetne probleme:

1.
up (x,1) — iy (x, 1) =0,
u(x,0) = 0(x), u(x,0)="Y¥(x)
u(0,¢) =0
x>0, t>0, ¢>0.
2.

up (x,1) — iy (x, 1) =0,
u(x,0) = 0(x), wu(x,0)=Y(x)
uy(0,t) =0
x>0, t>0, ¢>0.

Zadatak 2.1.5 Pokazati da za resenje Kosijevog problema
up(x, t) — czuxx(x, t) = f(x,t), u(x,0)=u(x,0)=0,
zax € Rit > 0ovaZi:
1. ako je f neparna funkcija po x, onda je u(0,t) =0,
2. ako je f parna funkcija po x, onda je 1, (0,t) = 0.

Zadatak 2.1.6 Resiti pocetne probleme:

12



ue(x, 1) — Cux(x, 1) = f(x, 1),
u(x,0) =0, wu(x,0)=0
u(0,t) =0
x>0, t>0, c¢>0.

up(x, t) — c2uxx(x,t) = f(x,t),
u(x,0) =0, wu(x,0)=0
uy(0,¢) =0
x>0, t>0, c¢c>0.

Zadatak 2.1.7 Resiti pocetni problem:
up(x,y,t) = A (uxx(x, 4, t) + 1y (x, 9, 1)),

u(x,y,0) = fi(x) + fa(y),
ut(x, y,0) = g1(x) + 82(y),
(x,y) €R?, t>0, ¢>0, fi,f»€C*R), g1,9 €CLR).

2.2 Talasna jednacina - Furijeova metoda

e Neka
fel(-L1]) = {f: 1] > R /_llf2(x)dx < oo}.
Tada je:

flx) = 0120 + io: a, COs (T> + Z by sin (n7lrx)

an l/ f(x)cos T) x, n=0,1,..
b, = 7 /f/(x) sin T)dx, n=12,..
e Za f € L*([0,1]) vazi:

Tl7TX)

f(x) = 2+Zancos( l

2 nimx
a, = 7/0 f(x) cos (T>dx, n=20,1,...
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e Za f € L?(]0,1]) vazi i razvoj:

1’17TJC>

flx) = nil by sin ( i

2 ! . /nmx
b, = 7/0 f(x)sin (T)dx, n=1,2,..
Zadatak 2.2.1 Resiti problem
up(x, t) — azuxx(x,t) =0,
u(x,0) = f(x), w(x,0)=g(x)

u(0,t) =0, wu(l,t)=0
xe0,0, t>0, a>0.

Zadatak 2.2.2 Resiti prethodni zadatak zal =1,¢ =01
- x, 0<x<1/2
f(x)—{l—x, 1/2 <x < 1.

Zadatak 2.2.3 Resiti problem
up(x, ) — Py (x, t) = f(x,t),
u(x,0) = @(x), wu(x,0)=¥(x)
u(0,t) =h(t), wu(l,t) =kt
xe (0,1), t>0, c>0.
Zadatak 2.2.4 Resiti problem
up(x, 1) — tyy(x, 1) +u(x, t) =0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0,
u(x,0) =0, wu(x,0)=(x)
xe (0,1), t>0.
Zadatak 2.2.5 Resiti problem
g (x, 1) — uxx(x, ) +u(x, t) = f(x,t),
u(0,t) =0, u(l,t) ="+
u(x,0) =0, u(x,0)=(x)
xe (0,1), t>0.
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Zadatak 2.2.6 Rediti problem:

us(x, 1) = a1 (x, 1),
u(0,t) =t, u(l,t)=2,
u(x,0)=x, u(x,0)=1,
x€(0,1), a,t>0.
Zadatak 2.2.7 Resiti problem:
Upr (X, ) = up(x, t) — kx,
u(0,t) =u(1,t) =u(x,0) =0, u =V,
x€(0,1), t>0, Vy=const.
Zadatak 2.2.8 Resiti problem:
Upy (X, ) —ug(x, ) = 10,

u(0,t) =2, uy(1,t) =0,

3mx

u(x,0) =2, u(x,0)=sin <2> ,

xe (0,1), t>0.

2.3 Difuzna jednacina

Posmatramo Kosijev problem:

ue(x,t) = kg (x, 1) + f(x, 1)
u(x,0) = @(x)
® € C*(R)
xeR, t>0, k>0

Resenje je dato sa:

—00

u(x,t) = /OO S(x—y,t)@(y)dy+/()t/o:o S(x—y,t—s)f(y,s)dyds,
1

S(x,t) = e W



Zadatak 2.3.1 Koristeci prethodnu formulu, dokazati da je resenje problema
ur(x, t) = kuye(x, £),
u(x,0) =¥,

xeR, t>0, k>0

dato sa u(x,t) = e3(x+3kt),

Zadatak 2.3.2 Resiti problem
ur(x,t) = kuye(x, £),
u(x,0) = @(x),
uy(0,t) =0,
x>0, t>0, k>0

Zadatak 2.3.3 Resiti problem
ur(x, t) = kuye(x,t) + f(x, 1),
u(x,0) = O(x),
u(0,t) =0,
x>0, t>0, k>0.
Zadatak 2.3.4 Resiti problem
up(x, t) = kuye (x,t) + f(x, 1),
u(x,0) = @(x),
u(0,t) = h(t),
x>0, t>0, k>0.
Zadatak 2.3.5 Resiti problem
ur(x,t) = kuyy(x, £),
u(x,0) = ®(x),

uy(0,t) = h(t),
x>0, t>0, k>0.
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Zadatak 2.3.6 Resiti problem
ur(x,t) = aZuxx(x,t),

u(0,t) = u(m,t) =0,

xe(0,m), t>0, a>0, Ty=const.

Zadatak 2.3.7 Resiti problem

Zadatak 2.3.8 Resiti problem
up(x,t) = a’uy(x, t) + f(x, 1),
u(0,t) = h(t), u(l,t)=kx(t),
u(x,0) = @(x),
xe(0,1), t>0, a>0.
Zadatak 2.3.9 Resiti problem
up(x, t) — uxe(x, ) +u(x,t) =0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0,
u(x,0) = d(x),
xe (0,1), t>0.

2.4 Kilasifikacija parcijalnih diferencijalnih jednacina
drugog reda

Posmatramo jednacinu
Aty (X, Y) + 2buyy (X, y) + cuyy(x,y) = d
gde sua, b, cid funkcije koje zavise od x, y, u, u, i u,. Neka je
D = b* —ac.

Jednacina je:
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e elipti¢na akoje D < 0,
e hiperboli¢na akoje D > 0,
e paraboli¢na akoje D = 0.

Definisimo

2.4.1 Svodenje na kanonicki oblik
e Elipti¢na jednacina (A, A; € C).
y(x)=A — a=wi(xy).
Smena & = Re(wy), n= Im(w;).
Svodi se na kanoni¢ki oblik ugz + upy = O (&, 1, 1, ug, ty).
e Hiperboli¢na jednacina (A1, A, € R, A1 # Ap).
yix)=A — c=wi(xy).
yVx)=2A — c=wix,y).
Smena & = wy, n = ws.
Prvi kanoni¢ki oblik: ug, = @1(&,n, u, ug, uy).
Novasmena® =&+4+1n, T=§&—1.
Drugi kanoni¢ki oblik: ugg — urr = @ (6, T, 1, g, tir).
e Paraboli¢na jednacina (A1, A2 € R, A = Ap).
yx) =AM — ca=wi(xy).

Smena § = wy, n =xilié = w;, n = y. Smena se bira tako da
determinanta Jakobijana preslikavanja bude razlicita od nule.

Svodi se na kanonicki oblik uzz = ® (&, 1, u, ug, uy) iy, = O (&, n,u, uz, uy).
Zadatak 2.4.1 Odrediti tip jednacine i svesti je na kanonicki oblik.
a) 2Uyy — 4lyy — 6Uyy + Uy = 0.
b) 4uyy + 12uyy + uyy + 2uy +u = 0.
C) Uxy + 61y + 10wy, + uy + 3u, = 0.

Zadatak 2.4.2 Odrediti oblasti u xy ravni u kojima je jednacina elipticna, hiper-
boli¢na, parabolicna.
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b) yuxy — 2uyy + Xty + 2uy +u = 0.
Zadatak 2.4.3 Resiti problem

a)

Uy — 28i0(x)ttyy — (3 4 cos?(x))uyy — cos(x)u, = 0,

<

u(x,cos(x)) = sin(x), wuy(x,cos(x)) = e2.

b)
uxx — Zuxy + 4:€y = O,

w(©0,y) =y, ux(0,y) =1.
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Glava 3

Distribucije, slabi izvodi,
Furijeova transformacija

Zadatak 3.0.4 K0]a od sledecih preslikavanja definisu distribucije, za d) € D( ):
1) (F ) = Zqo ,2) (F @) = / @*(x)dx , 3) (F, @) = Z(p

Zadatak 3.0.5 Dokazati dalog|x| € L} (R).

Zadatak 3.0.6 Izracunati:

1. x-9,

2. vp(1) - x,

5. op(1) - (x6).
Zadatak 3.0.7 Dokazati:

Vx5 =6, 2 f-8 = —f(0)-8,2a f € C(R), F(0) = 0,£(0) £
0, 3)x-60 =_ps-1),

Zadatak 3.0.8 Da li je 6 reqularna distribucija?

VaZe sledece teoreme.
Teorema 3.0.9 Akojex-T(x) =0, T € D', ondaje T(x) = cb(x).

Teorema 3.0.10 Ako je x - T(x) = J(x), T,] € D', onda je T(x) = To(x) +
cd(x), gde je To(x) proizvoljno partikularno resenje jednacine.

Zadatak 3.0.11 Resiti jednacine u D'(R): 1) x-v'(x) =0,2) x-v'(x) = 1.
Zadatak 3.0.12 Nadi funkciju f € S(R)\D(R).

Zadatak 3.0.13 Nadi distribuciju u € D'(R)\S'(R).
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3.1 Furijeova transformacija

Za funkciju f € L'(R") definiSemo Furijeovu transformaciju i inverznu
Furijeovu transformaciju sa:

F(f)(y) = fly) = (2m) Rnf(X)E‘ix'ydx,

FUf W) = fl=) = @4 [ ey,
VaZze sledece osobine:
@x,f) = i, F (),
Fxif) = iy F(F)(),
(FIFN() = f(=2),
(
(

—

f

Y

fxg) = QmEF(f)F(g),
flx—=m)(y) = e " F(f)(y),h € R",

F(FO)(y) =T F()(5) A€

g ok W N
kl“]

f

o

1
Zadatak 3.1.1 Odrediti Furijeovu transformaciju funkcija: 1) f(x) = e /2,
V2
2) f(x) =eM,A>0

Zadatak 3.1.2 Odrediti Furijeovu transformaciju za Hevisajdovu distribuciju H(x),
gdeje H(x) =1zax >0iH(x) =0zax <0.

Zadatak 3.1.3 Pokazati da u S'(R") vazi: 1) F(8) = (2m)~"/2, 2) F(1) =
(27)"/28.

Zadatak 3.1.4 Pokazati da je F(Af)(y) = —||y||>F(f).

Zadatak 3.1.5 Resiti jednacinu uy = Au, u(0,x) = g(x)zat > 0,x € R" i
¢ € LY(R).

Zadatak 3.1.6 Resiti jednacinu u” (x) —u(x) = &' (x), x e R.
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3.2 Prostori Soboljeva, slabi izvodi
Neka je QO C R" otvoren skup inekajel < p < 0.

Definicija 3.2.1 Prostor Soboljeva WP (Q) je definisan sa

1Lp ._ P g1, -+, g0 € LP(Q) tako da je

WHQ) = {u € LrQ) Joudp/dx;i = — [ gip, Vo € C(Q),1<i<n
Dakle, u € WLP(Q) ako i samo ako su u i svi njeni slabi parcijalni izvodi
elementi prostora LF. Za W'?(Q) koristimo i oznaku H!(Q). Za u €
WLP(Q) definisemo g—; = g i kao u prethodnoj glavi koristimo oznaku
Du = gradu = (Uy,,...,Uy,). Primetimo da ova definicija ima smisla,
posto su funkcije g; jedinstvene skoro svuda. Preciznije, ako su h; funkcije
za koje je ispunjeno da je [ ud@/ox; = — [ hip, Vo € CF(Q),1 <i<n,
ondajem{x € Q: gi(x) # hi(x)} = 0,1 <i < n, gde je sa m oznalena
Lebegova mera. Prostor W7 (Q) snabdevamo normom

" du
s = e + 3 |52

Lp

ili ponekad koristimo ekvivalentnu normuzal < p < oo

b = (laly + 3 5]

Na prostoru H!(Q) je mogucée definisati i skalarni proizvod

n
uv—l—Z/ Uy, Uy, -
i=17Q

(u/v)Hl = (MIU)LZ + i(uxi,vxi)Lz = /

i=1 Q

Definicija 3.2.2 Nekajel < p < co. Sa Wé’p (Q) oznacavamo zatvorenje skupa
CH(Q) u WHP(Q).

Za W&'Z(Q) koristimo oznaku H}(Q). Prostor Wg’p(Q) snabdeven W?
normom je separabilan, Banahov prostor. Prostor Hj snabdeven H! skalar-
nim proizvodom je Hilbertov prostor.

Napomena 3.2.3 Prostor C}(R") je gust u W'P(R") i zato je Wg’p(R”) =
WP (R™), §to u opstem slucaju ne vaziza Q C R", Q # R".

Napomena 3.2.4 Neka f € C}(Q) i definisimo za e > 0

£ = 5 [ o(*2Y) fwa,

Coen €
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1 sa centrom u koordinatnom pocetku i vazi da je [p(x)dx = 1i p(x) > 0.
Funkcija J.f je molifajer za funkciju f. Posto J.f — f,e — 0 u WP normi
iJof € CP(Q), onda je C°(Q) gust u WS”’(Q), Sto znaci da smo W&'p(Q)
mogli da definisemo i kao zatvorenje skupa C°(Q) u WP (Q).

Zadatak 3.2.5 Na¢i maksimalno m € N tako da f(x) = x|x| € W"(—-1,1).

Zadatak 3.2.6 Odrediti a,b € R za koje funkcija f(x,y) = |x|*|y|* pripada
prostoru W((—1,1) x (—1,1)).

Zadatak 3.2.7 Odrediti a,b € R za koje funkcija f(x,y) = |x|*|y|® pripada
prostoru W(B1(0)).
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